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Prefacio  a  la  tercera 
edición  en  inglés 


A  diferencia  de  un  curso  de  “cálculo”  o  de  “ecuaciones  diferenciales”,  donde  el  conte¬ 
nido  del  curso  está  muy  estandarizado,  el  contenido  de  un  curso  titulado  “matemáticas 
para  ingeniería”  algunas  veces  varía  de  forma  considerable  entre  dos  instituciones  aca¬ 
démicas  distintas.  Por  lo  tanto,  un  texto  sobre  matemáticas  avanzadas  para  ingeniería 
es  un  compendio  de  muchos  temas  matemáticos,  todos  los  cuales  están  relacionados  en 
términos  generales  por  la  conveniencia  de  su  necesidad  o  utilidad  en  cursos  y  carreras 
subsiguientes  de  ciencia  e  ingeniería.  En  realidad,  no  hay  un  límite  para  la  cantidad  de 
temas  que  se  pueden  incluir  en  un  texto  como  el  que  ahora  nos  ocupa.  En  consecuencia, 
este  libro  representa  la  opinión  de  los  autores,  en  este  momento,  acerca  de  lo  que  consti¬ 
tuyen  “las  matemáticas  para  ingeniería”. 


Contenido  del  texto 


Los  seis  primeros  capítulos  constituyen  un  curso  completo  sobre  ecuaciones  diferencia¬ 
les  ordinarias.  El  capítulo  sobre  Matrices  constituye  una  introducción  a  los  sistemas  de 
ecuaciones  algebraicas,  los  determinantes  y  el  álgebra  matricial  con  énfasis  especial  en 
aquellos  tipos  de  matrices  útiles  en  la  resolución  de  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales 
lineales. 

Las  secciones  sobre  criptografía,  códigos  para  la  corrección  de  errores,  el  método  de 
los  mínimos  cuadrados  y  los  modelos  compartimentales  discretos  se  presentan  como 
aplicaciones  del  álgebra  matricial. 

Posteriormente  se  abordan  los  Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  en  el 
capítulo  8  y  el  capítulo  9,  los  Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  no  lineales.  Ambos 
empatan  fuertemente  con  el  material  sobre  matrices  que  se  presenta  en  el  capítulo  7.  En 
el  capítulo  8,  los  sistemas  de  ecuaciones  lineales  de  primer  orden  se  resuelven  aplicando 
los  conceptos  de  valores  propios,  vectores  propios,  diagonalización  y  función  exponen¬ 
cial  por  medio  de  una  matriz.  En  el  capítulo  9  se  explican  los  conceptos  de  estabilidad 
mediante  dos  aplicaciones:  flujo  de  fluido  en  un  plano  y  movimiento  de  una  cuenta  sobre 
un  cable. 

En  el  capítulo  10,  Funciones  ortogonales  y  series  de  Fourier,  se  presentan  los  temas 
fundamentales  de  conjuntos  de  funciones  ortogonales  y  expansiones  de  funciones  en 
términos  de  una  serie  infinita  de  funciones  ortogonales.  Estos  temas  se  utilizan  posterior¬ 
mente  en  los  capítulos  1 1  y  12,  donde  los  problemas  de  valor  en  la  frontera  en  coordena¬ 
das  rectangulares,  polares,  cilindricas  y  esféricas  se  resuelven  mediante  la  aplicación  del 


método  de  separación  de  variables.  En  el  capítulo  13,  Método  de  la  transformada  inte¬ 
gral,  los  problemas  de  valor  en  la  frontera  se  resuelven  por  medio  de  las  transformadas 
integrales  de  Laplace  y  Fourier. 


Principales  características  de  Matemáticas 
avanzadas  para  ingeniería ,  I fol,  1:  Ecuaciones 
diferenciales 


Todo  el  texto  se  modernizó  a  fondo  para  preparar  a  los  ingenieros  y  científicos  con  las 
habilidades  matemáticas  requeridas  para  estar  a  la  altura  de  los  desafíos  tecnológicos 
actuales. 

Se  han  agregado  nuevos  proyectos  de  ciencia  e  ingeniería  aportados  por  importantes 
matemáticos.  Estos  proyectos  están  relacionados  con  los  temas  del  texto. 

Se  han  añadido  muchos  problemas  nuevos  al  libro.  Además,  fueron  reorganizados 
muchos  grupos  de  ejercicios  y,  en  algunos  casos,  se  han  reescrito  por  completo  para 
seguir  el  flujo  del  desarrollo  presentado  en  la  sección  y  facilitar  más  la  asignación  de 
tareas.  Los  grupos  de  ejercicios  también  ponen  un  gran  énfasis  en  la  elaboración  de 
conceptos. 

Hay  un  gran  énfasis  tanto  en  las  ecuaciones  diferenciales  como  en  los  modelos  ma¬ 
temáticos.  La  noción  de  un  modelo  matemático  está  entretejida  a  lo  largo  de  todo  el 
texto,  y  se  analiza  la  construcción  y  las  desventajas  de  diferentes  modelos. 

En  la  sección  5.3,  Funciones  especiales,  se  ha  ampliado  el  análisis  de  las  ecuaciones 
diferenciales  que  se  pueden  resolver  en  términos  de  las  funciones  de  Bessel.  También 
por  primera  vez  se  presentan  las  funciones  de  Bessel  modificadas  Iv(x)  y  Kfx). 

En  la  sección  8.4,  Sistemas  lineales  no  homogéneos,  se  cubre  el  método  de  los  coefi¬ 
cientes  indeterminados. 

Otro  método  para  resolver  problemas  no  homogéneos  de  valor  en  la  frontera  fue  agre¬ 
gado  a  la  sección  1 1.6. 

Se  enfatiza  más  el  problema  de  Neumann  en  los  capítulos  11  y  12. 

A  lo  largo  de  los  capítulos  10,  11  y  12,  la  confusa  mezcla  de  símbolos  como  A2  y 
V— A  en  la  solución  de  problemas  de  valor  en  la  frontera  de  dos  puntos  se  ha  reem¬ 
plazado  por  el  uso  consistente  de  A.  Los  tres  casos  A  =  a2,  A  =  0  y  A  =  —a2  se 
enfatizan  mediante  el  análisis. 


Diseño  del  texto 

Como  resultará  evidente,  el  texto  tiene  un  formato  más  amplio  y  un  diseño  interior  a  dos 
tintas,  con  el  fin  de  que  la  lectura  y  el  aprendizaje  de  este  libro  sean  más  amenos  y  di¬ 
dácticos.  Todas  las  figuras  tienen  textos  explicativos.  Se  han  agregado  más  comentarios 
y  anotaciones  al  margen  en  todo  el  libro.  Cada  capítulo  tiene  una  página  de  presentación 
que  incluye  una  tabla  de  contenido  y  una  breve  introducción  al  material  que  se  estudiará. 
Al  final  de  cada  capítulo  se  incluyen  ejercicios  de  revisión.  Después  de  los  apéndices  se 
proporcionan  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados. 
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Prólogo  a  la  edición  en  español 


Para  que  la  selección  de  temas  pudiera  ser  flexible,  el  texto  original  en  inglés  fue  dividi¬ 
do  en  cuatro  partes  o  subdivisiones  principales.  Para  la  edición  en  español,  se  optó  por 
dividir  el  texto  en  dos  volúmenes  que  se  pueden  manejar  de  manera  independiente.  El 
primero,  que  tiene  el  lector  en  sus  manos,  trata  de  las  ecuaciones  diferenciales  ordinarias 
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Ilusiones  ópticas 
en  el  camino 

Antón  M.  Jopko,  Ph.  D. 

Departamento  de  física  y  astronomía, 
McMaster  University 

_ _ _ 


1  .a  mayoría  de  nosotros  hemos  conducido  por  alguna 
carretera  durante  un  día  soleado,  y  hemos  visto  a  la 
distancia  una  mancha  luminosa  en  el  camino  que  se  ve 
como  un  parche  de  hielo.  Esta  mancha  se  mueve,  desa¬ 
parece  y  reaparece,  a  medida  que  conducimos. 

La  velocidad  de  la  luz  en  un  medio  está  dada  por 
v  =  c/n,  donde  c  es  la  velocidad  de  la  luz  en  el  vacío 
y  n  el  índice  de  refracción  del  medio.  Como  la  veloci¬ 
dad  de  la  luz  no  puede  ser  mayor  que  c,  el  índice  de 
refracción  siempre  satisface  «  >  1.  Para  el  aire  frío,  la 
densidad  y  el  índice  de  refracción  son  mayores,  de  ma¬ 
nera  que  la  velocidad  de  la  luz  es  más  lenta.  Por  otra 
parte,  para  el  aire  caliente,  la  densidad  y  el  índice  de 
refracción  son  menores,  así  que  la  velocidad  de  la  luz 
es  más  rápida.  Cuando  la  luz  viaja  entre  dos  medios 
con  índices  de  refracción  diferentes,  se  dobla  o  refrac¬ 
ta.  La  figura  1  muestra  la  luz  que  el  aire  refracta  con¬ 
forme  la  densidad  cambia.  El  pavimento  está  caliente, 
así  como  el  aire  que  está  inmediatamente  encima.  Este 
conjunto  de  circunstancias  propicia  que  la  densidad  del 
aire  sea  más  pequeña.  Más  arriba  el  aire  es  más  frío, 
lo  cual  provoca  que  su  densidad  aumente  con  la  altura; 
como  consecuencia,  su  índice  de  refracción  aumenta. 
El  índice  de  refracción  es  cercano  a  1  en  la  superfi¬ 
cie  del  camino  y  aumenta  con  mucha  lentitud  según 
la  altura  sobre  el  camino.  La  luz  brillante  del  cielo  se 
refracta  a  medida  que  se  acerca  más  al  camino,  de  ma¬ 
nera  que  entra  en  los  ojos  del  conductor  como  se  ve 
en  la  figura  1.  De  hecho,  la  luz  nunca  toca  el  camino; 
más  bien,  parece  provenir  directamente  de  éste  como 
un  brillante  parche  en  la  distancia. 


camino  horizontal.  Esto  implica  que  la  trayectoria  de  la 
luz  sea  simétrica  respecto  al  eje  vertical  que  atraviesa  el 
punto  más  bajo  de  la  curva.  Llamamos  a  este  punto  más 
bajo  vértice.  Si  y(x)  denota  la  ecuación  de  la  trayectoria 
seguida  por  la  luz,  es  posible  demostrar  que  y  satisface 
la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  no  lineal 


cl2y 

dx2 


'dy 
l+[dx 


1  dn 
n  dy 


(1) 


Para  resolver  esta  ecuación  diferencial  necesitamos  co¬ 
nocer  n(y).  Consideraremos  algunos  ejemplos  de  n(y) 
en  el  siguiente  apartado  de  Problemas  relacionados. 
También  veremos  cómo  resolver  la  ecuación  (1)  usan¬ 
do  la  técnica  de  reducción  de  orden.  Estos  casos  quizá 
no  sean  muy  realistas,  pero  tienen  la  característica  de 
que  n  es  constante  o  aumenta  con  la  altura  y.  En  cual¬ 
quier  caso,  la  ecuación  (1)  se  resuelve  sin  dificultad. 


Problemas  relacionados 

1.  Si  el  índice  de  refracción  n(y)  es  una  función  creciente 
de  y,  explique  por  qué  la  trayectoria  de  la  luz  descrita 
mediante  una  solución  y(x )  de  (1)  debe  ser  cóncava 
ascendente. 

2.  Suponga  que  n(y)  =  constante.  Éste  es  un  caso  espe¬ 
cial  donde  el  aire  tiene  densidad  uniforme.  Entonces 
la  ecuación  (1)  se  convierte  en  d2y/dx2  =  0. 


a)  ¿Cuál  es  la  solución  para  esta  ecuación  diferencial? 

b)  ¿Cuál  es  la  concavidad  de  la  gráfica  de  esta  solu¬ 
ción? 


c) 


3.  a) 


¿Por  qué  la  solución  del  inciso  a)  es  lógica  desde 
el  punto  de  vista  físico  para  el  índice  de  refrac¬ 
ción  dado? 


Suponga  que  n(y)  =  ey^a,  donde  a  y  y  se  miden 
en  metros  y  a  es  grande  (digamos,  10  000  m). 
Muestre  que  la  ecuación  (1)  se  convierte  en 


dfl 

dx2 


tí)  En  la  ecuación  diferencial  del  inciso  a)  falta  la 
variable  dependiente  y,  por  lo  que  la  sustitución 
apropiada  es 

dy  d2y  du 

dx  y  dx2  dx 


Vértice 


Luz  del  cielo 


Trayectoria  real 


La  mancha  luminosa  aparece  aquí 


Figura  1  Refracción  de  la  luz  por  el  aire 

Digamos  que  el  índice  de  refracción  del  aire  n(y) 
depende  sólo  de  la  altura  vertical  y  situada  por  encima 
del  camino,  y  que  el  eje  x  se  encuentra  a  lo  largo  del 


Encuentre  la  nueva  ecuación  diferencial  para  u(x) 
y  resuélvala. 

c)  Use  el  resultado  que  obtuvo  en  el  inciso  tí)  y  la 
sustitución  u  =  dy/dx  para  encontrar  la  nueva 
ecuación  diferencial  para  y(x)  y  resolverla. 

d)  Ahora  suponga  que  los  ojos  del  conductor  están  a 
1 .2  m  por  encima  del  camino,  y  que  el  vértice  de 
la  trayectoria  está  a  1.19  m  por  encima  del  camino 
y  a  50  m  frente  al  conductor.  Use  la  solución  que 
obtuvo  en  el  inciso  c)  para  encontrar  la  distancia 
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que  hay  entre  el  automóvil  y  el  brillante  parche 
del  camino. 

4.  a)  Suponga  que  n(y)  =  Vy,  y  &  1.  donde  y  se 
mide  en  metros.  Muestre  que  la  ecuación  (1)  se 
convierte  en 


A 

dx 2 


b )  La  variable  independiente  x  no  se  encuentra  en  la 
ecuación  diferencial  del  inciso  a)  y  por  tanto  la 
sustitución  adecuada  es 


dy  d2y  du 

—  =  u  y  — y  —  u  — . 

dx  dx  dy 


Encuentre  la  nueva  ecuación  diferencial  para  u(y ) 
y  resuélvala. 


c)  Utilice  el  resultado  del  inciso  b )  y  la  sustitución 
u  =  dy/dx  para  encontrar  una  nueva  ecuación  di¬ 
ferencial  para  y(x)  y  resuélvala. 

d)  Ahora  suponga  que  los  ojos  del  conductor  se  en¬ 
cuentran  a  1.2  metros  sobre  el  camino,  y  el  vér¬ 
tice  de  la  trayectoria  se  encuentra  a  1.19  metros 
sobre  el  camino  y  3  metros  frente  al  conductor. 
Utilice  la  solución  del  inciso  c )  para  encontrar  la 
distancia  desde  el  automóvil  a  la  sección  brillante 
sobre  el  camino. 
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3.10 


El  péndulo  balístico 

Warren  S.  Wright 

Departamento  de  matemáticas , 
Loyoia  Marymount  University 


Figura  1  Péndulo  balístico 


Históricamente,  con  el  objetivo  de  mantener  el  control 
de  calidad  de  las  municiones  (balas)  fabricadas  por  una 
línea  de  producción,  el  fabricante  utilizaba  un  péndulo 
balístico  para  determinar  la  velocidad  de  barril  de  una 
pistola,  es  decir,  la  velocidad  de  una  bala  cuando  sale 
del  cañón.  El  péndulo  balístico  (inventado  en  1742) 
sencillamente  es  un  péndulo  plano  que  consiste  de 
una  varilla  de  masa  despreciable  a  la  que  se  le  conecta 
un  bloque  de  madera  de  masa  mw.  El  sistema  se  pone 
en  movimiento  por  medio  del  impacto  de  una  bala,  la 
cual  se  desplaza  de  forma  horizontal  a  una  velocidad 
vh  desconocida;  en  el  momento  del  impacto,  t  -  0,  la 
masa  combinada  será  mw  +  mb,  donde  mb  representa  la 
masa  de  la  bala  incrustada  en  la  madera.  En  la  sección 
3.10  observamos  que  para  el  caso  de  pequeñas  oscila¬ 
ciones,  el  desplazamiento  angular  0(t)  de  un  péndulo 
plano  como  el  mostrado  en  la  figura  1  está  dado  por 
la  ecuación  diferencial  lineal  0"  +  ( g/l)9  =  0,  donde 
0  >  0  corresponde  al  movimiento  a  la  derecha  de  la 
vertical.  La  velocidad  vb  puede  obtenerse  por  medio  de 
la  medición  de  la  altura  h  de  la  masa  mw  +  mb  en  el 
máximo  ángulo  de  desplazamiento  0mix  que  se  muestra 
en  la  figura  1. 

De  forma  intuitiva,  sabemos  que  la  velocidad  hori¬ 
zontal  V  de  la  masa  combinada  (madera  y  proyectil) 
después  del  impacto  solamente  es  una  fracción  de  la 

f  mb  \ 

velocidad  vb  de  la  bala:  V  =  I - )vh.  Ahora 

\mw  +  mj 

recuerde  que  una  distancia  s  recorrida  por  una  par¬ 
tícula  que  se  desplaza  sobre  una  trayectoria  circular 
está  relacionada  con  el  radio  /  y  el  ángulo  central  9 
por  medio  de  la  fórmula  s  =  19.  Al  derivar  esta  última 


fórmula  respecto  al  tiempo  t,  tenemos  que  la  veloci¬ 
dad  angular  a>  de  la  masa  y  su  velocidad  lineal  v  están 
relacionadas  por  medio  de  v  =  Ico.  De  esta  forma,  la 
velocidad  inicial  angular  u>0  en  el  tiempo  t  en  el  que  el 
proyectil  impacta  al  bloque  de  madera  está  relacionado 

con  V  por  medio  de  V  =  lct)0  o  oj„  =  I  — 

\mw 


Problemas  relacionados 

1 .  Resuelva  el  problema  de  valor  inicial 

^  +  y  9  =  0,  0(0)  =  0,  0'(O)  =  w0 . 

2.  Utilice  el  resultado  del  problema  1  para  demostrar 
que 

_K  +  m»\  /,.  a 

Vb  l  ¡vlg  9 máx  ■ 

Y  mb  ) 

3.  Utilice  la  figura  1  para  expresar  eos  0máx  en  términos 
de  l  y  h.  Luego  utilice  los  primeros  dos  términos  de  la 
serie  de  Maclaurin  de  eos  9  para  expresar  0mix  en  tér¬ 
minos  de  /  y  h.  Por  último,  demuestre  que  vb  está 
dada  (de  forma  aproximada)  por 


4.  Utilice  el  resultado  del  problema  3  para  encontrar  vb 
cuando  mb  =  5  g,  mK  =  1  kg,  y  h  =  6  cm. 
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7.1 


Red  de  dos  puertos 
en  circuitos  eléctricos 

Gareth  Williams,  Ph.  D. 

Departamento  de  matemáticas  y  ciencias 
computacionaies ,  Stetson  University 

_ ' _ 


Muchas  redes  eléctricas  están  diseñadas  para  aceptar 
señales  en  ciertos  puntos  y  producir  una  versión  modi¬ 
ficada  de  éstas.  El  arreglo  general  se  ilustra  en  la  figura 
1.  Una  corriente  7,  a  un  voltaje  Vj  se  envía  sobre  una 


h 

h 

t 

Dos  puertos 

t 

V2 

í_ 

h 

h 

Figura  1  Red  eléctrica 


red  de  dos  puertos,  y  ésta  determina  de  alguna  forma  la 
corriente  de  salida  I2  al  voltaje  V2.  En  la  práctica,  la  re¬ 
lación  entre  las  corrientes  y  voltajes  de  entrada  y  salida 
por  lo  general  es  lineal,  y  se  encuentran  relacionadas 
por  una  ecuación  matricial: 


( an  a12\ 

La  matriz  de  coeficientes  I  1  se  denomina  ma- 

\CÍ21  a22/ 

triz  de  transmisión  del  puerto.  La  matriz  define  a  la 
red  de  dos  puertos. 

En  la  figura  2  se  presenta  un  ejemplo  de  una  red  de 
dos  puertos.  La  parte  interior  consiste  en  una  resistencia 
R  conectada  como  se  muestra.  Podemos  demostrar  que 
las  corrientes  y  los  voltajes  en  efecto  se  comportan  de 


h 

A  A  A 

h 

t 

V  V  V 

R 

t 

v2 

i 

h 

h 

Figura  2  Red  de  dos  puertos 


una  forma  lineal  y  determinan  la  matriz  de  transmisión. 
Nuestro  método  será  construir  dos  ecuaciones:  una  que 
exprese  a  V2  en  términos  de  V¡  e  /,,  y  la  otra  que  exprese 
a  I2  en  términos  de  Vj  e  7¡.  Posteriormente  combinare¬ 
mos  estas  dos  ecuaciones  en  una  sola  ecuación  matricial. 

Utilizamos  la  siguiente  ley: 

Ley  de  Ohm:  La  caída  de  voltaje  a  través  de  una  re¬ 
sistencia  es  equivalente  a  la  corriente  multiplicada 
por  la  resistencia. 

La  caída  de  voltaje  a  través  de  la  resistencia  será 
Vi  —  V2.  La  corriente  a  través  de  la  resistencia  es  /,. 
Por  tanto,  la  ley  de  Ohm  establece  que  V{  —  V2  =  l¡R. 
La  corriente  /,  pasa  a  través  de  la  resistencia  R  y  exis¬ 
te  como  /j.  De  esta  forma,  /2  =  l¡.  Primero  escribimos 
estas  dos  ecuaciones  en  la  forma  estándar, 


V2  =  V1-  RI  j 
h  =  OVi  +  h 
y  luego  como  una  ecuación  matricial. 


(\  -R\ 

La  matriz  de  transmisión  es  .  De  esta 

\0  1 J 

forma  si  R  equivale  a  2  ohms  y  el  voltaje  y  corriente  de 
entrada  son  V¡  =  5  volts  e  =  1  ampere,  respectiva¬ 
mente,  obtenemos 


El  voltaje  y  la  corriente  de  salida  serán  3  volts  y  1  am¬ 
pere  respectivamente. 

En  la  práctica,  se  colocan  en  serie  varias  redes  de 
dos  puertos  estándar  como  la  que  se  describió  arriba 
para  obtener  un  cambio  de  voltaje  y  corriente  deseado. 
Considere  las  tres  redes  de  dos  puertos  de  la  figura  3, 
cuyas  matrices  de  transmisión  son  A,  B  y  C. 

Al  considerar  cada  red  de  forma  independiente,  te¬ 
nemos  que 


la  primera  ecuación  en  la  segunda 


obtenemos 


Figura  3  Dos  puertos  en  serie 
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Al  sustituir  la  última  matriz 


en  la  tercera  ecua¬ 


ción  obtenemos 


2.  La  corriente  a  través  de  Rl  es  /,  —  I2.  La  caída  de  vol¬ 
taje  a  través  de  R¡  es  Vl.  La  corriente  a  través  de  R,  es 
I2.  La  caída  de  voltaje  a  través  de  R2  es  V¡  —  V2. 


De  este  modo  las  tres  redes  de  dos  puertos  serán  equi¬ 
valentes  a  una  sola.  La  matriz  de  transmisión  de  esta 
red  de  dos  puertos  será  el  producto  CBA  de  los  puertos 
individuales.  Observe  que  la  ubicación  de  cada  puerto 
en  la  secuencia  es  relevante  debido  a  que  las  matrices 
no  son  conmutativas  bajo  la  multiplicación. 

Problemas  relacionados 

En  los  problemas  1-3,  determine  las  matrices  de  trans¬ 
misión  de  las  redes  de  dos  puertos  que  se  muestran  en 
la  figura. 

1.  Vi  =  V2  debido  a  que  las  terminales  se  conectan  de 
forma  directa.  La  corriente  a  través  de  la  resistencia  R 
es  /,  —  I2.  La  caída  de  voltaje  a  través  de  R  será  Vj. 
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Figura  4  Red  de  dos  puertos  para  el  problema  1 
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Figura  5  Red  de  dos  puertos  para  el  problema  2 

3.  La  corriente  a  través  de  Rt  es  /,.  La  caída  de  voltaje  a 
través  de  A'¡  es  V,  —  V2.  La  corriente  a  través  de  R2  es 
/¡  —  I2.  La  caída  de  voltaje  a  través  de  R2  es  V2. 
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Figura  6  Red  de  dos  puertos  para  el  problema  3 

4.  La  red  de  dos  puertos  de  la  figura  7  consiste  de  tres 
redes  de  dos  puertos  colocadas  en  serie.  Las  matrices 
de  transmisión  son  las  que  se  muestran. 

a)  ¿Cuál  es  la  matriz  de  transmisión  de  la  red  de  dos 
puertos  compuesta? 

b )  Si  el  voltaje  de  entrada  equivale  a  3  volts  y  la 
corriente  a  2  amperes,  determine  el  voltaje  y  la  co¬ 
rriente  de  salida. 


Figura  7  Redes  de  dos  puertos  en  serie  para  el  problema  4 
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Intersección  B:  Tráfico  de  entrada  =  350  +  125. 
Tráfico  de  salida  =  jq  +  x4.  Por  tanto,  x1  +  x4  =  475. 


Flujo  de  tráfico 

Gareth  Williams,  Ph.D. 

Departamento  de  matemáticas  y  ciencias 
computacionaies, 

Stetson  University 
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El  análisis  de  redes,  como  lo  observamos  en  el  análisis 
de  las  reglas  de  nodo  y  lazo  de  Kirchhoff  en  la  sección 
2.2,  juega  un  papel  importante  en  la  ingeniería  eléctrica. 
En  años  recientes,  los  conceptos  y  herramientas  de  este 
análisis  de  redes  han  resultado  útiles  en  muchos  otros 
campos,  como  en  la  teoría  de  la  información  y  el  estu¬ 
dio  de  sistemas  de  transporte.  El  siguiente  análisis  del 
flujo  de  tráfico  a  través  de  una  red  de  caminos  durante 
las  horas  pico  ilustra  cómo  en  la  práctica  pueden  surgir 
sistemas  de  ecuaciones  lineales  con  muchas  soluciones. 

Considere  la  red  típica  de  calles  de  la  figura  1. 
Representa  un  área  del  centro  de  la  ciudad  de  lacksonville. 
Florida.  Las  calles  son  de  un  solo  sentido,  las  flechas 
indican  la  dirección  del  flujo  del  tráfico.  El  flujo  del  trá¬ 
fico  de  entrada  y  salida  de  la  red  se  mide  en  términos 
de  vehículos  por  hora  (vph).  Las  cifras  que  se  propor¬ 
cionan  se  basan  en  las  horas  de  tráfico  pico  de  mitad  de 
semana,  de  7  a  9  a.m.  y  de  4  a  6  p.m.  Se  deberá  per¬ 
mitir  un  incremento  de  2  por  ciento  en  el  flujo  general 
durante  la  tarde  del  viernes.  Construyamos  un  modelo 
matemático  que  pueda  utilizarse  para  analizar  esta  red. 


400  vph 


> '  350  vph 


125  vph 


600  vph 


Figura  1  Centro  de  la  dudad  de  Jacksonville,  Florida 


Suponga  que  se  aplican  las  siguientes  leyes  de  trá¬ 
fico: 


Todo  el  tráfico  que  ingresa  a  una  intersección  debe  aban¬ 
donarla. 


Esta  restricción  de  la  conservación  del  flujo  (com¬ 
párela  con  la  regla  de  nodos  de  Kirchhoff)  nos  lleva  a 
un  sistema  de  ecuaciones  lineales: 


Intersección  A:  Tráfico  de  entrada  =  jq  +  x2. 

Tráfico  de  salida  =  400  +  225.  Por  tanto,  x¡  +  x2  =  625. 


Intersección  C:  Tráfico  de  entrada  =  x3  +  x4. 

Tráfico  de  salida  =  600  +  300.  Por  tanto,  x3  +  x4  =  900. 

Intersección  D:  Tráfico  de  entrada  =  800  +  250. 
Tráfico  de  salida  =  x2  +  x3.  Por  tanto  x2  +  x3  =  1 050. 


Estas  restricciones  sobre  el  tráfico  se  describen  em¬ 
pleando  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones  lineales: 


x¡  +  x2  =  625 

x¡  +  x4  =  475 

x3  +  x4  =  900 


x2  +  x3  =1 050 


Puede  emplearse  el  método  de  eliminación  de 
Gauss-Jordan  para  resolver  este  sistema  de  ecuaciones. 
La  matriz  aumentada  y  la  forma  reducida  escalonada 
por  renglón  son  las  siguientes: 
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El  sistema  de  ecuaciones  que  corresponde  con  esta 
forma  reducida  escalonada  por  renglón  es 

xq  +  x4  =  475 

x2  —  x4  =  150 

x3  +  x4  =  900. 

Al  expresar  cada  variable  principal  en  términos  de  la 
variable  restante,  obtenemos 

x¡  =  —  x4  +  475 
x2  =  x4  +  150 
x3  =  x4  +  900. 

Como  podría  esperarse,  el  sistema  de  ecuaciones 
cuenta  con  varias  soluciones,  por  lo  que  es  posible 
tener  varios  flujos  de  tráfico.  Un  conductor  cuenta  con 
una  cierta  cantidad  de  opciones  en  las  intersecciones. 
Ahora  utilicemos  este  modelo  matemático  para  obte¬ 
ner  más  información  sobre  el  flujo  de  tráfico.  Suponga 
que  se  requiere  realizar  trabajos  de  mantenimiento  en 
el  segmento  DC  de  Calle  Monroe.  Es  deseable  contar 
con  un  flujo  de  tráfico  x3  lo  más  pequeño  posible  para 
este  segmento  de  calle.  Los  flujos  pueden  controlarse  a 
lo  largo  de  diversas  bifurcaciones  por  medio  de  semá¬ 
foros.  ¿Cuál  sería  el  valor  mínimo  de  x3  sobre  DC  que 
no  ocasione  una  congestión  de  tráfico?  Para  resolver 
esta  pregunta,  emplearemos  el  sistema  de  ecuaciones 
anterior. 

Los  flujos  de  tráfico  no  deben  ser  negativos  (un  flujo 
negativo  podría  interpretarse  como  tráfico  que  se  des¬ 
plaza  en  la  dirección  incorrecta  en  una  calle  de  un  solo 
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sentido).  La  tercera  ecuación  en  el  sistema  nos  indica 
que  x3  será  un  mínimo  cuando  x4  sea  lo  más  grande 
posible,  siempre  que  no  exceda  de  900.  El  valor  más 
grande  que  x4  puede  llegar  a  tener  sin  ocasionar  valores 
negativos  de  x¡  o  de  x2  es  475.  De  este  modo,  el  valor 
más  pequeño  de  x3  será  —475  +  900,  o  425.  Todo  tra¬ 
bajo  de  mantenimiento  sobre  la  Calle  Monroe  deberá 
permitir  un  volumen  de  tráfico  de  al  menos  425  vph. 

En  la  práctica,  las  redes  son  mucho  más  vastas  que 
la  analizada  aquí,  llevando  a  sistemas  de  ecuaciones 
lineales  más  grandes,  que  son  manipuladas  median¬ 
te  computadoras.  Es  posible  ingresar  diversos  valores 
para  las  variables  en  una  computadora  con  el  fin  de 
crear  escenarios  distintos. 


momento?  (Las  unidades  de  flujo  están  dadas  en  ve¬ 
hículos  por  hora.) 

3.  La  figura  4  representa  el  tráfico  que  ingresa  y  sale 
de  otro  tipo  de  glorieta  usada  en  Europa  continental. 
Tales  glorietas  aseguran  el  flujo  continuo  de  tráfico 
en  las  intersecciones  de  calles.  Construya  ecuaciones 
lineales  que  describan  el  flujo  del  tráfico  sobre  las 
distintas  bifurcaciones.  Utilice  estas  ecuaciones  para 
determinar  el  flujo  mínimo  posible  sobre  x¡.  ¿Cuáles 
son  los  demás  flujos  en  este  momento?  (No  es  nece¬ 
sario  calcular  la  forma  reducida  escalonada  por  ren¬ 
glones.  Utilice  el  hecho  de  que  el  flujo  de  tráfico  no 
puede  ser  negativo.) 


Problemas  relacionados 

1 .  Construya  un  modelo  matemático  que  describa  el  flujo 
de  tráfico  en  la  red  de  calles  señalada  en  la  figura.  2. 
Todas  las  avenidas  son  calles  de  un  solo  sentido  en  las 
direcciones  indicadas.  Las  unidades  están  dadas  en 
vehículos  por  hora  (vph).  Proporcione  dos  flujos  de 
tráfico  posibles.  ¿Cuál  es  el  flujo  mínimo  posible  que 
puede  esperarse  sobre  el  tramo  AB? 
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Figura  2  FLujo  de  tráfico  del  probLema  1 

2.  La  figura  3  representa  el  tráfico  que  ingresa  y  sale 
de  una  glorieta.  Tales  intersecciones  son  muy  comu¬ 
nes  en  Europa.  Construya  un  modelo  matemático  que 
describa  el  flujo  del  tráfico  sobre  las  diversas  bifurca¬ 
ciones.  ¿Cuál  es  el  flujo  mínimo  posible  teórico  sobre 
la  rama  BC1  ¿Cuáles  son  los  otros  flujos  en  dicho 


50 


4.  La  figura  5  describe  un  flujo  de  tráfico,  con  las  unida¬ 
des  en  vehículos  por  hora  (vph). 

á)  Construya  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  que 
describa  este  flujo. 

tí)  El  tiempo  total  que  toma  a  los  vehículos  reco¬ 
rrer  cualquier  segmento  de  calle  es  proporcional 
al  tráfico  sobre  dicho  segmento.  Por  ejemplo,  el 
tiempo  total  que  toma  a  x¡  vehículos  recorrer  AB 
serán  kx¡  minutos.  Suponiendo  que  la  constante 
es  la  misma  para  todas  las  secciones  de  calles,  el 
tiempo  total  para  que  200  vehículos  recorran  esta 
red  será  kx{  +  2 kx2  +  kx3  +  2 kx4  +  kx5.  ¿Cuál 
será  el  tiempo  total  si  k  =  4?  Proporcione  un  tiem¬ 
po  promedio  para  cada  automóvil. 


Figura  3  Flujo  de  tráfico  del  problema  2 


Figura  5  Flujo  de  tráfico  para  el  problema  4 
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Un  conductor  de  longitud  L  y  área  transversal  uniforme 
A  tiene  una  resistencia  R  dada  por  R  =  pL/A,  pues  el 
conductor  está  hecho  de  un  material  con  resistividad  p. 
Sin  embargo,  la  resistividad  no  es  constante  para  todas 
las  temperaturas  del  conductor.  Cuando  la  corriente  fluye 
a  través  del  conductor,  se  genera  calor,  lo  que  eleva  su 
temperatura.  A  este  proceso  se  le  conoce  como  calen¬ 
tamiento  de  Joule.  En  general,  mientras  más  alta  sea  la 
temperatura,  más  alta  será  la  resistividad  y  en  última  ins¬ 
tancia  la  resistencia.  Esto  significa  que  debe  conocerse 
la  resistividad  a  la  temperatura  de  trabajo  del  conductor. 
Modelamos  la  resistividad  a  la  temperatura  Tc  del  con¬ 
ductor  por  medio  de  la  función  cuadrática  dada  por 

p{Tc)  =Po  +  ot{Tc  -  T0)  +  (3(TC  -  T0f 


donde  Tc  representa  la  temperatura  del  conductor  en 
grados  Celsius,  T0  es  la  temperatura  ambiente  y  p0  es  la 
resistividad  a  temperatura  ambiente.  Los  coeficientes  p0, 
a  y  /3  se  determinan  por  medio  de  la  experimentación. 

El  tungsteno  es  un  conductor 
con  un  punto  de  fusión  muy  ele¬ 
vado,  que  se  utiliza  para  fabricar 
los  filamentos  de  las  lámparas  in¬ 
candescentes.  Suponga  que  la  in¬ 
formación  en  la  tabla  está  medida 
para  la  resistividad  del  tungste¬ 
no.  En  los  problemas  siguientes, 
presentamos  un  procedimiento 
de  mínimos  cuadrados  para  en- 


3 


Imagen  ®  Ablestock 

contrar  los  valores  de  p0,  a 
Asumiremos  que  T0  =  20°C. 

Tc  (°C) 

Resistividad  (íl-m)  x  10  8 

20 

5.60 

40 

5.65 

80 

5.70 

200 

7.82 

500 

11.1 

700 

20.2 

1  000 

30.5 

Problemas  relacionados 


Deseamos  ajustar  puntos  de  información  ( x¡ ,  y¡)  utili¬ 
zando  la  ecuación  cuadrática  general  y  =  ax2  +  bx  +  c 
en  el  sentido  de  mínimos  cuadrados.  Con  tan  sólo  tres 
puntos  de  información,  no  sería  necesario  el  procedi¬ 
miento  de  mínimos  cuadrados.  En  nuestro  caso,  conta- 


y  la  matriz 


mos  con  siete  puntos  de 

información. 

í  y  i\ 

1 .  Construya  el  vector  columna  Y  = 

y2 

\yj 

/  *i 

x¡  1  ^ 

A  = 

*2 

X2  1 

x7  1/ 

2.  Haga  que  el  vector  columna  X*  =  ¿>*  contenga 


los  coeficientes  mínimos  cuadrados.  Calcule  el  vector 


X*  =  (ArA)-'ArY. 

3.  Utilizando  la  ecuación  cuadrática  de  mínimos  cuadra¬ 
dos,  prediga  la  resistividad  del  tungsteno  a  300°C. 

4.  Si  un  conductor  de  tungsteno  a  temperatura  ambiente 
tiene  una  resistencia  de  5  ohms,  utilice  el  resultado 
del  problema  3  para  predecir  su  resistencia  a  una  tem¬ 
peratura  de  300°C. 

5.  Encuentre  el  error  RMS  (raíz  cuadrada  de  la  media  de 
los  cuadrados)  de  la  ecuación  cuadrática  de  mínimos 
cuadrados, 


(Y, 


donde  Y*  =  AX*  es  el  valor  de  mínimos  cuadrados 
de  Y. 

6.  Explique,  en  términos  generales,  lo  que  significa  el 
error  RMS  o  de  raíz  cuadrada  de  la  media  de  los  cua¬ 
drados. 

7.  Realice  la  predicción  de  la  resistividad  del  conduc¬ 
tor  de  tungsteno  a  2000°C.  ¿Qué  tan  confiable  es  este 
valor? 
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El  átomo  de  hidrógeno 

Matheus  Grasselli,  Ph.D. 

Departamento  de  matemáticas  y  estadística, 
McMaster  University 

_ _ _ 

El  átomo  de  hidrógeno  representó  uno  de  los  problemas 
sin  resolver  más  importantes  en  la  física  a  principios 
del  siglo  xx.  Con  únicamente  un  protón  y  un  electrón, 
ofrece  el  ejemplo  más  simple  posible  que  debía  ser  ex¬ 
plicado  por  cualquier  modelo  atómico.  La  descripción 
clásica  era  la  de  un  electrón  en  órbita  alrededor  de  un 
protón  debido  a  una  atracción  eléctrica.  Sin  embargo, 
la  hipótesis  era  inconsistente,  debido  a  que  para  mover¬ 
se  alrededor  del  protón,  el  electrón  necesita  acelerarse. 
Toda  partícula  cargada  y  acelerada  emite  ondas  electro¬ 
magnéticas.  Entonces,  con  el  tiempo,  el  electrón  debía 
perder  energía  cinética  y  eventualmente  colapsarse 
hacia  el  núcleo  del  átomo.  Para  complicar  aún  más  las 
cosas,  a  partir  de  información  espectroscópica  se  sabía 
que  el  gas  de  hidrógeno  emite  luz  con  longitudes  de 
onda  muy  específicas,  las  llamadas  líneas  espectrales. 
Además,  estas  líneas  espectrales  que  podían  observar¬ 
se  en  el  rango  visible  satisfacían  una  fórmula  empírica 
enunciada  por  primera  vez  por  J.  J.  Balmer  en  1885. 
Si  la  longitud  de  onda  es  indicada  por  A,  entonces  las 
líneas  espectrales  de  lo  que  actualmente  se  denomina 
la  serie  de  Balmer  estarán  definidas  por 


Electrón 


Figura  1  Modelo  pLanetario  de  Bohr  del  átomo  de  hidróge¬ 
no:  en  este  modelo,  un  electrón  puede  ocupar  únicamente 
ciertas  órbitas  alrededor  de  un  núcleo  que  consiste  de  un 
protón. 


Problemas  relacionados 

1 .  Suponga,  como  se  muestra  en  la  figura  1,  que  el  elec¬ 
trón  cuenta  con  una  masa  m  y  una  carga  —e,  y  que  se 
desplaza  en  una  órbita  circular  de  radio  r  alrededor  del 
protón,  el  cual  tiene  una  carga  e  y  una  masa  mucho 
mayor.  Utilice  las  fórmulas  clásicas  de  la  fuerza  eléc¬ 
trica  para  cargas  puntuales  con  el  objetivo  de  deducir 
que  la  energía  mecánica  total  (cinética  más  potencial) 
para  el  electrón  en  esta  órbita  es 


E 


e 


2 


87re0r’ 


(2) 


donde  e0  es  la  permisividad  del  espacio.  Adicional¬ 
mente,  deduzca  que  el  momento  angular  clásico  para 
esta  órbita  es 


x-R"(í-¿)t  =  3-4'5'  -  (1) 

donde  RH  es  una  constante  para  la  cual  el  mejor  valor 
empírico  es  10  967  757.6  ±  1.2  nT1. 

Todo  modelo  atómico  razonable  no  sólo  debía  ex¬ 
plicar  la  estabilidad  del  átomo  de  hidrógeno,  sino  que 
también  debía  generar  una  explicación  para  las  líneas 
espectrales  con  frecuencias  que  satisfacían  esta  fórmu¬ 
la.  El  primer  modelo  de  este  tipo  fue  propuesto  por 
Niels  Bohr  en  1913,  utilizando  una  ingeniosa  com¬ 
binación  de  argumentos  clásicos  y  dos  “postulados 
cuánticos”.  Bohr  asumió  que  el  electrón  se  encuentra 
restringido  a  un  movimiento  en  órbitas  con  un  momen¬ 
to  angular  “cuantizado”,  es  decir,  en  múltiplos  enteros 
de  una  constante  dada.  Observe  la  figura  1.  Además, 
los  átomos  emiten  energía  en  forma  de  ondas  electro¬ 
magnéticas  únicamente  cuando  el  electrón  salta  de  una 
órbita  fija  a  otra.  Las  frecuencias  de  estas  ondas  están 
dadas  por  la  fórmula  de  Planck  A E  =  fiv,  donde  A  E 
es  la  diferencia  de  energía  entre  las  órbitas  y  ñ  es  la 
constante  de  Planck. 

Intente  reproducir  los  pasos  de  Bohr  mediante  la  re¬ 
solución  de  los  problemas  1-3. 


/  me2r 

<3) 

2.  Ahora  utilicemos  el  primer  postulado  de  Bohr:  asuma 
que  el  momento  angular  es  de  la  forma  L  =  nñ,  donde 
n  =  1,  2,  . . .  .  Sustituya  esta  expresión  en  la  ecuación 
(3)  y  encuentre  una  expresión  para  el  radio  orbital 
r  como  una  función  de  n.  Inserte  esta  función  en  la 
ecuación  (2)  y  obtenga  una  expresión  para  los  niveles 
de  energía  cuántica  del  átomo  de  hidrógeno. 

3.  Ahora  estamos  listos  para  utilizar  el  segundo  pos¬ 
tulado  de  Bohr.  Suponga  que  una  electrón  realiza 
una  transición  desde  el  nivel  de  energía  Ek  al  nivel 
de  energía  E„,  para  enteros  k  >  n.  Utilice  la  fórmula 
AL  =  ñv  y  la  relación  A v  =  c  (donde  c  representa  la 
velocidad  de  la  luz)  para  deducir  que  la  longitud  de 
onda  emitida  por  esta  transición  es 

1  me4  (  1  1  \ 

A  8/i3So c  \n2  k2)  ^ 
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Asignemos  n  =  2  en  la  ecuación  (4)  y  concluimos 

4 

me 

que  esto  genera  la  serie  de  Balmer  con  RH  =  _  2  . 

/ 1  EqC 

Ahora,  realice  una  investigación  para  los  valores  de  las 
constantes  que  aparecen  en  esta  fórmula  y  calcule  RH. 
¿Su  valor  es  comparable  con  el  valor  empírico?  Por 

mM 

último,  reemplace  m  por  la  masa  reducida - 

v  m  +  M 

(donde  M  es  la  masa  del  protón)  y  sorpréndase  con  la 
notable  precisión  de  este  resultado. 

A  pesar  de  su  éxito  evidente,  el  modelo  de  Bohr 
tenía  como  detalle  el  que  llevaba  la  teoría  clásica  lo 
más  lejos  posible  y  luego  la  complementaba  con  pos¬ 
tulados  cuánticos  específicos  cuando  era  necesario. 
Esta  situación  fue  acertadamente  considerada  como 
insatisfactoria  e  inspiró  a  los  físicos  a  desarrollar  una 
teoría  mucho  más  completa  del  fenómeno  atómico,  lo 
que  dio  paso  al  nacimiento  de  la  mecánica  cuántica. 
En  el  núcleo  de  ella  hay  una  ecuación  diferencial  par¬ 
cial  propuesta  por  Erwin  Schrodinger  en  1926  en  un 
documento  con  un  título  sugerente  “La  cuantización 
como  un  problema  de  valores  propios”.  La  ecuación 
de  Schrodinger  dependiente  del  tiempo  para  un  siste¬ 
ma  físico  de  masa  m  sujeto  a  un  potencial  V(x)  es 

ñ2 

- V2^(x)  +  L(x)^(x)  =  EV(x),  (5) 

2  m 

donde  V2  representa  al  operador  laplaciano  y  £  es  el 
valor  (escalar)  para  la  energía  total  del  sistema  en  el 
estado  estacionario  (x) .  Aquí  x  =  (x,  y,  z)  represen¬ 
ta  un  punto  en  el  espacio  de  posición  de  tres  dimen¬ 
siones.  La  interpretación  correcta  de  la  función  'P  (x) 
implica  argumentos  probabilísticos  refinados.  Para 
nuestro  problema,  es  suficiente  decir  que  \P  (x)  con¬ 
tiene  toda  la  información  que  se  puede  obtener  física¬ 
mente  acerca  del  sistema  en  consideración.  Nuestro 
propósito  ahora,  siguiendo  el  espíritu  del  documento 
original  de  Schrodinger,  será  obtener  los  niveles  de 
energía  En  para  el  átomo  de  hidrógeno  como  los  valo¬ 
res  posibles  de  energía  para  los  cuales  la  ecuación  (5) 
admite  una  solución. 

Ahora  intente  resolver  el  siguiente  problema. 

e2 

4.  Debido  a  que  la  energía  potencial  V(r)  = - 

47rs0r 

depende  únicamente  del  radio  r,  para  este  problema 
es  natural  considerar  coordenadas  esféricas  (r,  6,  <f>) 
definidas  por  las  ecuaciones 

x  =  r  sen  0  eos  <f>,  y  =  r  sen  9  sen  <f>,  z  =  r  eos  9  . 

Comience  por  escribir  la  ecuación  (5)  en  estas  coor¬ 
denadas  [recuerde  la  expresión  para  el  operador  de 
Laplace  en  coordenadas  esféricas  en  (2)  de  la  sección 
6.3].  Ahora  utilizamos  la  separación  de  variables  con 


’P(x)  =  /?(r)©(0)<í>(</>)  para  mostrar  que  el  com¬ 
ponente  radial  R( r)  satisface  a 


2  2  m  (  e 2 

r  ñ  \4TTS0r 


,  2  m 

+  £l*=-^(6) 


donde  k  es  una  constante. 

En  la  solución  del  problema  4  debería  haber  en¬ 
contrado  que  la  técnica  de  separación  de  variables  di¬ 
vide  la  ecuación  de  Schrodinger  en  dos  partes:  una 
que  depende  únicamente  de  r  y  la  otra  que  depende 
solamente  de  9  y  4>.  Cada  una  de  estas  partes  debe 
ser  equivalente  a  una  constante,  que  denominamos  k. 
Si  buscáramos  la  solución  de  la  parte  angular  (la  que 
involucra  a  0  y  <!>),  encontraríamos  que  k  es  un  núme¬ 
ro  cuántico  relacionado  con  el  momento  angular  del 
átomo.  Para  el  resto  de  este  proyecto,  consideraremos 
el  caso  k  =  0,  que  corresponde  con  los  estados  con 
momento  angular  cero. 

En  este  punto  proceda  con  los  problemas  5-7. 


5.  Establezca  k  =  0  en  la  ecuación  (6)  y  considere  su 
límite  cuando  r— >oo.  Demuestre  que  e  donde 


C  = 


(7) 


es  una  solución  de  esta  ecuación  limitante. 

6.  Con  base  en  el  ejercicio  anterior,  considere  una  so¬ 
lución  general  de  la  forma  R[r)  =  f(r)e~Cr  para  una 
función  analítica /(Y).  Mediante  procedimientos  analí¬ 
ticos,  la  función /(r)  posee  una  expansión  de  series 


f[r)  =  a0  +  a{r  +  a2r2  +  ■  ■  ■ 


Sustituya  esta  serie  en  la  ecuación  (6)  (con  k  =  0)  y 
deduzca  que  los  coeficientes  a¿  satisfacen  la  relación 
recursiva 


a¡  =  2- 


jC~B 

j(j  +  1)' 


*j~  1> 


j  =  1,  2, 


(8) 


donde  B  = 


me2 

Airsjí2 


7.  Demuestre  que  el  límite  de  la  ecuación  (8)  para 


valores  grandes  de  j  es  cij 


2  C 

7TT 


j,  que  es  la  serie 


de  potencia  para  la  función  e2Cr.  Concluya  que  la 
única  forma  de  hacer  que  la  función  R(r)  disminuya 
a  cero  a  medida  que  r  se  vuelve  más  grande  es  que 
la  serie  de  potencias  para  f(r)  termine  después  de  un 
número  finito  de  términos.  Por  último,  observe  que 
esto  sucede  si  y  sólo  si  nC  =  B  para  algún  entero  n. 


Nuestro  problema  final  en  este  proyecto  será  ge¬ 
nerar  los  niveles  de  energía  del  átomo  de  hidrógeno 
como  una  consecuencia  del  trabajo  realizado  hasta 
aquí.  Deberá  observar  que  la  existencia  de  niveles  de 
energía  cuantizados  no  necesitan  ser  postulados,  sino 
más  bien  deducidos  a  partir  del  análisis  matemático 
de  la  ecuación  de  Schrodinger.  Mientras  que  los  pasos 
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de  deducción  son  más  complicados  que  los  seguidos 
por  Bohr,  debe  ser  evidente  que  la  eliminación  de  los 
axiomas  de  cuantización  específicos  de  Bohr  fue  un 
logro  importante  alcanzado  por  Schrodinger,  razón 
por  la  cual  recibió  el  Premio  Nobel  de  física  en  1933. 

8.  Utilice  la  condición  expresada  en  el  ejercicio  previo  y 
las  fórmulas  obtenidas  para  C  y  B  para  concluir  que 


las  energías  permitidas  para  el  átomo  de  hidrógeno  en 
un  estado  con  momento  angular  cero  son 


”  (A  \2iz2  2  V 

(47re0)  ¿fin 

que  deben  coincidir  con  los  niveles  de  energía  que  en¬ 
contró  para  el  átomo  de  Bohr  del  problema  2. 
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Los  ingenieros  en  comunicaciones  interpretan  a  la  trans¬ 
formada  de  Fourier  como  la  descomposición  de  una 
señal  /(x )  que  lleva  información,  donde  x  representa 
al  tiempo,  en  una  superposición  de  “tonos”  sinusoida¬ 
les  puros  que  tienen  frecuencias  representadas  por  una 
variable  real.  De  hecho,  los  ingenieros  usualmente  con¬ 
sideran  la  representación  en  el  “dominio  de  la  frecuen¬ 
cia”  resultante,  tanto  o  más  que  la  representación  en  el 
“dominio  del  tiempo”  (esto  es,  ¡la  señal  misma!).  Un 
aspecto  fundamental  del  procesamiento  de  señales  es 
que  cuanto  más  estrecha  es  una  señal  en  el  dominio  del 
tiempo,  más  amplia  es  en  el  dominio  de  la  frecuencia. 
También,  cuanto  más  estrecha  es  una  señal  en  el  dominio 
de  la  frecuencia,  más  amplia  es  en  el  dominio  del  tiem¬ 
po.  Este  efecto  es  importante  porque,  en  la  práctica,  una 
señal  debe  enviarse  en  un  tiempo  limitado  y  utilizando 
un  intervalo  limitado  o  “banda”  de  frecuencias.  En  este 
proyecto  se  describe  e  investiga  este  equilibrio  entre  du¬ 
ración  y  ancho  de  banda,  tanto  cualitativa  como  cuantita¬ 
tivamente.  Los  resultados  de  esta  investigación  respaldan 
una  regla  práctica  comúnmente  citada:  una  cierta  banda 
de  frecuencias  es  proporcional  al  producto  de  la  dura¬ 
ción  en  tiempo  por  el  ancho  de  la  banda  de  frecuencias. 

Problemas  relacionados 

Se  emplean  la  forma  compleja  de  la  transformada  de 
Fourier  y  la  transformada  inversa  de  Fourier,  dadas  en 
(5)  y  (6)  de  la  sección  13.4.  Se  utiliza  la  notación  f(a) 
para  denotar  la  transformada  de  Fourier  de  una  función 
/( x)  en  una  forma  compacta  que  explicita  su  dependencia 
de/,  esto  es,  f{a)  =  F{f(x)}.  Se  considera  que  /  es 
una  función  real,  y  se  comienza  revisando  dos  propie¬ 
dades  simples  de  /. 

1.  Mostrar  que  si  a  >  0,  entonces  /(—a)  =  f  (a).  Así, 
para  cualquier  |/(— cc)|  =  \f(a)\.  (Aquí,  las  notacio¬ 
nes  z  y  |z|  representan  el  conjugado  y  el  módulo  de  un 
número  complejo  z,  respectivamente). 

2.  Si  k  es  un  número  real,  supóngase  que//*)  =  /(x  —  k). 
Mostrar  que 

/*(«)  =  eiakf{a) 


De  manera  que  recorrer  una  señal  en  el  tiempo  no 
afecta  a  los  valores  de  |/(a)|  en  el  dominio  de  las 
frecuencias. 

Tomando  en  cuenta  estos  hechos,  ahora  se  proce¬ 
de  a  considerar  el  efecto  de  estrechar  o  ampliar  una 
señal  en  el  dominio  del  tiempo  simplemente  escalan¬ 
do  la  variable  temporal. 

3.  Si  c  es  un  número  positivo,  considérese  que/c(x)  =/(cx). 
Muestre  que 


De  forma  que  al  estrechar  la  función  señal /en  el  do¬ 
minio  del  tiempo  (c  >1),  se  ensancha  su  transformada 
en  el  dominio  de  la  frecuencia,  y  al  ampliar  la  función 
señal /en  el  dominio  del  tiempo  (c  <1),  se  estrecha  su 
transformada  en  el  dominio  de  la  frecuencia. 

Para  cuantificar  el  efecto  que  se  observa  en  el  pro¬ 
blema  3,  se  necesita  establecer  una  medida  del  “ancho” 
de  la  gráfica  de  una  función.  La  medida  más  común¬ 
mente  utilizada  es  el  ancho  de  la  raíz  cuadrada  de  la 
media  de  los  cuadrados,  que  cuando  se  aplica  a  una 
señal  /  en  los  dominios  del  tiempo  y  de  la  frecuencia, 
conduce  a  un  valor  cuadrático  medio  (o  raíz  cuadrada  de 
la  media  de  los  cuadrados)  de  duración  D(f )  y  un  valor 
cuadrático  medio  de  ancho  de  banda  B(  f  ),  dados  por 


x2[/(x)]2  dx 


[D(f)]2  = 


[f(x)f  dx 

-oo 

a2  \f(a)\2  da 


W)]2  = 


\f{a)\2  da 


De  manera  que  el  ancho  de  banda  y  la  duración  se 
calculan  en  relación  a  los  “centros”  de  a  =  0  y  x  = 
0  debido  a  que,  según  los  problemas  1  y  2,  la  gráfi¬ 
ca  de  |/(a)|2  es  simétrica  con  respecto  a  a  =  0  en  el 
dominio  de  la  frecuencia,  y  la  señal  puede  recorrerse 
horizontalmente  en  el  dominio  del  tiempo  sin  afectar 
la  gráfica  de  \f(a)\2  en  el  dominio  de  las  frecuencias. 

4.  Muestreque para unafamiliade funciones  fc(x)  definida 
en  el  problema  3,  D(/c)  •  B(fc)  es  independiente  de  c. 


5. 


Muestre  que  para  la  familia  de  funciones  fc(x)  =  e  c^, 

V2 

D(fc)  •  B(  fc)  =  ^  ■  [Sugerencia:  Según  el  problema 


4,  /(x)  =  fi  (x) .  la  integral  de  Fourier  necesaria  puede 
obtenerse  rápidamente  del  ejemplo  3  de  la  sección 
13.3.  Para  calcular  las  integrales  para  D(f)  y  B(f), 
considere  la  integración  por  partes  y  por  fracciones 
parciales,  respectivamente]. 

La  duración  y  el  ancho  de  banda  de  una  señal  son 
en  cierta  forma  inversamente  proporcionales  entre  sí 
cuando  se  escala  la  variable  de  tiempo.  ¿Qué  se  puede 
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decir  al  respecto  de  la  constante  de  proporcionalidad? 
¿Qué  tan  pequeño  puede  ser  D(f)  ■  B(J)2  Es  de  desta¬ 
car  que  existe  un  límite  inferior  para  este  producto. 

6.  Deducir  la  desigualdad  de  la  incertidumbre:  si 

'  CXD  roo 

[/(x)]2  dx  <  oo,  |/(a)|2  da  <  oo, 

— oo  — oo 

y 

lím  |x|[/(x)]2  =  O, 

x— >  ±  oo 

entonces  D(f)  •  B(f)  >  Seguir  estos  pasos. 


á)  Establezca  la  fórmula  de  Parseval: 

— '  i  OO 

[/(x)]2í/x  =  —  \f(a)\2  da. 

ATT  I 

KfO  —oo 

[Sugerencia:  Aplique  el  teorema  de  convolución 
dado  en  el  problema  20,  ejercicios  13.4  con  g(x) 
=  /(-*)• 

Específicamente,  aplique  la  fórmula  para  la 
transformada  inversa  de  Fourier  dada  en  (6)  de  la 
sección  13.4,  y  muestre  que  g(a)  =  f(a),  y  en¬ 
tonces  fije  x  =  0.] 

b)  Establezca  la  desigualdad  de  Schwartz:  Para  fun¬ 
ciones  reales  hl  y  h2, 


hl(s)h2(s)  ds 


rb  \  /  rb 

2 


[/z/í)]2  efe  [h2(s)f  ds 


donde  la  igualdad  existe  únicamente  cuando  h2  = 
ch b  donde  c  es  una  constante  [ Sugerencia :  Escribir 


rb 

[A/z/s)  -  h2(s)]2  ds 

Ja 

como  una  expresión  cuadrática  ,4  A2  +  B\  +  C 
de  la  variable  real  A.  Observe  que  la  cuadrática 
es  no  negativa  para  toda  A  y  considere  el  discri¬ 
minante  B 1  —  44  C.  | 

c)  Establezca  la  desigualdad  de  la  incertidumbre. 
[Sugerencia:  En  primer  lugar,  aplique  la  des¬ 
igualdad  de  Schwartz  como  sigue: 

xf{x)f'{x)  dx 


[xf{x)fdx  [f'(x)f  dx 


Utilice  la  integración  por  partes  para  mostrar  que 
f-0xf(x)f'(x)dx=  -\5x,00[f{x)fdx.  Reescri¬ 


ba  la  segunda  integral  que  aparece  en  el  lado  de¬ 
recho  de  la  desigualdad,  utilizando  la  propiedad 
operacional  (11)  de  la  sección  13.4  y  la  fórmula 
de  Parseval.] 

7.  a)  Mostrar  que  si /proporciona  el  valor  mínimo  po¬ 
sible  de  D(f)  ■  B(  f),  entonces 


/'(x)  =  cx/(x) 


donde  c  es  una  constante.  Resuelva  esta  ecua¬ 
ción  diferencial  para  mostrar  que  /(x)  =  decx  ^ 
para  c  <  O  y  d  =  a  constante.  (Dicha  función 
se  denomina  función  Gaussiana.  Las  funciones 
Gaussianas  juegan  un  papel  importante  en  la  teo¬ 
ría  de  probabilidad.) 

b)  Utilice  la  transformada  de  Fourier  que  está  a 
ambos  lados  de  la  ecuación  diferencial  del  in¬ 
ciso  a)  para  obtener  una  ecuación  diferencial 
para  f(a)  y  mostrar  que  f(a)  = /( Q)ea  ^2c\ 
donde  c  es  la  misma  que  en  el  inciso  a).  Se  nece¬ 
sita  conocer  la  siguiente  información: 


d  d  °°  00  d 

~rf  («)  =  y  /O)  eiax  dx  =  —  /( x)  eiax  dx 

da  da  J  ~  o  a 


ixf(x)  elnx  dx  =  zx/(x ) . 


(Del  problema  35  de  los  ejercicios  3. 1 1  del  tomo  II, 
se  tiene  que  f^e^dx  =  \/tt.  De  esta  expresión 
puede  deducir  que  /  (0)  =  \/2tt/\c\  •  d.) 

Así  es  que  el  valor  mínimo  posible  de  D(f)  •  B(f )  se 
alcanza  para  una  función  Gaussiana,  cuya  transforma¬ 
da  de  Fourier  ¡es  otra  función  Gaussiana! 


La  palabra  “incertidumbre”  se  asocia  con  la  des¬ 
igualdad  presentada  en  el  problema  6  dado  que,  desde 
un  punto  de  vista  más  abstracto,  es  matemáticamen¬ 
te  análogo  al  famoso  principio  de  incertidumbre  de 
Heisenberg  de  la  mecánica  cuántica.  (La  interpretación 
de  este  principio  de  mecánica  cuántica  es  un  tema  sutil, 
pero  comúnmente  se  entiende  como  “mientras  mayor 
sea  la  precisión  con  la  que  se  determine  la  posición  de 
una  partícula,  su  momentum  se  conoce  con  menor  pre¬ 
cisión,  y  viceversa”.) 
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Las  estrellas  del  firmamento  se  encuentran  a  una  dis¬ 
tancia  enorme  de  nosotros,  de  forma  que  pueden  con¬ 
siderarse  como  fuentes  puntuales  de  luz.  Si  se  observa 
una  de  estas  estrellas  a  través  de  un  telescopio,  se  es¬ 
peraría  ver  únicamente  otro  punto  de  luz,  aunque  uno 
mucho  más  brillante.  Sin  embargo,  éste  no  es  el  caso. 
Dado  que  es  una  onda,  la  luz  se  refracta  al  pasar  a  tra¬ 
vés  de  la  abertura  circular  del  telescopio,  de  forma  que 
la  luz  se  extiende  sobre  una  pequeña  región  difusa  que 
se  denomina  patrón  de  difracción.  Este  proyecto  inves¬ 
tiga  la  forma  del  patrón  de  difracción  para  la  luz  que 
pasa  a  través  de  una  abertura  circular  de  radio  R. 

Por  simplicidad,  se  considera  que  la  luz  tiene  una 
longitud  de  onda  única  A,  o  color.  Esta  luz  tiene  la 
forma  de  un  frente  de  ondas  esférico  cerca  de  la  estrella, 
pero  cuando  nos  alcanza,  llega  como  un  frente  de  ondas 
plano.  Todos  los  puntos  del  frente  de  ondas  tienen  la 
misma  fase.  A  continuación,  se  apunta  el  telescopio  con 
su  abertura  circular  directamente  hacia  la  estrella,  de 
manera  que  los  frentes  de  ondas  planas  inciden  desde  la 
izquierda,  como  se  muestra  en  la  figura  1 . 


Figura  1  Difracción  de  la  Luz 

A  partir  del  principio  de  Huygen,  cada  punto  de  la 
abertura  circular  emite  una  onda  en  todas  las  direc¬ 
ciones.  La  difracción  de  Fraunhofer  requiere  que  las 
ondas  abandonen  la  abertura  en  un  conjunto  casi  para¬ 
lelo  que  viaja  hacia  un  punto  muy  distante  P.  El  único 
propósito  del  lente  es  formar  una  imagen  puntual  de 
este  conjunto  paralelo  a  una  distancia  mucho  más  cer¬ 
cana  a  la  abertura.  La  difracción  ocurriría  incluso  sin 
el  lente.  La  línea  discontinua  que  une  los  dos  orígenes 
es  también  el  eje  de  abertura  y  del  lente.  El  sistema  de 


coordenadas  LM  está  en  el  plano  focal  del  lente,  y  su 
origen  está  donde  toda  la  luz  de  la  estrella  aparecería 
en  ausencia  de  difracción.  Debido  a  la  difracción,  sin 
embargo,  algo  de  luz  también  aparece  en  P.  El  punto  P 
es  un  punto  general,  pero  muy  cercano  a  O ,  únicamen¬ 
te  a  arco-segundos  de  distancia. 

En  la  figura  2,  se  han  unido  la  abertura  y  el  lente, 
dado  que  en  la  práctica  el  borde  del  lente  también  defi¬ 
ne  la  abertura.  Debido  a  la  simetría  circular  del  lente  y 
al  patrón  de  difracción,  es  muy  deseable  utilizar  coor¬ 
denadas  polares.  Suponga  que  una  onda  es  emitida  en 
un  punto  S  del  lente  con  coordenadas  ( X ,  Y)  o  (p,  0) 
y  que  llega  a  P  con  coordenadas  (L,  M)  o  coordenadas 
angulares  (w,  ip).  Entonces  X  =  p  eos  0,  Y  =  p  sen  0, 
y  L  =  w  eos  t/r,  y  M  =  w  sen  ip.  Aquí,  p  es  la  distan¬ 
cia  radial  del  centro  del  lente  a  la  fuente  S  de  la  onda 
emitida  y  0  es  su  ángulo  polar;  w  es  el  radio  angular 
de  P  y  ip  es  su  ángulo  polar. 

Las  ondas  emitidas  en  la  abertura  están  en  fase  y 
tienen  la  misma  amplitud,  pero  todas  ellas  viajan  dis¬ 
tancias  diferentes  hacia  el  punto  P,  de  forma  que  llegan 
ahí  desfasadas.  La  intensidad  de  la  luz  en  P  es  propor¬ 
cional  al  cuadrado  de  la  amplitud  resultante  de  todas 
las  ondas  que  llegan.  Ahora  se  necesita  calcular  esta 
amplitud  resultante  tomando  en  cuenta  las  diferencias 
de  fase  de  las  ondas. 

Se  define  el  número  de  onda  de  las  ondas  inciden¬ 
tes  y  emitidas  como  k  =  2tt/\.  Entonces,  de  acuerdo  a 
Principies  ofOptics,  séptima  edición,  de  Bom  y  Wolf,  la 
amplitud  resultante  en  P  de  todas  las  ondas  emitidas  en  la 
abertura  es  sólo  la  transformada  de  Fourier  de  la  abertura: 


U(P)  =  C 

J  . 

abertura 


-ik(LX  +  MY) 

e  clXdY 


donde  C  es  una  constante,  proporcional  en  parte  a  la 
brillantez  de  la  estrella.  La  intensidad  de  P  viene  en¬ 
tonces  dada  por  |t/(/’)|2.  Este  es  el  patrón  de  difracción 
para  la  estrella  en  función  del  radio  angular  w. 


Problemas  relacionados 

1 .  Muestre  que  la  amplitud  resultante  en  P  utilizando  los 
dos  sistemas  de  coordenadas  polares  puede  escribirse 
como 


U(P)  =  C 


-ikpw  eos  ( 6  - 


pdOdp 


JQ  J0 
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2.  Utilizando  la  identidad 


277 


'  277 ' 

e“cos  V"“  da  =  Jn{x), 
■'o 


donde  Jn  es  la  función  de  Bessel  de  primer  tipo,  mues¬ 
tre  que  la  amplitud  resultante  se  reduce  a 


rR 


U{P)  =  2t tC 

-’o 


J0(kpw)p  dp 


para  cualquier  ip.  Se  elige  i¡j  =  0.  (Esta  expresión  es 
también  conocida  como  transformación  de  Hankel  de 
una  abertura  circular.) 

3.  Utilizando  la  relación  de  recurrencia 


d_ 

du 


[un  +  lJn  +  1(u)] 


u"  +  lJ„{u), 


muestre  que 

'  X 

uJ0(u )  du  =  xJ¡(x) 

■’o 

2J,(kRw) 

4.  Muestre  que  U(P)  =  CttR~ - .  Por  tanto  la 

kRw 

intensidad  viene  dada  por 


U(P)  |2 


2Jl(kRw)  l2 
kRw 


5.  ¿Qué  es  lím 


2J]  (kRw)  i 
kRw 


6.  ¿Cuál  es  el  significado  físico  de  /0? 

7.  ¿Cuál  es  el  valor  de  la  raíz  no  nula  más  pequeña  de 
J{!  Utilizando  A  =  550  nm,  R  =  10  cm,  y  la  raíz  más 


pequeña  que  se  acaba  de  encontrar,  calcular  el  radio 
angular  w  (en  arco-segundos)  del  disco  central  de  di¬ 
fracción. 

2Jl(kRw) 

8.  Dibujar  una  gráfica  de  — - - en  función  de  kRw 

kRw 

así  como  de  la  intensidad,  que  es  su  cuadrado.  El  pa¬ 
trón  de  difracción  de  la  estrella  consiste  en  un  disco 
central  brillante  rodeado  por  varios  anillos  concéntri¬ 
cos  delgados  tenues.  Este  disco  se  denomina  el  disco 
de  Airy  en  honor  de  G.  B.  Airy,  quien  fue  el  prime¬ 
ro  en  calcular  el  patrón  de  difracción  de  una  abertura 
circular  en  1826. 

9.  ¿Qué  sucede  con  el  ancho  angular  del  patrón  de  di¬ 
fracción  si  el  radio  R  de  la  abertura  se  duplica? 

10.  ¿Qué  sucede  con  el  ancho  angular  del  patrón  de  di¬ 
fracción  si  la  longitud  de  onda  A  de  la  luz  se  dupli¬ 
ca? 

1 1 .  ¿Qué  sucede  con  el  ancho  angular  del  patrón  de  di¬ 
fracción  si  la  longitud  focal  del  lente  se  duplica? 

12.  Suponga  que  una  abertura  circular  tiene  forma  de  ani¬ 
llo  con  radio  interno  a  y  radio  externo  b.  Encuentre 
U(P).  (Este  resultado  es  de  importancia  práctica,  dado 
que  los  telescopios  de  reflexión  casi  siempre  tienen 
una  obstrucción  en  la  parte  central  de  la  abertura.) 

13.  Suponga  que  el  anillo  del  problema  12  es  muy  es¬ 
trecho,  de  forma  que  b  =  a  +  A  a,  donde  A  a  es  pe¬ 
queño  pero  no  infinitesimal.  Muestre  entonces  que 
la  amplitud  resultante  aproximada  viene  dada  por 
U(P)  =  C(2TraAa)J0(kwa).  [Sugerencia:  Interpretar 
el  resultado  U(P )  del  problema  12  como  aproxima- 

dlyuj^u)) 

ción  para - =  uJ0(u)  con  u  =  kwa.] 

du 


XXX 
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Los  métodos  de  diferencias  finitas  para  la  solución  nu¬ 
mérica  de  ecuaciones  diferenciales  parciales  pueden 
ser  sorpresivamente  inadecuados  para  aproximaciones 
numéricas.  El  problema  principal  con  los  métodos  de 
diferencias  finitas  (especialmente  aquellos  con  esque¬ 
mas  de  iteración  explícita)  es  que  pueden  amplificar  el 
ruido  de  redondeo  numérico  debido  a  inestabilidades 
intrínsecas.  Dichas  inestabilidades  aparecen  muy  fre¬ 
cuentemente  en  el  trabajo  de  investigación.  Un  ingenie¬ 
ro  debería  estar  preparado  para  esta  situación.  Después 
de  emplear  muchas  horas  en  el  desarrollo  de  un  nuevo 
método  numérico  para  el  modelado  de  un  problema  y 
en  la  escritura  cuidadosa  del  método  en  un  lenguaje  de 
computadora,  el  programa  de  computadora  puede  lle¬ 
gar  a  volverse  inútil  debido  a  sus  inestabilidades  diná¬ 
micas. 

La  figura  1  ilustra  una  solución  numérica  de  la 
ecuación  de  calor  con  un  método  explícito  de  diferen¬ 
cias  finitas,  donde  el  paso  k  del  tiempo  excede  la  mitad 
del  tamaño  del  paso  cuadrado  h  (ver  ejemplo  1  de  la 
sección  14.2).  Es  de  esperarse  que  una  solución  de  la 
ecuación  de  calor  para  una  barra  de  longitud  finita  con 
temperaturas  de  cero  en  los  puntos  extremos  debería 
exhibir  un  decaimiento  suave  de  una  distribución  ini¬ 
cial  de  calor  hacia  el  nivel  constante  de  temperaturas 
cero.  Sin  embargo,  la  superficie  de  la  figura  1  mues¬ 
tra  que  el  decaimiento  suave  esperado  se  rompe  por  el 


ruido  que  crece  rápidamente  debido  a  inestabilidades 
dinámicas  del  método  explícito. 

Las  inestabilidades  de  los  métodos  numéricos  de  di¬ 
ferencias  finitas  pueden  entenderse  mediante  la  aplica¬ 
ción  elemental  de  la  transformada  discreta  de  Fourier, 
que  se  estudia  en  la  sección  13.5.  El  principio  de  su¬ 
perposición  lineal  y  la  transformada  discreta  de  Fourier 
permiten  separar  variables  en  un  método  numérico  de 
diferencias  finitas,  y  estudiar  la  evolución  individual  en 
el  tiempo  (iteraciones)  de  cada  modo  de  Fourier  de  la 
solución  numérica. 

Por  simplicidad,  se  considera  el  método  explícito  de 
diferencias  finitas  para  la  ecuación  del  calor  u,  =  en 
el  intervalo  0  <  x  <  a  sujeto  a  condiciones  de  frontera 
nulas  en  los  puntos  extremos  x  =  Oyx  =  ay  una  condi¬ 
ción  inicial  no  nula  en  el  instante  t  =  0.  La  discretización 
numérica  conduce  al  esquema  de  iteración  explícito: 

Ui,j+ 1  =  Am í-íj  +  (1  -  2A )uUj  +  A ui+1J  (1) 

Donde  u¡  ,,  es  una  aproximación  numérica  de  la  solu¬ 
ción  u(x,  t)  en  el  punto  de  la  retícula  x  =  x¡  y  en  el 
instante  t  =  tp  mientras  que  A  =  k/h 2  es  el  parámetro 
de  discretización.  Si  se  observa  el  instante  de  tiem¬ 
po  t  =  tp  y  >  0  y  se  expande  el  vector  numérico 
(u0  j,  Upj,  ...,  u„  j)  definido  en  la  malla  igualmente 
espaciada  x¡  =  ih,  i  =  0,  1,  . . . ,  n,  donde  nh  =  a,  en  la 
transformada  sinusoidal  de  Fourier  discreta: 

"  (ml\ 

j  =  ¿j  al  i  sen  I  —  b  '  =  0,  1,  •  ■  • ,  n  (2) 
;=i  V  n  / 

Las  condiciones  de  frontera  u0  ¡  =  1 ,  y  =  0  se  satisfa¬ 
cen  para  cualquier  y  >  0.  Debido  al  principio  de  super¬ 
posición  lineal,  se  considera  cada  término  de  la  suma 
de  la  ecuación  (2)  por  separado.  Entonces  se  sustituye 
u¡  j  =  a¡  j  sen  (k¡í),  k¡  =  Trl/n  en  el  método  explícito 
(1)  y  se  obtiene 

a¡  ,-+1  sen  («,/)  =  (1  —  2\)a¡  ¡  sen  (k¡í)  + 

\a,  j^sen  (k,(í  +  1))  +  sen  (k,(í  —  1))^.  (3) 

Utilizando  la  identidad  trigonométrica, 
sen  ( k,(í  +  1))  +  sen  (k;(í  —  1))  =  2  eos  (/<;)  sen  (k,¿), 

El  factor  sen  (k,¿)  se  cancela  en  la  ecuación  (3),  y  se 
obtiene  una  fórmula  de  iteración  simple  para  a¡  /. 

ai,j+ 1  =  Qiai,p 

donde 


Qi  =  1  —  2A  +  2Acos  (k¡)  (4) 

Dado  que  el  factor  Q¡  es  independiente  de  j,  es  claro  que 
la  amplitud  altj  del  modo  de  Fourier  sen  ( x,i)  cambia  en 
j  >  0,  de  acuerdo  con  la  potencia  del  factor  Q¡. 

a¡,j  =  QWi, o,  í  -  () 

La  amplitud  a¡  ■  crece  en  /  si  \Q¡\  >  1,  y  está  acotada  o 
decae  si  \Q¡\  <  1.  Por  tanto,  la  estabilidad  del  método 


Figura  1  Superficie  de  la  solución  numérica 
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de  iteración  explícito  se  define  a  partir  de  la  condi¬ 
ción 

j2,j  <  1,  para  toda  l  =  1,  2,  ,  (5) 

Dado  que  Q¡  <  1  para  A  >  0  la  restricción  para  la  es¬ 
tabilidad  (5)  puede  reescribirse  como 

1  -  4Asen2Í^J  >  «1,  l  =  1,  2,  n  (6) 

que  resulta  en  la  estabilidad  condicional  del  método 
explícito  para  0  <  A  <0.5.  Cuando  A  >  0.5,  el  primer 
modo  de  Fourier  inestable  corresponde  a  l  =  n,  que  es 
el  responsable  de  un  patrón  de  secuencia  alternativa  en 
el  espacio  creciente  en  el  tiempo  de  u¡ Este  patrón  se 
observa  claramente  en  la  figura  1 . 

Así,  se  pueden  estudiar  las  inestabilidades  de  los 
métodos  de  diferencias  finitas  utilizando  la  transfor¬ 
mada  discreta  de  Fourier,  el  principio  de  superposición 
lineal,  y  los  factores  de  iteración  explícita  en  el  tiempo. 
El  mismo  método  puede  aplicarse  a  otros  métodos  de 
diferencias  finitas  para  ecuaciones  de  calor  y  de  onda, 
y  en  general  a  una  discretización  de  cualquier  ecuación 
diferencial  parcial  lineal  con  coeficientes  constantes. 

Problemas  relacionados 

1.  Considere  el  método  implícito  de  Crank-Nicholson 
para  la  ecuación  de  calor  u,  =  uxx  (ver  ejemplo  2  de  la 
sección  14.2): 

—  +  au¡,j+ 1  —  M;+ ij  +  i  =  ui-i,j 

-  (3uUj  +  ui+hj  (7) 
dondecc  =  2(1  +  1/A),  /S  =  2(1  -  l/A),yA  =  k/h2. 
Encuentre  la  fórmula  explícita  para  Q ,  en  la  ecuación 
(4)  y  demuestre  que  el  método  implícito  de  Crank- 
Nicholson  (7)  es  estable  incondicionalmente  para 
cualquier  A  >  0. 

2.  Considere  el  método  explícito  de  diferencias  centrales 
para  la  ecuación  de  calor  u,  =  uxx: 

1  =  2A (uí-ij  -  2u¡j  +  ui+lJ )  +  u¡j  — } .  (8) 
Utilizando  el  mismo  algoritmo  que  en  el  problema  1, 
reduzca  la  ecuación  (8)  a  un  esquema  de  iteración  en 
dos  pasos: 

«/,;  + 1  =  4A(cos  (k,)  -  1  )a,j  +  aLJ- (9) 


Utilizando  el  esquema  de  iteración  explícito  (4),  en¬ 
cuentre  una  ecuación  cuadrática  para  Q,  y  resuélvala 
con  la  fórmula  cuadrática  (puede  consultar  el  ejemplo 
1  de  la  sección  9.2).  Demuestre  que  el  método  explí¬ 
cito  de  diferencias  centrales  (8)  es  incondicionalmen¬ 
te  inestable  para  cualquier  A  >  0. 

3.  Considere  el  método  explícito  de  diferencias  centrales 
para  la  ecuación  de  onda  uu  =  c2uxx  (ver  ejemplo  1  de 
la  sección  14.3  del  presente  libro): 

u¡j+ 1  =  A 2u¡-ij  +  2(1  -  A2) u¡j  +  A 2ul+lJ  -  u¡j _  [  (10) 

donde  A  =  ck/h  es  el  número  de  Courant.  Utilizando 
el  mismo  algoritmo  que  en  el  problema  2,  encuentre 
y  resuelva  la  ecuación  cuadrática  para  Q¡.  Demuestre 
que  j2,|  =  1  cuando  ambas  raíces  de  la  ecuación  cua¬ 
drática  son  complejas.  Demuestre  que  la  constricción 
para  la  estabilidad  (5)  se  viola  cuando  ambas  raí¬ 
ces  de  la  ecuación  cuadrática  son  distintas  y  reales. 
Demuestre  que  el  método  explícito  de  diferencias 
centrales  (10)  es  estable  para  0  <  A2  <  1  e  inestable 
para  A2  >  1 . 

4.  Considere  el  método  de  retroceso  en  el  espacio  y 
avance  en  el  tiempo  para  la  ecuación  de  transporte 
k,  +  cux  =  0: 

Uíj+ i  =  (1  -  A )u¡'j  +  A u¡-hJ  (11) 

donde  A  =  ck/h.  Considere  la  transformada  discreta  de 
Fourier  compleja  con  el  modo  de  Fourier, 

u¡  i  =  at  ¡e'K‘l,  donde  k  =  trl/n,  i  =  y  —  1 

y  encuentre  el  factor  complejo  Q¡  en  el  esquema  de 
iteración  de  un  paso  (4).  Pruebe  que  el  método  de  re¬ 
troceso  de  espacio  y  avance  en  el  tiempo  (11)  es  esta¬ 
ble  para  0  <  A  <  1  e  inestable  para  A  >  1 . 

5.  Considere  el  método  espacio  central  y  retroceso  en  el 
tiempo  para  la  ecuación  de  transporte  u,  +  cux  =  0: 

Aw¡  +  ij  +  i  +  2  u¡j+i  —  An,_ij  +  1  =  2  u¡j  (12) 

Utilizando  el  mismo  algoritmo  que  en  el  problema  4, 
demuestre  que  el  método  de  espacio  central  y  retro¬ 
ceso  en  el  tiempo  (12)  es  incondicionalmente  estable 
para  cualquier  A  >  0. 
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Definiciones  y  terminología 


■  Introducción  Los  términos  diferencial  y  ecuación  indican,  sin  lugar  a  dudas,  la 
resolución  de  cierto  tipo  de  ecuaciones  que  contienen  derivadas;  sin  embargo,  antes  de 
iniciar  la  resolución  de  cualquier  ecuación,  primero  debemos  aprender  las  definiciones 
elementales  y  la  terminología  del  tema. 

■  Una  definición  La  derivada  dyldx  de  una  función  y  =  ó (x)  representa  en  sí  misma 
otra  función  4>'(x)  que  se  encuentra  mediante  una  regla  específica.  Por  ejemplo,  la  fun¬ 
ción  y  =  e01jr"  es  diferenciable  sobre  el  intervalo  (—00,  00),  y  su  derivada  es  dyldx  = 
0.2xeo  lxl.  Si  reemplazamos  e°  Lí"  por  el  símbolo  y,  obtenemos 

dy 

—  =  0.2 xy.  (1) 

dx 

Ahora  imagine  que  un  amigo  suyo  le  proporciona  sólo  la  ecuación  diferencial  de  la  ex¬ 
presión  (1),  y  que  usted  no  tiene  idea  de  cómo  se  obtuvo.  Su  amigo  le  pregunta:  ¿cuál  es 
la  función  representada  por  el  símbolo  y?  Entonces  usted  se  enfrenta  a  uno  de  los  proble¬ 
mas  básicos  encontrados  en  un  curso  de  ecuaciones  diferenciales:  ¿cómo  resolver  una 
ecuación  de  este  tipo  para  la  función  incógnita  y  =  4>(x)l  Este  problema  es  más  o  menos 
equivalente  al  conocido  problema  del  inverso  del  cálculo  diferencial:  dada  una  derivada, 
encontrar  una  antiderivada. 

Antes  de  avanzar  más,  permítanos  ofrecer  una  definición  más  precisa  del  concepto  de 
una  ecuación  diferencial. 


DEFINICIÓN  1.1 


Ecuación  diferencial 


A 


Se  dice  que  una  ecuación  diferencial  (ED)  es  cualquier  ecuación  que  contiene  las 
derivadas  de  una  o  más  variables  dependientes  con  respecto  a  una  o  más  variables 
independientes. 


Con  el  objetivo  de  referirnos  a  ellas,  debemos  clasificar  las  ecuaciones  diferenciales 

por  tipo,  orden  y  linealidad. 


■  Clasificación  por  tipo  Si  una  ecuación  diferencial  contiene  únicamente  derivadas 
ordinarias  de  una  o  más  variables  dependientes  con  respecto  a  una  sola  variable  indepen¬ 
diente,  se  dice  que  es  una  ecuación  diferencial  ordinaria  (EDO).  Por  ejemplo, 


dy 

dx 


+  5y 


=  <r. 


d2y 
dx 2 


dy 

dx 


+  6y  =  0 


y 


dx  dy 
dt  dt 


2x  +  y 


(2) 


son  ecuaciones  diferenciales  ordinarias.  Una  ecuación  en  la  que  se  presentan  las  deriva¬ 
das  parciales  de  una  o  más  variables  dependientes  de  dos  o  más  variables  independientes 
se  denomina  ecuación  diferencial  parcial  (EDP).  Por  ejemplo, 

d2u  Sru  d2u  Sru  du  du 

— y  3 - y  =  — y  =  — y —  2  —  y  — 

dx 2  dy2  dx2  dt2  dt  dy 

son  ecuaciones  diferenciales  parciales. 

H  Notación  A  lo  largo  de  este  libro,  las  derivadas  ordinarias  se  presentarán  utilizando 
la  notación  de  Leibniz  dyldx,  d2y/dx2,  d^y/dx3, . . . ,  o  la  notación  prima  y',  y",  y'" , . . . 
Si  se  utiliza  esta  última  notación,  las  primeras  dos  ecuaciones  diferenciales  mostradas  en 
(2)  pueden  expresarse  de  forma  más  compacta  como  y'  +  5y  =  ex  y  y"  -  y'  +  6v  =  0.  En 
realidad,  la  notación  de  prima  se  utiliza  para  señalar  solamente  las  primeras  tres  derivadas; 
la  cuarta  derivada  se  indica  como  y(4)  en  lugar  de  y"".  En  términos  generales,  la  n-ésima 
derivada  será  ct'yldx11  o  yw.  A  pesar  de  ser  menos  conveniente  de  escribir  y  formar  tipográ¬ 
ficamente,  la  notación  de  Leibniz  presenta  una  ventaja  sobre  la  notación  de  prima  en  el 
sentido  de  que  indica  con  claridad  las  variables  independientes  y  dependientes.  Por  ejem¬ 
plo,  en  la  ecuación  diferencial  d2xldt2  +  1 6x  =  0,  se  observa  de  forma  inmediata  que  el 


dv 

dx 


(3) 
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Recuerde  estas  dos 
características  de  una 
EDO  lineal. 


símbolo  x  representa  ahora  a  la  variable  dependiente,  mientras  que  la  variable  indepen¬ 
diente  será  t.  Además,  es  importante  que  usted  conozca  que  en  ingeniería  y  ciencias  físi¬ 
cas  ocasionalmente  se  utiliza  la  notación  de  Newton  por  puntos  (a  veces  denominada 
despectivamente  como  notación  de  “manchas”)  para  denotar  las  derivadas  con  respecto  al 
tiempo  í;  de  esta  forma,  la  ecuación  diferencial  cfsldf  =  —32  se  convierte  en  s  =  —32. 
Las  derivadas  parciales  con  frecuencia  se  indican  mediante  una  notación  de  subíndice 
que  muestra  las  variables  independientes.  Por  ejemplo,  las  ecuaciones  primera  y  segunda 
incluidas  en  (3)  pueden  a  su  vez  indicarse  como  mxt  +  uyy  =  0  y  uxx  =  u„  —  2ut. 

M  Clasificación  por  orden  El  orden  de  una  ecuación  diferencial  (EDO  o  EDP)  re¬ 
presenta  el  orden  de  la  derivada  más  alta  presente  en  la  ecuación.  Por  ejemplo, 


segundo  orden 

i 


primer  orden 


^-7+5  í— y 

dx  \dxj 


-  4y  =  ex 


representa  una  ecuación  diferencial  ordinaria  de  segundo  orden.  Las  ecuaciones  dife¬ 
renciales  ordinarias  de  primer  orden  se  escriben  ocasionalmente  en  la  forma  diferencial 
M(x,  y)dx  +  N(x,  y)dy  =  0.  Por  ejemplo,  si  suponemos  que  y  representa  la  variable  depen¬ 
diente  en  ( y  —  x)  dx  +  4xdy  =  0,  entonces  y'  =  dy/dx,  y  así  al  dividir  entre  el  diferencial 
dx  obtenemos  la  forma  alternativa  4 xy'  +  y  =  x.  Consulte  la  sección  de  Comentarios  al 
final  de  esta  sección. 

De  manera  simbólica,  es  posible  expresar  una  ecuación  diferencial  ordinaria  de 
n-ésimo  orden  como  una  variable  dependiente  empleando  la  forma  general 


F(x,  y,  y', ... ,  y(n> )  =  0,  (4) 

donde  F  es  una  función  con  valores  reales  de  n  +  2  variables:  x,  y,  y', ,  y(n>.  Tanto  por 
motivos  prácticos  como  teóricos,  de  aquí  en  delante  debemos  suponer  que  es  posible  re¬ 
solver  una  ecuación  diferencial  ordinaria  presentada  en  la  forma  (4)  únicamente  para  la 
derivada  más  alta  y(n)  en  términos  de  las  variables  n  +  1  restantes.  La  ecuación  diferencial 

dn 

-^n=f{x,y,y’,...Jn-%  (5) 

donde /es  una  función  continua  con  valores  reales,  se  denomina  forma  normal  de  (4). 
De  este  modo,  cuando  nos  sea  útil,  debemos  utilizar  las  formas  normales 

dy  cPy 

y 

dx  dx2  v 

para  representar  ecuaciones  diferenciales  generales  ordinarias  de  primero  y  segundo 
orden.  Por  ejemplo,  la  forma  normal  de  la  ecuación  de  primer  orden  4xy'  +  y  =  x  es  y'  = 
(x  —  y)¡4x.  Consulte  los  Comentarios. 


■  Clasificación  por  linealidad  Se  dice  que  una  ecuación  diferencial  ordinaria  de 
n-ésimo  orden  (4)  es  lineal  si  F  es  lineal  en  y,  y',  ... ,  Esto  significa  que  una  EDO 
de  n-ésimo  orden  es  lineal  cuando  (4)  es  an(x)yn^  +  an _ , (x)y^n “ 1  -1  +  •••  +  al(x)y'  + 
«o M.V  -  g(x)  =  0  o 


,  ,  <Ty 

an\X)  +  an 


.  .  d  ly 
u  ’  dx"-' 


dy 

+  ai(x)  —  +  a0(x)y  =  g(x). 


(6) 


Dos  casos  especiales  de  (6)  son  las  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer  orden 
(«  =  1)  y  de  segundo  orden  («  =  2): 


dy  d2y  dy 

«iW  ~r  +  Mx)y  =  s M  y  ai(x)  “Ti-  +  fliW  ~r  +  «o0)y  =  sw- 

dx  dx  dx 


(7) 


En  la  combinación  aditiva  del  extremo  izquierdo  de  (6)  observamos  que  las  dos  propie¬ 
dades  características  de  una  EDO  lineal  son: 


La  variable  dependiente  y  así  como  todas  sus  derivadas  y',  y",  . . . ,  y(,l)  son  de  primer 
grado,  es  decir,  la  potencia  de  cada  uno  de  los  términos  que  involucran  a  y  es  1 . 
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Los  coeficientes  a0,  ah  . . . ,  a„  de  y,  y', . . . ,  y<n>  dependen  a  lo  sumo  de  la  variable  inde¬ 
pendiente  x. 


Las  ecuaciones  siguientes,  a  su  vez, 

(y  —  x)dx  +  4x  dy  =  0,  y"  —  2 y’  +  y  =  0,  — ^  +  3x  — - 5v  =  ex, 

dxr’  dx 


son  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  de  primero,  segundo  y  tercer  orden,  respectiva¬ 
mente.  Acabamos  de  demostrar  que  la  primera  ecuación  es  lineal  en  la  variable  y  al  es¬ 
cribirla  en  la  forma  alternativa  4xy'  +y  =  x.  Una  ecuación  diferencial  ordinaria  no  lineal 
simplemente  es  una  ecuación  que  no  es  lineal.  Las  funciones  no  lineales  de  la  variable 
dependiente  o  de  sus  derivadas,  tales  como  sen  y  o  ey',  no  pueden  aparecer  en  una  ecua¬ 
ción  lineal.  Por  lo  tanto, 


término  no  lineal: 
el  coeficiente  depende  de  y 

i 

+  2y  =  e*. 


término  no  lineal: 
función  no  lineal  de  y 

i 

d2y 

— y  +  =  0, 

dx2 


término  no  lineal: 
potencia  diferente  de  1 

4 


=  0, 


son  ejemplos  de  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  no  lineales  de  primero,  segundo  y 
cuarto  orden,  respectivamente. 


I  Solución  Como  se  indicó  anteriormente,  en  este  curso,  uno  de  los  objetivos  es  re¬ 
solver  — o  encontrar  soluciones  de —  ecuaciones  diferenciales.  En  el  siguiente  cuadro  se 
define  el  concepto  de  solución  de  una  ecuación  diferencial  ordinaria. 


DEFINICIÓN  1.2 


Solución  de  una  EDO 


'a 


Toda  función  cf> ,  definida  sobre  un  intervalo  /  y  que  posea  al  menos  n  derivadas 
continuas  sobre  /,  y  que  al  ser  sustituida  en  una  ecuación  diferencial  ordinaria  de 
n-ésimo  orden  reduzca  la  ecuación  a  una  identidad,  se  dice  que  es  una  solución  de  la 
ecuación  sobre  el  intervalo. 


En  otras  palabras,  una  solución  de  una  ecuación  diferencial  ordinaria  (4)  de  n-ésimo 
orden  será  una  función  cf>  que  posea  al  menos  n  derivadas  y 


F(x,  4>{x),  4>’(x),  . . . ,  (f>tn)(x))  =  0  para  toda  x  en  I. 


Se  dice  que  cf>  satisface  la  ecuación  diferencial  sobre  I.  Para  nuestros  propósitos,  también 
debemos  asumir  que  una  solución  <l>  es  una  función  con  valores  reales.  En  el  análisis  inicial 
se  observó  que  y  =  e0Ax2  es  una  solución  de  dy/dx  =  0.2xy  sobre  el  intervalo  (—  oo,  oo). 

En  ocasiones  resultará  conveniente  indicar  una  solución  mediante  el  símbolo  alterna¬ 
tivo  y(x). 

I  Intervalo  de  definición  No  es  posible  considerar  una  solución  de  una  ecuación 
diferencial  ordinaria  sin  pensar  al  mismo  tiempo  en  un  intervalo.  El  intervalo  /  de  la  defini¬ 
ción  1.2  se  denomina  de  diversas  maneras:  intervalo  de  definición,  intervalo  de  existen¬ 
cia,  intervalo  de  validez  o  dominio  de  la  solución  y  puede  ser  un  intervalo  abierto  {a,  b), 
un  intervalo  cerrado  [a,  b],  un  intervalo  infinito  (a,  oo),  etcétera. 


Ejemplo  1  Verificación  de  una  solución 

Compruebe  que  la  función  señalada  representa  una  solución  de  la  ecuación  diferencial 
dada,  sobre  el  intervalo  (— oo,  oo). 

a)  dy/dx  =  xyV2\  y  =  x4/16  b)  y"  —  2y’  +  y  =  0;  y  =  xé" 

Solución  Una  forma  de  verificar  que  la  función  indicada  representa  una  solución  es  re¬ 
visar,  después  de  sustituir,  si  cada  extremo  de  la  ecuación  es  igual  para  cada  x  localizada 
dentro  del  intervalo. 
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a)  Del 


:  —  =  4  • 
dx 

Os  |  ^ 

II 

II 

x 

4 

T  — 


x2 

4 


x 

4’ 


observamos  que  cada  extremo  de  la  ecuación  es  igual  para  todo  número  real  x.  Advierta 
que  ym  =  x2/4  es,  por  definición,  la  raíz  cuadrada  positiva  de  jc4/16. 

b )  A  partir  de  las  derivadas  y'  =xex  +  e*  y  y"  =  xe x  +  2ex  tenemos  para  todo  número  real  x, 

extremo  izquierdo:  y"  —  2 y'  +  y  =  ( xex  +  2ex)  —  2(xex  +  ex )  +  xex  =  0 
extremo  derecho:  0.  □ 


Observe  también  que  en  el  ejemplo  1  cada  ecuación  diferencial  posee  la  solución 
constante  y  =  0,  —  oo  <  x  <  oo .  La  solución  a  una  ecuación  diferencial  idéntica  a  cero 
sobre  un  intervalo  /  se  dice  que  es  una  solución  trivial. 


■  Curva  de  solución  La  gráfica  de  una  solución  4>  de  una  EDO  se  denomina  curva  de 
solución.  Ya  que  (f>  es  una  función  diferenciable,  será  continua  sobre  su  intervalo  I  de  defi¬ 
nición.  De  esta  forma  puede  presentarse  una  diferencia  entre  la  gráfica  de  \a.  función  <¡>  y  la 
gráfica  de  la  solución  ó .  En  otras  palabras,  el  dominio  de  la  función  <f>  no  necesita  ser  el 
mismo  que  el  intervalo  I  de  definición  (o  dominio)  de  la  solución  <f> .  El  ejemplo  2  ilustra 
esta  diferencia. 


a )  Función  y  =  1/x,  x  X  0 


Figura  1.1  La  función  y  =  1/x  no 
es  la  misma  que  La  solución  y  =  1/x 


Ejemplo  2  Comparación  entre  solución  y  función 

Considerado  en  términos  simples  como  una  función,  el  dominio  de  y  =  1/x  será  el  con¬ 
junto  de  todos  los  números  reales  x  con  excepción  de  0.  Cuando  graficamos  y  =  1/x, 
trazamos  puntos  en  el  plano  xy  que  corresponden  a  un  acertado  muestreo  de  números 
tomados  a  partir  de  su  dominio.  La  función  racional  y  =  1/x  es  discontinua  en  0,  y  su  grá¬ 
fica,  en  las  cercanías  de  su  origen,  se  presenta  en  la  figura  1 .  lo).  La  función  y  =  1/x  no  es 
diferenciable  en  x  =  0  dado  que  el  eje  y  (cuya  ecuación  es  x  =  0)  representa  una  asíntota 
vertical  de  la  gráfica. 

Ahora  y  =  1/x  también  es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  lineal  de  primer  orden 
xy'  +  y  =  0  (verifíquelo).  Sin  embargo,  cuando  decimos  que  y  =  1/x  es  una  solución  de  esta 
ED,  significa  que  es  una  función  definida  en  un  intervalo  I  sobre  el  cual  es  diferenciable  y 
satisface  la  ecuación.  En  otras  palabras,  y  =  1/x  será  una  solución  de  la  ED  sobre  todo  in¬ 
tervalo  que  no  contenga  a  0,  tal  como  (—3,  —  1),  (£,  10),  (—  oo,  0)  o  (0,  oo).  Ya  que  las 
curvas  de  solución  definidas  por  y  =  1/x  sobre  los  intervalos  —  3  <  x  <  — 1  y  sobre  \  <  x  < 
10  son  básicamente  segmentos  o  secciones  de  las  curvas  de  solución  definidas  por  y  =  1/x 
en  — oo  <x<0y0<x<  oo,  respectivamente,  tendrá  sentido  tomar  el  intervalo  I  más 
grande  posible.  De  este  modo,  tomaríamos  a  1  para  que  fuera  (—  oo ,  0)  o  (0,  oo ).  La  curva 
de  solución  sobre  (0,  oo)  se  muestra  en  la  figura  1.1/?). 

I  Soluciones  explícitas  e  implícitas  Usted  debe  estar  familiarizado  con  los  términos 
funciones  explícitas  e  implícitas  gracias  a  sus  estudios  de  cálculo.  Una  solución  en  que  la 
variable  dependiente  se  expresa  sólo  en  términos  de  la  variable  independiente  y  constantes 
se  denomina  solución  explícita.  Para  nuestros  propósitos,  consideremos  una  solución  ex¬ 
plícita  como  una  fórmula  explícita  y  =  f>(x)  que  podemos  manipular,  evaluar  y  diferenciar 
utilizando  las  reglas  estándar.  En  los  últimos  dos  ejemplos  hemos  observado  que  y  =  x4/16, 
y  =  xex,  y  y  =  1/x  son,  a  su  vez,  soluciones  explícitas  de  dyldx  =  xym,  y"  —  2y'  +  y  =  0,  y  xy' 
+  y  =  0.  Además,  la  solución  trivial  y  =  0  es  una  solución  explícita  de  las  tres  ecuaciones. 
Cuando  abordemos  el  problema  de  resolver  realmente  algunas  ecuaciones  diferenciales 
ordinarias  veremos  que  los  métodos  de  solución  no  siempre  llevan  de  forma  directa  a  una 
solución  explícita  y  =  ó(x).  Esto  aplica  en  especial  cuando  se  intenta  resolver  ecuaciones 
diferenciales  de  primer  orden.  Con  frecuencia  nos  bastará  con  una  relación  o  expresión 
G(x,  y)  =  0  que  defina  una  solución  <f>  de  modo  implícito. 
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DEFINICION  1.3 


Solución  implícita  de  una  EDO 


Se  dice  que  una  relación  del  tipo  G(x,  y)  =  0  es  una  solución  implícita  de  una  ecua¬ 
ción  diferencial  ordinaria  (4)  sobre  un  intervalo  I  siempre  que  exista  al  menos  una 
función  ó  que  satisfaga  la  relación  así  como  a  la  ecuación  diferencial  sobre  I. 


Se  encuentra  fuera  del  alcance  de  este  curso  analizar  las  condiciones  bajo  las  cuales 
una  relación  G( x,  y)  =  0  define  una  función  diferenciable  <f> .  Así  que  deberemos  asumir 
que  si  la  implementación  formal  de  un  método  de  solución  lleva  a  una  relación  G(x,  y) 
=  0,  entonces  existe  al  menos  una  función  (f>  que  satisface  tanto  a  la  relación  (es  decir, 
G(x,  <f>x))  =  0)  como  a  la  ecuación  diferencial  sobre  un  intervalo  I.  Si  la  solución  implí¬ 
cita  G(x,  y)  =  0  es  sencilla,  podríamos  resolverla  para  y  en  términos  de  x  y  obtener  una  o 
más  soluciones  explícitas.  Vea  la  sección  de  Comentarios. 


Ejemplo  3  Verificación  de  una  solución  implícita 

La  relación  x2  +  y2  =  25  es  una  solución  implícita  de  la  ecuación  diferencial 

dy  _  x 
dx  y 

sobre  el  intervalo  —5  <  x  <  5.  Al  diferenciar  de  forma  implícita  obtenemos 


(8) 


d 


d  2 

+  lxy 


=  —25 


dy 

2x  +  2v  —  =  0. 
dx 


dx  dx  dx 

Al  resolver  la  última  ecuación  para  el  símbolo  dy/dx  obtenemos  (8).  Además,  al  resolver  x2 
+  y2  =  25  para  y  en  términos  de  x  obtenemos  y  =  ±\/25 
y  =  = 

4>\ 


x2  y  y 


=  </>2M  =  -  V25 


x  .  Las  dos  funciones 
x2  satisfacen  la  relación  (es  decir, 
2  -  25  y  x2  +  4>2  =  25)  y  representan  soluciones  explícitas  definidas  sobre  el  inter¬ 
valo  — 5  <  x  <  5.  Las  curvas  de  solución  presentadas  en  la  figura  1 ,2b)  y  1.2c)  son  segmen¬ 
tos  de  la  gráfica  de  la  solución  implícita  de  la  figura  1 .2 a).  □ 


Toda  relación  de  la  forma  x2  +  y2  —  c  =  0  satisfará  de  manera  formal  a  (8)  para  cual¬ 
quier  constante  c.  Sin  embargo,  se  entiende  que  la  relación  siempre  deberá  tener  sentido 
en  el  sistema  de  números  reales;  de  este  modo,  por  ejemplo,  no  podemos  afirmar  que  x2 
+  y2  +  25  =  0  es  una  solución  implícita  de  la  ecuación.  ¿Por  qué  no? 

Como  la  diferencia  entre  una  solución  implícita  y  una  solución  explícita  debe  quedar 
clara  de  forma  intuitiva,  no  menospreciaremos  el  problema  afirmando  siempre:  “Aquí  se 
encuentra  una  solución  explícita  (implícita).” 


■  Familias  de  soluciones  El  estudio  de  las  ecuaciones  diferenciales  es  similar  al  del 
cálculo  integral.  En  algunos  libros,  a  una  solución  c/>  se  le  denomina  en  ocasiones  como  la 
integral  de  la  ecuación,  y  su  gráfica  se  conoce  como  una  curva  integral.  Al  evaluar  una 
antiderivada  o  integral  indefinida  en  cálculo,  utilizamos  una  sola  constante  c  de  integra¬ 
ción.  En  forma  análoga,  al  resolver  una  ecuación  diferencial  de  primer  orden  F(x,  y,  y1)  =  0, 
por  lo  general  obtenemos  una  solución  que  contiene  una  sola  constante  arbitraria  o  pará¬ 
metro  c.  Una  solución  que  contiene  una  constante  arbitraria  representa  un  conjunto  G(x,  y, 
c)  =  0  de  soluciones  denominadas  familia  de  soluciones  de  un  parámetro.  Al  resolver 
una  ecuación  diferencial  de  n-ésimo  orden  F( x,  y,  y1, ,  y1"1)  =  0,  buscamos  obtener  una 
familia  de  soluciones  de  n  parámetros  G(x,  y,  c{,  c2,  ■  ■  ■ ,  cn)  =  0.  Lo  cual  significa  que 
una  ecuación  diferencial  simple  puede  poseer  un  número  infinito  de  soluciones  que  co¬ 
rresponden  al  número  ilimitado  de  opciones  para  el  o  los  parámetros.  Una  solución  de 
una  ecuación  diferencial  que  se  encuentra  libre  de  parámetros  arbitrarios  se  denomina 
solución  particular.  Por  ejemplo,  la  familia  de  un  solo  parámetro  y  =  cx-x  eos  x  repre¬ 
senta  una  solución  explícita  de  la  ecuación  lineal  de  primer  orden  xy'  —  y  =  x2sen  x  sobre 
el  intervalo  (—00,  00)  (verifíquelo).  La  figura  1.3,  obtenida  mediante  el  uso  de  un  pro¬ 
grama  computacional  de  graficación,  muestra  las  gráficas  de  algunas  de  las  soluciones 
de  esta  familia.  La  solución  y  =  —  x  eos  x,  la  curva  con  color  en  la  figura,  es  una  solución 
particular  que  corresponde  a  c  =  0.  De  forma  similar,  sobre  el  intervalo  (—  00,  00),  V  = 


a )  Solución  implícita 
X2  +  y2  —  25 


y+ 


-5  +  5 

tí)  Solución  explícita 


Vj  =  +25-x2,  -5  <  x  <  5 

y.. 

5- 


1  ;  ;  ;  1  i  1  1  1  1  1  1  1  x 

-5  +  5 


c)  Solución  explícita 
y 2  =  -+25-X2,  -5  <  x  <  5 


Figura  1.2  Solución  implícita 
y  dos  soluciones  explícitas  de  (8) 


1.1  Definiciones  y  terminología 
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Figura  1.3  ALgunas  soluciones  de 
xy'  —  y  =  x 2  sen  x 


b) 


Figura  1.4.  Algunas  soluciones  de 
xy'  -  4y  =  0 


10 


qc*  +  c2xex  representa  una  familia  de  soluciones  de  dos  parámetros  (verifíquelo)  de  la 
ecuación  lineal  de  segundo  orden  y"  —  2y'  +  y  =  0  del  ejemplo  1.  Algunas  soluciones 
particulares  de  la  ecuación  son  las  soluciones  triviales  y  =  0  (q  =  c2  =  0),  y  =  xe'  (q  =  0, 
c2  =  1),  y  =  5e x  —  2xer  (q  =  5,  c2  =  —2),  etcétera. 

En  todos  los  ejemplos  anteriores,  hemos  utilizado  xy  y  para  denotar  las  variables 
independiente  y  dependiente,  respectivamente.  Pero  debería  acostumbrarse  a  ver  y  tra¬ 
bajar  con  otros  símbolos  que  denoten  estas  variables.  Por  ejemplo,  podríamos  denotar  la 
variable  independiente  como  t  y  a  la  dependiente  como  x. 


Ejemplo  4  Utilización  de  distintos  símbolos 

Las  funciones  x  =  q  eos  4f  y  x  =  c2  sen  4 1,  en  las  que  q  y  c2  son  parámetros  o  constantes 
arbitrarias,  son  soluciones  de  la  ecuación  diferencial  lineal 

x"  +  I  6a  =  0. 

Para  x  =  q  eos  4 1,  las  primeras  dos  derivadas  con  respecto  a  t  son  x'  =  — 4q  sen  4 1  y 
x"  =  —  1 6c ,  eos  4 1.  Al  sustituir  x"  y  x  obtenemos 

x"  +  16x  =  —16 q  eos  4r  +  16(q  eos  4/j  =  0. 

De  forma  similar,  para  x  =  c2  sen  4f  tenemos  x"  =  —  16q  sen  4f,  y  así 

x"  +  16x  =  —  16c2  sen  4r  +  16(c2  sen  4 1)  =  0. 

Por  último,  resulta  sencillo  verificar  que  la  combinación  lineal  de  soluciones  para  la  fa¬ 
milia  de  dos  parámetros  x  =  q  eos  4 1  +  q  sen  4í  es  también  una  solución  de  la  ecuación 
diferencial.  □ 

El  siguiente  ejemplo  demuestra  que  una  solución  de  una  ecuación  diferencial  puede 
ser  una  función  definida  en  forma  segmentada. 


Ejemplo  5  Una  solución  definida  en  forma  segmentada 

Debemos  verificar  que  la  familia  de  un  solo  parámetro  y  =  ex4  es  una  familia  de  soluciones 
de  un  parámetro  de  la  ecuación  diferencial  xy'  —  4y  =  0  sobre  el  intervalo  (—  oo,  oo). 
Vea  la  figura  1.4a).  La  función  diferenciable  definida  por  partes 

(  —x4,  x  <  0 

y  l  x4,  x  a  0 

representa  una  solución  particular  de  la  ecuación  pero  no  puede  obtenerse  a  partir  de  la 
familia  y  =  ex4  mediante  una  elección  simple  de  c;  la  solución  se  construye  a  partir  de 
la  familia  al  elegir  c  =  —  1  para  x  <  0  y  c  =  1  para  x  >  0.  Observe  la  figura  1.4 tí). 

I  Solución  singular  En  ocasiones  una  ecuación  diferencial  posee  una  solución  que 
no  es  miembro  de  una  familia  de  soluciones  de  la  ecuación,  es  decir,  una  solución  que  no 
puede  obtenerse  mediante  la  especialización  de  ninguno  de  los  parámetros  de  la  familia 
de  soluciones.  Una  solución  adicional  de  este  tipo  se  denomina  solución  singular.  Por 
ejemplo,  hemos  observado  que  y  =  ^x4  y  y  =  0  son  soluciones  de  la  ecuación  diferen¬ 
cial  dy/dx  =  xym  sobre  (—  oo,  oo).  En  la  sección  2.2  demostraremos,  mediante  su  reso¬ 
lución,  que  la  ecuación  diferencial  dy/dx  =  xym  cuenta  con  la  familia  de  soluciones  de  un 
parámetro  y  =  (^x2  +  c)2 .  Cuando  c  =  0,  la  solución  particular  resultante  es  y  =  j¿x4 . 
Sin  embargo,  observe  que  la  solución  trivial  y  =  0  es  una  solución  singular  dado  que  no 
es  miembro  de  la  familia  y  =  (|x2  +  c)2 ;  no  existe  forma  de  asignar  un  valor  a  la  cons¬ 
tante  c  para  obtener  y  =  0. 

■  Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  Hasta  este  momento  hemos  analizado 
ecuaciones  diferenciales  individuales  que  contienen  una  función  desconocida.  Sin  em¬ 
bargo  con  frecuencia,  tanto  en  la  teoría  como  en  muchas  aplicaciones,  encontramos  sis¬ 
temas  de  ecuaciones  diferenciales.  Un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  ordinarias 
está  formado  por  dos  o  más  ecuaciones  que  involucran  las  derivadas  de  dos  o  más  fun- 

CAPÍTUL0  1  Introducción  a  las  ecuaciones  diferenciales 


ciones  desconocidas  de  una  sola  variable  independiente.  Por  ejemplo,  si  x  y  y  simbolizan 
variables  dependientes  y  t  representa  la  variable  independiente,  entonces  un  sistema  de 
dos  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  estaría  dado  por 


f =/<'■”) 

dy 


(9) 


Una  solución  para  un  sistema  como  el  (9)  sería  un  par  de  funciones  diferenciables  x  =  < t>¡(t), 
y  =  4>2(t),  definidas  sobre  un  intervalo  común  /,  que  satisfagan  a  cada  ecuación  del  siste¬ 
ma  localizada  en  este  intervalo.  Consulte  los  problemas  33  y  34  de  los  ejercicios  1.1. 


Comentarios 


i)  Es  pertinente  formular  algunos  comentarios  finales  acerca  de  las  soluciones  implí¬ 
citas  de  ecuaciones  diferenciales.  En  el  ejemplo  3  resolvimos  la  relación  x2  +  y2  =  25 
para  y  en  términos  de  x  para  obtener  dos  soluciones  explícitas,  4>i(x)  =  V25  — x2  y 
4>2{x)  =  —  V25  —  x2,  de  la  ecuación  diferencial  (8).  Sin  embargo,  no  analice  dema¬ 
siado  este  ejemplo,  a  menos  que  le  resulte  sencillo,  evidente,  sea  importante  o  se  le 
indique,  por  lo  general  no  es  necesario  intentar  resolver  una  solución  implícita  G(x,  y) 
=  0  para  y  de  forma  explícita  en  términos  de  x.  Asimismo,  no  interprete  mal  el  segundo 
enunciado  posterior  a  la  definición  1.3.  Una  solución  implícita  G(x,  y)  =  0  puede  defi¬ 
nir  una  función  <f>  perfectamente  diferenciable  que  sea  una  solución  de  una  ED,  aunque 
no  podamos  resolver  G(x,  y)  =  0  utilizando  métodos  analíticos  como  álgebra.  La  curva 
de  solución  de  <Ij  puede  ser  un  segmento  o  parte  de  la  gráfica  de  G(x,  y)  =  0.  Revise 
los  problemas  41  y  42  de  los  ejercicios  1.1.  Además,  consulte  el  análisis  que  sigue  al 
ejemplo  4  de  la  sección  2.2. 

ii)  A  pesar  de  que  en  esta  sección  se  ha  enfatizado  el  concepto  de  una  solución,  recuer¬ 
de  que  una  ED  no  necesariamente  debe  contar  con  una  solución.  Observe  el  problema 
35  de  los  ejercicios  1.1.  La  cuestión  de  la  existencia  de  una  solución  será  analizada  en 
la  siguiente  sección. 

iii)  Puede  no  resultar  evidente  si  una  EDO  de  primer  orden  presentada  en  forma  dife¬ 
rencial  Mix,  y)dx  +  N(x,  y )dy  =  0  es  lineal  o  no,  pues  no  existe  nada  en  esta  notación 
que  nos  indique  el  símbolo  que  representa  la  variable  dependiente.  Consulte  los  proble¬ 
mas  9  y  10  de  los  ejercicios  1.1. 

iv)  Pareciera  que  no  hay  mayor  problema  en  asumir  que  F(x,  y,  y', ... ,  y(">)  =  0  pueda 
resolverse  para  y(n\  sin  embargo  deberá  tener  cuidado  con  esto.  Existen  excepciones  y 
algunos  inconvenientes  relacionados  con  esta  suposición.  Revise  los  problemas  48  y  49 
de  los  ejercicios  1.1. 

v)  Si  toda  solución  de  una  EDO  de  n-ésimo  orden  F(x,  y,  y', ,  y(n> )  =  0  sobre  un 
intervalo  1  puede  obtenerse  a  partir  de  una  familia  G(x,  y,  c , ,  c2,  . . . ,  cn)  =  0  de  n  pa¬ 
rámetros  mediante  la  elección  adecuada  de  los  parámetros  c¡,  i  =  1,  2, . . . ,  n,  entonces 
decimos  que  la  familia  representa  la  solución  general  de  la  ED.  Al  resolver  ecuaciones 
diferenciales  ordinarias  lineales  debemos  imponer  restricciones  relativamente  simples 
sobre  los  coeficientes  de  la  ecuación;  mediante  estas  restricciones  podemos  asegurar¬ 
nos  de  que  no  sólo  existe  una  solución  sobre  un  intervalo,  sino  que  también  una  familia 
de  soluciones  arrojará  todas  las  posibles  soluciones.  Las  ecuaciones  no  lineales,  con 
excepción  de  algunas  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden,  por  lo  general  son 
difíciles  de  resolver  si  no  imposibles,  en  términos  d z  funciones  elementales  familiares: 
combinaciones  finitas  de  potencias  enteras  de  x,  raíces,  funciones  exponenciales  y  lo¬ 
garítmicas,  funciones  trigonométricas  y  funciones  trigonométricas  inversas.  Además, 
si  se  obtiene  una  familia  de  soluciones  para  una  ecuación  no  lineal,  no  será  evidente  si 
esta  familia  contiene  todas  las  soluciones.  Por  lo  tanto,  en  un  nivel  práctico,  la  denomi¬ 
nación  “solución  general”  se  aplica  sólo  a  ecuaciones  diferenciales  lineales.  Ahora  no 
se  preocupe  por  este  concepto,  pero  tenga  presentes  las  palabras  “solución  general”,  ya 
que  regresaremos  a  ellas  en  la  sección  2.3  y  una  vez  más  en  el  capítulo  3. 


1.1  Problemas  de  vaLor  inicial 
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EJERCICIOS  1.1  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-1. 


En  los  problemas  1  a  8,  defina  el  orden  de  la  ecuación  diferen¬ 
cial  presentada.  Determine  si  la  ecuación  es  lineal  o  no  lineal  al 
copararla  con  (6). 


1. 

2. 

3. 

4. 


(1  —  x)y"  —  4xy'  +  5_y  =  eos  jr 

/¿v\4 


y__ 

Xdxi 


dx 


+  y  =  0 


í5yí4)  -  t’y"  +  6y  =  0 


d2u  du 

— r  -I - I -  u  =  cosí r  +  u) 

dr 2  dr  y  ’ 


cC-R  _  __k_ 
dt2  R 2 

7.  (sen  0)y"'  —  (eos 9)y'  =  2 


8. 


x  — 


x  +  x  =  0 


En  los  problemas  9  y  10,  determine  si  la  ecuación  diferencial 
de  primer  orden  presentada  es  lineal  en  la  variable  dependiente 
indicada  comparándola  con  la  primera  ecuación  diferencial  pro¬ 
porcionada  en  (7). 

9.  (y2  —  l)dx  +  x  dy  =  0;  en  y;  en  x 

1 0.  udv  +  (v  +  uv  —  ueu)  du  =  0;  en  v;  en  u 

En  los  problemas  1 1  a  14,  verifique  si  la  función  indicada  es  una 
solución  explícita  de  la  ecuación  diferencial  presentada.  Suponga 
un  intervalo  de  definición  I  adecuado  para  cada  solución. 

11.  2y'  +  y  =  0;  y  =  e~xl2 

dy  6  6 

12.  —  +  20y  =  24;  y  = - e~201 

dt  5  5 

1 3.  y"  -  6/  +  13y  =  0;  y  =  e3x  eos  2x 

1 4.  y"  +  y  =  tan  x\  y  =  —(eos  x)  ln(sec  x  +  tan  x) 

En  los  problemas  15  a  18,  verifique  si  la  función  señalada  y  = 
(f>  (x)  es  una  solución  explícita  de  la  ecuación  diferencial  de  pri¬ 
mer  orden  presentada.  Proceda  igual  que  en  el  ejemplo  2,  consi¬ 
derando  a  (I)  sólo  como  una  función,  proporcione  su  dominio. 
Luego  considere  a  cf>  como  una  solución  de  la  ecuación  diferen¬ 
cial,  establezca  al  menos  un  intervalo  I  de  definición. 

15.  (v  —  x)y'  =  y  ~  x  +  8;  y  =  x  +  4\J ' x  +  2. 

16.  y'  =  25  +  y2;  y  =  5  tan  5x 

17.  y'  =  2xy2;  y  =  1/(4  —  x2) 

1 8.  2y'  =  y3  eos  x;  y  =  (1  —  sen  x)~m 

En  los  problemas  19  y  20,  verifique  si  la  expresión  señalada  es 
una  solución  implícita  de  la  ecuación  diferencial  de  primer  orden 
que  se  proporciona.  Encuentre  al  menos  una  solución  explícita 
y  =  (f)(x)  en  cada  caso.  Utilice  alguna  herramienta  de  graficación 
para  obtener  la  gráfica  de  una  solución  explícita.  Proporcione  un 
intervalo  /  de  definición  para  cada  solución  ó . 


19.  (X  -  1)(1  -  2X);lnl 


2X  -  1 
X  -  1 


=  t 


20.  2xy  dx  +  ( x2  —  y)  dy  =  0;  —2 x2y  +  y2  =  1 


En  los  problemas  21a  24,  verifique  si  la  familia  de  funciones 
indicada  es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  que  se  pro¬ 
porciona.  Suponga  un  intervalo  de  definición  I  adecuado  para 
cada  solución. 


21. 

dP 

-  P);P 

Cié 

1  +  Cié 

22. 

y  +  2 xv  = 

1  \y  = 

e~xl  f  efl  dt  +  cxe~^ 

J 0 

23. 

T7f- 

1 

I  <N 

«N1  ^ 

"^5  | 

+  4y  = 

=  0;  y  =  c¡e2x  +  c2xe2x 

24. 

,  d\  ,  d2y 

x3  — í-  +  2jt  — V  — 

dy  0 

x - 1-  v  =  12x2; 

dx 

dx 2 

dx 

II 

<*} 

1 

+ 

c2x  +  c3x  ln  x  +  4x2 

25. 

Verifique  si 

la  función  definida  por  partes 

í  —x2,  x  <  0 
•V  “  l  x2,  x>0 

es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  xy'  —  2y  =  0 
sobre  (—  oo,  oo). 

26.  En  el  ejemplo  3  observamos  que  y  =  (p^x)  =  V25  —  x2 
y  y  =  4>2(x)  =  -  V25  -  x2  son  soluciones  de  dy/dx  = 
—x/y  sobre  el  intervalo  (—5,  5).  Explique  por  qué  la 
función  definida  en  segmentos 

_  (  V25  -  x2,  -5  <  x  <  0 
~  1-V25  -  x2,  0<x<5 

no  es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  sobre  el 
intervalo  (—5,  5). 

27.  Encuentre  valores  de  m  apropiados  para  que  la  función 
y  =  e”“  sea  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  pro¬ 
porcionada.  Explique  su  razonamiento. 

a)  y'  +  2y  =  0 

b)  y"  —  5 y'  +  6y  =  0 

28.  Encuentre  valores  de  m  apropiados  para  que  la  función 
y  =  x™  sea  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  pro¬ 
porcionada.  Explique  su  razonamiento. 

a)  xy"  +  2y'  =  0 

b )  x2y"  —  Ixy'  +  15y  =  0 

En  los  problemas  29  a  32,  utilice  el  concepto  de  que  y  =  c, 
—  00  <  x  <  00,  es  una  función  constante  si  y  sólo  si,  y'  =  0 
para  determinar  si  la  ecuación  diferencial  proporcionada  tiene 
soluciones  constantes. 


29.  3xy'  +  5y  =  10 

30.  y'  =  y2  +  2 y  -  3 


12 


CAPITULO  1  Introducción  a  Las  ecuaciones  diferenciales 


31.  (y-  1)/  =  1 

32.  y"  +  Ay'  +  6y  =  10 


En  los  problemas  33  y  34,  verifique  si  el  par  de  funciones  indi¬ 
cadas  es  una  solución  del  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 
dado  sobre  el  intervalo  (—  oo,  oo). 


dy 

dt 


x  +  3  y, 
5x  +  3  y; 


x  =  e-2‘  +  3e6', 
y  =  -éT2'  +  5e6' 
d2x 

34.  — -  =  4v  +  é 
di2 


d  y 

— y  =  4x  —  e'; 
dt2 


x  =  cos2 1  +  sen2f  +  1 


y  =  —eos  2 1 


5e> 

sen2r  —  le* 


Problemas  de  análisis 

35.  Construya  una  ecuación  diferencial  que  no  cuente  con 
soluciones  reales. 

36.  Construya  una  ecuación  diferencial  de  la  que  usted  esté 
seguro  que  tiene  únicamente  la  solución  trivial  y  =  0. 
Explique  su  razonamiento. 

37.  ¿Cuál  es  la  función  que  a  partir  de  cálculo  usted  sabe 
que  su  primera  derivada  es  la  propia  función?  ¿Y  que  su 
primera  derivada  es  un  múltiplo  constante  k  de  la  propia 
función?  Escriba  cada  respuesta  en  forma  de  una  ecua¬ 
ción  diferencial  de  primer  orden  con  una  solución. 

38.  ¿Cuál  es  la  función  (o  funciones)  que  a  partir  de  cálculo 
usted  sabe  que  su  segunda  derivada  es  la  propia  función? 
¿Y  que  su  segunda  derivada  es  el  negativo  de  la  misma 
función?  Escriba  cada  respuesta  en  forma  de  una  ecua¬ 
ción  diferencial  de  segundo  orden  con  una  solución. 

39.  Dado  que  y  =  sen  x  es  una  solución  explícita  de  la 

dy  / - y 

ecuación  diferencial  de  primer  orden  —  =  VI  —  y  . 

dx 

Encuentre  un  intervalo  de  definición  I.  [Sugerencia:  I  no 
es  el  intervalo  —  oo  <  x  <  oo .] 

40.  Analice  por  qué  tiene  sentido  suponer  que  la  ecuación 
diferencial  lineal  y"  +  2y'  +  Ay  =  5  sen  t  cuenta  con  una 
solución  del  tipo  y  =  A  sen  t  +  B  eos  t,  donde  A  y  B 
son  constantes.  Luego  encuentre  las  constantes  Ay  B 
específicas  de  modo  que  y  =  A  sen  t  +  B  eos  t  sea  una 
solución  particular  de  la  ED. 

En  los  problemas  41  y  42,  la  figura  dada  representa  la  gráfica 
de  una  solución  implícita  G( x,  y)  =  0  de  una  ecuación  diferen¬ 
cial  dyldx  =f(x,  y).  En  cada  caso  la  relación  G(x,  y)  =  0  define 
implícitamente  diversas  soluciones  de  la  ED.  Con  cuidado,  re¬ 
produzca  cada  figura  en  una  hoja  de  papel.  Utilice  lápices  de 
distinto  color  para  marcar  los  segmentos  o  partes  de  cada  gráfi¬ 
ca  que  correspondan  a  las  gráficas  de  las  soluciones.  Recuerde 
que  una  solución  c/>  debe  ser  una  función  y  además  diferencia- 


ble.  Utilice  la  curva  de  solución  para  estimar  el  intervalo  I  de 
definición  de  cada  solución  cf>. 


43.  Las  gráficas  de  los  miembros  de  la  familia  de  un  pará¬ 
metro  x3  +  y3  =  3 cxy  se  denominan  folia  de  Descartes. 
Verifique  si  esta  familia  es  una  solución  implícita  de  la 
ecuación  diferencial  de  primer  orden: 

dy  _  y(y3  ~  2x 3) 
dx  x(2y3  -  x3) 

44.  La  gráfica  de  la  figura  1.6  representa  al  miembro  de  la 
familia  de  folia  del  problema  43  que  corresponde  a  c  =  1 . 
Analice  lo  siguiente:  ¿cómo  puede  la  ED  del  problema 
43  ayudarnos  a  encontrar  puntos  sobre  la  gráfica  de  x3  + 
y3  =  3xy  donde  la  línea  tangente  sea  vertical?  ¿De  qué 
forma  nos  ayuda  conocer  el  lugar  donde  una  línea  tan¬ 
gente  es  vertical  para  determinar  un  intervalo  de  defini¬ 
ción  1  de  una  solución  <f>  de  la  ED?  Compare  sus  ideas 
con  sus  estimaciones  de  los  intervalos  del  problema  42. 

45.  En  el  ejemplo  3,  el  intervalo  I  más  largo  sobre  el  que  las 
soluciones  explícitas  y  =  cf>i(x)  y  y  =  fj>2(V)  se  encuen¬ 
tran  definidas  es  el  intervalo  abierto  (—5,  5).  ¿Por  qué  el 
intervalo  I  de  definición  no  puede  ser  el  intervalo  cerra¬ 
do  [-5,  5]? 

46.  En  el  problema  21  se  proporciona  una  familia  de  so¬ 
luciones  de  un  parámetro  para  la  ED  P'  =  P(  1  —  P). 
¿Alguna  curva  de  solución  cruza  a  través  del  punto  (0, 
3)?  ¿Y  a  través  del  punto  (0,  1)? 

47.  Analice  e  ilustre  con  ejemplos  cómo  resolver  ecuaciones 
diferenciales  de  las  formas  dy/dx  =f(x)  y  d2y/dx2  =f(x). 

48.  La  ecuación  diferencial  x(y')2  —  Ay'  —  12X3  =  0  pre¬ 
senta  la  forma  señalada  en  (4).  Determine  si  la  ecua¬ 
ción  puede  expresarse  en  la  forma  normal  dyldx  =f(x,  y). 


1.1  Definiciones  y  terminología 


13 


49.  La  forma  normal  (5)  de  una  ecuación  diferencial  de 
«-ésimo  orden  es  equivalente  a  (4)  siempre  que  las  dos 
formas  cuenten  con  exactamente  las  mismas  solucio¬ 
nes.  Construya  una  ecuación  diferencial  de  primer  orden 
para  la  que  F{x,  y,  y')  =  0  no  sea  equivalente  a  la  forma 
normal  dy/dx  =/(x,  y). 

50.  Encuentre  una  ecuación  diferencial  de  segundo  orden 
F( x,  y,  y',  y")  =  0  para  la  que  y  =  c¡x  +  c2x2  sea  una  familia 
de  soluciones  de  dos  parámetros.  Asegúrese  de  que  su 
ecuación  no  contenga  los  parámetros  arbitrarios  c¡  y  c2. 

Con  frecuencia  es  posible  obtener  información  cualitativa  sobre 
una  solución  y  -  <f>(x )  de  una  ecuación  diferencial  a  partir  de 
la  propia  ecuación.  Antes  de  iniciar  con  los  problemas  51a 
54,  recuerde  el  significado  geométrico  de  las  derivadas  dy/dx 
y  d2y/dtc. 

5 1 .  Considere  la  ecuación  diferencial  dy/dx  =  e  '  . 

a)  Explique  por  qué  una  solución  de  una  ED  debe  ser 
una  función  creciente  sobre  todo  intervalo  del  eje  x. 

b)  ¿Cuáles  son  lím  dy/dx  y  \xra.dy/dx7  ¿Qué  su- 

x—>  —  OO  X— >oo 

giere  esto  acerca  de  una  curva  de  solución  cuando 

x  — >  ioo? 

c)  Determine  un  intervalo  sobre  el  cual  una  curva  de 
solución  sea  cóncava  hacia  abajo  y  un  intervalo 
sobre  el  que  la  curva  sea  cóncava  hacia  arriba. 

d)  Trace  la  gráfica  de  una  solución  y  =  4>  (x)  para  la 
ecuación  diferencial  cuya  forma  es  sugerida  por  los 
incisos  a )  a  c). 

52.  Considere  la  ecuación  diferencial  dy/dx  =  5  —  y. 

a)  Ya  sea  por  inspección  visual  o  con  el  método  suge¬ 
rido  en  los  problemas  29  a  32,  encuentre  una  solu¬ 
ción  constante  de  la  ED. 

b)  Utilice  únicamente  la  ecuación  diferencial  para  en¬ 
contrar  intervalos  en  el  eje  y  sobre  los  cuales  una 
solución  no  constante  y  =  <p(x)  sea  creciente.  En¬ 
cuentre  intervalos  en  el  eje  y  sobre  los  que  y  =  4>(x) 
sea  decreciente. 

53.  Considere  la  ecuación  diferencial  dy/dx  =  y(a  —  by ), 
donde  ay  b  son  constantes  positivas. 

a)  Ya  sea  por  inspección  visual  o  con  el  método  suge¬ 
rido  en  los  problemas  29  a  32,  encuentre  una  solu¬ 
ción  constante  de  la  ED. 


b )  Utilice  sólo  la  ecuación  diferencial  para  encontrar 
intervalos  en  el  eje  y  sobre  los  que  una  solución  no 
constante  y  =  </>{x)  sea  creciente;  también,  sobre 
los  cuales  y  =  4>(x)  sea  decreciente. 

c)  Utilizando  sólo  la  ecuación  diferencial,  explique 
por  qué  y  =  a/2b  es  la  coordenada  y  de  un  punto  de 
inflexión  de  la  gráfica  de  una  solución  no  constante 

y  =  </>(/>• 

d)  Sobre  los  mismos  ejes  de  coordenadas,  trace  las 
gráficas  de  las  soluciones  de  dos  constantes  identi¬ 
ficadas  en  el  inciso  a).  Estas  soluciones  constantes 
dividen  el  plano  xy  en  tres  regiones.  En  cada  región, 
trace  la  gráfica  de  una  solución  no  constante  y  = 
<f)(x)  cuya  forma  esté  sugerida  por  los  resultados  de 
los  incisos  tí)  y  c). 

54.  Considere  la  ecuación  diferencial  y'  =  y2  +  4. 

a)  Explique  por  qué  no  existen  soluciones  constantes 
de  la  ED. 

b)  Describa  la  gráfica  de  una  solución  y  =  ó(x).  Por 
ejemplo,  ¿una  curva  de  solución  puede  tener  algún 
extremo  relativo? 

c)  Explique  por  qué  y  =  0  es  la  coordenada  y  de  un 
punto  de  inflexión  de  una  curva  de  solución. 

d )  Trace  la  gráfica  de  una  solución  y  =  <p  (x)  de  la  ecua¬ 
ción  diferencial  cuya  forma  esté  sugerida  en  los  in¬ 
cisos  a)  a  c). 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

En  los  problemas  55  y  56,  utilice  un  programa  computacional 
para  calcular  todas  las  derivadas  y  realizar  las  reducciones  ne¬ 
cesarias  a  fin  de  verificar  que  la  función  indicada  representa 
una  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  dada. 

55.  y<4)  -  20y  +  158/  -  580/  +  84 ly  =  0; 

y  =  xe5x  eos  2x 

56.  x3y  +  2x2y"  +  20 xy'  -  78y  =  0; 

eos (5  \nx)  sen (5  \nx) 

y  —  20 - - - -  -  3 - - - - 

x  x 


1.2  Problemas  de  valor  inicial 


I  i  Introducción  Con  frecuencia  enfrentamos  problemas  en  los  que  buscamos  una 
solución  y(x)  de  una  ecuación  diferencial  de  modo  que  y(x)  satisfaga  condiciones  adi¬ 
cionales  establecidas,  es  decir,  condiciones  impuestas  sobre  la  incógnita  y(x)  o  sobre  sus 
derivadas.  En  esta  sección  analizamos  uno  de  estos  problemas  denominado  problema  de 
valor  inicial. 

I  Problema  de  valor  inicial  En  cierto  intervalo  I  que  contiene  a  x0,  el  problema  de 
Resolver.  ^  =  /(x,  y,  y ' ,  . . . ,  y("  “ 3))  ( 1 ) 

Sujeto  a:  y(x0)  =  y0,  y' (x0)  =  ylt . . . ,  ‘^Xq)  =  y„- 1, 
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donde  _y0,  )’¡,  . . . ,  yn  ,  son  constantes  reales  especificadas  de  forma  arbitraria,  se  deno¬ 
mina  problema  de  valor  inicial  (PVI).  Los  valores  de  y(x)  y  de  sus  primeras  n  —  1 
derivadas  en  un  solo  punto  x0y(x0)  =  y0,  y'(x0)  =  yt, . . . ,  y(n_1)(x0)  =  y„_i,  se  denominan 

condiciones  iniciales. 


■  Problemas  de  valor  inicial  de  primero  y  segundo  orden  El  problema  presentado 

en  (1)  también  se  denomina  problema  de  valor  inicial  de  n-ésimo  orden.  Por  ejemplo, 


Resolver. 
Sujeto  a\ 

y  Resolver. 

Sujeto  a: 


I --fe” 

y(*o)  =  yo 
d2y 

^  =  /(•*,  y,  y') 

y(*o)  =  yo-  y'(*o)  =  yi 


(2) 

(3) 


son  problemas  de  valores  iniciales  de  primero  y  segundo  orden,  respectivamente.  Estos 
dos  problemas  resultan  sencillos  de  interpretar  en  términos  geométricos.  Para  (2)  bus¬ 
camos  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  sobre  un  intervalo  I  que  contenga  a  x0  de 
modo  que  una  curva  de  solución  cruce  a  través  del  punto  establecido  (x0,  y0).  Observe  la 
figura  1.7.  Para  (3)  requerimos  encontrar  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  cuya 
gráfica  no  sólo  cruce  por  (x0,  y0),  sino  que  también  cruce  en  forma  tal  que  la  pendiente 
de  la  curva  en  este  punto  sea  yv  Vea  la  figura  1.8.  El  término  condición  inicial  se  deri¬ 
va  de  los  sistemas  físicos  donde  la  variable  independiente  es  el  tiempo  t  y  donde  y(t0)  = 
yo  y  y '(/o)  -  yi  representan,  respectivamente,  la  posición  y  la  velocidad  de  un  objeto  en 
algún  principio,  o  tiempo  inicial,  í0. 

Resolver  un  problema  de  valor  inicial  de  n-ésimo  orden  con  frecuencia  implica  uti¬ 
lizar  una  familia  de  soluciones  de  n  parámetros  de  la  ecuación  diferencial  dada  para 
encontrar  n  constantes  especializadas,  de  modo  que  la  solución  particular  resultante  de  la 
ecuación  también  “ajuste”  (satisfaga)  las  n  condiciones  iniciales. 


soluciones  de  la  ED 


soluciones  de  la  ED 


Problemas  de  valor  inicial  de  primer  orden 

Es  posible  verificar  de  forma  simple  que  y  =  cex  representa  una  familia  de  soluciones  de  un 
parámetro  para  la  ecuación  sencilla  de  primer  orden  y'  =  y  sobre  el  intervalo  (-00 ,  oo). 
Si  especificamos  una  condición  inicial,  digamos  y(0)  =  3,  al  sustituir  x  =  0,  y  =  3  en  la 
familia  se  determina  la  constante  3  =  ce0  =  c.  Por  lo  tanto,  la  función  y  =  3ex  es  una  solu¬ 
ción  del  problema  de  valor  inicial 

y'=y,  y(0)  =  3. 

Ahora,  si  precisamos  que  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  atraviese  el  punto 
(1,  -2)  en  lugar  de  (0,  3),  entonces  y(l)  =  -2  arrojará  -2  =  ce  o  c  =  -2e_I.  La  función  y  = 
-2e  es  una  solución  del  problema  de  valor  inicial 

y'  =  y-  y(i)  =  -2. 

Las  gráficas  de  estas  dos  funciones  se  muestran  con  color  en  la  figura  1.9. 


Figura  1.9  Soluciones  de 
problemas  de  valor  inicial 


El  siguiente  ejemplo  ilustra  otro  problema  de  valor  inicial  de  primer  orden.  Aquí, 
observe  cómo  el  intervalo  de  definición  /  de  la  solución  y(x)  depende  de  la  condición 
inicial  y(x0)  =  y0. 


Ejemplo  2  Intervalo  I  de  definición  de  una  solución 

En  el  problema  6  de  los  ejercicios  2.2  se  le  solicitará  mostrar  que  una  familia  de  solu¬ 
ciones  de  un  parámetro  para  la  ecuación  diferencial  de  primer  orden  y'  +  2xy2  =  0  es  y  = 
l/(x2  +  c).  Si  imponemos  la  condición  inicial  y(0)  =  -1  entonces,  al  sustituir  x  =  0  y  y  = 

—  1  en  la  familia  de  soluciones  obtenemos  —  1  =  1/c  o  c  =  —  1.  De  este  modo,  y  =  I/(jr 

-  1).  Ahora  enfaticemos  las  siguientes  tres  diferencias. 


1.2  Problemas  de  valor  inicial 
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a)  función  definida 
para  toda  x  excepto  x  =  ±l 

y 


(0,  -1) 


b)  solución  definida  sobre 
el  intervalo  que  contiene  a  x  =  0 

Figura  1.10  Gráficas  de  La  función 
y  La  soLución  deL  PVI  deL  ejempLo  2 


Figura  1.11  Dos  soLuciones  de  un 
mismo  PVI 


Considerado  como  una  función,  el  dominio  de  y  =  \/{x 2  -  1)  es  el  conjunto  de  números 
reales  x  para  el  que  se  define  y(x);  éste  es  el  conjunto  de  todos  los  número  reales  con 
excepción  de  x  =  -1  y  x  =  1.  Observe  la  figura  1.10a). 

Considerado  como  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  y'  +  2ry2  =  0,  el  intervalo  I  de 
definición  de  y  =  l/( x 2  -  1)  podría  tomarse  como  cualquier  intervalo  sobre  el  que  y(x)  es¬ 
tuviera  definida  y  fuera  diferenciable.  Como  puede  observarse  en  la  figura  1.10a),  los  in¬ 
tervalos  más  grandes  en  los  que  y  =  1  Kx1  -  1)  representa  una  solución  con  -oo  <  x  < 
-l,-l<x<lyl<x<oo. 

Considerado  como  una  solución  del  problema  de  valor  inicial  y'  +  2xy2  =  0,  y(0)  =  -1,  el 
intervalo  I  de  definición  de  y  =  l/jx2  -  1)  podría  ser  cualquier  intervalo  sobre  el  cual  y(x) 
estuviera  definida,  fuera  diferenciable  y  contuviera  el  punto  inicial  x  =  0;  el  intervalo  más 
grande  para  el  que  esto  es  verdadero  es  -1  <  x  <  1 .  Vea  la  figura  1 . 10/fi. 

Revise  los  problemas  3  a  6  de  los  ejercicios  1.2  como  una  continuación  del  ejemplo  2. 


Ejemplo  3  Problema  de  valor  inicial  de  segundo  orden 

En  el  ejemplo  4  de  la  sección  1 . 1  observamos  que  x  =  c¡  eos  4 1  +  c2  sen  4 1  representa  una 
familia  de  soluciones  de  dos  parámetros  para  x"  +  1 6x  =  0.  Encuentre  una  solución  del 
problema  de  valor  inicial 

x"  +  16x  =  0,  ^  =  —  2,  x'^— ^  =  1-  (4) 


Solución  Primero  aplicamos  x(tt/ 2)  =  -2  a  la  familia  de  soluciones  dada:  c¡  eos  2tt  + 
c2  sen  2tt  =  -2.  En  vista  de  que  eos  2ir  =  I  y  sen  2t t  =  0,  encontramos  que  c,  =  -2.  A 
continuación  aplicamos  x'(tt/2)  =  1  a  la  familia  de  un  parámetro  x(t)  =  -2  eos  4 1  +  c2  sen 
4r.  Si  derivamos  y  luego  establecemos  t  =  tt/2  y  x'  =  1  obtenemos  8  sen  2 ir  +  4c2  eos  2rr 
=  1,  a  partir  de  lo  cual  podemos  observar  que  c2=\.  Por  lo  tanto, 

1 

x  =  —2  eos  4M —  sen  4t 
4 

es  una  solución  de  (4). 

I  Existencia  y  unicidad  Al  considerar  un  problema  de  valor  inicial  surgen  dos  pregun¬ 
tas  importantes: 


¿Existe  una  solución  del  problema?  Si  existe  una  solución ,  ¿es  única? 


Para  un  problema  de  valor  inicial  como  el  de  (2),  nos  preguntamos: 


Existencia 

Unicidad 


{¿La  ecuación  diferencial  dy/dx  -f(x,  y)  cuenta  con  soluciones? 

1  ¿Alguna  de  las  curvas  de  solución  atraviesan  el  punto  ( x0 ,  y0)? 

{¿En  qué  momento  podemos  estar  seguros  de  que  existe  precisamente 
I  una  curva  de  solución  atravesando  el  punto  ( x0 ,  y0 )  ? 


Observe  que  en  los  ejemplos  1  y  3  se  utiliza  la  frase  “ una  solución”  en  lugar  de  “la  solu¬ 
ción”  del  problema.  El  artículo  indefinido  “una”  se  aplica  de  forma  deliberada  para  suge¬ 
rir  la  posibilidad  de  que  existan  otras  soluciones.  En  este  punto  no  se  ha  demostrado  que 
exista  una  sola  solución  para  cada  problema.  El  siguiente  ejemplo  ilustra  un  problema  de 
valor  inicial  con  dos  soluciones. 


Ejemplo  4  Un  problema  de  valor  inicial  puede  tener  varias  soluciones 

Cada  una  de  las  funciones  y  =  0yy  =  x4/16  satisface  la  ecuación  diferencial  dyldx  =  xyV2 
y  la  condición  inicial  v(0)  =  0,  de  modo  que  el  problema  de  valor  inicial  dy/dx  =  xym, 
y(0)  =  0,  cuenta  con  al  menos  dos  soluciones.  Como  se  ilustra  en  la  figura  1 . 1 1 ,  las  gráfi¬ 
cas  de  ambas  funciones  cruzan  a  través  del  mismo  punto  (0,  0). 

Dentro  de  los  límites  de  un  curso  formal  de  ecuaciones  diferenciales  podemos  estar 
seguros  de  que  la  mayoría  de  las  ecuaciones  diferenciales  tendrán  soluciones  y  de  que 
las  soluciones  a  los  problemas  de  valor  inicial  probablemente  serán  únicas.  Sin  embargo. 
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en  la  vida  real,  no  es  así.  Por  ello  resulta  conveniente  saber  con  anticipación  a  intentar 
resolver  un  problema  de  valor  inicial,  si  existe  una  solución  y,  de  ser  así,  si  es  la  única 
solución  al  problema.  Dado  que  vamos  a  considerar  ecuaciones  diferenciales  de  primer 
orden  en  los  siguientes  dos  capítulos,  estableceremos  aquí,  sin  demostración,  un  teorema 
directo  que  ofrece  las  suficientes  condiciones  como  para  garantizar  la  existencia  y  unici¬ 
dad  de  una  solución  al  problema  de  valor  inicial  de  primer  orden  de  la  forma  presentada 
en  (2).  Tendremos  que  esperar  al  capítulo  3  para  abordar  la  cuestión  de  la  existencia  y 
unicidad  de  un  problema  de  valor  inicial  de  segundo  orden. 


TEOREMA  1.1 


Existencia  de  una  solución  única 


Establecemos  R  como  una  región  rectangular  en  el  plano  xy  definida  por  a  <  x 
—  /?,  c  —  y  —  ¿7,  la  cual  contiene  al  punto  ( x0 ,  y0).  Si/(x,  y)  y  df/dy  son  continuas  en 
R,  entonces  existe  cierto  intervalo  70:  x0  -  h  <  x  <  x0  +  h,  h  >  0,  contenido  en  a  <  x 
<  b,  y  una  función  única  y(x )  definida  en  70  que  representa  una  solución  del  proble¬ 
ma  de  valor  inicial  (2). 


La  conclusión  anterior  es  uno  de  los  teoremas  más  relevantes  y  populares  que 
existen  para  resolver  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden,  ya  que  los  criterios 
de  continuidad  de/(x,  y)  y  df/dy  son  relativamente  sencillos  de  verificar.  La  geome¬ 
tría  del  teorema  1.1  se  ilustra  en  la  figura  1.12. 


i  i 
__! _ L 


(*o>  yo) 


Figura  1.12  Región  rectangular  R 


Ejemplo  5  Vuelta  al  ejemplo  3 

En  el  ejemplo  3  observamos  que  la  ecuación  diferencial  dy/dx  =  xym  posee  al  menos  dos 
soluciones  cuyas  gráficas  pasan  por  (0,  0).  El  análisis  de  las  funciones 


f{x,  y)  =  xy1'2  y 


df_  _  x 
dy  ~  2y1/2 


muestra  que  éstas  son  continuas  en  la  mitad  del  plano  superior  definido  por  y  >  0.  Así, 
el  teorema  1 . 1  nos  permite  concluir  que  a  través  de  cualquier  punto  ( xQ ,  y0),  y0  >  0,  en  la 
mitad  del  plano  superior  existe  cierto  intervalo  con  centro  en  x0  sobre  el  cual  la  ecuación 
diferencial  tiene  una  solución  única.  De  este  modo,  por  ejemplo,  incluso  sin  resolverlo, 
sabemos  que  existe  cierto  intervalo  centrado  en  2  sobre  el  cual  el  problema  de  valor  ini¬ 
cial  dy/dx  =  xym,  y(2)  =  1  tiene  una  solución  única. 


En  el  ejemplo  1,  el  teorema  1.1  garantiza  que  no  existen  otras  soluciones  al  problema 
de  valor  inicial  y'  =  y,  y(0)  =  3,  y  y'  =y,  y(l)  =  -2  distintas  a  y  =  3ex  y  y  =  -2ex~l,  respec¬ 
tivamente.  Esto  se  deriva  del  hecho  de  que/(x,  y)  =  y  y  df/dy  =  1  son  continuas  en  la  tota¬ 
lidad  del  plano  xy.  Además  puede  demostrarse  que  el  intervalo  I  sobre  el  que  cada 
solución  se  encuentra  definida  es  (-oo,  oo). 

S  Intervalo  de  existencia  y  unicidad  Suponga  que  y(x)  representa  una  solución  al 
problema  de  valor  inicial  (2).  Los  siguientes  tres  conjuntos  sobre  el  eje  real  x  pueden  no 
ser  iguales:  el  dominio  de  la  función  y(x),  el  intervalo  I  sobre  el  cual  la  solución  y(x)  se 
encuentra  definida  o  existe,  y  el  intervalo  70  de  existencia  y  unicidad.  En  el  ejemplo  3  de  la 
sección  1 . 1  ilustramos  la  diferencia  que  hay  entre  el  dominio  de  una  función  y  el  intervalo 
de  definición  7.  Ahora  supongamos  que  ( x0 ,  y0)  es  un  punto  situado  al  interior  de  la  región 
rectangular  R  del  teorema  1.1.  Resulta  que  la  continuidad  de  la  función /(x,  y)  sobre  R  es 
suficiente  por  sí  misma  para  garantizar  la  existencia  de  al  menos  una  solución  dy/dx  = 
/(x,  y),  y(x0)  =  yo,  definida  sobre  algún  intervalo  7.  El  intervalo  de  definición  7  para  este  pro¬ 
blema  de  valor  inicial  se  toma,  por  lo  general,  como  el  intervalo  más  grande  que  contiene 
a  x0  sobre  el  que  la  solución  y(x)  está  definida  y  es  diferenciable.  El  intervalo  7  depende 
tanto  de/(x,  y)  como  de  la  condición  inicial  y(x0)  =  y0.  Revise  los  problemas  31  a  34  dados 
en  los  ejercicios  1.2.  La  condición  adicional  de  continuidad  de  la  primera  derivada  parcial 
df/dy  sobre  R  nos  permite  afirmar  que  no  sólo  existe  una  solución  sobre  algún  intervalo  70 
que  contiene  a  x0,  sino  que  además  se  trata  de  la  única  solución  que  satisface  a  y(x0)  =  y0. 
Sin  embargo,  el  teorema  1.1  no  ofrece  ninguna  información  acerca  del  tamaño  de  los  in¬ 
tervalos  7  e  70;  el  intervalo  de  definición  I  no  requiere  ser  tan  amplio  como  la  región  R  y 


1.2  Problemas  de  valor  inicial 
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el  intervalo  I0  de  existencia  y  unicidad  puede  no  ser  tan  amplio  como  I.  El  número  h  >  0 
que  define  al  intervalo  70:  x0  -  h  <  x  <  x0  +  h  puede  ser  muy  pequeño  y  por  lo  tanto  es 
mejor  considerar  que  la  solución  y(x)  es  única  en  un  sentido  local ,  es  decir,  una  solución 
definida  cerca  del  punto  (x0,  y0).  Consulte  el  problema  44  de  los  ejercicios  1.2. 


Comentarios 


i)  Las  condiciones  del  teorema  1.1  son  suficientes  pero  no  necesarias.  Cuando /(x,  y) 
y  df/dy  son  continuas  sobre  una  región  rectangular  R ,  siempre  debe  concluirse  que  una 
solución  de  (2)  existe  y  es  única  mientras  (x0,  y0)  sea  un  punto  al  interior  de  R.  Sin 
embargo,  cuando  las  condiciones  establecidas  en  la  hipótesis  del  teorema  1.1  no  se 
mantienen,  entonces  podría  suceder  que:  el  problema  (2)  aún  pueda  tener  una  solución 
y  esta  solución  pueda  ser  única,  o  (2)  pueda  tener  varias  soluciones  o  no  tener  solu¬ 
ción  alguna.  Una  revisión  del  ejemplo  4  muestra  que  la  hipótesis  del  teorema  1.1  no 
se  sostiene  sobre  la  línea  y  =  0  para  la  ecuación  diferencial  dy/dx  =  xy112,  y  por  lo  tanto 
no  sorprende  que,  como  vimos  en  el  ejemplo  3  de  esta  sección,  existan  dos  soluciones 
definidas  sobre  un  intervalo  común  -h  <x  <  h  que  satisfacen  y(0)  =  0.  Por  otro  lado, 
las  hipótesis  del  teorema  1.1  no  se  sostienen  sobre  la  línea  y  -  I  para  la  ecuación  dife¬ 
rencial  dy/dx  =  \y  -  1 1.  No  obstante,  puede  demostrarse  que  la  solución  del  problema  de 
valor  inicial  dy/dx  =  \y  -  1 1,  y(0)  =  1,  es  única.  ¿Puede  adivinar  esta  solución? 

ii)  Se  le  recomienda  leer,  analizar,  responder  y  recordar  posteriormente  el  problema  43 
de  los  ejercicios  1.2. 


EJERCICIOS  1.2  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-1. 


En  los  problemas  1  y  2,  y  =  1/(1  +  c¡e~x)  representa  una  fami¬ 
lia  de  soluciones  de  un  parámetro  para  la  ED  de  primer  orden 
y'  =  y  -y2.  Encuentre  una  solución  del  PVI  de  primer  orden  que 
incluya  esta  ecuación  diferencial  y  la  condición  inicial  propor¬ 
cionada. 


En  los  problemas  11  a  14,  y  =  c^e*  +  c2e~x  representa  una  fa¬ 
milia  de  soluciones  de  dos  parámetros  para  la  ED  de  segundo 
orden  y"  -  y  -  0.  Encuentre  una  solución  del  PVI  de  segundo 
orden  que  incluya  esta  ecuación  diferencial  y  las  condiciones 
iniciales  dadas. 


1.  y(0) - ^  2.  y(-l)  =  2 

En  los  problemas  3  a  6,  y  =  I  I(x2  +  c)  representa  una  familia  de 
soluciones  de  un  parámetro  para  la  ED  de  primer  orden  y'  + 
2xy2  =  0.  Encuentre  una  solución  del  PVI  de  primer  orden  que 
incluya  esta  ecuación  diferencial  y  la  condición  inicial  dada. 
Proporcione  el  intervalo  /  más  grande  sobre  el  que  se  encuentra 
definida  la  solución. 


3-  *2)  -  ¿ 


5.  y(0)  =  1 


4.  y(— 2) 


1 

2 


En  los  problemas  7  a  10 ,  x  =  c¡  eos  t  +  c2  sen  t  representa  una 
familia  de  soluciones  de  dos  parámetros  para  la  ED  de  segundo 
orden  DE  x"  +  x  =  0.  Encuentre  una  solución  del  PVI  de  segun¬ 
do  orden  que  incluya  esta  ecuación  diferencial  y  las  condicio¬ 
nes  iniciales  dadas. 

7.  x(0)  =  -1,  x'(0)  =  8 

8.  x{tt/2)  =  0,  x'{tt/2)  =  1 

1 

9.  x(tt/6)  =  — ,  x'(tt/6)  =  0 

10.  x(tt/4)  =  \/2,  x'(7t/4)  =  2\/~2 


11.  y(0)  =  1,  y'(0)  =  2 

12.  y(l)  =  0,  y'(l)  =  e 

13.  y(  1 )  =  5,  y'(-l)  =  -5 

14.  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0 

En  los  problemas  15  y  16,  determine  mediante  inspección  vi¬ 
sual  al  menos  dos  soluciones  para  el  PVI  de  primer  orden  que 
se  presenta. 

15.  y'  =  3y2/3,  y(0)  =  0  16.  xy'  =  2 y,  y(0)  =  0 


En  los  problemas  17  a  24,  determine  una  región  del  plano  xy 
para  la  cual  la  ecuación  diferencial  proporcionada  cuente  con 
una  solución  única  cuya  gráfica  cruce  el  punto  (x0,  y0)  dentro 
de  la  región. 


17. 


*  ,  M 
dx 


21.  (4  ~  y2)y' =  x2 
23.  (x2  +  y2)y'  =  y2 


18. 

dy 

dx 

=  Vxy 

dy 

zu. 

dx 

-  y  =  x 

22. 

(1 

+  y3)y'  =  .x2 

24. 

(y- 

-  x)y'  =  y  +  x 
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En  los  problemas  25  a  28,  determine  si  el  teorema  1 . 1  garantiza 
que  la  ecuación  diferencial  y'  =  Vy2  -  -  9  posee  una  solución 
única  a  través  del  punto  proporcionado. 

25.  (1,4)  26.  (5,3) 

27.  (2,  -3)  28.  (-1,  1) 

29.  a)  Mediante  inspección  visual,  encuentre  una  familia 

de  soluciones  de  un  parámetro  para  la  ecuación  di¬ 
ferencial  xy'  =  y.  Verifique  si  cada  miembro  de  la 
familia  es  una  solución  del  problema  de  valor  inicial 

xy'  -  y,  y(0)  =  o. 

b)  Justifique  el  inciso  a)  mediante  la  determinación 
de  una  región  R  dentro  del  plano  xy  para  la  cual 
la  ecuación  diferencial  xy'  =  y  tenga  una  solución 
única  a  través  del  punto  (x0,  y0)  dentro  de  R. 

c)  Verifique  si  la  función  segmentada 

0,  x  <  0 

x,  x  &  0 

satisface  la  condición  y(0)  =  0.  Determine  si  esta 
función  también  es  una  solución  para  el  problema 
de  valor  inicial  del  inciso  a). 

30.  a)  Verifique  si  y  =  tan  (x  +  c)  es  una  familia  de  solu¬ 

ciones  de  un  parámetro  para  la  ecuación  diferencial 

y'  =  i  +  y2- 

b)  Dado  que  f(x,  y)  =  1  +  y2  y  df/dy  =  2 y  son  continuas 
en  todo  momento,  la  región  R  del  teorema  1 . 1  puede 
considerarse  equivalente  a  todo  el  plano  xy.  Utilice 
la  familia  de  soluciones  del  inciso  a)  para  encontrar 
una  solución  explícita  al  problema  de  valor  inicial  de 
primer  orden  y'  =  1  +  y2,  y(0)  =  0.  Y  aunque  x0  =  0  se 
encuentra  dentro  del  intervalo  -2  <  x  <2,  explique 
por  qué  la  solución  no  está  definida  en  este  intervalo. 

c)  Determine  el  intervalo  de  definición  /  más  amplio 
para  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  del 
inciso  b). 

31.  a)  Verifique  si  y  =  -1  l(x  +  c)  es  una  familia  de  solu¬ 

ciones  de  un  parámetro  para  la  ecuación  diferencial 
y'  =  y1. 

b )  Dado  que  f{x,  y)  =  v2  y  df/dy  =  2y  son  continuas  en 
todo  momento,  la  región  R  del  teorema  1 . 1  puede 
considerarse  equivalente  a  todo  el  plano  xy.  A  partir 
de  la  familia  del  inciso  a),  encuentre  una  solución 
que  satisfaga  y(0)  =  1,  y  otra  que  satisfaga  y(0)  =  — 1. 
Determine  el  intervalo  de  definición  I  más  amplio 
para  la  solución  del  problema  de  valor  inicial. 

32.  a)  A  partir  de  la  familia  del  inciso  a)  del  problema  3 1 , 

encuentre  una  solución  que  satisfaga  y'  =  y2,  y(0)  = 
y0,  donde  y0  =h  0.  Explique  por  qué  el  intervalo  de 
definición  I  más  amplio  para  esta  solución  es  -oo  < 
x  <  l/y0  o  l/y0  <x  <  oo. 

b)  Determine  el  intervalo  de  definición  /  más  amplio 
para  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  de 
primer  orden  y'  =  y2,  y(0)  =  0. 

33.  a)  Verifique  si  3x~  -  y2  =  c  representa  una  familia  de 

soluciones  de  un  parámetro  para  la  ecuación  dife¬ 
rencial  ydy/dx  =  3x. 


b)  A  mano,  trace  la  gráfica  de  la  solución  implícita 
3X2  -y2  =  3.  Encuentre  todas  las  soluciones  explíci¬ 
tas  y  =  <p  (x)  de  la  ED  del  inciso  a)  definidas  me¬ 
diante  esta  relación.  Proporcione  el  intervalo  de 
definición  1  para  cada  solución  explícita. 

c)  El  punto  (-2,  3)  se  encuentra  sobre  la  gráfica  de  3x2 
-y2  =  3,  ¿cuál  de  las  soluciones  explícitas  del  inciso 
b)  satisface  y(-2)  =  3? 

34.  a)  Utilice  la  familia  de  soluciones  del  inciso  a)  del 
problema  33  para  encontrar  una  solución  implícita 
del  problema  de  valor  inicial  ydyldx  =  3x,  y(2)  =  -4. 
Luego,  a  mano,  trace  la  gráfica  de  la  solución  explí¬ 
cita  de  este  problema  y  proporcione  su  intervalo  de 
definición  I. 

b)  ¿Existe  alguna  solución  explícita  de  ydy/dx  =  3x  que 
cruce  el  origen? 

En  los  problemas  35  a  38  se  proporciona  la  gráfica  de  un  miem¬ 
bro  de  la  familia  de  soluciones  de  una  ecuación  diferencial  de 
segundo  orden  d2yldyc  =f(x,  y,  y')-  Haga  coincidir  la  curva  de 
solución  con  al  menos  un  par  de  las  siguientes  condiciones 
iniciales. 

a)  y(l)  =  l,  y'(l)  =  -2 

b)  y(— 1)  =  0,  y'(-l)  =  -4 

c)  y(l)  =  1,  y'(l)  =  2 

d)  y(0)  =  -1,  y'(0)  =  2 

e)  y(0)  =  -l,y'(0)  =  0 
/)  y(0)  =  -4,  y'(0)  =  -2 


Figura  1.13  Gráfica  del  probLema  35 

36.  y 

5- 


-5- 

Figura  1.14  Gráfica  deL  probLema  36 
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37. 


Figura  1.15  Gráfica  del  problema  37 


42.  Determine  un  valor  posible  de  x0  para  el  que  la  gráfica 
de  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  y'  +2y  =  3x 
-  6,  y(x0 )  =  0  sea  tangente  al  eje  x  en  ( x0 ,  0).  Explique  su 
razonamiento. 

43.  Suponga  que  la  ecuación  diferencial  de  primer  orden  dyl 
dx  =  f(x,  y)  posee  una  familia  de  soluciones  de  un  pará¬ 
metro  y  que/(x,  y)  satisface  la  hipótesis  del  teorema  1.1 
en  cierta  región  rectangular  R  del  plano  xy.  Explique  por 
qué  no  es  posible  que  dos  curvas  de  solución  distintas  se 
intersequen  o  sean  tangentes  entre  sí  en  el  punto  (x0,  yo) 
en  R. 

44.  Las  funciones 


38. 


5- 


H — h 


-5- 


-+VI — I — I — I — I — I — I — \-x 


\ 


/ 


Figura  1.16  Gráfica  del  problema  38 


Problemas  de  análisis 

En  los  problemas  39  y  40,  utilice  el  problema  47  de  los  ejerci¬ 
cios  1.1  y  los  incisos  (2)  y  (3)  de  esta  sección. 

39.  Encuentre  una  función  y  =  f{x)  cuya  gráfica  en  todo 
punto  (x,  y)  cuente  con  la  pendiente  dada  por  8eZí  +  6x  y 
tenga  la  intercepción  y  (0,  9). 

40.  Encuentre  una  función  y  =  f(x)  cuya  segunda  derivada 
sea  y"  =  12x  -  2  en  cada  punto  (x,  y)  sobre  su  gráfica  y  y 
=  -x  +  5  sea  tangente  a  la  gráfica  en  el  punto  correspon¬ 
diente  ar  =  1. 

41.  Considere  el  problema  de  valor  inicial  y'  =  x  -  2y, 
y(0)  =  \ .  Determine  cuál  de  las  dos  curvas  que  presenta 
la  figura  1.1  es  la  única  curva  de  solución  viable.  Ex¬ 
plique  su  razonamiento. 


(0,  V4) 


X 

Figura  1.17  Gráfica  del  problema  41 


y 


y(x)  =  — oo  <  x  <  oo 


y(x) 


{ 


0, 


-r4 
16  a  > 


x  <  0 
x  >  0 


cuentan  con  el  mismo  dominio  pero,  evidentemente,  son 
distintas.  Observe  las  figuras  1.1 8a)  y  1.1 8Z>),  respecti¬ 
vamente.  Demuestre  que  ambas  funciones  son  solucio¬ 
nes  del  problema  de  valor  inicial  dyldx  =  xym,  y( 2)  =  1 
sobre  el  intervalo  (-oo,  oo).  Resuelva  la  aparente  con¬ 
tradicción  entre  este  hecho  y  el  último  enunciado  del 
ejemplo  5. 


1 .. 


I  T- 


(2,  I)  , 


— h 


a) 


1 


I  I 


(2.  1) 


b) 


Figura  1.18  Dos  soluciones  para  el  PVI  del  problema  44 


Modelo  matemático 

45.  Crecimiento  poblacional  A  partir  de  la  siguiente  sec¬ 
ción  observaremos  que  las  ecuaciones  diferenciales  pue¬ 
den  utilizarse  para  describir  o  modelar  diversos  sistemas 
físicos.  En  este  problema,  suponga  que  se  presenta  un 
modelo  del  crecimiento  poblacional  de  una  pequeña  co¬ 
munidad  por  medio  del  problema  de  valor  inicial 

"y  =  0.15P(í)  +  20,  P{  0)  =  100, 

donde  P  es  el  número  de  individuos  que  hay  en  la  comu¬ 
nidad  y  t  es  el  tiempo  medido  en  años.  ¿Qué  tan  rápido, 
es  decir,  a  qué  ritmo  se  incrementa  la  población  en  t  =  0? 
¿A  qué  velocidad  se  incrementa  cuando  es  de  500  indi¬ 
viduos? 
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CAPITULO  1  Introducción  a  las  ecuaciones  diferenciales 


1.3  Ecuaciones  diferenciales  como  modelos 
matemáticos 


I  Introducción  En  esta  sección  presentaremos  la  noción  de  modelo  matemático.  En 
términos  generales,  un  modelo  matemático  es  una  descripción  matemática  de  algo.  Dicha 
descripción  puede  ser  algo  tan  simple  como  una  función.  Por  ejemplo,  al  analizar  la  caída 
de  gotas  de  agua  y  las  marcas  que  dejan  sobre  papel  secante,  Leonardo  da  Vinci  dedujo  que 
la  velocidad  de  caída  de  un  cuerpo  está  dada  por  v  =  gt.  A  pesar  de  que  existen  muchos  tipos 
de  modelos  matemáticos,  en  esta  sección  nos  concentraremos  únicamente  en  ecuaciones 
diferenciales  y  analizaremos  algunos  modelos  específicos  de  ecuaciones  diferenciales  apli¬ 
cadas  en  áreas  como  biología,  física  y  química.  Una  vez  que  hayamos  analizado  algunos 
métodos  para  resolver  ecuaciones  diferenciales  en  los  capítulos  2  y  3  regresaremos,  para 
resolverlos,  a  algunos  de  estos  modelos. 


■  Modelos  matemáticos  Con  frecuencia  se  requiere  describir  el  comportamiento  de 
algún  sistema  o  fenómeno  real,  ya  sea  físico,  sociológico,  o  incluso  económico,  en  tér¬ 
minos  matemáticos.  La  descripción  matemática  de  un  sistema  o  fenómeno  se  denomina 
modelo  matemático,  el  cual  se  construye  con  ciertos  objetivos  en  mente.  Por  ejemplo,  es 
posible  que  deseemos  comprender  los  mecanismos  presentes  detrás  de  cierto  ecosistema 
aplicándonos  al  estudio  del  crecimiento  de  las  poblaciones  animales  localizadas  en  dicho 
sistema,  o  fechar  un  fósil  por  medio  del  análisis  de  la  degeneración  de  una  sustancia  radiac¬ 
tiva  contenida  en  el  fósil  o  en  el  estrato  donde  se  descubrió. 

La  construcción  de  un  modelo  matemático  de  un  sistema  inicia  con  la  identificación 
de  las  variables  responsables  del  cambio  que  se  produzca  en  el  sistema.  Es  posible  que 
al  principio  decidamos  no  incorporar  todas  estas  variables  en  el  modelo.  En  este  primer 
paso  se  especifica  el  nivel  de  resolución  del  modelo.  A  continuación,  formulamos  un 
conjunto  de  premisas  razonables  o  hipótesis  acerca  del  sistema  que  intentamos  describir. 
Estos  supuestos  también  incluirán  cualquier  ley  empírica  aplicable  al  sistema. 

Para  ciertos  propósitos  es  perfectamente  razonable  aceptar  modelos  de  baja  resolu¬ 
ción.  Por  ejemplo,  podemos  estar  conscientes  de  que  para  modelar  el  movimiento  de 
un  cuerpo  en  caída  libre  cerca  de  la  superficie  de  la  Tierra,  la  fuerza  de  desaceleración 
correspondiente  a  la  fricción  del  aire  ocasionalmente  se  ignora  en  los  cursos  básicos  de 
física;  sin  embargo,  para  un  científico  cuya  labor  es  predecir  de  forma  precisa  la  trayec¬ 
toria  de  vuelo  de  un  proyectil  de  largo  alcance,  la  resistencia  del  aire  y  otros  factores 
como  la  curvatura  de  la  Tierra  tienen  que  ser  tomados  en  cuenta. 

Ya  que  las  suposiciones  acerca  de  un  sistema  con  frecuencia  implican  una  tasa  de 
cambio  de  una  o  más  variables,  la  representación  matemática  de  todas  estas  suposicio¬ 
nes  puede  implicar  una  o  más  ecuaciones  que  involucren  derivadas.  En  otras  palabras, 
el  modelo  matemático  puede  ser  una  ecuación  diferencial  o  un  sistema  de  ecuaciones 
diferenciales. 

Una  vez  formulado  un  modelo  matemático  equivalente  a  una  ecuación  diferencial  o 
a  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales,  se  enfrenta  el  no  menos  importante  problema 
de  intentar  resolverlo.  Si  podemos  resolverlo,  entonces  consideramos  que  el  modelo  será 
razonable  cuando  su  solución  sea 

Suposiciones  - 


consistente  con  datos  experimen¬ 
tales  o  con  hechos  conocidos  acer¬ 
ca  del  comportamiento  del  sistema. 
Pero  si  las  predicciones  generadas 
por  la  solución  no  son  adecuadas, 
podemos  incrementar  el  nivel  de 
resolución  del  modelo  o  formular 
premisas  alternativas  sobre  los  me¬ 
canismos  causantes  del  cambio  en 
el  sistema.  Los  pasos  del  proceso 
de  modelación  se  muestran  en  el 
siguiente  diagrama. 


Expresar  suposiciones  en  términos 
de  ecuaciones  diferenciales 


Si  es  necesario,  modificar 
las  suposiciones 
o  incrementar 
la  resolución  del  modelo 


Verificar  las 
predicciones 
del  modelo 
con  hecho 
conocidos 


Presentar  predicciones 
del  modelo,  por  ejemplo, 
de  forma  gráfica 


Formulación 

matemática 


Resolución 
de  las  ecuaciones 
diferenciales 


Obtención 
de  soluciones 
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Evidentemente,  al  incrementar  la  resolución  se  eleva  la  complejidad  del  modelo 
matemático  y  aumenta  la  probabilidad  de  que  no  podamos  obtener  una  solución  ex¬ 
plícita. 

Un  modelo  matemático  de  un  sistema  físico  incluye,  por  lo  general,  a  la  variable  de 
tiempo  t.  Una  solución  del  modelo  presentará  entonces  el  estado  del  sistema;  en  otras 
palabras,  para  valores  apropiados  de  f,  los  valores  de  la  variable  (o  variables)  depen¬ 
diente  describen  al  sistema  en  el  pasado,  el  presente  y  el  futuro. 


I  Dinámicas  de  población  Uno  de  los  primeros  intentos  por  modelar  el  crecimiento 
poblacional  humano  mediante  las  matemáticas  fue  realizado  por  el  economista  inglés 
Thomas  Malthus,  en  1798.  Básicamente,  la  idea  del  modelo  de  Malthus  representa  la  supo¬ 
sición  de  que  el  ritmo  con  que  la  población  de  un  país  crece  en  cierto  tiempo  es  proporcio¬ 
nal*  a  la  población  total  del  país  en  ese  tiempo.  En  otras  palabras,  mientras  más  personas 
existan  en  el  tiempo  t,  más  serán  en  el  futuro.  En  términos  matemáticos,  si  P(t)  indica  la 
población  total  en  el  tiempo  í,  entonces  esta  suposición  puede  expresarse  como 


dP 

—  oc  P 
dt 


dP 

—  =  kP, 
dt 


(1) 


donde  k  es  una  constante  de  proporcionalidad.  A  pesar  de  que  este  sencillo  modelo  no 
toma  en  cuenta  muchos  factores  (por  ejemplo,  inmigración  y  emigración)  que  pueden 
influir  sobre  las  poblaciones  humanas  para  su  crecimiento  o  disminución,  resultó  ser 
bastante  preciso  para  predecir  la  población  de  Estados  Unidos  durante  los  años  de  1790  a 
1860.  Las  poblaciones  que  crecen  a  un  ritmo  descrito  por  (1)  son  raras,  sin  embargo,  to¬ 
davía  se  utiliza  ( 1 )  para  modelar  el  crecimiento  de  pequeñas  poblaciones  durante  breves 
intervalos  de  tiempo,  por  ejemplo,  el  crecimiento  de  bacterias  en  cajas  de  Petri. 


I  Decaimiento  radiactivo  El  núcleo  de  un  átomo  está  compuesto  por  combinaciones 
de  protones  y  neutrones.  Muchas  de  estas  combinaciones  son  inestables,  es  decir,  los  áto¬ 
mos  decaen  o  transmutan  en  átomos  de  otra  sustancia.  Se  dice  que  tales  núcleos  inestables 
son  radiactivos.  Por  ejemplo,  con  el  tiempo  el  radio,  que  es  altamente  radiactivo,  Ra-226, 
se  transmuta  en  el  gas  radiactivo  radón,  Rn-222.  En  la  modelación  del  fenómeno  de  de¬ 
caimiento  radiactivo,  se  asume  que  la  velocidad  dAldt  con  que  el  núcleo  de  una  sustancia 
decae  es  proporcional  a  la  cantidad  (en  términos  más  precisos,  al  número  de  núcleos)  A(f) 
de  la  sustancia  remanente  en  el  tiempo  t: 

dA  dA 

—  oc  A  o  —  —  kA,  (2) 

dt  dt 

Por  supuesto,  las  ecuacionnes  (1)  y  (2)  son  idénticas;  la  diferencia  sólo  se  encuentra  en  la 
interpretación  de  los  símbolos  y  las  constantes  de  proporcionalidad.  Para  el  crecimiento, 
como  se  espera  de  (1),  k  >  0,  y  para  el  caso  de  (z)  y  el  decaimiento,  k  <  0. 

El  modelo  (1)  para  el  crecimiento  puede  verse  como  la  ecuación  dS/dt  =  rS,  la  cual  des¬ 
cribe  el  crecimiento  del  capital  S  cuando  una  tasa  de  interés  anual  r  se  capitaliza  de  forma 
continua.  El  modelo  (2)  de  decaimiento  también  se  presenta  en  un  entorno  biológico,  como 
el  de  la  determinación  de  la  vida  media  de  un  medicamento  — el  tiempo  que  toma  para  que 
el  50%  de  un  medicamento  se  elimine  del  cuerpo  por  excreción  o  mediante  el  metabolis¬ 
mo — .  En  química,  el  modelo  de  decaimiento  (2)  se  presenta  como  la  descripción  matemá¬ 
tica  de  una  reacción  química  de  primer  orden.  El  argumento  es  el  siguiente: 

Una  sola  ecuación  diferencial  puede  actuar  como  modelo  matemático  para 

muchos  fenómenos  distintos. 

Los  modelos  matemáticos  con  frecuencia  vienen  acompañados  de  ciertas  condiciones 
secundarias.  Por  ejemplo,  en  (1)  y  (2)  esperaríamos  conocer,  respectivamente,  una  po¬ 
blación  inicial  P0  y  una  cantidad  inicial  de  sustancia  radiactiva  A0  disponible.  Si  este  punto 
inicial  en  el  tiempo  se  toma  como  t  =  0,  entonces  sabemos  que  P(0)  =  P0  y  que  A(0)  =  A0. 


*Si  dos  cantidades  u  y  v  son  proporcionales,  esto  se  denota  como  u  oc  v,  lo  cual  significa  que  una  cantidad 
es  un  múltiplo  constante  de  la  otra:  u  =  kv. 
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En  otras  palabras,  un  modelo  matemático  puede  consistir  en  un  problema  de  valor  inicial  o, 
como  veremos  posteriormente  en  la  sección  3.9,  en  un  problema  de  valor  en  la  frontera. 

■  Ley  de  Newton  de  enfriamiento  y  calentamiento  De  acuerdo  con  la  ley  empírica 

de  enfriamiento  de  Newton  — o  de  calentamiento — ,  la  velocidad  con  que  la  temperatura 
de  un  cuerpo  cambia  es  proporcional  a  la  diferencia  que  hay  entre  la  temperatura  del  cuer¬ 
po  y  la  del  medio  que  lo  rodea,  la  denominada  temperatura  ambiental.  Si  T(t)  representa  la 
temperatura  de  un  cuerpo  en  el  momento  r,  Tm  la  temperatura  del  medio  que  lo  rodea  y  <777 
dt  la  velocidad  a  la  que  cambia  la  temperatura  del  cuerpo,  la  ley  de  Newton  de  enfriamiento 
y  calentamiento  se  traduce  en  el  enunciado  matemático 

dT  dT 

—  ex  T-Tm  o  —  =  k(T  —  7m),  (3) 

dt 

donde  k  es  una  constante  de  proporcionalidad.  En  cualquier  caso,  calentamiento  o  enfria¬ 
miento,  si  T„,  es  una  constante,  se  sostiene  que  k  <  0. 

I  Difusión  de  una  enfermedad  Una  enfermedad  contagiosa — por  ejemplo,  un 
virus  de  gripe —  se  difunde  en  una  comunidad  por  medio  del  contacto  físico  entre  las 
personas.  Si  x{t)  indica  el  número  de  personas  que  han  tenido  contacto  con  la  enfer¬ 
medad  y  y{t)  el  número  de  personas  que  no  han  sido  expuestas  a  ésta,  parece  razonable 
asumir  que  la  razón  dxldt  a  la  que  se  difunde  la  enfermedad  es  proporcional  al  número  de 
encuentros  o  interacciones  entre  estos  dos  grupos  de  gente.  Si  suponemos  que  el  número 
de  interacciones  es  conjuntamente  proporcional  a  x{t)  y  y(t),  es  decir,  proporcional  al 
producto  xy,  entonces 

dx 

—  =  kxy,  (4) 

dt 

donde  k  es  la  constante  acostumbrada  de  proporcionalidad.  Suponga  una  pequeña  co¬ 
munidad  que  cuenta  con  una  población  fija  de  n  personas.  Si  una  persona  infectada  se 
introduce  en  esta  comunidad,  entonces  puede  sostenerse  que  x(t)  y  y(í)  se  encuentran 
relacionados  por  x  +  y  =  n  +  1 .  Al  utilizar  esta  última  ecuación  para  eliminar  a  y  en  (4) 
obtendremos  el  modelo 


(5) 

dt 

Una  condición  inicial  evidente  que  acompaña  a  la  ecuación  (5)  es  x(0)  =  1. 

I  Reacciones  químicas  La  desintegración  de  una  sustancia  radiactiva,  controlada  por 
la  ecuación  diferencial  (2),  se  dice  que  es  una  reacción  de  primer  orden.  En  química, 
pocas  reacciones  siguen  esta  misma  ley  empírica:  si  las  moléculas  de  una  sustancia  A 
se  descomponen  en  moléculas  más  pequeñas,  resulta  natural  suponer  que  la  velocidad  a 
la  que  se  lleva  a  cabo  esta  descomposición  será  proporcional  a  la  cantidad  de  la  primera 
sustancia  que  no  ha  experimentado  conversión;  es  decir,  si  X(t)  es  la  cantidad  de  sustancia 
A  que  permanece  en  cualquier  momento,  entonces  dX/dt  =  kX,  donde  k  es  una  constante 
negativa  dado  que  X  está  disminuyendo.  Un  ejemplo  de  una  reacción  química  de  primer 
orden  es  la  conversión  de  cloruro  de  /-butilo  en  alcohol  /-butílico: 

(CH3)3CC1  +  NaOH  ->  (CH3)3COH  +  NaCl. 

Únicamente  la  concentración  de  cloruro  de  /-butilo  controla  la  velocidad  de  reacción. 
Pero  en  la  reacción 


CH3C1  +  NaOH  CH,OH  +  NaCl, 

por  cada  molécula  de  cloruro  de  metilo  se  consume  una  molécula  de  hidróxido  de  sodio, 
formando  así  una  molécula  de  alcohol  metílico  y  una  molécula  de  cloruro  de  sodio.  En 
este  caso,  la  tasa  a  la  que  se  lleva  a  cabo  la  reacción  es  proporcional  al  producto  de  las 
concentraciones  restantes  de  CH3C1  y  NaOH.  Si  X  indica  la  cantidad  de  CH3OH  formada 
y,  a  y  /3  son  las  cantidades  dadas  de  los  primeros  dos  químicos  Ay  B,  entonces  las  canti¬ 
dades  instantáneas  no  convertidas  al  químico  C  son  a  -  X  y  jS  -  X,  respectivamente.  Por 
lo  tanto,  la  velocidad  de  formación  de  C  está  dada  por 
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k(a  -  JOOS  -  X) 


Velocidad 
de  entrada  de 
salmuera 
3  gal/min 

300  gal 
constantes 


Velocidad  de  salida 
de  salmuera  3  gal/min 


Figura  1.19  Tanque  de  mezcla 


Figura  1.20  Agua  drenando 
de  un  tanque 


dX 

~dt 


(6) 


donde  k  representa  una  constante  de  proporcionalidad.  Se  dice  que  una  reacción  cuyo 
modelo  está  dado  por  la  ecuación  (6)  es  de  segundo  orden. 


I  Mezclas  La  mezcla  de  dos  soluciones  salinas  de  distintas  concentraciones  da  lugar  a 
una  ecuación  diferencial  de  primer  orden  para  la  cantidad  de  sal  contenida  en  la  mezcla. 
Supongamos  que  un  tanque  grande  de  mezcla  inicialmente  contiene  300  galones  de  sal¬ 
muera  (es  decir,  agua  en  la  que  se  ha  disuelto  cierta  cantidad  de  libras  de  sal).  Otra  solución 
de  salmuera  se  inyecta  en  el  tanque  grande  a  una  velocidad  de  3  galones  por  minuto;  en 
este  flujo  de  entrada,  la  concentración  de  sal  es  de  2  libras  por  galón.  Cuando  la  solución 
se  mezcla  bien  en  el  tanque,  se  extrae  al  mismo  ritmo  que  la  solución  de  entrada.  Observe 
la  figura  1 . 19.  Si  A(t)  indica  la  cantidad  de  sal  (medida  en  libras)  que  hay  en  el  tanque  en  el 
momento  t,  entonces  la  velocidad  a  que  A(t)  cambia  será  una  tasa  neta  de: 

dA  í  Velocidad  de  \  /Velocidad  de \ 

i,  l  .  ,  i  ,  I  1  .  ,  J  R entrada  R salida ■  (2) 

dt  \  entrada  de  sal /  \  salida  de  sal  / 


La  velocidad  de  entrada  Rmtrada  a  la  que  ingresa  la  sal  al  tanque  es  el  producto  de  la  con¬ 
centración  de  sal  del  flujo  de  entrada  y  la  velocidad  del  fluido  de  entrada.  Observe  que 
Rentrada  se  mide  en  libras  por  minuto 

Concentración  de  sal  Velocidad  de  Velocidad  de 

del  flujo  de  entrada  entrada  de  salmuera  entrada  de  sal 

i  i.  i 

Rentrada  =  (2  lb/gal)  ■  (3  gal/min)  =  (6  Ib/min) 


Ahora,  como  la  solución  está  siendo  bombeada  hacia  fuera  del  tanque  a  la  misma  veloci¬ 
dad  a  la  que  ingresa,  la  cantidad  de  galones  de  salmuera  que  hay  dentro  del  tanque  en  el 
tiempo  t  es  una  constante  de  300  galones.  Por  lo  tanto,  la  concentración  de  sal  dentro  del 
tanque,  así  como  en  el  flujo  de  salida,  es  c{t )  =  A(f)/300  lb/gal,  y  la  velocidad  de  salida 
Rsaüda  de  sal  es 

Concentración  de  sal  Velocidad  de  Velocidad  de 

del  flujo  de  entrada  entrada  de  salmuera  entrada  de  sal 

i  i  i 

(A(t)  \  A(t) 

Rsaiida ~  lb/galJ  •  (3  gal/min)  =  -^lb/min 


Entonces,  la  velocidad  neta  (7)  se  convierte  en 

dA  A  dA 

—  =  6 - o 

dt  100 


(8) 


Si  rentmda  y  rmlida  indican  las  velocidades  de  entrada  y  salida  de  las  soluciones  de 
salmuera*  entonces  existen  tres  posibilidades  rentmda  =  rsaIida,  rentmia  >  rsalida  y  rentmia 
<  r salida-  En  el  análisis  que  llevó  a  (8)  asumimos  que  rentmda  =  rsalida.  En  los  últimos  dos 
casos,  dentro  del  tanque,  la  cantidad  de  galones  de  salmuera  está  aumentando  ( rentmda  > 
rsaiida)  o  disminuyendo  ( rentmia  <  rmUda)  a  la  velocidad  neta  rentmda  -  rsalida.  Vea  los  pro¬ 
blemas  10  a  12  de  los  ejercicios  1.3. 


I  Drenado  de  un  tanque  En  hidrodinámica,  la  ley  de  Torricelli  establece  que  la  velo¬ 
cidad  v  de  flujo  de  salida  de  agua  a  través  de  un  orificio  plano  ubicado  en  la  parte  inferior 
de  un  tanque  lleno  hasta  una  altura  h  será  igual  a  la  velocidad  que  un  cuerpo  (en  este  caso 
una  gota  de  agua)  adquiriría  en  caída  libre  desde  una  altura  h;  es  decir,  v  =  V2 gh,  donde 
g  es  la  aceleración  debida  a  la  gravedad.  Esta  última  expresión  proviene  de  la  ecuación  de 
energía  cinética  \  mv2  con  la  energía  potencial  mgh  y  resolviendo  para  v.  Suponga  que  un 
tanque  lleno  de  agua  puede  drenar  mediante  un  orificio  bajo  la  influencia  de  la  gravedad. 
Deseamos  encontrar  la  altura  h  del  agua  restante  en  el  tanque  en  el  tiempo  t.  Considere  el 


*No  confundir  estos  símbolos  con  Rentrada  y  Rsaiida  l°s  cuales  representan  las  velocidades  de  entrada  y  salida 
de  sal. 
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tanque  mostrado  en  la  figura  1.20.  Si  el  área  del  orificio  es  Ah  (en  pies2)  y  la  velocidad  del 
agua  que  sale  del  tanque  es  v  =  \/ 2 gh  (en  pies/s),  entonces  el  volumen  del  agua  que 
abandona  el  tanque  por  segundo  es  Ah\/ 2gh  (en  pies3/s).  De  este  modo,  si  V(t)  indica  el 
volumen  del  agua  que  hay  en  el  tanque  en  el  tiempo  t, 

dV  / - 

—  =-AhV2gh,  (9) 

dt 

donde  el  signo  negativo  indica  que  V disminuye.  Observe  que  aquí  ignoramos  la  posibilidad 
de  fricción  en  el  orificio,  la  cual  puede  ocasionar  una  reducción  en  la  velocidad  del  flujo  en 
dicho  lugar.  Ahora,  si  el  tanque  es  tal  que  el  volumen  de  agua  en  el  tiempo  t  puede  expresarse 
como  V(t)  =  Awh,  donde  Aw  (en  pies2)  representa  el  área  constante  de  la  superficie  superi¬ 
or  del  agua  (vea  figura  1 .20),  entonces  dVIdt  =  Awdhldt.  Al  sustituir  esta  última  expresión 
en  (9)  obtenemos  la  ecuación  diferencial  deseada  para  la  altura  del  agua  en  el  tiempo  t: 

dh  A¡  f - 

(10) 

dt  Aw 

Resulta  interesante  observar  que  la  ecuación  ( 10)  sigue  siendo  válida  incluso  cuando  Aw 
no  es  constante.  En  este  caso,  debemos  expresar  el  área  de  la  superficie  superior  del  agua 
como  una  función  h,  es  decir,  Aw  =A(h).  Vea  el  problema  14  en  los  ejercicios  1.3. 


I  Circuitos  en  serie  Considere  el  circuito  en  serie  simple,  o  de  lazo  sencillo,  que  con¬ 
tiene  al  inductor,  resistor  y  capacitor  mostrados  en  la  figura  1.21a).  La  corriente  que  circula 
en  un  circuito  después  que  el  interruptor  se  cierra  se  representa  mediante  ¿(í);  la  carga  sobre 
un  capacitor  en  el  tiempo  t  está  señalada  como  q(t).  Las  letras  L,  C  y  R  representan  inductan- 
cia,  capacitancia  y  resistencia,  respectivamente,  y  por  lo  general  son  constantes.  Ahora,  de 
acuerdo  con  la  segunda  ley  de  Kirchhoff,  el  voltaje  E(t)  que  se  genera  en  un  lazo  cerrado 
debe  ser  igual  a  la  suma  de  las  caídas  de  voltaje  en  el  lazo.  La  figura  1.21  b)  también  mues¬ 
tra  los  símbolos  y  las  fórmulas  apropiadas  para  señalar  las  caídas  respectivas  de  voltaje  a 
través  de  un  inductor,  un  capacitor  y  un  resistor.  Como  la  corriente  i(t)  está  relacionada  con 
la  carga  q(t),  presente  en  el  capacitor,  mediante  i  =  dq/dt,  al  sumar  las  tres  caídas  de  voltaje 


Inductor 
di  _  d2q 
dt  dt 2  ’ 


Resistor  Capacitor 

dq  1 

iR  =  R  — ,  —  q 

dt  C  ‘ 


e  igualar  la  suma  al  voltaje  impreso,  se  obtiene  una  ecuación  diferencial  de  segundo  orden 

(11) 


d~q  dq  1 

L—^  +  R—  +  —  q  =  E(t ). 

dt  dt  CH  W 


Examinaremos  con  mayor  detalle  una  ecuación  diferencial  análoga  a  la  1 1  en  la  sec¬ 
ción  3.8. 


a)  Circuito  en  serie  LRC 


Resistor 

resistencia  R :  ohms  (Í2) 
caída  de  voltaje  a  través:  iR 


Capacitor 

capacitancia  C:  farads  (f) 
caída  de  voltaje  a  través:  q 


C 

b) 


Figura  1.21  La  corriente  i(t)  y  la 
carga  q(t)  se  miden  en  amperes  (A) 
y  couLombs  (C),  respectivamente. 


I  Caída  libre  Al  construir  el  modelo  matemático  del  movimiento  de  un  cuerpo  que  se 
desplaza  en  un  campo  de  fuerza,  muchas  veces  se  empieza  con  la  segunda  ley  de  Newton 
del  movimiento.  Recuerde  de  sus  conocimientos  de  física  básica  que  la  primera  ley  de 
Newton  para  el  movimiento  afirma  que  un  cuerpo  puede  permanecer  en  reposo  o  continuar 
moviéndose  a  velocidad  constante  a  menos  que  actúe  sobre  él  una  fuerza  externa.  En  cada 
caso,  esto  equivale  a  decir  que  cuando  la  suma  de  las  fuerzas  F  =  Lfí:;  es  decir,  el  resultado 
neto  o  la  fuerza  resultante  que  actúa  sobre  el  cuerpo  es  cero,  entonces  la  aceleración  a  del 
cuerpo  es  cero.  La  segunda  ley  de  Newton  para  el  movimiento  indica:  cuando  la  fuerza 
neta  que  actúa  sobre  un  cuerpo  no  es  igual  a  cero,  entonces  esta  fuerza  neta  es  proporcional 
a  su  aceleración  a,  o  más  exactamente,  F  =  ma,  donde  m  representa  la  masa  del  cuerpo. 

Ahora  suponga  que  una  roca  es  arrojada  hacia  arriba  desde  el  techo  de  un  edificio, 
como  ilustra  la  figura  1 .22.  ¿Cuál  es  la  posición  s(t)  de  la  roca  en  relación  con  el  suelo  en 
el  tiempo  ti  La  aceleración  de  la  roca  es  la  segunda  derivada  d2sldt2.  Si  asumimos  que  la 
dirección  ascendente  es  positiva  y  que  ninguna  fuerza  actúa  sobre  la  roca  salvo  la  fuerza 
de  gravedad,  entonces  la  segunda  ley  de  Newton  da 


d2s 

dt2 


-mg 


dt2 


=  ~g 


(12) 


Figura  1.22  Posición  de  la  roca 
medida  en  función  del  nivel  del 
suelo 


1.3  Ecuaciones  diferenciales  como  modelos  matemáticos 
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En  otras  palabras,  la  fuerza  neta  es  simplemente  el  peso  F  =  =  -W  de  la  roca  cerca 

de  la  superficie  de  la  tierra.  Recuerde  que  la  magnitud  del  peso  es  W  =  mg,  donde  m  es 
la  masa  del  cuerpo  y  g  la  aceleración  debida  a  la  gravedad.  En  (12),  el  signo  negativo 
se  debe  a  que  el  peso  de  la  roca  es  una  fuerza  dirigida  hacia  abajo,  lo  cual  es  contrario  a 
la  dirección  positiva.  Si  la  altura  del  edificio  es  s0  y  la  velocidad  inicial  de  la  roca  es  v0, 
entonces  5  se  determina  a  partir  del  problema  de  valor  inicial  de  segundo  orden 

d2s 

—i  =  «(0)  =  %  s'(0)  =  v0  (13) 

Aunque  no  hemos  resaltado  las  soluciones  de  las  ecuaciones  construidas,  observamos 
que  (13)  puede  resolverse  integrando  la  constante  -g  dos  veces  con  respecto  a  t.  Las 
condiciones  iniciales  determinan  las  dos  constantes  de  integración.  Usted  podrá  recono¬ 
cer  la  solución  de  (13)  utilizando  conocimientos  de  física  básica  como  la  fórmula 
s(t)  =  g<2  +  v0t  +  s0. 


Dirección 

positiva 


I 


kv 


T  Resistencia 
I  del  aire 


Gravedad 


mg 

Figura  1.23  Cuerpo  de  masa  m 
cayendo 


a )  equilibrio  cadena  c)  movimiento 

detenida  para  t  >  0 

hasta  t=  0 


Figura  1.24  Cadena  deslizándose 
sin  fricción  sobre  una  polea 


■  Caída  de  cuerpos  y  resistencia  del  aire  Antes  del  famoso  experimento  de  Galileo 
realizado  en  la  Torre  inclinada  de  Pisa,  la  mayoría  de  las  personas  creía  que  en  caída  libre 
los  objetos  más  pesados,  como  una  bala  de  cañón,  caían  con  una  aceleración  mayor  que  los 
objetos  más  ligeros,  como  una  pluma.  Desde  luego,  cuando  se  lanzaban  simultáneamente 
una  bala  de  cañón  y  una  pluma  desde  la  misma  altura,  sí  caían  a  diferentes  velocidades, 
pero  no  debido  a  que  la  bala  de  cañón  fuera  más  pesada.  La  diferencia  en  las  velocidades 
se  debe  a  la  resistencia  del  aire.  La  fuerza  resistiva  del  aire  se  ignora  en  el  modelo  dado  en 
(13).  Bajo  las  mismas  circunstancias,  un  cuerpo  de  masa  m  cayendo,  como  una  pluma  con 
baja  densidad  y  forma  irregular,  encuentra  una  resistencia  del  aire  que  es  proporcional  a 
su  velocidad  instantánea  v.  Si  tomamos,  en  esta  circunstancia,  la  dirección  positiva  como 
orientada  hacia  abajo,  entonces  la  fuerza  neta  que  actúa  sobre  la  masa  estará  dada  por  F  =  Fl 
+  F2  =  mg  -  kv,  donde  el  peso  f  j  =  mg  del  cuerpo  es  una  fuerza  que  actúa  en  dirección  po¬ 
sitiva  y  la  resistencia  del  aire  F2  =  -kves  una  fuerza,  llamada  amortiguación  viscosa,  que 
actúa  en  dirección  opuesta  o  ascendente.  Vea  la  figura  1 .23.  Ahora,  como  v  está  relacionada 
con  la  aceleración  a  mediante  a  =  dv/dt,  la  segunda  ley  de  Newton  se  convierte  enT=  ma 
=  m  dv/dt.  Al  igualar  la  fuerza  neta  de  esta  forma  con  la  segunda  ley  de  Newton  se  obtiene 
una  ecuación  diferencial  de  primer  orden  para  la  velocidad  v(t)  de  un  cuerpo  en  el  tiempo  t, 

dv 

m  —  =  mg  —  kv  (14) 

dt 

En  esta  expresión  k  es  una  constante  positiva  de  proporcionalidad.  Si  s(t )  es  la  distancia  que 
el  cuerpo  recorre  al  caer  en  el  tiempo  t  desde  su  punto  inicial  de  liberación,  entonces  v  =  ds/ 
dt  y  a  =  dv/dt  =  d2sldt2.  En  términos  de  s,  ( 14)  es  una  ecuación  diferencial  de  segundo  orden 

d~s  ds  d~s  ds 

o  m— ~  +  k—  =  mg.  (15) 

dv  dt  dt~  dt 

M  Cadena  deslizándose  Suponga  que  una  cadena  uniforme  de  longitud  en  pies  L  está 

suspendida  sobre  una  polea  metálica  clavada  a  la  pared  por  encima  del  nivel  del  suelo. 
Asuma  que  la  polea  carece  de  fricción  y  que  la  cadena  pesa  p  lb/ft.  La  figura  1 .24a)  ilustra 
la  posición  en  que  la  cadena  cuelga  en  equilibrio;  si  se  moviera  un  poco  hacia  la  izquierda 
o  la  derecha,  la  cadena  se  desprendería  de  la  polea.  Suponga  que  la  dirección  positiva  se 
considera  descendente,  y  que  x(t)  denota  la  distancia  que  el  extremo  derecho  de  la  cadena 
recorrería  cayendo  en  el  tiempo  t.  La  posición  de  equilibrio  corresponde  a  x  =  0.  En  la 
figura  1.24£>)  la  cadena  se  desplaza  una  cantidad  de  x0  pies  y  se  sostiene  en  la  polea  hasta 
soltarse  en  un  tiempo  inicial  que  se  designa  como  t  =  0.  Para  la  cadena  en  movimiento, 
como  ilustra  la  figura  1.24c),  tenemos  las  siguientes  cantidades: 


peso  de  la  cadena:  W  =  (L  ft)  ( p  lb/ft)  =  Lp, 
masa  de  la  cadena:  m  =  W/g  =  Lp! 32 


fuerza  neta:  F  = 


P  - 


2 xp. 
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(16) 


Dado  que  a  =  d2x/dt2,  ma  =  F  se  vuelve 


Lp  d2x 
32  ~dt2 


2  px  o 


d2 x 
dt2 


64 

L 


x  =  0. 


■  Cables  suspendidos  Suponga  que  un  cable  flexible,  un  alambre  o  una  cuerda  pe¬ 
sada,  está  suspendido  entre  dos  postes  verticales.  Ejemplos  físicos  de  esto  podrían  ser 
dos  cables  que  soportan  el  camino  de  un  puente  colgante,  figura  1 .25¿>),  o  un  largo  cable 
telefónico  sujeto  entre  dos  postes,  figura  1.25a).  Nuestro  objetivo  es  construir  un  modelo 
matemático  para  describir  la  forma  que  asume  un  cable  de  este  tipo. 

Para  comenzar,  examinemos  sólo  una  porción  o  elemento  del  cable  entre  su  punto 
más  bajo  Px  y  cualquier  punto  arbitrario  P2.  Como  indica  la  parte  a  color  de  la  figura 
1.26,  este  elemento  del  cable  es  la  curva  en  un  sistema  coordinado  rectangular  con  un  eje 
y  elegido  para  pasar  entre  el  punto  más  bajo  Px  de  la  curva  y  el  eje  x  elegido  a  unidades 
por  debajo  de  Px.  Sobre  el  cable  están  actuando  tres  fuerzas:  las  tensiones  Tj  y  T2  pre¬ 
sentes  en  el  cable  y  que  son  tangentes  a  éste  en  P¡  y  P2,  respectivamente,  y  la  porción  W 
de  la  carga  vertical  total  entre  los  puntos  P¡  y  P2.  Digamos  que  7j  =  I T ,  L  T2  =  IT2I  y  W 
=  IWI  denotan  las  magnitudes  de  estos  vectores.  Ahora  la  tensión  T2  se  distribuye  entre 
componentes  verticales  y  horizontales  (cantidades  escalares)  T2  eos  Q  y  T2  sen  6.  Debido 
al  equilibrio  estático,  escribimos 


a)  Cables  telefónicos 


b )  Puente  suspendido 

Figura  1.25  Cables  suspendidos 
entre  postes  verticales 


7j  =  T2cos6  y  W  =  T2send. 

Al  dividir  la  última  ecuación  entre  la  primera  eliminamos  T2  y  obtenemos  tan  6  =  Wíl\. 
Pero  como  dyldx  =  tan  6,  llegamos  a 


dy  _  W 
dx  ~  7j ' 


(17) 


Esta  simple  ecuación  diferencial  de  primer  orden  sirve  como  un  modelo  para  la  forma 
de  un  cable  flexible  tal  como  el  cable  telefónico  colgando  bajo  su  propio  peso,  al 
igual  que  para  la  forma  de  los  cables  que  detienen  el  camino  de  un  puente  suspendido. 
Regresaremos  a  la  ecuación  (17)  en  los  ejercicios  2.2  y  en  la  sección  3.10. 


Comentarios 


Cada  ejemplo  de  esta  sección  ha  descrito  un  sistema  dinámico:  un  sistema  que  cambia 
o  evoluciona  con  el  paso  del  tiempo  t.  Como  el  estudio  de  los  sistemas  dinámicos  es 
una  rama  de  las  matemáticas  que  actualmente  está  en  moda,  relacionaremos  ocasional¬ 
mente  la  terminología  de  esta  área  con  el  análisis  en  cuestión. 

En  términos  más  precisos,  un  sistema  dinámico  consiste  en  un  conjunto  de  varia¬ 
bles  dependientes  del  tiempo,  llamadas  variables  de  estado,  junto  con  una  regla  que 
nos  permite  determinar  (sin  ambigüedades)  el  estado  del  sistema  (que  puede  ser  un  es¬ 
tado  pasado,  presente  o  futuro)  en  función  de  un  estado  prescrito  en  algún  tiempo  t0. 
Los  sistemas  dinámicos  se  clasifican  como  sistemas  de  tiempo  discreto  o  sistemas  de 
tiempo  continuo.  En  este  curso  nos  ocuparemos  sólo  de  los  sistemas  dinámicos  de 
tiempo  continuo  — sistemas  en  los  cuales  todas  las  variables  están  definidas  en  un 
rango  continuo  de  tiempo — .  La  regla  o  el  modelo  matemático  de  un  sistema  dinámico 
de  tiempo  continuo  es  una  ecuación  diferencial  o  un  sistema  de  ecuaciones  diferencia¬ 
les.  El  estado  del  sistema  en  un  tiempo  t  es  el  valor  de  las  variables  de  estado  en  ese 
tiempo;  el  estado  específico  del  sistema  en  un  tiempo  t0  lo  constituyen  simplemente  las 
condiciones  iniciales  que  acompañan  al  modelo  matemático.  La  solución  al  problema 
de  valor  inicial  se  conoce  como  respuesta  del  sistema.  Por  ejemplo,  en  el  caso  anterior 
del  decaimiento  radiactivo,  la  regla  es  dAldt  =  kA.  Ahora,  si  se  conoce  la  cantidad  de 
sustancia  radiactiva  en  algún  tiempo  f0,  digamos  A(t0)  =  A0,  entonces,  al  resolver  la 
regla,  se  sabrá  que  la  respuesta  del  sistema  para  t>t0e s  A(t)  =  A0e<,_'o)  (vea  la  sección 
2.7).  La  respuesta  A(?)  es  la  variable  única  de  estado  para  este  sistema.  En  el  caso  de  la 
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roca  lanzada  desde  el  techo  de  un  edificio,  la  respuesta  del  sistema,  la  solución  de  la 
ecuación  diferencial  d2s/dl2  =  -g  sujeta  al  estado  inicial  s(0)  =  .v0,  s'(0)  =  v0,  es  la  fun¬ 
ción  s(t)  =  —  jgt2  +  v0t  +  j0,  0  s  (  <  f  donde  el  símbolo  T  representa  el  momento  en 
que  la  roca  toca  el  suelo.  Las  variables  de  estado  son  s(t)  y  las  cuales  representan, 
respectivamente,  la  posición  vertical  de  la  roca  por  encima  del  suelo  y  su  velocidad  en 
el  tiempo  t.  La  aceleración  s"(t)  no  es  una  variable  de  estado  puesto  que  sólo  necesita¬ 
mos  saber  la  posición  y  la  velocidad  iniciales  en  el  tiempo  t0  para  determinar  única¬ 
mente  la  posición  de  la  piedra  s(t)  y  la  velocidad  s'(t)  =  v(t)  para  cualquier  tiempo  en  el 
intervalo  t0  <t  <T.  La  aceleración  s"(t)  =  a(t),  desde  luego,  está  dada  por  la  ecuación 
diferencial  s"(t)  =  -g,  0  <t  <  T. 

Un  último  comentario:  no  todo  sistema  estudiado  en  este  texto  es  un  sistema  diná¬ 
mico.  También  examinaremos  algunos  sistemas  estáticos  en  los  cuales  el  modelo  sea 
una  ecuación  diferencial. 


EJERCICIOS  1.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-1. 


Dinámica  poblacional 

1 .  Bajo  los  mismos  supuestos  en  que  se  basa  el  modelo 
presentado  en  (12),  determine  una  ecuación  diferencial 
que  establezca  la  población  P(t)  de  un  país  que  permite 
la  inmigración  a  una  tasa  constante  r  >  0.  ¿Cual  será  la 
ecuación  diferencial  apropiada  para  determinar  la  po¬ 
blación  P(t)  del  país  cuando  se  permite  a  los  individuos 
emigrar  a  una  tasa  constante  r  >  0? 

2.  El  modelo  poblacional  presentado  en  (1)  no  toma  en 
cuenta  la  mortalidad;  la  tasa  de  crecimiento  es  igual  a 
la  tasa  de  natalidad.  En  otro  modelo  referente  a  una  po¬ 
blación  cambiante  en  una  comunidad,  se  asume  que  la 
tasa  a  la  cual  cambia  la  población  es  una  tasa  neta  — es 
decir,  la  diferencia  entre  la  tasa  de  nacimientos  y  la  tasa 
de  muertes  en  la  comunidad — .  Determine  un  modelo 
poblacional  P(t)  si  tanto  la  tasa  de  natalidad  como  la  de 
mortalidad  son  proporcionales  a  la  población  presente 
en  el  tiempo  t. 

3.  Mediante  el  concepto  de  tasa  neta  presentado  en  el  pro¬ 
blema  2,  determine  una  ecuación  diferencial  que  re¬ 
presente  una  población  P(t)  si  la  tasa  de  natalidad  es 
proporcional  a  la  población  presente  en  el  tiempo  t  pero 
la  tasa  de  mortalidad  es  proporcional  al  cuadrado  de  la 
población  presente  en  el  tiempo  t. 

4.  Modifique  el  modelo  del  problema  3  para  la  tasa  neta  a 
la  cual  cambia  la  población  P(t)  de  cierta  clase  de  pez, 
pero  también  asuma  que  el  pez  se  cosecha  a  una  tasa 
constante  de  h  >  0. 

Ley  de  Newton  de  enfriamiento 
y  calentamiento 

5.  Una  taza  de  café  se  enfría  según  la  ley  de  Newton  para 
el  enfriamiento  (3).  Use  los  datos  de  la  gráfica  de  tem¬ 
peraturas  T(t)  ilustrada  en  la  figura  1.27  para  estimar 


las  constantes  Tm,  T0  y  k  en  un  modelo  del  tipo  de  un 
problema  de  valor  inicial  de  primer  orden 

dl  =  k(T-  Tm),  7(0)  =  T0. 
dt 

T 

200  - 
150  \ 

100  - 

50  - 


0  50  100  t 

min 

Figura  1.27  Curva  de  enfriamiento  del  problema  5 

6.  La  temperatura  ambiente  Tm  en  (3)  podría  ser  una  fun¬ 
ción  del  tiempo  t.  Suponga  que  en  un  entorno  controlado 
de  manera  artificial,  Tm(t)  es  periódica  en  un  lapso  de  24 
horas,  tal  como  ilustra  la  figura  1.28.  Diseñe  un  modelo 
matemático  para  la  temperatura  T(t)  de  un  cuerpo  ubica¬ 
do  dentro  de  este  entorno. 


Figura  1.28  Temperatura  ambiente  del  problema  6 
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Propagación  de  una  enfermedad 
y  tecnología 

7.  Suponga  que  un  estudiante  portador  del  virus  de  la  gripe 
regresó  a  su  campus  universitario  aislado  con  población 
de  1  000  estudiantes.  Determine  una  ecuación  diferen¬ 
cial  para  establecer  el  número  de  personas  x(t)  que  han 
contraído  la  gripe  si  la  tasa  a  la  cual  se  propaga  la  enfer¬ 
medad  es  proporcional  al  número  de  interacciones  dadas 
entre  la  cantidad  de  estudiantes  con  gripe  y  los  estudian¬ 
tes  que  aún  no  han  sido  expuestos  al  virus. 

8.  En  el  tiempo  t  =  0,  una  innovación  tecnológica  se  intro¬ 
duce  en  una  comunidad  con  población  fija  de  n  perso¬ 
nas.  Determine  una  ecuación  diferencial  que  establezca 
el  número  de  personas  x(t)  que  ha  adoptado  la  innova¬ 
ción  en  el  tiempo  t  si  se  asume  que  la  tasa  a  la  cual  se 
difunde  la  innovación  entre  la  comunidad  es  proporcio¬ 
nal,  de  forma  conjunta,  a  la  cantidad  de  gente  que  la  ha 
adoptado  y  al  resto  que  no  la  ha  adoptado. 


volumen  del  agua  que  se  escapa  del  tanque  por  segundo 
a  cAh\/2gh.  donde  c  (0  <  c  <  1)  es  una  constante  empí¬ 
rica.  Determine  una  ecuación  diferencial  para  la  altura  h 
del  agua  en  el  tiempo  t  para  el  tanque  cúbico  de  la  figura 
1.29.  El  radio  del  orificio  es  de  2  pulgadas,  g  =  32  ft/s2. 


Figura  1.29  Tanque  cúbico 
deL  problema  13 


14.  El  tanque  cónico  circular  recto  que  se  muestra  en  la  fi¬ 
gura  1.30  pierde  agua  por  un  orificio  circular  localizado 
en  el  fondo.  Determine  una  ecuación  diferencial  para  la 
altura  del  agua  h  en  el  tiempo  t.  El  radio  del  orificio  es 
de  2  pulgadas,  g  =  32  ft/s2,  y  el  factor  de  fricción/con¬ 
tracción  que  se  presentó  en  el  problema  13  es  c  =  0.6. 


Mezclas 

9.  Suponga  que  un  gran  tanque  mezclador  contiene  inicial¬ 
mente  300  galones  de  agua  en  la  cual  se  han  disuelto  50 
libras  de  sal.  En  el  tanque  se  bombea  agua  pura  a  una 
velocidad  de  3  galones  por  minuto,  y  cuando  la  diso¬ 
lución  está  bien  mezclada,  se  bombea  hacia  fuera  a  la 
misma  velocidad.  Determine  una  ecuación  diferencial 
para  la  cantidad  A(t)  de  sal  presente  en  el  tanque  en  el 
tiempo  t.  ¿Qué  es  A(0)? 

1 0.  Suponga  que  un  gran  tanque  mezclador  contiene  inicial¬ 
mente  300  galones  de  agua  en  la  cual  se  han  disuelto 

50  libras  de  sal.  Se  bombea  otra  disolución  salada  en  el 
tanque  a  una  velocidad  de  3  galones  por  minuto,  y  cuan¬ 
do  la  disolución  está  bien  mezclada,  se  bombea  hacia 
fuera  a  una  velocidad  menor  de  2  galones  por  minuto. 

51  la  contracción  de  la  disolución  entrante  es  de  2  lb/gal, 
determine  una  ecuación  diferencial  para  la  cantidad  A(t) 
de  sal  presente  en  el  tanque  en  el  tiempo  t. 

11.  En  el  problema  10,  ¿cuál  será  la  ecuación  diferencial  si 
la  disolución  bien  mezclada  se  bombea  hacia  fuera  a  una 
velocidad  mayor  de  3.5  galones  por  minuto? 

12.  Generalice  el  modelo  presentado  en  la  expresión  (8) 
de  la  página  24  asumiendo  que  el  gran  tanque  contie¬ 
ne  inicialmente  un  número  N0  de  galones  de  salmuera; 
^ entrada  Y  r salida  son  las  velocidades  de  entrada  y  salida  de 
la  salmuera,  respectivamente  (medidas  en  galones  por 
minuto);  centmda  es  la  concentración  de  sal  en  el  flujo 
de  entrada;  c(t )  es  la  concentración  de  sal  en  el  tanque 
así  como  en  el  flujo  de  salida  en  el  tiempo  t  (medida  en 
libras  de  sal  por  galón);  y  A(f)  es  la  cantidad  de  sal  pre¬ 
sente  en  el  tanque  en  el  tiempo  t. 


8  ft 


¿  orificio  circular  Figura  1.30  Tanque  cónico 
A  del  problema  14 


Circuitos  en  serie 

15.  Un  circuito  en  serie  contiene  un  resistor  y  un  inductor, 
tal  como  se  muestra  en  la  figura  1.31.  Determine  una 
ecuación  diferencial  para  la  corriente  i(t)  si  la  resistencia 
es  R,  la  inductancia  es  L,  y  el  voltaje  suministrado  es 
E(t). 


Figura  1.31  Circuito  LR  en 
serie  para  el  problema  15 


1 6.  Un  circuito  en  serie  contiene  un  resistor  y  un  capacitor, 
tal  como  se  muestra  en  la  figura  1.32.  Determine  una 
ecuación  diferencial  para  la  carga  q(t )  presente  en  el 
capacitor  si  la  resistencia  es  R,  la  capacitancia  es  C,  y  el 
voltaje  suministrado  es  E(t). 


Drenado  de  un  tanque 

13.  Suponga  que  está  goteando  agua  de  un  tanque  a  través 
de  un  orificio  circular  con  área  A,,  localizado  en  el  fondo. 
Cuando  el  agua  gotea  a  través  del  orificio,  la  fricción  y 
la  concentración  de  la  corriente  cerca  de  él  reducen  el 


Figura  1.32  Circuito  RC  en 
serie  para  el  problema  16 
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Caída  libre  y  resistencia  del  aire 

1 7.  Para  un  movimiento  de  alta  velocidad  a  través  del  aire, 
como  el  del  paracaidista  que  se  muestra  en  la  figura  1.33 
cayendo  antes  de  que  su  paracaídas  se  abra,  la  resisten¬ 
cia  del  aire  es  más  cercana  a  la  velocidad  instantánea  v(f) 
exponencial.  Determine  una  ecuación  diferencial  para  la 
velocidad  v(t)  de  un  cuerpo  cayendo  con  una  masa  m  si 
la  resistencia  del  aire  es  proporcional  al  cuadrado  de  la 
velocidad  instantánea. 


Figura  1.33  La  resistencia  del 
aire  es  proporcional  al  cuadrado 
de  la  velocidad  en  el  problema  17 


vertical  a  través  del  centro  de  gravedad  de  la  masa,  y 
que  las  únicas  fuerzas  actuantes  sobre  el  sistema  son  el 
peso  de  la  masa  y  la  fuerza  de  recuperación  del  resorte 
estirado.  Aplique  la  ley  de  Hooke:  la  fuerza  de  recu¬ 
peración  de  un  resorte  es  proporcional  a  su  elongación 
total.  Determine  una  ecuación  diferencial  para  el  despla¬ 
zamiento  x(t )  en  el  tiempo  t. 


Segunda  ley  de  Newton  y  el  principio 
de  Arquímedes 

1 8.  Un  barril  cilindrico  de  s  pies  de  diámetro  con  peso  de 
w  Ib  está  flotando  en  el  agua,  como  lo  muestra  la  figura 
1 .34a).  Después  de  un  hundimiento  inicial,  el  barril  exhi¬ 
be  un  movimiento  oscilante  hacia  arriba  y  hacia  abajo  a 
lo  largo  de  una  línea  vertical.  Mediante  la  figura  1.34 b), 
determine  una  ecuación  diferencial  para  el  desplaza¬ 
miento  vertical  y(t)  si  se  considera  que  el  origen  está 
sobre  el  eje  vertical  en  la  superficie  del  agua  cuando  el 
barril  está  en  reposo.  Use  el  principio  de  Arquímedes: 
la  flotabilidad,  o  la  fuerza  ascendente  del  agua  sobre  el 
barril,  es  igual  al  peso  del  agua  desplazada.  Asuma  que 
la  dirección  descendente  es  positiva,  que  la  densidad  del 
agua  es  de  62.4  lb/ft3,  y  que  no  hay  resistencia  entre  el 
barril  y  el  agua. 


Figura  1.34  Movimiento 
oscilante  hacia  arriba 
y  hacia  abajo  de  un 
barril  flotante  para  el 
problema  18 


Segunda  ley  de  Newton  y  ley  de  Hooke 

1 9.  Luego  de  que  una  masa  m  se  ata  a  un  resorte,  éste  se  es¬ 
tira  s  unidades  y  después  cuelga  en  reposo  en  la  posición 
de  equilibrio  que  muestra  la  figura  1.35£>).  Después  de 
que  el  sistema  resorte/masa  se  ha  puesto  en  movimiento, 
hagamos  que  x(t)  denote  la  distancia  dirigida  de  la  masa 
más  allá  de  la  posición  de  equilibrio.  Tal  como  indica 
la  figura  1.35c),  asuma  que  la  dirección  descendente  es 
positiva  y  que  el  movimiento  se  presenta  en  línea  recta 


Figura  1.35  Sistema  resorte/masa  del  probLema  19 

20.  En  el  problema  19,  ¿cuál  será  una  ecuación  diferencial 
para  el  desplazamiento  x(t)  si  el  movimiento  se  presenta 
en  un  medio  que  imparte  una  fuerza  viscosa,  sobre  el 
sistema  resorte/masa,  que  es  proporcional  a  la  velocidad 
instantánea  de  la  masa  y  actúa  en  dirección  opuesta  a  la 
del  movimiento? 

Segunda  ley  de  Newton  y  masa  variable 

Cuando  la  masa  m  de  un  cuerpo  que  se  mueve  a  través  de  un 
campo  de  fuerza  es  variable,  la  segunda  ley  de  Newton  esta¬ 
blece:  si  la  fuerza  neta  que  actúa  sobre  un  cuerpo  es  diferente  de 
cero,  entonces  la  fuerza  neta  F  es  igual  a  la  tasa  de  cambio  del 
momentum  (cantidad  del  movimiento)  del  cuerpo  con  respecto 
al  tiempo.  Es  decir, 

F  =  d,  (mv)*,  (18) 

dt 

donde  mv  es  el  momentum  (cantidad  del  movimiento).  Aplique 
esta  formulación  de  la  segunda  ley  de  Newton  en  los  problemas 
21  y  22. 

21 .  Una  cadena  de  10  pies  de  largo  está  enrollada  holgada¬ 
mente  sobre  el  piso.  Como  lo  muestra  la  figura  1.36,  un 
extremo  de  la  cadena  se  jala  verticalmente  hacia  arriba 
con  una  fuerza  constante  de  5  libras.  La  cadena  pesa  1 
lb/ft.  Determine  una  ecuación  diferencial  para  el  peso 

x{t)  del  extremo  localizado  por  enci¬ 
ma  del  nivel  del  piso  en  el  tiempo  t. 
Asuma  que  la  dirección  positiva  es  as¬ 
cendente. 


Figura  1.36  Cadena  jalada  hacia 
arriba,  problema  21 


*Observe  que  cuando  m  es  constante,  es  lo  mismo  que  F  =  ma. 
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22.  Una  cadena  uniforme  de  longitud  L,  medida  en  pies,  se 
sostiene  verticalmente  de  manera  que  el  extremo  infe¬ 
rior  apenas  toca  el  piso  como  ilustra  la 
figura  1.37.  La  cadena  pesa  2  lb/ft.  El 
extremo  superior  sostenido  y  en  reposo 
se  suelta  en  t  =  0  y  la  cadena  cae  direc¬ 
to  hacia  abajo.  Ignore  la  resistencia  del 
aire,  asuma  que  la  dirección  positiva  es 
descendente,  y  permita  que  x(t)  denote 
la  longitud  de  la  cadena  sobre  el  piso 
en  el  tiempo  t.  Use  el  hecho  de  que  la 
fuerza  neta  F,  representada  en  (18)  y 
que  actúa  sobre  la  cadena  en  el  tiempo 
t  >  0,  es  la  constante  2 L  y  muestre  que 
una  ecuación  diferencial  para  x{t)  es 


Figura  1.37  Cadena 
sostenida  verticaLmente, 
probLema  22 


(L 


.  d2x  ( dx\2 

*)uT-(ur)  =  Ls- 


dt¿ 


dt ) 


Segunda  ley  de  Newton  y  la  ley 
de  la  gravitación  universal 

23.  Por  virtud  de  la  ley  de  Newton  de  la  gravitación  uni¬ 
versal,  la  aceleración  a  de  la  caída  libre  de  un  cuerpo, 
como  el  del  satélite  mostrado  en  la  figura  1.38,  cayen¬ 
do  desde  una  gran  distancia  hacia  la  superficie  terrestre 
no  es  la  constante  g.  En  vez  de  ello,  la  aceleración  a 

es  inversamente  proporcional  a 
la  distancia  elevada  al  cuadrado 
a  partir  del  centro  de  la  Tierra, 
a  =  k/r2,  donde  k  es  la  constante 
de  proporcionalidad.  Para  deter¬ 
minar  k,  use  el  hecho  de  que  en 
la  superficie  terrestre  r  =  R  y  a 
=  g.  Si  la  dirección  positiva  es 
ascendente,  aplique  la  segunda 
ley  de  Newton  y  su  ley  de  la  gra¬ 
vitación  universal  para  encontrar 
una  ecuación  diferencial  para  la 
distancia  r. 

24.  Suponga  que  se  taladra  un  orificio  hasta  el  centro  de  la 
Tierra  y  que  una  bola  de  boliche  de  masa  m  se  deja  caer 
dentro,  como  lo  muestra  la  figura  1.39.  Construya  un 
modelo  matemático  que  describa  el  movimiento  de  la 
bola.  En  el  tiempo  t  establezcamos:  r  indica  la  distancia 
desde  el  centro  de  la  Tierra  hasta  la  masa  m,  M  denota  la 
masa  de  la  Tierra,  Mr  representa  la  masa  de  la  porción  de 
la  Tierra  dentro  de  una  esfera  con  radio  r,  y  S  denota  la 
densidad  constante  de  la  Tierra. 


Figura  1.38  El  satélite 
del  problema  23 


superficie 


Figura  1.39  Abertura  a  través 
de  la  Tierra  para  el  problema  24 


Modelos  matemáticos  variados 

25.  Teoría  del  aprendizaje  En  la  teoría  del  aprendizaje,  se 
supone  que  la  velocidad  con  que  se  memoriza  un  tema 
es  proporcional  a  la  cantidad  de  material  a  memorizar. 
Suponga  que  M  denota  la  cantidad  total  de  un  tema  a 
memorizar  y  que  Alt)  es  la  cantidad  memorizada  en  el 
tiempo  t.  Determine  la  ecuación  diferencial  para  la  can¬ 
tidad  Alt). 

26.  Olvido  En  el  problema  25,  asuma  que  la  velocidad  a 
la  que  el  material  se  olvida  es  proporcional  a  la  cantidad 
memorizada  en  el  tiempo  t.  Determine  una  ecuación  di¬ 
ferencial  para  Alt)  cuando  se  tome  en  cuenta  el  olvido. 

27.  Inyección  de  un  medicamento  Cierto  medicamento 
se  inyecta  al  torrente  sanguíneo  de  un  paciente  a  ve¬ 
locidad  constante  de  r  gramos  por  segundo.  Al  mismo 
tiempo,  el  medicamento  se  elimina  a  una  velocidad  que 
es  proporcional  a  la  cantidad  x(t)  presente  en  el  tiempo 
t.  Determine  una  ecuación  diferencial  que  establezca  la 
cantidad  x(t). 

28.  Tractriz  Una  persona  P,  a  partir  del  origen,  se  mueve 
en  dirección  del  eje  x  positivo  jalando  un  peso  a  lo  largo 
de  la  curva  C,  llamada  tractriz,  como  se  muestra  en  la 
figura  1.40.  El  peso,  inicialmente  ubicado  en  el  eje  y 
en  (0,  s),  se  jala  mediante  una  cuerda  de  longitud  cons¬ 
tante  s  que  se  mantiene  tensa  durante  el  movimiento. 
Determine  una  ecuación  diferencial  para  la  ruta  que 
sigue  el  movimiento.  Asuma  que  la  cuerda  siempre  es 
tangente  a  C. 


Figura  1.40  Curva  tractriz 
del  problema  28 


29.  Superficie  reflejante  Suponga  que  cuando  la  curva 
plana  C  mostrada  en  la  figura  1.41  gira  en  torno  al  eje  x 
genera  una  superficie  de  revolución  con  la  propiedad  de 
que  todos  los  rayos  luminosos  L  paralelos  al  eje  x  que 
golpean  la  superficie  se  reflejan  en  un  solo  punto  O  (el 
origen).  Use  el  hecho  de  que  el  ángulo  de  incidencia  es 
igual  al  ángulo  de  reflexión  para  determinar  una  ecua¬ 
ción  diferencial  que  describa  la  forma  de  la  curva  C.  Tal 
curva  C  es  importante  en  aplicaciones  que  comprenden 
desde  la  construcción  de  telescopios  hasta  antenas  sate- 
litales,  faros  de  automóvil  y  recolectores  solares  [Suge¬ 
rencia:  La  observación  de  la  figura  muestra  que  podemos 
escribir  <f>  =  20.  ¿Por  qué?  Ahora  use  una  identidad  tri¬ 
gonométrica  adecuada.] 


1.3  Ecuaciones  diferenciales  como  modeLos  matemáticos 
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Figura  1.41  Superficie  reflejante  del 
problema  29 


Problemas  de  análisis 

30.  Lea  de  nuevo  el  problema  37  en  los  ejercicios  1 . 1  y  des¬ 
pués  ofrezca  una  solución  explícita  P(t)  para  la  ecuación 
(1).  Encuentre  una  familia  de  soluciones  de  un  solo  pa¬ 
rámetro  de  (1). 

31.  Lea  de  nuevo  la  oración  que  sigue  a  la  ecuación  (3)  y 
asuma  que  Tm  es  una  constante  positiva.  Analice  por  qué 
esperaríamos  k  <  0  en  (3)  en  los  casos  de  enfriamiento 
y  calentamiento.  Quizá  comience  por  interpretar,  diga¬ 
mos,  7'(t)  >  Tm  de  una  forma  gráfica. 

32.  Lea  de  nuevo  el  análisis  que  condujo  a  la  ecuación  (8). 
Si  asumimos  que  al  inicio  el  tanque  contenía,  digamos, 
50  libras  de  sal,  sería  lógico  pensar,  puesto  que  la  sal  se 
está  agregando  al  tanque  de  forma  continua  para  t  >  0, 
que  A(t)  debe  ser  una  función  creciente.  Con  base  en  la 
ED,  pero  sin  resolverla,  analice  cómo  podría  determinar 
el  número  de  libras  de  sal  que  hay  dentro  del  tanque 
después  de  un  periodo  largo. 

dP 

33.  Modelo  poblacional  La  ecuación  diferencial  —  = 

dt 

( k  eos  t)P,  donde  k  es  una  constante  positiva,  es  un  mo¬ 
delo  de  la  población  humana  P(t)  de  una  comunidad  de¬ 
terminada.  Plantee  una  interpretación  para  resolver  esta 
ecuación,  es  decir,  ¿qué  clase  de  población  piensa  usted 
que  describe  la  ecuación  diferencial? 

34.  Fluido  giratorio  Como  se  muestra  en  la  figura  1.42a), 
un  cilindro  llenado  parcialmente  con  fluido  gira  a  una 
velocidad  angular  constante  co  alrededor  de  un  eje  y 
vertical  a  través  de  su  centro.  El  fluido  giratorio  es  una 
superficie  de  revolución  S.  Para  identificar  S,  primero  es¬ 
tablecemos  un  sistema  de  coordenadas  consistente  en  un 
plano  vertical  determinado  por  el  eje  y  y  un  eje  x  trazado 
perpendicular  al  eje  y  de  manera  que  la  intersección  de 
los  ejes  (el  origen)  esté  situada  en  el  punto  más  bajo  de 
la  superficie  S.  Después  buscamos  una  función  y  =f(x), 
la  cual  representa  la  curva  C  de  la  intersección  entre  la 
superficie  S  y  el  plano  coordinado  vertical.  Digamos  que 
el  punto  p(x,  y)  denota  la  posición  de  una  partícula  del 
fluido  giratorio  de  masa  m  en  el  plano  coordinado.  Vea 
la  figura  1 .42£>). 

a )  En  P,  hay  una  fuerza  de  reacción  de  magnitud  F  de¬ 
bido  a  las  demás  partículas  del  fluido,  esta  fuerza  es 
normal  a  la  superficie  S.  En  virtud  de  la  segunda  ley 


de  Newton,  la  magnitud  de  la  fuerza  neta  que  actúa 
sobre  la  partícula  es  mofx.  ¿Cuál  es  esta  fuerza?  Use 
la  figura  1 ,42¿>)  para  analizar  la  naturaleza  y  el  ori¬ 
gen  de  las  ecuaciones 


F  eos  6  =  mg. 

F  sen  d  =  marx. 

c_ 

5  (0 

curva  C  de  la 
intersección  del  plano 
xy  y  la  superficie 
de  revolución 

l\ 

1  \ 
¡m(02X 

m.v) 

mg 

*p 

. 

línea  tangente 
a  la  curva  C  en  P 

a)  b) 


Figura  1.42  Fluido  giratorio  del  problema  34 


b )  Use  la  parte  á)  para  encontrar  una  ecuación  diferen¬ 
cial  de  primer  orden  que  defina  la  función  y  =f(x). 

35.  Caída  de  un  cuerpo  En  el  problema  23,  suponga  que 
r  =  R  +  s,  donde  i  es  la  distancia  de  la  superficie  terrestre 
con  respecto  al  cuerpo  en  caída.  ¿Cómo  se  transforma  la 
ecuación  diferencial  obtenida  en  el  problema  23  cuando 
s  es  muy  pequeña  en  comparación  con  R1 

36.  Gotas  de  lluvia  cayendo  En  meteorología,  el  término 
virga  se  refiere  a  la  caída  de  gotas  de  lluvia  o  partícu¬ 
las  de  hielo  que  se  evaporan  antes  de  llegar  al  suelo. 
Suponga  que  una  gota  de  lluvia  típica  tiene  forma  es¬ 
férica.  Comenzando  en  algún  tiempo,  designado  como 
t  =  0,  una  gota  de  radio  r0  cae  de  una  nube  desde  el  repo¬ 
so  y  se  empieza  a  evaporar. 

a)  Si  se  asume  que  una  gota  se  evapora  de  tal  mane¬ 
ra  que  su  forma  sigue  siendo  esférica,  entonces  es 
lógico  suponer  que  la  velocidad  a  la  que  ocurre  la 
evaporación,  es  decir,  la  velocidad  con  que  la  gota 
pierde  masa,  es  proporcional  a  su  área  superficial. 
Demuestre  que  este  último  supuesto  implica  que  la 
velocidad  de  disminución  del  radio  r  de  la  gota  es 
una  constante.  Encuentre  r(t).  [ Sugerencia :  Vea  el 
problema  47  en  los  ejercicios  1.1.] 

b)  Si  la  dirección  positiva  es  descendente,  construya 
un  modelo  matemático  para  la  velocidad  v  de  una 
gota  de  lluvia  cayendo  en  el  tiempo  t.  Ignore  la  re¬ 
sistencia  del  aire.  [ Sugerencia :  Vea  la  introducción  a 
los  problemas  21  y  22.] 

37.  Que  nieve  El  “problema  del  quitanieves”  es  un  clásico 
y  aparece  en  muchos  textos  sobre  ecuaciones  diferen¬ 
ciales,  pero  quizá  se  haya  hecho  famoso  gracias  a  Ralph 
Palmer  Agnew: 

“Un  día  comenzó  a  nevar  con  gran  intensidad  y  en 
forma  permamente.  Una  máquina  quitanieves  empezó 
a  funcionar  a  medio  día,  a  2  millas  durante  la  primera 
hora  y  a  1  milla  la  segunda.  ¿A  qué  hora  comenzó  a 
nevar?” 
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Si  es  posible,  encuentre  el  texto  titulado  Dijferential 
Equations,  de  Ralph  Palmer  Agnew,  McGraw-Hill  Book 
Co.,  y  después  analice  la  construcción  y  solución  del 
modelo  matemático. 

38.  Lea  de  nuevo  esta  sección  y  clasifique  cada  modelo  ma¬ 
temático  como  lineal  o  no  lineal. 

39.  Dinámica  poblacional  Suponga  que  P'{t)  =  0.15  P(t) 
representa  un  modelo  matemático  del  crecimiento  de 
cierto  cultivo  celular,  donde  Pit)  es  el  tamaño  del  culti¬ 
vo  (medido  en  millones  de  células)  en  el  tiempo  t  (me¬ 
dido  en  horas).  ¿Con  cuánta  rapidez  crece  el  cultivo 


en  el  tiempo  t  cuando  su  tamaño  llega  a  2  millones  de 
células? 

40.  Decaimiento  radiactivo  Suponga  que 
A'(t)  =  -0.0004332A(?) 

representa  un  modelo  matemático  para  el  decaimiento 
del  radio  226,  donde  A(t )  es  la  cantidad  de  radio  (medido 
en  gramos)  restante  en  el  tiempo  t  (medido  en  años). 
¿Cuánta  cantidad  de  radio  resta  en  el  tiempo  t  cuando  la 
muestra  está  decayendo  a  una  tasa  de  0.002  gramos  por 
año? 


EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  1  Las  respuestas  a  los  problemas  impares 

seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-2. 


En  los  problemas  1  y  2,  llene  el  espacio  en  blanco  y  después 
escriba  ese  resultado  como  una  ecuación  diferencial  lineal  de 
primer  orden  que  no  tenga  el  símbolo  c1  y  cuya  forma  sea  dy/dx 
=f(x,  y).  Los  símbolos  c ,  y  k  representan  constantes. 


1. 


dx 


c.e  = 


2-  —(5  +  cxe  lx)  = 
dx 


En  los  problemas  3  y  4,  llene  el  espacio  en  blanco  y  después 
escriba  ese  resultado  como  una  ecuación  diferencial  lineal  de 
segundo  orden  sin  los  símbolos  c1  y  c2  y  que  tenga  la  forma 
F(y,  y")  =  0.  Los  símbolos  c,,  c2  y  k  representan  constantes. 


3.  (cq  eos  kx  +  c2  sen  kx)  = 
d2  , 

4.  — y  (cq  cosh  kx  +  c2  senh  kx)  = 
dx 


En  los  problemas  5  y  6,  calcule  y'  y  y"  y  después  combine  estas 
derivadas  con  y  como  una  ecuación  diferencial  lineal  de  segundo 
orden  sin  los  símbolos  <q  y  c2  y  que  tenga  la  forma  F(y,  y',  y")  = 
0.  Los  símbolos  <q  y  c2  representan  constantes. 

5.  y  =  cqex  +  c2xex 

6.  y  =  cqe'cosx  +  c2ex senx 

En  los  problemas  7  a  12,  haga  coincidir  cada  una  de  las  ecuacio¬ 
nes  diferenciales  que  se  dan  con  una  o  más  de  estas  soluciones: 

a)  y  =  0,  tí)  y  =  2,  c)  y  =  2x,  d)  y  =  2x2. 

7.  xy'  =2y  8.  y'  =  2 

9.  y'  =  2y- 4  10.  xy'  =y 

11.  y"  +  9y  =  1 8  12.  xy"-y'=0 

En  los  problemas  13  y  14  determine  por  inspección  al  menos 
una  solución  de  la  ecuación  diferencial  que  se  da. 


13.  y"  =  y' 

14.  y'=y(y-  3) 

En  los  problemas  15  y  16,  interprete  cada  enunciado  como  una 
ecuación  diferencial. 

15.  En  la  gráfica  de  y  =  <p(x),  la  pendiente  de  la  línea  tan¬ 
gente  en  el  punto  P(x,  y)  es  la  distancia  elevada  al  cua¬ 
drado  desde  P(x,  y)  hasta  el  origen. 

1 6.  En  la  gráfica  de  y  =  <fi  (x),  la  tasa  a  la  que  la  pendiente 
cambia  con  respecto  a  x  en  un  punto  P(x,  y)  es  la  negati¬ 
va  de  la  pendiente  de  la  línea  tangente  en  P( x,  y). 

1 7.  a)  Proporcione  el  dominio  de  la  función  y  =  x2n. 

b)  Encuentre  el  intervalo  I  de  definición  más  amplio 
sobre  el  que  y  =  x213  es  una  solución  de  la  ecuación 
diferencial  3xy'  -  2y  =  0. 

1 8.  a)  Verifique  si  la  familia  de  un  solo  parámetro  y2  -2y 

=  x2  -  x  +  c  es  una  solución  implícita  de  la  ecuación 
diferencial  (2y  -  2 )y'  =2x-  1. 

b)  Encuentre  un  miembro  de  la  familia  de  un  solo  pará¬ 
metro  dada  en  la  parte  a)  que  satisfaga  la  condición 
inicial  >’(())  =1. 

c)  Use  el  resultado  que  obtuvo  en  la  parte  b )  para  en¬ 
contrar  una  función  explícita  y  =  4>(x)  que  satisfaga 
y(0)  =  1.  Proporcione  el  dominio  de  <f>.  ¿Es  y  = 
4>{x)  una  solución  del  problema  de  valor  inicial?  Si 
es  así,  encuentre  su  intervalo  I  de  definición;  si  no, 
explique. 

2 

19.  Dado  que  y  =  — -  +  x  es  una  solución  de  la  ED  xy'  + 
y  =  2x.  Encuentre  x0  y  el  intervalo  I  más  amplio  para  el 
cual  y(x)  es  una  solución  del  problema  de  valor  inicial. 

xy'  +  y  =  2x,  y(x0)  =  1. 

20.  Suponga  que  v(x)  denota  una  solución  del  problema  de 
valor  inicial  y'  =  x2  +  y2,  y(l)  =  -1  y  que  y(x)  posee  al 


CAPITULO  1  Ejercidos  de  repaso 
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menos  una  segunda  derivada  en  *  =  1.  En  alguna  cerca¬ 
nía  de  x  =  1,  use  la  ED  para  determinar  si  y(x)  es  cre¬ 
ciente  o  decreciente,  y  si  la  gráfica  de  y(x )  es  cóncava 
ascendente  o  cóncava  descendente. 

21.  Una  ecuación  diferencial  puede  poseer  más  de  una  fami¬ 
lia  de  soluciones. 

a)  Grafique  los  diferentes  miembros  de  las  familias  y  = 
4>  ,(x)  =  jc2  +  cj  y  y=4>2(x)  =  -x1  +  c2. 

b)  Verifique  si  y  =  <f>  \{x)  y  y  =  4>2(x)  son  dos  solucio¬ 
nes  de  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de  primer 
orden  (y1)2  =  4x2. 

c )  Construya  una  función  definida  en  forma  segmen¬ 
tada  que  sea  solución  de  la  ED  no  lineal  de  la  parte 
b)  pero  que  no  sea  miembro  de  cualquier  familia  de 
soluciones  de  la  parte  a). 

22.  ¿Cuál  es  la  pendiente  de  la  tangente  en  la  gráfica  de  la 
solución  de  y'  =  6  Vy  +  5.x3  que  pasa  por  (-1,4)? 

En  los  problemas  23  a  26,  verifique  si  la  función  indicada  es  una 
solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  dada.  Proporcione 
un  intervalo  de  definición  I  para  cada  solución. 

23.  y"  +  y  =  2  eos  x-2  sen  x;  y  =  x  sen  x  +  x  eos  x 

24.  y"  +  y  sec  x;  y  =  x  sen  x  +  (eos  x)  ln(cos  x) 

25.  x2y"  +  xy'  +  y  =  0;  y  =  sen(ln  x) 

26.  x2y"  +  xy'  +  y  =  sec(ln  x)\ 

y  =  cos(ln  x)  ln  (cos(ln  x))  +  (ln  x )  sen(ln  .v) 


27.  La  gráfica  de  una  solución  de  un  problema  de  valor  ini¬ 
cial  de  segundo  orden  d2y/dx 2  =f(x,  y,  y1),  y(2)  =  y0,  y' (2) 
=  y,,  está  dada  en  la  figura  1.43.  Utilice  esta  gráfica  para 
estimar  los  valores  de  y0  y  y,. 


5 


rl - 1 - 1  j/íl  * 

/  5 


-5  -- 

Figura  1.43  Gráfica  para  el  problema  27 


28.  Un  tanque  cilindrico  de  2  pies  de  radio  y  altura  de  10 
pies  se  llena  a  su  máxima  capacidad.  Si  inicialmente  el 
tanque  está  lleno  de  agua,  y  el  agua  gotea  por  un  orificio 
circular  con  radio  de  y  pulgada  ubicado  en  el  fondo, 
determine  una  ecuación  diferencial  para  la  altura  h  de 
agua  en  el  tiempo  t.  Ignore  la  fricción  y  la  contracción 
de  agua  en  el  orificio. 
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CAPÍTULO 


Ecuaciones  diferenciales 
de  primer  orden 


Estructura  del  capítulo 


2.1 

Curvas  soLución  sin  solución 

2.2 

2.1.1  Campos  de  direcciones 

2.1.2  Ecuaciones  diferenciales  autónomas  de  primer  orden 

VariabLes  separables 

2.3 

Ecuaciones  lineales 

2.4 

Ecuaciones  exactas 

2.5 

Soluciones  por  sustitución 

2.6 

Un  método  numérico 

2.7 

ModeLos  LineaLes 

2.8 

ModeLos  no  LineaLes 

2.9 

Modelación  con  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 

Ejercicios  de  repaso  del  capítuLo  2 

_ J 

Iniciamos  nuestro  estudio  de  Las  ecuaciones  diferenciales  con  ecuaciones  de 
primer  orden.  En  este  capítulo  presentamos  Las  tres  formas  en  que  pueden 
analizarse  las  ecuaciones  diferenciales:  cualitativa,  anaLítica  y  numérica. 

En  la  sección  2.1  analizaremos  las  ecuaciones  diferenciales  (ED)  en  la  forma 
cualitativa.  Observaremos  que  con  frecuencia  una  ED  puede  proporcionarnos  in¬ 
formación  sobre  eL  comportamiento  de  sus  soluciones  aun  cuando  no  se  tenga 
ninguna  solución  disponible.  En  las  secciones  2.2,  2.3  y  2.4  analizaremos  Las 
ED  en  la  forma  anaLítica,  lo  cual  significa  que  estudiaremos  técnicas  especiali¬ 
zadas  para  obtener  soluciones  explícitas  e  impLicitas.  En  las  secciones  2.7  y  2.8 
aplicaremos  estos  métodos  de  solución  a  algunos  de  los  modelos  matemáticos 
presentados  en  la  sección  1.3.  Posteriormente,  en  la  sección  2.6  revisaremos 
una  técnica  sencilla  para  "resolver"  una  ED  en  la  forma  numérica.  Ello  significa, 
a  diferencia  del  método  analítico  donde  Las  soluciones  representan  ecuaciones 
o  fórmulas,  que  es  posible  utilizar  una  ED  para  estructurar  un  modo  de  obtener 
información  cuantitativa  acerca  de  una  solución  desconocida. 

EL  capítulo  finaLiza  con  una  introducción  a  La  modelación  matemática  me¬ 
diante  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden. 
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\ — x 


o)  /( 2,  3)  =  1.2  es  la  pendiente  del 
elemento  lineal  en  (2,  3) 

v  curva 


tangente 


b )  curva  solución 
que  atraviesa  (2,  3) 


Figura  2.1  La  curva  solución  es 
tangente  al  elemento  lineal  en 
(2,  3) 


I 

■  Introducción  Algunas  ecuaciones  diferenciales  no  cuentan  con  alguna  solución.  Por 
ejemplo,  no  existe  una  solución  real  que  satisfaga  a  (y')2  +1=0.  Algunas  ecuaciones  dife¬ 
renciales  tienen  soluciones  que  pueden  encontrarse  en  forma  analítica,  es  decir,  solucio¬ 
nes  de  forma  explícita  o  implícita  encontradas  al  implementar  un  método  de  solución  para 
una  ecuación  específica.  Estos  métodos  de  solución  pueden  implicar  ciertas  manipulacio¬ 
nes,  como  sustituciones,  y  ciertos  procedimientos,  como  la  integración.  Algunas  ecuacio¬ 
nes  diferenciales  tienen  soluciones  a  pesar  de  que  la  ecuación  diferencial  no  pueda  ser 
resuelta  en  forma  analítica.  En  otras  palabras,  cuando  afirmamos  que  existe  una  solución 
de  la  ED,  no  queremos  decir  que  también  haya  un  método  de  solución  que  genera  solucio¬ 
nes  explícitas  o  implícitas.  En  el  transcurso  de  los  siglos,  los  matemáticos  han  desarrolla¬ 
do  procedimientos  ingeniosos  para  resolver  ecuaciones  muy  especializadas;  entonces  no 
sorprende  la  existencia  de  un  gran  número  de  ecuaciones  diferenciales  que  pueden  resol¬ 
verse  en  forma  analítica.  Aunque  estudiaremos  algunos  de  estos  métodos  de  solución  para 
ecuaciones  de  primer  orden  en  secciones  posteriores  del  capítulo,  por  el  momento  supon¬ 
gamos  tener  una  ecuación  diferencial  de  primer  orden  con  la  forma  normal  dy/dx  =/(x,  y) 
y  que  no  podemos  encontrar  ni  inventar  un  método  para  resolverla  en  forma  analítica.  Esto 
puede  no  ser  tan  malo  como  podría  pensarse,  dado  que  en  ocasiones  la  propia  ecuación 
diferencial  puede  “señalar”  detalles  acerca  del  “comportamiento”  de  sus  soluciones.  En  la 
sección  1.2  vimos  que  siempre  que/(x,  y)  y  df/dy  satisfacen  ciertas  condiciones  de  conti¬ 
nuidad,  es  posible  responder  algunas  preguntas  cualitativas  acerca  de  la  existencia  y  la 
unicidad  de  las  soluciones.  En  esta  sección  observaremos  que  a  menudo  pueden  respon¬ 
derse  otras  preguntas  cualitativas  acerca  de  las  propiedades  de  las  soluciones  — digamos, 
¿cómo  se  comporta  una  solución  cerca  de  cierto  punto?  o  ¿cómo  se  comporta  una  solu¬ 
ción  cuando  x  — »  oo  ? —  cuando  la  función /depende  únicamente  de  la  variable  y. 

Iniciamos  nuestro  estudio  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  con  dos  for¬ 
mas  de  analizar  una  ED  de  manera  cualitativa,  las  cuales  nos  permiten  determinar, 
aproximadamente,  la  forma  que  debe  tener  la  curva  solución  sin  necesidad  de  resolver 
la  ecuación. 


2.1  Curvas  solución  sin  solución 


2.1.1 


Campos  de  direcciones 


I  Pendiente  Iniciemos,  sin  embargo,  con  un  concepto  simple  de  cálculo:  la  derivada 
dyldx  de  una  función  diferenciable  y  =  y(x)  proporciona  la  pendiente  de  las  líneas  tan¬ 
gentes  en  los  puntos  sobre  su  gráfica.  Dado  que  una  solución  y  =  y(x)  para  una  ecuación 
diferencial  de  primer  orden  dy/dx  =  /( x,  y)  es  necesariamente  una  función  diferenciable 
sobre  su  intervalo  de  definición  I,  también  deberá  ser  continua  en  I.  De  este  modo,  la  co¬ 
rrespondiente  curva  solución  sobre  I  no  deberá  tener  discontinuidades  y  tendrá  una  línea 
tangente  en  cada  punto  (x,  y(x)).  La  pendiente  de  la  línea  tangente  en  (x,  y(x))  sobre  una 
curva  solución  será  el  valor  de  la  primera  derivada  dy/dx  en  este  punto,  y  esto  lo  sabemos 
a  partir  de  la  ecuación  diferencial: /(x,  y(x)).  Ahora  supongamos  que  (x,  y)  representa  un 
punto  dentro  de  una  región  del  plano  xy  sobre  la  cual  se  encuentra  definida  la  función/. 
El  valor /(x,  y)  que  la  función  /  asigna  al  punto  representa  la  pendiente  de  una  línea,  o 
como  lo  concebiremos,  de  un  segmento  de  línea  denominado  elemento  lineal.  Por  ejem¬ 
plo,  considere  la  ecuación  dy/dx  =  0.2xy,  donde /(x,  y)  =  0.2 xy.  Digamos  que,  en  el  punto 
(2, 3),  la  pendiente  de  un  elemento  lineal  es/(2,  3)  =  0.2(2)(3)  =  1 .2.  La  figura  2.  la)  muestra 
un  segmento  de  línea  con  pendiente  1 .2  que  pasa  por  el  punto  (2,  3).  Como  ilustra  la  figura 
2.1  b),  si  una  curva  solución  pasa  también  por  (2,  3),  hará  así  tangente  a  este  segmento  de 
línea;  en  otras  palabras,  el  elemento  lineal  es  una  línea  tangente  en  miniatura  en  este  punto. 


I  Campo  de  direcciones  Si  evaluamos  a/ de  un  modo  sistemático  sobre  una  cuadrícula 
rectangular  de  puntos  dentro  del  plano  xy  y  trazamos  un  elemento  lineal  en  cada  punto  (x,  y) 
de  la  cuadrícula  con  pendiente /(x,  y),  entonces  el  conjunto  de  todos  estos  elementos  lineales 
se  denominará  campo  de  direcciones  o  campo  de  pendientes  de  la  ecuación  diferencial 
dy/dx  =/(x,  y).  Visualmente,  el  campo  de  direcciones  señala  la  apariencia  o  forma  de  una 
familia  de  curvas  solución  para  la  ecuación  diferencial  y,  en  consecuencia,  es  posible  vi- 
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sualizar  de  manera  rápida  ciertos  aspectos  cualitativos  de  las  soluciones  — regiones  dentro 
del  plano,  por  ejemplo,  donde  una  solución  presente  un  comportamiento  atípico — .  Una 
sola  curva  solución  que  atraviese  un  campo  de  direcciones  deberá  seguir  el  patrón  de  flujo 
del  campo;  será  tangente  a  un  elemento  de  línea  cuando  interseque  un  punto  dentro  de  la 
cuadrícula. 


Ejemplo  1  Campo  de  direcciones 

El  campo  de  direcciones  para  la  ecuación  diferencial  dy/dx  =  0.2xy  mostrado  en  la  figura 
2.2 a)  se  obtuvo  utilizando  un  programa  de  computadora  en  el  que  se  definió  una  cuadrícula 
de  puntos  de  5  X  5  (mh,  nh ),  siendo  m  y  n  enteros,  al  configurar  -5  £  m  £  5,  -5  £  n  £  5 
y  h  =  1 .  En  la  figura  2.2 a),  advierta  que  en  cualquier  punto  situado  sobre  el  eje  x  (y  =  0)  y  el 
eje  y  (x  =  0)  las  pendientes  son/(jt,  0)  =  0  y/(0,  y)  =  0,  respectivamente,  de  modo  que  los 
elementos  lineales  son  horizontales.  Además,  en  el  primer  cuadrante,  observe  que  para  un 
valor  fijo  de  x  los  valores  def(x,  y)  =  0.2xy  se  incrementan  a  medida  que  y  aumenta;  de 
forma  similar,  para  una  y  fija,  los  valores  def(x,  y)  =  0.2xy  aumentan  cuando  lo  hace  x.  Esto 
significa  que  a  medida  que  x  y  y  se  incrementan,  los  elementos  lineales  prácticamente  se 
vuelven  verticales  y  tienen  pendiente  positiva  (f(x,  y)  =  0.2xy  >  0  para  x  >  0,  y  >  0).  En  el 
segundo  cuadrante  \f(x,  v)l  aumenta  cuando  \x\  y  y  se  incrementan,  y  de  nuevo  los  elemen¬ 
tos  lineales  se  vuelven  prácticamente  verticales,  pero  esta  vez  tienen  pendiente  negativa 
(f(x,  y)  =  0.2xy  <  0  para  x  <  0,  y  <  0).  De  izquierda  a  derecha,  imagine  una  curva  solución 
que  inicia  en  un  punto  del  segundo  cuadrante,  se  desplaza  rápidamente  hacia  abajo,  se  vuel¬ 
ve  plana  a  medida  que  cruza  el  eje  y,  y  luego,  conforme  ingresa  al  primer  cuadrante,  se 
desplaza  rápidamente  hacia  arriba  — en  otras  palabras,  su  forma  sería  cóncava  hacia  arriba, 
similar  a  una  herradura.  A  partir  de  esto  podría  deducirse  que  y  — »  oo  cuando  x  — »  ±  oo . 
Ahora  bien,  en  el  tercero  y  cuarto  cuadrantes,  dado  que/fr,  y)  =  0.2xy  >  0  y  f(x,  y)  =  0.2xy 
<  0,  respectivamente,  la  situación  se  invierte;  una  curva  solución  crece  y  luego  desciende 
conforme  nos  desplazamos  de  izquierda  a  derecha.  En  la  expresión  (1)  de  la  sección  1.1 
vimos  que  y  =  e0'1*2  es  una  solución  explícita  de  la  ecuación  diferencial  dy/dx  =  0.2xy;  usted 
deberá  verificar  que  una  familia  de  soluciones  de  un  parámetro  para  la  misma  ecuación  está 
dada  por  y  =  ce0'1*2.  Para  efectos  de  comparación  con  la  figura  2.2 a),  algunas  gráficas  repre¬ 
sentativas  de  los  miembros  de  esta  familia  se  muestran  en  la  figura  2.2 tí). 


Ejemplo  2  Campo  de  direcciones 

Utilice  un  campo  de  direcciones  para  trazar  una  curva  solución  aproximada  para  el  pro¬ 
blema  de  valor  inicial  dy/dx  =  sen  y,  y(0)  =  —  § . 

I  Solución  Antes  de  continuar,  recuerde  que  a  partir  de  la  continuidad  de/(x,  y)  =  sen  y 
y  df/dy  =  eos  y,  el  teorema  2. 1  garantiza  la  existencia  de  una  sola  curva  solución  que  pasa  por 
cualquier  punto  especificado  (jc0,  y0)  en  el  plano.  Nuevamente  configuramos  nuestro  progra¬ 
ma  de  computadora  para  una  región  rectangular  de  5  X  5  y  especificamos  (debido  a  la  con¬ 
dición  inicial)  puntos  en  dicha  región  con  separación  vertical  y  horizontal  de  \  unidad  — es 
decir,  en  puntos  ( mh ,  nh),  h  =  \ ,  m  y  n  enteros  de  forma  que  -10  £  m  £  10,  -10  £  n  £  10. 
El  resultado  se  muestra  en  la  figura  2.3.  Dado  que  el  extremo  derecho  de  dy/dx  =  sen  y  es  0 
en  y  =  0  y  en  y  =  -ir,  los  elementos  lineales  son  horizontales  en  todos  los  puntos  cuyas  se¬ 
gundas  coordenadas  son  y  =  0  o  y  =  -ir.  Resulta  lógico  entonces  que  una  curva  solución  que 
cmza  el  punto  inicial  (0,  —  § )  presente  la  forma  ilustrada  a  color  en  la  figura. 

I  Creciente  y  decreciente  La  interpretación  de  la  derivada  dy/dx  como  una  función 
que  proporciona  la  pendiente  juega  el  papel  principal  en  la  construcción  de  un  campo  de 
direcciones.  A  continuación  se  utilizará  otra  propiedad  de  la  primera  derivada,  a  saber:  si 
dy/dx  >  0  (o  dy/dx  <  0)  para  toda  x  en  un  intervalo  7,  entonces  la  función  diferenciable  y  = 
y(x)  será  creciente  (o  decreciente)  en  I. 
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/  S  S  ^ 

f  t  t  S 

t  t  /  /  ^ 

t  1  t  f  s 

t  t  f  f  / 


-4  -2  : 

a)  Campo  de  direcciones 
para  dy/dx  =  0.2xy 


Figura  2.2  Campo  de  direcciones 
y  curvas  solución 


////////// { ////////// 


//////////*//////////- 

///////////////////// 


Figura  2.3  Campo  de  direcciones 
para  dy/dx  =  sen  y 


Comentarios 


Trazar  un  campo  de  direcciones  a  mano  es  sencillo  pero  laborioso;  probablemente  se 
trata  de  una  de  esas  tareas  sobre  las  que  puede  argumentarse  que  sólo  se  hace  una  o 


2.1  Curvas  solución  sin  soLución 
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dos  veces  en  la  vida,  ya  que  en  términos  generales  se  lleva  a  cabo  más  eficientemente 
usando  un  programa  de  computadora.  Previo  a  las  calculadoras,  computadoras  per¬ 
sonales  y  programas  de  cómputo,  se  utilizaba  el  método  de  isoclinas  para  facilitar  el 
trazado  de  un  campo  de  direcciones  a  mano.  Para  la  ED  dy/dx  =f(x,  y),  todo  miembro 
de  la  familia  de  curvas  f(x,  y)  =  c,  siendo  c  una  constante,  se  denomina  isodina.  Los 
elementos  lineales  que  se  trazan  a  través  de  los  puntos  sobre  una  isoclina  específica, 
digamos, /(jc,  y)  =  c , ,  tienen  la  misma  pendiente  c,.  En  el  problema  15  de  los  ejercicios 
2. 1  se  le  presentarán  dos  oportunidades  de  trazar  un  campo  de  direcciones  a  mano. 


2.1.2 


Ecuaciones  diferenciales  autónomas 
de  primer  orden 


■  Ecuaciones  diferenciales  sin  variable  independiente  En  la  sección  1.1  dividi¬ 
mos  la  categoría  de  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  en  dos  tipos:  lineales  y  no  lineales. 
Ahora  consideraremos  brevemente  otro  tipo  de  clasificación  para  las  ecuaciones  diferencia¬ 
les  ordinarias,  una  clasificación  que  es  de  particular  importancia  en  el  análisis  cualitativo 
de  las  ecuaciones  diferenciales.  Se  dice  que  una  ecuación  diferencial  ordinaria  en  la  que  la 
variable  dependiente  no  aparece  explícitamente  es  autónoma.  Si  el  símbolo  x  identifica  a 
la  variable  independiente,  entonces  una  ecuación  diferencial  autónoma  de  primer  orden 
puede  expresarse  como  F(y,  y')  =  0  o  en  la  forma  normal  como 


dv  ,  N 

./(v).  (1) 

A  lo  largo  del  siguiente  análisis  asumiremos  que /en  (1)  y  su  derivada/'  son  funciones 
continuas  de  y  sobre  cierto  intervalo  I.  Las  ecuaciones  de  primer  orden 


f(y) 

I  I 


dy_ 

dx 


1  +  y2  y 


dy 

dx 


0.2 xy 


son  autónoma  y  no  autónoma,  respectivamente. 

Muchas  ecuaciones  diferenciales  que  aparecen  en  aplicaciones  o  representando  modelos 
de  leyes  físicas  que  no  cambian  con  el  tiempo  son  autónomas.  Como  hemos  visto  en  la  sec¬ 
ción  1.3  en  un  contexto  de  aplicación,  con  frecuencia  se  utilizan  símbolos  distintos  de  y  y 
x  para  representar  a  las  variables  dependiente  e  independiente.  Por  ejemplo,  si  el  tiempo  se 
representa  como  t,  entonces  el  análisis  de 


dA  dx 

—  =  kA,  — 
dt  dt 


kx(n  +  1  —  x). 


dT 

dt 


KT  ~  Tm), 


1 

- A, 

100 


donde  k,  n  y  Y„,  son  constantes,  muestra  que  cada  ecuación  es  independiente  del  tiempo.  Por 
ello,  todas  las  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  presentadas  en  la  sección  1.3  son 
independientes  del  tiempo  y,  por  lo  tanto,  autónomas. 


I  Puntos  críticos  Los  ceros  de  la  función/en  la  ecuación  (1)  son  de  especial  importancia. 
Se  dice  que  un  número  real  c  es  un  punto  crítico  de  la  ecuación  diferencial  autónoma  (1)  si 
representa  un  cero  de  /  es  decir,  /(c)  =  0.  Un  punto  crítico  también  se  denomina  punto  de 
equilibrio  o  punto  estacionario.  Ahora  observe  que  si  sustituimos  la  función  constante  y(x)  = 
c  en  (1),  entonces  ambos  lados  de  la  ecuación  equivalen  a  cero.  Esto  significa  que: 


Si  c  es  un  punto  crítico  de  (1),  entonces  y(x)  =  c  es  una  solución  constante  de  la 
ecuación  diferencial  autónoma. 

A  la  solución  constante  y(x)  =  c  de  (1)  se  le  denomina  solución  de  equilibrio;  las  de  equi¬ 
librio  son  las  únicas  soluciones  constantes  de  (1). 

Como  ya  se  mencionó  antes,  es  posible  saber  cuándo  una  solución  no  constante  y  =  y{x) 
de  (1)  es  creciente  o  decreciente  mediante  la  determinación  del  signo  algebraico  de  la  deri¬ 
vada  dyldx\  para  el  caso  de  (1),  esto  se  hace  al  identificar  los  intervalos  sobre  el  eje  y  para 
los  cuales  la  función /(y)  es  positiva  o  negativa. 
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Ejemplo  3  Una  ecuación  diferencial  autónoma 

La  ecuación  diferencial 


*  =  ~ bp)- 

donde  a  y  b  son  constantes  positivas,  presenta  la  forma  normal  dP/dt  =  f(P),  la  cual 
equivale  a  (1)  con  t  y  P  actuando  como  x  y  y,  respectivamente  y,  por  lo  tanto,  es  autóno¬ 
ma.  A  partir  def(P)  =  P(a  -  bP )  =  0,  observamos  que  0  y  a/b  son  puntos  críticos  de  la 
ecuación,  y  en  consecuencia  las  soluciones  de  equilibrio  son  P(t)  =  0  y  P(i)  =  alb.  Al 
colocar  los  puntos  críticos  sobre  una  línea  vertical,  dividimos  la  línea  en  tres  intervalos: 
-oo  <P<0,0<P<  alb,  a/b  <  P  <  oo .  Las  flechas  trazadas  sobre  la  línea  que  se  mues¬ 
tra  en  la  figura  2.4  indican  el  signo  algebraico  d ef(P)  =  P(a  -  bP)  en  estos  intervalos  y  si 
una  solución  no  constante  P(t)  es  creciente  o  decreciente  en  un  intervalo.  La  tabla 
siguiente  explica  la  figura. 


eje  P 

a_ 

b 

--  O 


Figura  2.4  Retrato  fase 
de  dP/dt  =  P(a  -  bP) 


Intervalo 

Signo  de/(P) 

P(t) 

Flecha 

(-oo,0) 

negativo 

decreciente 

apunta  hacia  abajo 

(0,  alb) 

positivo 

creciente 

apunta  hacia  arriba 

(a/b,  oo) 

negativo 

decreciente 

apunta  hacia  abajo 

La  figura  2.4  se  denomina  retrato  fase  de  una  dimensión  o  simplemente  retrato  fase 
para  la  ecuación  diferencial  dPIdt  =  P(a  -  bP).  La  línea  vertical  se  denomina  línea  de 
fase. 


I  Curvas  solución  Sin  tener  que  resolver  una  ecuación  diferencial  autónoma,  por  lo 
general  es  posible  obtener  información  importante  acerca  de  sus  curvas  solución.  Ya  que  la 
función/en  (1)  es  independiente  de  la  variable  x,  podemos  considerar  que/está  definida  en 
el  intervalo  -oo  <x<  oo  o  en  O  <  x  <  oo.  Además,  dado  que  tanto/como  su  derivada/' 
son  funciones  continuas  de  y  sobre  cierto  intervalo  I  del  eje  y,  las  conclusiones  fundamen¬ 
tales  del  teorema  1.1  se  mantienen  en  cierta  franja  horizontal  o  región  R  en  el  plano  xv  co¬ 
rrespondiente  a  7,  y  de  esta  manera  sólo  una  curva  solución  de  (1)  pasa  por  cualquier  punto 
(x0,  y0)  en  R.  Observe  la  figura  2.5 a).  Para  efectos  del  análisis,  supongamos  que  (1)  posee 
exactamente  dos  puntos  críticos,  cq  y  c2,  y  que  c¡  <  c2.  Las  gráficas  de  las  soluciones  de 
equilibrio  y(x)  =  cly  y(x)  =  c2  son  líneas  horizontales,  las  cuales  segmentan  la  región  R  en 
tres  subregiones  R¡,  R2  y  R3,  según  ilustra  la  figura  2.5 b).  Sin  comprobarlas,  presentamos 
algunas  conclusiones  que  podemos  extraer  acerca  de  una  solución  no  constante  y(x)  de  (1): 
Si  (x0,  y0)  se  encuentra  dentro  de  una  subregión  R¡,  i  =  1,  2,  3,  y  y(x)  representa  una 
solución  cuya  gráfica  cruza  por  este  punto,  entonces  y(x)  permanecerá  dentro  de  la 
subregión  R¡  para  toda  x.  Tal  como  lo  ilustra  la  figura  2.5 tí),  la  solución  y(x)  en  R2  está 
limitada  en  la  parte  inferior  por  cq  y  en  la  parte  superior  por  c2,  es  decir,  c¡  <  y(x)  <  c2 
para  toda  x.  La  curva  solución  permanecerá  dentro  de  R2  para  toda  x  debido  a  que  la 
gráfica  de  una  solución  no  constante  de  (1)  no  puede  cruzar  la  gráfica  de  ninguna  solu¬ 
ción  de  equilibrio  y(x)  =  ct  o  y(x)  =  c2.  Revise  el  problema  33  de  los  ejercicios  2.1. 
Para  efectos  de  continuidad  de  /  debemos  contar  con  /(y)  >  O  o  f(y)  <  O  para  toda  x 
localizada  dentro  de  una  subregión  R¡,  i=  1,2,3.  En  otras  palabras, /(y)  no  puede  cam¬ 
biar  de  signo  dentro  de  una  subregión.  Revise  el  problema  33  de  los  ejercicios  2.1. 
Dado  que  dyldx  =/(y(x))  es  positiva  o  negativa  dentro  de  una  subregión  R¡,  i  =  1,  2,  3,  una 
solución  y(x)  será  estrictamente  monótona  — es  decir,  y(x)  será  creciente  o  decreciente 
dentro  de  una  subregión  R¡.  Por  lo  tanto,  y(x)  no  puede  ser  oscilatoria  ni  tener  un  extremo 
relativo  (máximo  o  mínimo).  Revise  el  problema  33  de  los  ejercicios  2.1. 

Si  y(x)  está  limitada  en  su  parte  superior  por  un  punto  crítico  cq  (como  en  una  sub¬ 
región  R\  donde  y(x)  <  c1  para  toda  x),  entonces  su  gráfica  debe  aproximarse  a  la 
gráfica  de  la  solución  de  equilibrio  y(x)  =  ct  cuando  x  — >  oo  o  cuando  x  — » -oo.  Si  y(x) 
se  encuentra  / imitada  — esto  es,  acotada  en  sus  partes  superior  e  inferior  por  dos  pun¬ 
tos  críticos  consecutivos  (como  dentro  de  una  subregión  R2  donde  cq  <  y(x)  <  c2  para 
toda  x) — ,  entonces  su  gráfica  deberá  aproximarse  a  las  gráficas  de  las  soluciones  de 


Figura  2.5  Las  Líneas  y(x)  =  q 
y  y(x)  =  c2  dividen  a  R  en  tres 
subregiones  horizontales 


2.1  Curvas  solución  sin  solución 
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línea  de  fase  plano  tP 


Figura  2.6  Retrato  fase  y  curvas 
solución  en  cada  una  de  las  tres 
subregiones 


equilibrio  y(x )  =  cq  y  y(x)  =  c2,  una  cuando  x  — >  oo  y  la  otra  cuando  x  — »  -oo  .  Si  y{x) 
está  limitada  en  la  parte  inferior  por  un  punto  crítico  (como  en  la  subregión  R3,  donde 
c2  <  y(x)  para  toda  jc),  entonces  su  gráfica  debe  aproximarse  a  la  gráfica  de  la  solución 
de  equilibrio  y(x)  =  c2  cuando  x  —>  oo  o  cuando  x  —*  -oo .  Vea  el  problema  34  en  los 
ejercicios  2.1. 

Con  la  información  anterior  en  mente,  examinemos  de  nuevo  la  ecuación  diferencial 
del  ejemplo  3. 


Ejemplo  4  VueLta  al  ejempLo  3 

Los  tres  intervalos  determinados  en  el  eje  P  o  línea  de  fase  por  los  puntos  críticos  P  =  0 
y  P  =  a/b  ahora  corresponden,  en  el  plano  tP,  a  las  tres  subregiones: 

Rp.  -oo  <  P  <  0,  R2:  0  <  P  <  alb,  R3:  a/b  <  P  <  oo , 

donde  -oo  <  t  <  oo.  El  retrato  fase  de  la  figura  2.4  nos  dice  que  P(t)  es  decreciente  en 
Ru  creciente  en  R2  y  decreciente  en  R3.  Si  CÍO)  =  P0  es  un  valor  inicial,  entonces,  en  Rh 
R2  y  R3  tenemos,  respectivamente,  lo  siguiente: 

i)  Para  P0  <  0,  P(t)  está  acotada  por  arriba.  Dado  que  P(t)  es  decreciente,  P(t)  dis¬ 
minuye  sin  acotamiento  para  t  creciente,  y  de  igual  modo  P(t)  — >  0  cuando 
t  — »  -  oo .  Esto  significa  que  el  eje  t  negativo,  la  gráfica  de  la  solución  de  equi¬ 
librio  P(t)  =  0,  representa  una  asíntota  horizontal  para  una  curva  solución. 

ii )  Para  0  <  P0  <  alb,  P(t)  está  acotada.  Como  P(t)  es  creciente,  P(t)  —>  a/b  cuan¬ 
do  /  — >  oo  y  P(t)  — >  0  cuando  t  — >  -  oo .  Las  gráficas  de  las  dos  soluciones  de 
equilibrio  P(t)  =  0  y  P(t)  =  a/b  son  líneas  horizontales  que  representan  asínto¬ 
tas  horizontales  para  cualquier  curva  solución  que  inicie  en  esta  subregión. 

iií)  Para  P0  >  alb,  P(t)  está  acotada  en  la  parte  inferior.  Como  P(t)  es  decreciente, 
P(t)  — >  alb  cuando  t  — >  oo .  La  gráfica  de  la  solución  de  equilibrio  P(t)  =  a/b 
representa  una  asíntota  horizontal  para  una  curva  solución. 

En  la  figura  2.6,  la  línea  de  fase  es  el  eje  P  en  el  plano  tP.  Para  que  resulte  más  claro, 
la  línea  de  fase  original  de  la  figura  2.4  se  reproduce  a  la  izquierda  del  plano  en  el  cual 
están  sombreadas  las  subregiones  Ru  R2  y  R3.  Las  gráficas  de  las  soluciones  de  equili¬ 
brio  P(t)  =  a/b  y  P(t )  =  0  (el  eje  t)  se  muestran  en  la  figura  como  líneas  discontinuas; 
los  trazos  sólidos  representan  gráficas  típicas  de  P(t)  que  ilustran  los  tres  casos  recién 
analizados.  □ 

En  una  subregión  tal  como  R¡  en  el  ejemplo  4,  donde  P(t)  es  decreciente  y  sin  acota¬ 
miento  por  abajo,  necesariamente  debemos  tener  P(t)  — >  -oo.  No  interpretar  que  esta 
expresión  significa  que  P(t)  — >  -  oo  cuando  t  —*  oo ;  podríamos  tener  P(t)  —*  -  oo  cuan¬ 
do  t  — »  T,  donde  T  >  0  es  un  número  finito  que  depende  de  la  condición  inicial  PU(>)  =  P0. 
Si  pensamos  en  términos  dinámicos,  P(t)  podría  “dispararse”  en  tiempo  finito;  en  térmi¬ 
nos  gráficos,  P(t)  podría  tener  una  asíntota  vertical  en  t  =  T  >  0.  Un  comentario  similar  se 
aplicaría  a  la  subregión  R3. 

La  ecuación  diferencial  dy/dx  =  sen  y  en  el  ejemplo  2  es  autónoma  y  tiene  un  número 
infinito  de  puntos  críticos  dado  que  sen  y  =  0  en  y  =  n ir,  n  es  un  entero.  Además,  ahora 
sabemos  que  la  solución  y(x)  que  atraviesa  (0,  -  §)  está  acotada  arriba  y  abajo  por  dos 
puntos  críticos  consecutivos  (-ir  <  y(x)  <  0)  y  es  decreciente  (sen  y  <  0  para  -ir  <y  <  0), 
la  gráfica  de  y(x)  debe  aproximarse  a  las  gráficas  de  las  soluciones  de  equilibrio  como 
asíntotas  horizontales:  y(x)  — >  -ir  cuando  x  — >  oo  y  y(x)  — >  0  cuando  x  — >  -oo . 


Ejemplo  5  Curvas  solución  de  una  ecuación  diferencial  autónoma 

La  ecuación  autónoma  dy/dx  =  (y  -  l)2  posee  el  punto  crítico  1.  A  partir  del  retrato  fase 
de  la  figura  2.7a),  concluimos  que  una  solución  y(x)  es  una  función  creciente  en  las  sub¬ 
regiones  - oc  <  y  <  I  y  l  <  y  <  oo ,  por  donde  -oo  <  x  <  oo.  Para  una  condición  inicial 
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y(0)  =  y0<  1 ,  una  solución  y(x)  es  creciente  y  está  acotada  en  su  parte  superior  por  1  y,  en 
consecuencia,  y(x)  — »  1  cuando  x  —*  oo;  para  y(0)  =  v0  >  1,  una  solución  y(x)  será  cre¬ 
ciente  y  no  estará  acotada. 

Ahora  y(x)  =  1  -  l/(x  +  c)  es  una  familia  uniparamétrica  de  soluciones  para  la  ecuación 
diferencial  (vea  el  problema  4  en  los  ejercicios  2.2).  Una  condición  inicial  dada  determina 
un  valor  para  c.  Para  las  condiciones  iniciales,  digamos,  y(0)  =  -1  <  1  y  y(0)  =  2  >  1,  encon¬ 
tramos,  a  su  vez,  que  y(x)  =  1  -  l/(x  +  \ )  y  así  y(x)  =  1  -  l/(x  -  1).  Como  se  muestra  en  las 
figuras  2.1b)  y  c),  la  gráfica  de  cada  una  de  estas  funciones  racionales  posee  una  asíntota 
vertical.  Pero  tenga  presente  que  las  soluciones  de  los  problemas  de  valor  inicial 

Y  =  (y~  i)2,.v(o)  =  -i  y  =  (y  -  i)2,  y(o)  =  2 

dx  dx 

están  definidas  sobre  intervalos  especiales.  Estos  intervalos  son,  respectivamente, 

,  ,  11  ,  N  1 

y(x)  =  1 - r,  —  <  x  <  00  y  y(x)  =  1 - ,  — oo  <  x  <  1. 

x  +  2  2  x  1 

En  las  figuras  2.1b)  y  c),  las  curvas  solución  son  los  segmentos  de  las  gráficas  mos¬ 
trados  en  trazo  sólido.  Como  lo  pronosticó  el  retrato  fase,  para  la  curva  solución  de  la 
figura  2.1b),  y(x)  —¥  1  cuando  x  —>  oo;  para  la  curva  solución  de  la  figura  2.1c),  y(x)  — »  oo 
cuando  r^ooa  partir  de  la  izquierda. 


a)  Línea  de  fase  b )  Plano  xy 

y(0)  <  i 

Figura  2.7  Comportamiento  de  soluciones  cerca  de  y  =  1 


c)  Plano  xy 
y(0)  >  1 


□ 


I  Atractores  y  repulsores  Suponga  que  y(x)  representa  una  solución  no  constante 
de  la  ecuación  diferencial  autónoma  dada  en  (1)  y  que  c  es  un  punto  crítico  de  la  ED. 
Básicamente  existen  tres  tipos  de  comportamiento  que  y(x)  puede  exhibir  cerca  de  c.  En 
la  figura  2.8  hemos  colocado  a  c  sobre  cuatro  líneas  de  fase  verticales.  Cuando  ambas 
puntas  de  flecha  en  cualquier  lado  del  punto  señalado  como  c  apuntan  hacia  c,  como  en 
la  figura  2.8a),  todas  las  soluciones  y(x)  de  (1)  que  empiezan  desde  un  punto  inicial  (x0, 
y0)  lo  bastante  cerca  de  c  exhiben  el  comportamiento  asintótico  límA  í00y(x)  =  c.  Por  esta 
razón,  se  dice  que  el  punto  crítico  c  es  asintóticamente  estable.  Si  usamos  una  analogía 
física,  una  solución  que  inicia  cerca  de  c  es  parecida  a  una  partícula  cargada  que,  en  el 
transcurso  del  tiempo,  es  arrastrada  hacia  una  partícula  de  carga  opuesta;  por  lo  tanto,  a  c 
también  se  le  conoce  como  atractor.  Cuando  ambas  puntas  de  flecha  en  cualquier  lado  del 
punto  rotulado  como  c  apuntan  al  lado  contrario  de  c,  como  en  la  figura  2.8 b),  todas  las 
soluciones  y(x)  de  (1)  que  empiezan  desde  un  punto  inicial  (x0,  yo)  se  alejan  de  c  a  medida 
que  x  aumenta.  En  este  caso,  se  dice  que  el  punto  crítico  c  es  inestable.  A  un  punto  crítico 
inestable  también  se  le  llama  repulsor,  por  razones  obvias.  El  punto  crítico  c  ilustrado  en 
las  figuras  2.8c)  y  d)  no  es  atrayente  ni  repelente,  pero  como  c  exhibe  características  tanto 
de  un  atrayente  como  de  un  repelente  — es  decir,  una  solución  que  empieza  desde  un  punto 
inicial  (x0,  yo)  lo  bastante  cerca  de  c  es  atraída  hacia  c  de  un  lado  y  repelida  del  otro — ,  se 


•  *0 

1  y0 

1  c  , 

»  c  ( 

1  c  < 

río 

a)  b)  c )  d) 


Figura  2.8  EL  punto  critico  c  es: 
un  atrayente  en  a),  un  repelente 
en  b),  y  semiestable  en  c)  y  d) 


2.1  Curvas  solución  sin  soLución 
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Las  pendientes  de  elementos 
lineales  ubicados  sobre  una 
línea  vertical  varían 


Todas  las 
pendientes  de  los 
elementos  lineales 

ubicados  sobre  _ , 

una  línea 
horizontal  son 
iguales 
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Figura  2.9  Campo  de  direcciones 
para  una  ecuación  diferencial 
autónoma 


dice  que  el  punto  crítico  c  es  semiestable.  En  el  ejemplo  3,  el  punto  crítico  b  es  asintótica- 
mente  estable  (un  atractor)  y  el  punto  crítico  0  es  inestable  (un  repulsor).  En  el  ejemplo 
5,  el  punto  crítico  1  es  semiestable. 

■  Ecuaciones  diferenciales  autónomas  y  campos  directores  Si  una  ecuación  di¬ 
ferencial  de  primer  orden  es  autónoma,  entonces  observamos,  partiendo  del  lado  derecho 
de  su  forma  normal  dyldx  =  f(y),  que  las  pendientes  de  los  elementos  lineales  que  pasan 
por  los  puntos  localizados  en  el  cuadriculado  rectangular  utilizado  para  construir  el  campo 
de  direcciones  de  la  ecuación  diferencial  dependen  únicamente  de  la  coordenada  y  de  los 
puntos.  En  otras  palabras,  los  elementos  lineales  que  atraviesen  los  puntos  de  cualquier 
línea  horizontal  deben  tener  la  misma  pendiente;  las  pendientes  de  los  elementos  lineales 
ubicados  a  lo  largo  de  cualquier  línea  vertical,  por  supuesto,  variarán.  Esto  se  puede  apre¬ 
ciar  mediante  la  observación  de  la  banda  gris  horizontal  y  la  banda  vertical  coloreada  de  la 
figura  2.9.  Esta  figura  exhibe  un  campo  de  direcciones  para  la  ecuación  autónoma  dyldx  = 
2y  -  2.  Con  estos  datos  en  mente,  vuelva  a  examinar  la  figura  2.3. 


EJERCICIOS  2.1  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-2. 


2.1.1 


Campos  de  direcciones 


En  los  problemas  1  a  4,  reproduzca  el  campo  de  direcciones 
dado  generado  por  computadora.  Después  trace  a  mano  una 
curva  solución  aproximada  que  atraviese  cada  uno  de  los  pun¬ 
tos  indicados.  Utilice  diferentes  lápices  de  color  para  cada 
curva  solución. 


1. 


dy 

dx 


.r-y2 


a)  y(-2)  =  1 
c)  y(0)  =  2 


b)  y(  3)  =  0 
d)  y(0)  =  0 


y 


3 

\ 

\ 

\ 

1 

1  i 

y 

\ 

i 

i 

i 

y 

y 

y 

y 

X— 

-/ 

— 

\ 

V 

\ 

y  i 

1 

\ 

V 

\ 

y 

y 

y 

y 

X 

— 

/- 

-/ 

/ 

— 

\ 

\ 

\  \ 

\ 

j, 

\ 

V 

i 

\ 

\ 

X 

— 

/ 

t- 

2 

-t 

/ 

t 

/ 

X 

V  i 

y 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

— 

/ 

t 

t- 

-1 

/ 

/ 

— 

\  V 

V 

V 

j, 

\ 

\ 

\ 

X 

— 

/ 

t 

t 

t- 

-i 

t 

/ 

/ 

X 

—  V 

\ 

X 

X 

V 

\ 

X 

— 

/ 

/ 

t 

t 

1- 

1 

-t 

t 

/ 

1 

/ 

/  — 

s. 

X 

V 

X 

— 

/ 

i 

i 

1 

t- 

-1 

1 

t 

t 

/ 

/  A 

— 

X 

X 

— 

/ 

/ 

t 

i 

t 

t- 

-t 

1 

t 

f 

/ 

/  / 

— 

4- 

— 

/ 

/ 

/ 

t 

i 

1 

t- 

-4- 

4- 

4- 

4 

4- 

4-/- 

4-4- 

4- 

4 

4- 

-t 

t 

t 

t 

t 

/  / 

** 

— 

-V 

X 

/ 

t 

t 

i 

t 

t- 

-t 

t 

t 

t 

/ 

/  s 

— 

■4v 

X 

— 

X 

X 

/ 

t 

t 

1 

t- 

-1 

-t 

t 

t 

t 

/ 

/  — 

>  X 

X 

— 

s 

/ 

t 

/ 

1 

t- 

-t 

t 

t 

/ 

s 

—  X 

X 

\ 

V 

\ 

\ 

X 

— 

/ 

/ 

t 

1 

t- 

-I 

i 

t 

/ 

— 

\  \ 

V 

V 

1 

V 

\ 

X 

— 

/ 

/ 

t 

t- 

-2 

-t 

1 

t 

/ 

— 

\  \ 

\ 

y 

) 

\ 

\ 

\ 

X 

X 

— 

/ 

t 

t- 

-t 

— 

\ 

i 

y  1 

i 

y 

i 

V 

\ 

\ 

\ 

y 

X 

— 

/ 

t- 

-3 

-/ 

— 

\ 

y 

i  i 

y 

y 

1 

i 

s 

y 

y 

y 

y 

y 

\ 

— 

/- 

"1*" 

V 

\ 

1 

1  i 

t 

\ 

r 

) 

y 

y 

1 

¡i 

\ 

-3 

-2 

-1 

i 

2 

3 

Figura  2.10  Campo  de  direcciones  para  el  problema  1 


2. 


dy 

dx 


=  e-ooW- 


b)  y(0)  =  1 


y 
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Figura  2.11  Campo  de  direcciones  para  el  probLema  2 
dv 

3.  —  =  1  -  xy 
dx 


a)  y(0)  =  0  b)  v(— 1)  =  0 

c)  y(2)  =  2  d)  v(0)  =  -4 
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d)  y(8)  =  -4 


Figura  2.12  Campo  de  direcciones  para  el  probLema  3 
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a)  y(-6)  =  0 
C)  y(0)  =  -4 


CAPÍTULO  2  Ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


4. 


dy 

dx 


( senx)  eos  y 


a)  3>(0)  =  1 
c)  y(3)  =  3 


b)  xi)  =  0 
d)  xo)  =  -| 


4 

2 

-2 

-4 

-4-2  2  4 


t - i - 1 - 1 - 1 - 1 - r 


\  \\\-*/////|\\\\\^/  *  s 


-  S  /  /  S  S  s  s  *  - 

\  Wsk'k-r'r  / 


-  ^  a  ^  ^  >*.- 

s  v  s*. 

^-*-V  V  Nr  Nf  ^C- 


\  \  ^  A  A  v  V  ^  ~+-  A 

-  **  A  A  A  A  A  A  A  - 


J. 


X 


Figura  2.13  Campo  de  direcciones  para  el  problema  4 


En  los  problemas  5  a  12,  utilice  un  programa  de  cómputo  para 
obtener  un  campo  de  direcciones  de  la  ecuación  diferencial 
dada.  Trace  a  mano  una  curva  solución  aproximada  que  atra¬ 
viese  cada  uno  de  los  puntos  dados. 


5.  y'  =  x 

a)  y( 0)  =  0 

b)  >’(0)  =  -3 

7  dy 

1.  y— =  -x 
dx 

a)  XI)  =1 

b)  X0)  =  4 

dy 

9.  —  =  0.2x2  +  y 

dx 

a)  X0)  =  ~ 

b)  y (2)  =  -1 

11.  /  =  y 


77 

eos— X 
2 


a)  y(2)  =  2 

b)  x-i)  =  o 


6.  y1  =  x  +  y 

a)  y(-2)  =  2 

b)  XD=-3 

d\  1 
8.  —  =  - 
dx  y 

a)  X0)  =  1 

b)  X-2)=-l 

dx 

10.  —  =  xey 
dx 

a)  X  0)  =  -2 

b)  XI)  =  2.5 


12. 


=  1 


dy 

dx 
a)  y\ 


y 

x 


=  2 


b) 


-° 


En  los  problemas  13  a  14,  las  figuras  dadas  representan  la  grá¬ 
fica  de  f{y)  y/(x),  respectivamente.  Trace  a  mano  un  campo  de 
direcciones  sobre  una  cuadrícula  adecuada  para  dy/dx  =f(y) 
(problema  13)  y  después  para  dy/dx  =f(x)  (problema  14). 


13. 


Figura  2.14  Gráfica  para  el  problema  13 

14. 


Figura  2.15  Gráfica  para  el  problema  14 

15.  En  las  partes  á)  y  tí),  trace  isoclinas  f(x,  y)  =  c  (vea  el 
apartado  de  Comentarios  de  las  páginas  37  y  38)  para 
la  ecuación  diferencial  dada  usando  los  valores  de  c  in¬ 
dicados.  Construya  un  campo  de  direcciones  sobre  una 
cuadrícula  y,  cuidadosamente,  trace  ahí  los  elementos  li¬ 
neales  con  la  pendiente  adecuada  en  los  puntos  elegidos 
sobre  cada  isoclina.  En  cada  caso,  use  este  campo  direc- 
cional  aproximado  y  trace  una  curva  solución  aproxima¬ 
da  para  el  problema  de  valor  inicial  que  consiste  en  la 
ED  y  la  condición  inicial  y(0)  =  1 . 

a)  dy/dx  =  x  +  y;  c  es  un  entero  que  satisface  a-5Sc<5 

b)  dy/dx  -  x2  +  y2;  c  -  j  c  =  1 ,  c  =  | ,  c  =  4 

Problemas  de  análisis 

1 6.  a)  Considere  el  campo  de  direcciones  de  la  ecuación 

diferencial  dy/dx  =  x(y  -  4)2  -  2,  pero  no  utilice  tec¬ 
nología  para  obtenerlo.  Describa  las  pendientes  de 
los  elementos  lineales  presentes  en  las  líneas  x  =  0, 
y  =  3y  =  4yy  =  5. 

tí)  Considere  el  problema  de  valor  inicial  dy/dx  = 
x(y  -  4)2  -  2,  y(0)  =  _y0,  donde  y0  <  4.  ¿Puede  una  so¬ 
lución  y(x)  — »  oo  cuando  x  — >  oo  ?  Analice  esta  pro¬ 
puesta  a  partir  de  la  información  dada  en  la  parte  a). 

1 7.  Para  una  ED  de  primer  orden  dy/dx  =  f(x,  y),  una  curva 
localizada  en  el  plano  definido  por  f(x,  y)  =  0  se  deno¬ 
mina  isoclina  nula  de  la  ecuación,  dado  que  un  elemen¬ 
to  lineal  ubicado  en  un  punto  de  la  curva  tiene  pendiente 
cero.  Use  un  programa  de  cómputo  para  obtener  un 
campo  de  direcciones  sobre  un  cuadriculado  rectangular 
de  puntos  para  dy/dx  =  x1  -2y  y  después  sobreponga  la 
gráfica  de  la  isoclina  nula  y  -  \x2  en  el  campo  de  direc¬ 
ciones.  Analice  el  comportamiento  de  las  curvas  solu¬ 
ción  en  regiones  del  plano  definidas  por  y  <  \x2  y  por 
y  >  \x2.  Trace  algunas  curvas  solución  aproximadas. 
Intente  generalizar  sus  observaciones. 


2.1  Curvas  solución  sin  soLución 
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30. 


18.  a)  Identifique  las  isoclinas  nulas  (vea  el  problema  17) 

en  los  problemas  1,  3  y  4.  Con  un  lápiz  de  color, 
encierre  en  un  círculo  cualquier  elemento  lineal 
presente  en  las  figuras  2.10,  2.12  y  2.13  que  usted 
considere  pueda  ser  un  elemento  lineal  en  un  punto 
sobre  una  isoclina  nula. 

b )  ¿Cuáles  son  las  isoclinas  nulas  de  una  ED  autónoma 
de  primer  orden? 

mw.wm  Ecuaciones  diferenciales 

autónomas  de  primer  orden 

1 9.  Considere  la  ecuación  diferencial  autónoma  de  primer 
orden  dy/dx  =  y  -  y3  y  la  condición  inicial  y(0)  =  y0. 
Trace  a  mano  la  gráfica  de  una  solución  típica  y(x)  cuan¬ 
do  y0  tiene  los  valores  dados. 

a)  y0  >  1  b)  0  <  y0  <  1 

c)  -1  <  y0  <  0  d)  y0  <  -1 

20.  Considere  la  ecuación  diferencial  autónoma  de  primer 
orden  dy/dx  =  y1  -  y4  y  la  condición  inicial  y(0)  =  y0. 
Trace  a  mano  la  gráfica  de  una  solución  típica  y(x)  cuan¬ 
do  y0  tiene  los  valores  dados. 

a)  y0  >  1  b)  0  <  y0  <  1 

c)  -1  <  y0  <  0  d)  y0  <  -1 

En  los  problemas  21  a  28,  encuentre  los  puntos  críticos  y  el  re¬ 
trato  fase  de  la  ecuación  diferencial  autónoma  de  primer  orden 
dada.  Clasifique  cada  punto  crítico  como  asintóticamente  esta¬ 
ble,  inestable  o  semiestable.  Trace  a  mano  las  curvas  solución 
típicas  en  las  regiones  en  el  plano  xy  determinadas  por  las  grá- 


Ticas  de  las  soluciones  de  equilibrio. 

dy  , 

21.  —  =  f~  3  y 
dx 

22. 

dy 

T  =  y~~  y 

dx 

24. 

dy  . 

-  =  10  +  3y  -  y2 
dx 

25.  ~  =  y2(4  —  y2) 
dx 

26. 

* 

II 

'K) 

1 

1 

dy 

27.  —  =  yln(y  +  2) 
dx 

28. 

dy  yey  —  9 y 

dx  ey 

En  los  problemas  29  y  30,  considere  la  ecuación  diferencial 
autónoma  dy/dx  =f(y ),  donde  está  dada  la  gráfica  de/.  Use 
esta  gráfica  para  ubicar  los  puntos  críticos  de  cada  ecuación 
diferencial.  Trace  un  retrato  fase  de  cada  ecuación  diferencial. 
Bosqueje  a  mano  las  curvas  solución  típicas  en  las  subregiones 
determinadas  en  el  plano  xy  por  las  gráficas  de  las  soluciones 
de  equilibrio. 


gura  2.16  Gráfica  para  el  problema  29 


Figura  2.17  Gráfica  para  el  problema  30 

Problemas  de  análisis 

3 1 .  Considere  la  ED  autónoma  dy/dx  =  (2/7 r)v  -  sen  y.  Deter¬ 
mine  los  puntos  críticos  de  la  ecuación,  y  analice  una  forma 
de  obtener  su  retrato  fase.  Clasifique  los  puntos  críticos 
como  asintóticamente  estables,  inestables  o  semiestables. 

32.  Se  dice  que  un  punto  crítico  c  de  una  ED  autónoma  de 
primer  orden  está  aislado  si  existe  algún  intervalo  abier¬ 
to  que  contenga  a  c  pero  a  ningún  otro  punto  crítico. 
¿Puede  existir  una  ED  autónoma  en  la  forma  dada  en  ( 1) 
para  la  cual  todo  punto  crítico  sea  no  aislado?  Analice; 
no  es  necesario  un  pensamiento  profundo. 

33.  Suponga  que  y(x)  es  una  solución  no  constante  de  la  ecua¬ 
ción  autónoma  dy/dx  =f(y)  y  que  c  es  un  punto  crítico  de 
la  ED.  Analice.  ¿Por  qué  la  gráfica  de  y(x)  no  puede  cru¬ 
zar  la  gráfica  de  la  solución  de  equilibrio  y  =  c?  ¿Por  qué 
/(v)  no  puede  cambiar  de  signos  en  una  de  las  subregiones 
analizadas  en  la  página  39?  ¿Por  qué  y(x)  no  puede  ser  os¬ 
cilatoria  o  tener  un  extremo  relativo  (máximo  o  mínimo)? 

34.  Suponga  que  y(x)  es  una  solución  de  la  ecuación  autó¬ 
noma  dy/dx  =  f(y )  y  está  acotada  en  sus  partes  superior 
e  inferior  por  dos  puntos  críticos  consecutivos  cl  <  c2, 
como  en  la  subregión  R2  de  la  figura  2.5 b).  Si  /(y)  >  0  en 
la  región,  entonces  lírrr^^yfx)  =  c2.  Analice  por  qué  no 
puede  existir  un  número  L  <  c2  tal  que  lím,  í00y(x)  =  L. 
Como  parte  de  su  análisis,  considere  lo  que  le  sucede  a 
y'(x)  conforme  x  — >  oo. 

35.  Mediante  la  ecuación  autónoma  (1),  analice  cómo  es 
posible  obtener  información  acerca  de  dónde  se  ubican 
los  puntos  de  inflexión  de  una  curva  solución. 

36.  Considere  la  ED  autónoma  dy/dx  =  y2  -  y  -  6.  Utilice  sus 
ideas  sobre  el  problema  35  y  encuentre  intervalos  en  el 
eje  y  para  los  cuales  las  curvas  solución  sean  cóncavas 
hacia  arriba  e  intervalos  donde  tales  curvas  sean  cónca¬ 
vas  hacia  abajo.  Analice  por  qué  cada  curva  solución 
de  un  problema  de  valor  inicial  presentado  en  la  forma 
dy/dx  =  y2  -  y  -  6,  y(0)  =  y0,  donde  -2  <  y0  <  3  tiene  un 
punto  de  inflexión  con  la  misma  coordenada  y.  ¿Qué  es 
esa  coordenada  y?  Trace  con  cuidado  la  curva  solución 
para  la  cual  y(0)  =  -1.  Repita  para  y(2)  =  2. 

37.  Suponga  que  la  ED  autónoma  dada  en  ( 1 )  no  tiene  puntos 
críticos.  Analice  el  comportamiento  de  las  soluciones. 
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CAPÍTULO  2  Ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


Modelos  matemáticos 

38.  Modelo  poblacional  La  ecuación  diferencial  del  ejem¬ 
plo  3  es  un  reconocido  modelo  poblacional.  Suponga 
que  tal  ED  se  cambia  a 

dP 

*  ‘  p{aP  ~ b)’ 

donde  ay  b  son  constantes  positivas.  Analice  qué  le  su¬ 
cede  a  la  población  P  a  medida  que  el  tiempo  t  aumenta. 

39.  Velocidad  terminal  La  ecuación  diferencial  autónoma 

dv 

m  —  =  me  —  kv, 
dt  6 

donde  k  es  una  constante  positiva  de  proporcionalidad  y 
g  es  la  aceleración  debida  a  la  gravedad,  es  un  modelo 
de  la  velocidad  v  de  un  cuerpo  de  masa  m  que  está  ca¬ 
yendo  bajo  la  influencia  de  la  gravedad.  Como  el  térmi¬ 
no  -kv  representa  la  resistencia  del  aire,  la  velocidad  de 
un  cuerpo  que  cae  desde  una  gran  altura  no  aumenta  sin 
límite  a  medida  que  aumenta  el  tiempo  t. 

a)  Utilice  un  retrato  fase  de  la  ecuación  diferencial 
para  encontrar  la  velocidad  limitante,  o  terminal,  del 
cuerpo.  Explique  su  razonamiento. 


b )  Encuentre  la  velocidad  terminal  del  cuerpo  si  la 
resistencia  del  aire  es  proporcional  a  v2.  Vea  las  pá¬ 
ginas  26  y  30. 

40.  Reacciones  químicas  Cuando  se  combinan  ciertas 
clases  de  químicos,  la  velocidad  a  la  cual  se  forma  un 
nuevo  compuesto  está  regida  por  la  ecuación  diferencial 
dX 

=  %  -  *)G8  -  X), 

donde  k  >  0  es  una  constante  de  proporcionalidad  y  j3  > 
a  >  0.  Aquí  X(t)  denota  la  cantidad  en  gramos  del  nuevo 
compuesto  formado  en  el  tiempo  t.  Vea  la  página  24. 

a )  Utilice  un  retrato  fase  de  la  ecuación  diferencial  para 
predecir  el  comportamiento  de  X  cuando  t  — >  oo . 

b)  Considere  el  caso  en  que  a  =  j3.  Utilice  un  retrato 
fase  de  la  ecuación  diferencial  para  predecir  el  com¬ 
portamiento  de  X  conforme  t—>  oo  cuando  AYO)  <  a 
y  cuando  A(0)  >  a. 

c )  Compruebe  que  una  solución  explícita  de  la  ED  para 
cuando  k  =  1  y  a  =  ¡3  es  X(t)  =  a-  l/(f  +  c).  Encuentre 
una  solución  que  satisfaga  a  A(0)  =  a/2.  Encuentre  una 
solución  que  satisfaga  a  AfO)  =  2a.  Grafique  estas  dos 
soluciones.  ¿El  comportamiento  de  las  soluciones  cuan¬ 
do  t  —¥  oo  concuerda  con  sus  respuestas  de  la  parte  b)2 


I 


se  puede  resolver  por  integración.  Si  g(x)  es  una  función  continua,  al  integrar  ambos 
lados  de  (1)  se  produce  la  solución  y  =  f  g(x)  dx  =  G(x)  +  c,  donde  G(x)  es  una  anti¬ 
derivada  (integral  indefinida)  de  g(x).  Por  ejemplo,  si  dy/dx  =  1  +  e2x,  entonces 
y  =  /  (1  +  e2x)dx  o  y  =  x  +  -  e2x  +  c. 

I  Una  definición  La  ecuación  (1),  así  como  su  método  de  solución,  es  sólo  un  caso  es¬ 
pecial  en  el  que/en  dy/dx  =f(x,  y)  es  un  producto  de  una  función  de  x  y  una  función  de  y. 


2.2  Variables  separables 


1 1  Introducción  Considere  las  ecuaciones  de  primer  orden  dy/dx  =  f(x,  y).  Cuando/no 
depende  de  la  variable  y,  es  decir, /(x,  y)  =  g(x),  la  ecuación  diferencial 

dy 


dx 


=  g{x) 


(1) 


Observe  que  al  dividir  entre  la  función  h(y ),  una  ecuación  separable  se  puede  expresar 
como 

p{y)  ~t  =  g(x),  (2) 

dx 

donde,  por  conveniencia,  hemos  denotado  1  th(y)  mediante  p(y).  En  esta  última  forma 
podemos  darnos  cuenta  de  inmediato  que  (2)  se  reduce  a  (1)  cuando  h(y)  =  1. 

Ahora,  si  y  =  4>(x)  representa  una  solución  de  (2),  debemos  tener p(<p(x))(/)' (x)  =  g(x) 
y,  por  lo  tanto, 


p{<j>{x))4>'  (x)  dx 


g(x)  dx. 


(3) 


2.2  VariabLes  separables 
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Pero  dy  =  <f> '  (x)  dx  y  entonces  (3)  será  lo  mismo  que 


2 


Al  resolver  ecuaciones 
diferenciales  de  primer 
orden,  utilice  sólo  una 
constante. 


P{y )  dy 


g(x)  dx  o  H(y )  =  G(x)  +  c, 


(4) 


donde  H(y)  y  G(x )  son  antiderivadas  de  p(y)  =  I  /h(y)  y  g(x),  respectivamente. 

I  Método  de  solución  La  ecuación  (4)  señala  el  procedimiento  empleado  para  resol¬ 
ver  ecuaciones  separables.  Una  familia  de  soluciones  de  un  parámetro,  dada  por  lo  general 
en  forma  implícita,  se  obtiene  al  integrar  ambos  lados  de  p(y)dy  =  g(x)  dx. 

No  hay  necesidad  de  usar  dos  constantes  en  la  integración  de  una  ecuación  separable, 
porque  si  escribimos  H(y)  +  r ,  =  G(x)  +  c2,  entonces  la  diferencia  de  c¡  -  c2  puede  reem¬ 
plazarse  por  una  sola  constante  c,  como  en  la  expresión  (4).  En  muchos  casos  a  lo  largo 
de  los  capítulos  siguientes,  renombraremos  las  constantes  de  una  forma  que  convenga  a 
cada  ecuación.  Por  ejemplo,  los  múltiplos  de  constantes  o  las  combinaciones  de  constan¬ 
tes  algunas  veces  pueden  reemplazarse  por  una  sola  constante. 


Ejemplo  1  Resolución  de  una  ecuación  diferencial  separable 

Resuelva  ( 1  +  x)  dy  -  y  dx  =  0. 


I  Solución  Si  dividimos  entre  (1  +  x)y,  podremos  escribir  dyly  =  dxK  I  +  x),  a  partir  de 
lo  cual  se  deduce  que 

dy  dx 

.y  J  i  +  x 

ln  |v|  =  In  1 1  +  x|  +  C] 

y  =  gln|l  +-4  +  ci  =  ¿Al1  .  eci  leye  le  los  exponentes 


=  [1  +  xlec‘ 

=  ±ecil  +  x). 


f|l  +  x\  =  1  +X,  XSE-I 

l|l  +  x\  =  -(1  +x),  X  <  1 


Si  se  renombra  ±er¡  como  c  entonces  se  tiene  y  =  c(  1  +  x). 

I  Solución  alternativa  Como  cada  integral  da  como  resultado  un  logaritmo,  una 
elección  cuidadosa  de  la  constante  de  integración  sería  ln  I  c  I  en  lugar  de  c.  Al  escribir  de 
nuevo  la  segunda  línea  de  la  solución  como  ln  I  y  I  =  ln  1 1  +  x  I  +  ln  I  c  I  es  posible  combinar 
los  términos  del  lado  derecho  mediante  las  propiedades  de  los  logaritmos.  A  partir  de  ln 
Ivl  =  ln  lc(l  +x)l,  podemos  obtener  inmediatamente  v  =  c(l  +x).  Aun  cuando  las  integrales 
indefinidas  no  sean  todas  logaritmos,  todavía  puede  resultar  ventajoso  usar  ln  I  c  I.  Sin  em¬ 
bargo,  no  se  puede  dar  una  regla. 

En  la  sección  1.1  estudiamos  que  una  curva  solución  puede  ser  sólo  un  segmento  o  un 
arco  de  la  gráfica  de  una  solución  implícita  G(x,  y)  =  0. 


Ejemplo  2  Curva  solución 

dy  x 

Resuelva  el  problema  de  valor  inicial  —  =  — ,  v(4)  =  —3. 

dx  y 

I  Solución  Al  escribir  de  nuevo  la  ecuación  como  y  dy  =  -x  dx  obtenemos 


ydy  = 


xdx 


_  J?_  , 

2  2  Cy 


Podemos  escribir  el  resultado  de  la  integración  como  x2  +  y2  =  c2  al  reemplazar  la  cons¬ 
tante  2c ,  por  c2  .  Esta  solución  de  la  ecuación  diferencial  representa  una  familia  de  círcu¬ 
los  concéntricos  centrados  en  el  origen. 

Ahora,  cuando  x  =  4,  y  =  -3,  de  forma  que  16  +  9  =  25  =  c2.  Por  lo  tanto,  el  problema 
de  valor  inicial  determina  el  círculo  2  +  y2  =  25  con  radio  de  5.  Debido  a  su  simplicidad. 
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podemos  resolver  esta  solución  implícita  para  obtener  una  solución  explícita  que  satis¬ 
faga  la  condición  inicial.  En  el  ejemplo  3  de  la  sección  1.1,  vimos  esta  solución  como 
y  =  4>2(x)  o  .  Una  curva  solución  es  la  gráfica  de  una 

función  diferenciable.  En  este  caso,  la  curva  solución  será  el  semicírculo  inferior,  mos¬ 
trado  a  color  en  la  figura  2.18,  que  contiene  al  punto  (4,  -3). 

I  Pérdida  de  una  solución  Debemos  tener  cuidado  al  separar  variables,  dado  que  los 
divisores  de  las  variables  pueden  ser  cero  en  algún  punto.  En  particular,  si  r  es  un  cero  de 
la  función  h(y),  sucede  entonces  que  la  sustitución  de  y  =  r  en  dyldx  =  g(x)h(y )  convierte 
a  ambos  lados  en  cero;  en  otras  palabras,  y  =  r  es  una  solución  constante  de  la  ecuación 
diferencial.  Pero  después  de  separar  las  variables,  observe  que  el  lado  derecho  de  dy/hly) 
=  g(x)  dx  no  está  definido  en  r.  En  consecuencia,  y-r  puede  no  mostrarse  en  la  familia  de 
soluciones  que  se  obtenga  luego  de  aplicar  la  integración  y  simplificación.  Recuerde,  tal 
solución  se  denomina  solución  singular. 


Figura  2.18  Curva  solución  para  el 
problema  de  valor  inicial  del  ejemplo  2 


Ejemplo  3  Pérdida  de  una  solución 

Resuelva  dyldx  =  y2  -4. 


Solución  Escribimos  la  ecuación  en  la  forma 
dy 


-  4 


=  dx  o 


-  2 


+  2 


dy  =  dx. 


(5) 


En  (5),  la  segunda  ecuación  es  el  resultado  de  usar  fracciones  parciales  en  el  lado  iz¬ 
quierdo  de  la  primera  ecuación.  Al  integrar  y  aplicar  las  leyes  logarítmicas  se  tiene 


—  lnly  —  21  — —  ln  [y  +  21  =  x  + 
4  -  4 


o  ln 


y  +  2 


=  4 x  +  c2  o 


y  +  2 


Aquí  hemos  reemplazado  4 c¡  por  c2.  Por  último,  después  de  reemplazar  ec 2  por  c  y  resol¬ 
ver  la  última  ecuación  para  y,  se  obtiene  la  familia  de  soluciones  de  un  parámetro 

1  +  ce4v 

>’  =  2- - (6) 


1 


ce 


Ahora,  si  factorizamos  el  lado  derecho  de  la  ecuación  diferencial  como  dyldx  =  (y  -  2) (y 
+  2)  sabremos,  por  el  análisis  realizado  en  la  sección  2.1,  que  y  =  2  y  y  =  -2  son  dos  solu¬ 
ciones  constantes  (de  equilibrio).  La  solución  y  =  2  es  miembro  de  la  familia  de  solucio¬ 
nes  definidas  por  (6)  que  corresponden  al  valor  c  =  0.  No  obstante,  y  =  -2  es  una  solución 
singular;  no  se  puede  obtener  a  partir  de  (6)  para  ninguna  elección  del  parámetro  c.  Esta 
última  solución  se  perdió  en  las  primeras  etapas  del  proceso  de  solución.  Una  revisión  de 
(5)  indica  con  claridad  que  debimos  excluir  a  y  =  ±2  en  estos  pasos. 


Ejemplo  4  Problema  de  valor  inicial 

Resuelva  el  problema  de  valor  inicial 

dy 

eos  x(e2y  —  y)  —  =  ey  sen  2x,  y(0)  =  0. 


Solución  Al  dividir  la  ecuación  entre  e'  eos  x  se  tiene 

e2y  —  y  sen  2x 
- - — dy  = - dx. 


eos  x 


Antes  de  integrar,  usamos  una  división  adecuada  de  términos  en  el  lado  izquierdo  y  la 
identidad  trigonométrica  sen  2x  =  2  sen  x  eos  x  en  el  lado  derecho.  Entonces 


integración  por  partes  — > 


(ey  —  ye  y)  dy 


2 


sen  xdx 


produce 


ey  +  ye  y  +  e  y  =  — 2cosx  +  c. 


(7) 


2.2  Variables  separables 
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y 


Figura  2.19  Curvas  de  nivel,  de 
G(x,  y)  =  c,  donde  G(x,  y)  =  ey  +  ye~y 
+  e_y  +  2  eos  x 


y 


Figura  2.20  Curvas  de  nivel  de  c 
=  2  y  c  =  4 


Figura  2.21  Soluciones  de  (9) 
definidas  por  segmentos 


La  condición  inicial  v  =  0  cuando  x  =  0  implica  que  c  =  4.  Por  lo  tanto,  una  solución  del 
problema  de  valor  inicial  es 


ey  +  ye  y  +  e  y  =  4  —  2cosx.  (8)  □ 

I  Uso  de  computadoras  En  el  recuadro  de  Comentarios  incluido  al  final  de  la  sección 
1.1  mencionamos  que  puede  resultar  difícil  usar  una  solución  implícita  G(x,  y)  =  0  para 
encontrar  una  solución  explícita  v  =  4>(x).  La  ecuación  (8)  muestra  que  la  tarea  de  resolver 
y  en  términos  de  x  puede  presentar  más  problemas  que  la  ardua  labor  de  intercambiar  sím¬ 
bolos  — ¡esto  simplemente  no  es  posible! —  Soluciones  implícitas  como  la  (8)  son  un  poco 
frustrantes;  ni  la  gráfica  de  la  ecuación  ni  el  intervalo  sobre  el  cual  una  solución  que  satis¬ 
faga  y(0)  =  0  está  definida  son  evidentes.  El  problema  de  “ver”  cuál  es  la  apariencia  de  una 
solución  implícita  puede  superarse  en  algunos  casos  mediante  la  tecnología.  Una  forma  de 
hacerlo*  es  utilizar  la  aplicación  de  gráficos  de  contorno  de  un  sistema  computacional  al¬ 
gebraico  (CAS,  por  sus  siglas  en  inglés).  Recuerde  de  sus  conocimientos  de  cálculo  multi- 
variable  que  para  una  función  de  dos  variables  z  =  G(x,  y),  las  curvas  bidimensionales 
definidas  por  G(x,  y)  =  c,  donde  c  es  constante,  se  llaman  curvas  de  nivel  de  la  función.  Con 
ayuda  de  un  CAS,  en  la  figura  2.19  ilustramos  algunas  curvas  de  nivel  de  la  función  G(x,  y) 
=  é'  +  yé~y  +  é~y  +  2  eos  x.  La  familia  de  soluciones  definidas  por  la  expresión  (7)  son  las 
curvas  de  nivel  G(x,  y)  =  c.  La  figura  2.20  ilustra,  a  color,  la  curva  de  nivel  G(x,  y)  =  4, 
la  cual  representa  la  solución  particular  (8).  La  otra  curva  mostrada  en  la  figura  2.20  es  la 
curva  de  nivel  G(x,  y)  =  2,  y  es  el  miembro  de  la  familia  G(x,  y)  =  c  que  satisface  a 
y(ir/2)  =  0. 

Si  una  condición  inicial  lleva  a  una  solución  particular  mediante  la  determinación  de  un 
valor  específico  del  parámetro  c  en  una  familia  de  soluciones  para  una  ecuación  diferencial 
de  primer  orden,  es  natural  que  la  mayoría  de  los  estudiantes  (y  profesores)  se  relajen  y 
conformen  con  esto.  No  obstante,  quizá  una  solución  de  un  problema  de  valor  inicial  no 
sea  única.  En  el  ejemplo  4  de  la  sección  1.2  vimos  que  el  problema  de  valor  inicial 

^  =  xyl/2,  y(0)  =  0,  (9) 

ax 

tiene  al  menos  dos  soluciones,  y  =  0  y  y  =  x4/16.  Ahora  estamos  en  posición  de  resolver 
la  ecuación.  Al  separar  las  variables  e  integrar  y~1/2dx  =  xdx  resulta 


2/'>  =  f  +  c,  o  + 

Cuando  x  =  0,  entonces  y  =  0  y,  por  lo  tanto,  necesariamente  c  =  0.  Luego,  y  =  x4/16.  La 
solución  trivial  y  =  0  se  perdió  al  dividir  entre  y1/2.  Además,  el  problema  de  valor  inicial 
(9)  posee  infinitamente  más  soluciones,  puesto  que  para  cualquier  opción  del  parámetro 
a  a  0,  la  función  definida  en  segmentos 

Í0,  x  <  a 

^  \(x2  —  a2)2/ 16,  x  a  a 

satisface  tanto  la  ecuación  diferencial  como  la  condición  inicial.  Vea  la  figura  2.21. 


Comentarios 


i)  Si  g  es  una  función  continua  sobre  un  intervalo  I  que  contiene  a  x0  entonces,  con  base 
en  el  teorema  fundamental  del  cálculo,  tenemos 


d_ 

dx . 


En  otras  palabras. 


g(t)  dt  =  g(x). 

0 

g(t)  dt  es  una  antiderivada  de  la  función  g.  Hay  ocasiones  en 


*En  la  sección  2.6  analizamos  otros  tipos  de  procedimientos  basados  en  el  concepto  de  un  método  numérico. 
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que  esta  forma  es  conveniente.  Por  ejemplo,  si  g  es  continua  sobre  un  intervalo  7  que 
contiene  a  x0,  entonces  la  solución  del  problema  simple  de  valor  inicial  dy/dx  =  g(x), 
y(jfo)  =  Vn,  definido  en  /,  estará  dada  por 


y(*) 


yo  + 


g(t )  dt. 


Deberá  comprobar  esto  por  usted  mismo.  Dado  que  una  antiderivada  de  una  función 
continua  no  siempre  se  puede  expresar  en  términos  de  funciones  elementales,  quizá 
esto  sea  lo  mejor  que  podremos  hacer  para  obtener  una  solución  explícita  de  un  proble¬ 
ma  de  valor  inicial. 

ii)  En  algunos  de  los  ejemplos  anteriores  vimos  que  en  una  familia  de  soluciones  de  un 
parámetro  para  una  ecuación  diferencial  de  primer  orden  la  constante  se  puede  renom¬ 
brar  cuando  sea  conveniente.  Además,  fácilmente  puede  suceder  que  dos  individuos 
que  resuelven  la  misma  ecuación  de  manera  correcta  obtengan  expresiones  diferentes 
en  sus  respuestas.  Por  ejemplo,  mediante  separación  de  variables,  podemos  mostrar  que 
las  familias  de  soluciones  de  un  parámetro  para  la  ED  (1  +  y2)dx  +  (1  +  x2)dy  =  0  son 


x  +  y 

arctan  x  +  arctan  y  =  c  o  - —  =  c. 

1  —  xy 


Conforme  avance  por  las  siguientes  secciones,  tenga  en  cuenta  la  probabilidad  de 
que  las  familias  de  soluciones  sean  equivalentes  en  el  sentido  de  que  una  familia  puede 
obtenerse  a  partir  de  otra,  ya  sea  mediante  aplicación  de  álgebra  y  trigonometría  o  por 
volver  a  nombrar  la  constante.  Vea  los  problemas  27  y  28  en  los  ejercicios  2.2. 


EJERCICIOS  2.2  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-2. 


En  los  problemas  1  a  22,  resuelva  la  ecuación  diferencial  dada 
mediante  separación  de  variables. 


dy 

1 .  —  =  sen  5x 
dx 

3.  dx  +  e3xdy  =  0 
dy 


2.  *-<,+  y 

dx 

4.  dy  —  [y  —  \)2dx  =  0 


5.  x 


dx 


7  ^ 

7.  —  =  e 
dx 


4 y 

dy 

6.  — — h  2xy2  =  0 
dx 

,3x  +  2 y 

dy 

8.  exy  —  =  e~y  + 
dx 

-2x-y 


dx 

9.  vlnx  —  = 

dy 


10. 


dy 


dx 


' y  +  i 

X 

1 1 .  cscy  dx  +  sec2x  dy  =  0 

12.  sen3xí7.r  +  2ycos33x<7y  =  0 

13.  (ev  +  1  fe~ydx  +  (e*  +  1  fe~xdy  =  0 

14.  x(l  +  y2)l/2dx  =  y(l  +  x2)l/2dy 


2  y  +  3N2 
4x  +  5 


dS  ,r, 

15.  —  =  kS 
dr 

dP  , 

17.  —  =  P  -  P2 
dt 


dQ 

16-  -f=k(Q-  70) 

18.  —  +  N  =  Nte,+  2 
dt 


dy  xy  +  3x  —  y  —  3 

19.  —  =  — - ^ - 

dx  xy  —  2x  +  4y  —  8 


20. 


dy  xy  +  2y  —  x  —  2 
dx  xy  —  3  y  +  x  —  3 


21.  —  =  xV  1  -  v2  22.  (ex  +  e~x)  —  =  y2 

dx  '  dx 

En  los  problemas  23  a  28,  encuentre  una  solución  implícita  y 

una  explícita  para  el  problema  de  valor  inicial  dado. 


dx  ,  t  ,  /  i  \ 

23.  —  =  4(.y2  +  1),  xÍ7r/4)  =  1 
dt 


dy  y2  -  1 

24.  —  =  - 


dx 


f 


y(2)  =  2 


25.  x2~^  =  y~xy,  v(-l)  =  -1 

dy  5 

26.  ~  +  2,  -  1.  ,(0)  -  - 

A  /  O 

27.  Vi  -  y2dx  -  Vi  -  x2dy  =  0,  y(0)  =  — 

28.  (1  +  x*)dy  +  x(l  +  4 y2)dx  =  0,  y(l)  =  0 

29.  á)  Encuentre  una  solución  del  problema  de  valor  ini¬ 

cial  consistente  en  la  ecuación  diferencial  del  ejem¬ 
plo  3  y  las  condiciones  iniciales  y(0)  =  2,  y(0)  =  -2, 

y(?)  =  i. 

b)  Encuentre  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  del 
ejemplo  4  cuando  ln  cl  se  utiliza  como  la  constan¬ 
te  de  integración  situada  en  el  lado  izquierdo  de  la 
solución  y  4  ln  cq  es  reemplazada  por  ln  c.  Después 
resuelva  los  mismos  problemas  de  valor  inicial  de  la 
parte  a). 


2.2  VariabLes  separables 
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30. 


Encuentre  una  solución  de  x 
los  puntos  indicados. 


dy 

dx 


=  y2  —  y  que  atraviese 


a)  (0,1)  fe)  (0,0)  c)  (M)  d)  ( 2,  i) 


3 1 .  Encuentre  una  solución  singular  del  problema  21  y  del 
problema  22. 

32.  Demuestre  que  una  solución  implícita  de 

2x  sen2  y  dx  -  (x2  +  10)  eos  y  dy  =  0 
está  dada  por  ln (x2  +  10)  cosec  y  =  c.  Encuentre  las  so¬ 
luciones  constantes,  si  las  hubiera,  que  se  hayan  perdido 
en  la  solución  de  la  ecuación  diferencial. 


Con  frecuencia  un  cambio  radical  en  la  forma  de  la  solución 
de  una  ecuación  diferencial  corresponde  a  un  cambio  muy 
pequeño  en  la  condición  inicial  o  en  la  propia  ecuación.  En 
los  problemas  33  a  36,  encuentre  una  solución  explícita  para 
el  problema  de  valor  inicial  dado.  Utilice  una  herramienta  de 
graficación  para  trazar  la  gráfica  de  cada  solución.  Compare 
cada  curva  solución  en  las  inmediaciones  de  (0,  1). 

33.  "y  =  (y  ~  l)2,  y(0)  =  1 

dx 

34.  Cy  =  (y~  l)2,  ><0)  =  1.01 
dx 

35.  —  =  (y  -  l)2  +  0.01,  y(0)  =  1 
dx 

36.  =  (y  -  l)2  -  0.01,  y(0)  =  1 


37.  Toda  ecuación  autónoma  de  primer  orden  dyldx  =f(y)  es 
separable.  Encuentre  las  soluciones  explícitas  y3{x), 
y2(x),  y3(x)  y  y  ¿(ye)  de  la  ecuación  diferencial  dyldx  =  y  - 
y3  que  satisfaga,  a  su  vez,  las  condiciones  iniciales  y^O) 
=  2,  v2(0)  =  \ ,  y3(0)  =  y  y4(0)  =  -2.  Use  una  herra¬ 
mienta  de  graficación  para  trazar  las  gráficas  de  cada 
solución.  Compare  estas  gráficas  con  las  pronosticadas 
en  el  problema  19  de  los  ejercicios  2.1.  Proporcione  el 
intervalo  de  definición  exacto  para  cada  solución. 

38.  a)  La  ecuación  diferencial  autónoma  de  primer  orden 

dyldx  -  1  /(y  -  3)  no  tiene  puntos  críticos.  No  obs¬ 
tante,  coloque  el  3  sobre  una  línea  de  fase  y  obtenga 
un  retrato  fase  de  la  ecuación.  Obtenga  d2y/dx2  para 
determinar  dónde  son  cóncavas  hacia  arriba  las  cur¬ 
vas  solución  y  dónde  son  cóncavas  hacia  abajo  (vea 
los  problemas  35  y  36  en  los  ejercicios  2.1).  Use  el 
retrato  fase  y  la  concavidad  para  trazar  a  mano  algu¬ 
nas  curvas  solución  típicas. 


b )  Encuentre  las  soluciones  explícitas  y3(x),  y2(x),  y3(x)  y 
y4(x)  de  la  ecuación  diferencial  de  la  parte  a)  que  satis¬ 
fagan,  a  su  vez,  las  condiciones  iniciales  y  r  (0)  =  4,  y2(0) 
=  2,  y3(l)  =  2  y  y4(-l)  =  4.  Bosqueje  cada  solución  y 
compárela  con  sus  gráficas  de  la  parte  a).  Proporcione 
el  intervalo  de  definición  exacto  para  cada  solución. 

39.  a)  Encuentre  una  solución  explícita  del  problema  de 
valor  inicial 

dy  _2x  +  \ 
dx  2  y 


y{-2)  =  -1. 


b)  Use  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  la 
gráfica  de  la  solución  de  la  parte  a).  Utilice  la  grá¬ 
fica  para  calcular  el  intervalo  de  definición  /  de  la 
solución. 

c)  Determine  el  intervalo  exacto  I  de  definición  em¬ 
pleando  métodos  analíticos. 

40.  Repita  las  partes  a),  b )  y  c)  del  problema  39  para  el  PVI 
que  consiste  en  la  ecuación  diferencial  del  problema  7  y 
la  condición  y(0)  =  0. 


Problemas  de  análisis 

41 .  a)  Explique  por  qué  el  intervalo  de  definición  de  la  so¬ 

lución  explícita  y  =  4>  2W  del  problema  de  valor  ini¬ 
cial  del  ejemplo  2  es  el  intervalo  abierto  -5  <x  <5. 

b)  ¿Es  posible  que  cualquier  solución  de  la  ecuación 
diferencial  atraviese  el  eje  x?  ¿Considera  usted  que 
x2  +  y2  =  1  es  una  solución  implícita  del  problema  de 
valor  inicial  dyldx  =  -x/y,  y(l)  =  0? 

42.  a )  Si  a  >  0,  analice  las  diferencias,  si  las  hubiera,  entre 

las  soluciones  de  problemas  de  valor  inicial  que 
consistan  en  la  ecuación  diferencial  dyldx  =  x/y  y 
cada  una  de  las  condiciones  iniciales  y(a)  =  a,  y(a) 
=  -a,  y(-a)  =  a  y  y(-a)  =  -a. 

b)  ¿Tiene  solución  el  problema  de  valor  inicial  dyldx  = 
x/y,  y(0)  =  0? 

c)  Resuelva  dyldx  =  x/y,  y(l)  =  2  y  proporcione  el  in¬ 
tervalo  exacto  I  de  definición  de  su  solución. 

43.  En  los  problemas  37  y  38  vimos  que  toda  ecuación  diferen¬ 
cial  autónoma  de  primer  orden  dyldx  =f(y )  es  separable. 
¿Este  hecho  ayuda  en  la  solución  del  problema  de  valor 

inicial  —  =  y/ 1  +  y2  sen2y,  v(0)  =  |?  Analice.  Trace 
dx 

a  mano  una  posible  curva  solución  para  el  problema. 

44.  Sin  usar  tecnología,  ¿cómo  resolvería  usted 

(Ví  +  x)  —  =  Vy  +  y? 

dx 

Ponga  en  práctica  sus  ideas. 

45.  Encuentre  una  función  cuyo  cuadrado  más  el  cuadrado 
de  su  derivada  sea  1 . 

46.  a)  La  ecuación  diferencial  del  problema  27  es  equiva¬ 

lente  a  la  forma  normal 

dy=  / 1  -  y2 
dx  V  1  —  x2 

en  la  región  cuadrada  del  plano  xy  definida  por 
Ixl  <  1 ,  lyl  <  1 .  Pero  la  cantidad  situada  bajo  el  radical  es 
positiva  también  en  las  regiones  definidas  por  Ixl  >  1 , 
I  y  I  >  1.  En  el  plano  xy,  trace  todas  las  regiones  para 


50 


CAPÍTULO  2  Ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


las  cuales  esta  ecuación  diferencial  contiene  solu¬ 
ciones  reales. 

b )  Resuelva  la  ED  de  la  parte  a)  en  las  regiones  defi¬ 
nidas  por  IjcI  >  1,  Ivl  >  1.  Después,  encuentre  una 
solución  implícita  y  otra  explícita  de  la  ecuación 
diferencial  sujeta  a  y(2)  =  2. 


Modelo  matemático 

47.  Puente  colgante  En  la  ecuación  (17)  de  la  sección  1.3 
vimos  que  un  modelo  matemático  para  la  forma  de  un 
cable  flexible  tendido  entre  dos  soportes  verticales  es 


dy  _  W 
dx  7j  ’ 


(10) 


donde  W  denota  la  porción  de  la  carga  vertical  total 
entre  los  puntos  P1  y  P2  mostrados  en  la  figura  1.26.  La 
ED  (10)  es  separable  bajo  las  siguientes  condiciones  que 
describen  un  puente  colgante. 

Supongamos  que  los  ejes  x  y  y  son  como  indica  la 
figura  2.22,  es  decir,  el  eje  x  corre  a  lo  largo  de  la  carre¬ 
tera  horizontal  y  el  eje  y  atraviesa  el  punto  (0,  a),  que  es 
el  punto  más  bajo  de  un  cable  tendido  sobre  el  tramo  de 
puente,  y  coincide  con  el  intervalo  [-LI2,  L/2],  En  el 
caso  de  un  puente  colgante,  el  supuesto  acostumbrado 
es  que  la  carga  vertical  en  (10)  es  sólo  una  carretera  uni¬ 
forme  distribuida  a  lo  largo  del  eje  horizontal.  En  otras 
palabras,  se  asume  que  el  peso  de  todos  los  cables  es 
insignificante  en  comparación  con  el  peso  de  la  carrete¬ 
ra,  y  que  el  peso  por  unidad  de  longitud  de  la  carretera 
(digamos,  libras  por  pie  horizontal)  es  una  constante  p. 
Utilice  esta  información  para  formular  y  resolver  un 
problema  adecuado  de  valor  inicial  a  partir  del  cual  se 
determine  la  forma  (una  curva  con  ecuación  y=(f>  (x))  de 
cada  uno  de  los  dos  cables  tendidos  en  un  puente  col¬ 
gante.  Exprese  su  solución  del  PVI  en  términos  de  altura 
h  y  longitud  L.  Vea  la  figura  22. 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

48.  á)  Utilice  un  programa  CAS  y  el  concepto  de  cur¬ 
vas  de  nivel  para  trazar  gráficas  representativas 
de  los  miembros  de  la  familia  de  soluciones  de  la  ecua- 
dy  8x  +  5 

ción  diferencial  —  = - - - .  Experimente  con 

dx  3y2  +  1  F 


diferentes  cantidades  de  curvas  de  nivel,  así  como 
con  diversas  regiones  rectangulares  definidas  por 
a  <  x  <  b,  c  <  v  £  d. 

b)  En  ejes  coordenados  separados,  trace  las  gráficas  de 
las  soluciones  particulares  que  correspondan  a  las 
condiciones  iniciales:  y(0)  =  -1;  y(0)  =  2;  y(-l)  =  4; 
v(— 1)  =  -3. 

49.  a)  Encuentre  una  solución  implícita  del  PVI: 

(2 y  +  2)dy  —  (4x3  +  6 x)dx  =  0,  y(0)  =  —  3. 

b)  Use  la  parte  a)  para  encontrar  una  solución  explícita 
y  =  4>ix)  del  PVI. 

c)  Considere  su  respuesta  a  la  parte  tí)  sólo  como  una 
función.  Utilice  una  herramienta  de  graficación  o 
un  CAS  para  trazarla,  y  después  use  la  gráfica  para 
calcular  su  dominio. 

d)  Con  ayuda  de  la  aplicación  búsqueda  de  raíces  de  un 
CAS,  determine  el  intervalo  I  de  definición  más 
largo  aproximado  de  la  solución  y  =  (f>  ( x )  calculada 
en  la  parte  tí).  Utilice  una  herramienta  de  grafica¬ 
ción  o  un  CAS  para  trazar  en  este  intervalo  la  curva 
solución  para  el  PVI. 

50.  a)  Utilice  un  CAS  y  el  concepto  de  curvas  de  nivel  para 

trazar  las  gráficas  representativas  de  los  miembros 
de  la  familia  de  soluciones  de  la  ecuación  diferencial 
dy  x(l  -  x) 

—  =  — - Experimente  con  diferentes  can¬ 

dí  y(— 2  +  y) 

tidades  de  curvas  de  nivel,  así  como  con  diversas 
regiones  rectangulares  en  el  plano  xy  hasta  que  su 
resultado  se  parezca  a  la  figura  2.23. 


Figura  2.23  Curvas  de  nivel  para  el  problema  50 

tí)  En  ejes  coordenados  separados,  trace  la  gráfica  de 
la  solución  implícita  que  corresponda  a  la  condición 
inicial  y(0)  =  §.  Utilice  un  lápiz  de  color  para  definir 
aquel  segmento  de  la  gráfica  que  corresponda  a  la  cur¬ 
va  solución  de  una  solución  cf>  que  satisfaga  la  con¬ 
dición  inicial.  Con  ayuda  de  una  aplicación  para 
localizar  raíces  de  un  CAS,  determine  el  intervalo  de 
definición  I  más  largo  aproximado  de  la  solución  cf>. 
[Sugerencia:  Primero  encuentre  los  puntos  sobre  la 
curva  de  la  parte  a)  donde  la  tangente  sea  vertical.] 

c)  Repita  la  parte  tí)  para  la  condición  inicial  v(0)  =  -2. 


2.2  VariabLes  separabl.es 
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10  Introducción  Continuamos  con  nuestra  búsqueda  de  soluciones  para  ecuaciones 
diferenciales  de  primer  orden,  por  lo  que  examinaremos  las  ecuaciones  lineales.  Las  ecua¬ 
ciones  diferenciales  lineales  son  una  familia  de  ecuaciones  diferenciales  especialmente 
“amistosa”  en  cuanto  a  que,  dada  una  ecuación  lineal,  ya  sea  de  primer  orden  o  de  orden 
superior,  siempre  hay  una  buena  posibilidad  de  encontrar  alguna  clase  de  solución  de  la 
ecuación  que  podamos  considerar. 


I  Una  definición  La  forma  de  una  ED  lineal  de  primer  orden  se  presentó  en  la  ecua¬ 
ción  (7)  de  la  sección  1.1.  Esta  forma,  el  caso  en  que  n  =  1  en  la  expresión  (6)  de  esa  sec¬ 
ción,  se  reproduce  aquí  por  comodidad. 


Cuando  g(x)  =  0,  se  dice  que  la  ecuación  lineal  (1)  es  homogénea;  de  lo  contrario,  es 

no  homogénea. 


I  Forma  estándar  Al  dividir  ambos  lados  de  (1)  entre  el  primer  coeficiente  a¡(x)  obte¬ 
nemos  una  forma  todavía  más  útil,  la  forma  estándar  de  una  ecuación  lineal 

—  + P{x)y=f(x).  (2) 

dx 

Buscamos  una  solución  de  (2)  sobre  un  intervalo  /  para  el  cual  ambas  funciones,  P  y  f, 
sean  continuas. 

En  el  análisis  siguiente,  ilustramos  una  propiedad  y  un  procedimiento  y  finalizamos 
con  una  fórmula  representativa  de  la  forma  que  toda  solución  de  (2)  debe  tener.  Pero  más 
que  la  fórmula,  la  propiedad  y  el  procedimiento  son  importantes,  pues  estos  dos  concep¬ 
tos  se  aplican  también  a  las  ecuaciones  lineales  de  orden  superior. 


H  La  propiedad  La  ecuación  diferencial  (2)  tiene  la  propiedad  de  que  su  solución  es 
la  suma  de  las  dos  soluciones,  y  =  yc  +  yp,  donde  yc  es  una  solución  de  la  ecuación  ho¬ 
mogénea  asociada 

dy 

—  +  P(x)y  =  0  (3) 

dx 

y  yp  es  una  solución  particular  de  la  ecuación  (2)  no  homogénea.  Para  apreciar  esto, 
observe 


d_ 

dx 


[yc  +  yP\  +  p{x)[yc  +  yP\ 


dy 

dx 


+  P(x)yc 


+ 


dyp 

dx 


+  P(x)yf 


v 


V 

0 


J 


~^r~ 

/(*) 


j 


=/(*)• 


Ahora  la  ecuación  homogénea  (3)  también  es  separable.  Este  hecho  nos  permite  encon¬ 
trar  yc  si  escribimos  (3)  como 


dy_ 

y 


+  P(x)  dx  =  0 
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e  integramos.  Al  resolver  para  y  se  tiene  yc  =  ce~*PMdx.  Por  conveniencia,  establezcamos 
yc  =  cy^x),  donde  y,  =  er^p<x,dx.  El  hecho  es  que  clyjdx  +  P(x)yl  =  0  será  de  utilidad  des¬ 
pués  para  determinar  yp. 


M  El  procedimiento  Ahora  podemos  calcular  una  solución  particular  de  la  ecuación  (2) 
mediante  un  procedimiento  conocido  como  variación  de  parámetros.  La  idea  básica  es 
encontrar  una  función  u  de  manera  que  yp  =  uixty^x)  =  u( x)  e^p<x)dx  sea  una  solución  de  (2). 
En  otras  palabras,  nuestro  supuesto  para  yp  es  el  mismo  que  para  yc  =  cyt(x)  salvo  que  c  es 
reemplazada  por  el  “parámetro  variable”  u.  Al  sustituir  yp  =  uyl  en  (2)  se  tiene 


regla  del  producto 

I 

+  P{x)uyi  =  f{x) 

dx  dx 


cero 

i 


dy\ 


+  P(x)y  i 


du  .  . 

+  y  i~r=  f(x) 

ClX 


asi  que 


du  . 
y  17  =  /(■*■)• 

dx 


Al  separar  las  variables  e  integrarlas  después  se  tiene 

f(x ) 

du  =  — —  dx  y  u  — 


y  iM 


f(x) 

VlW 


dx. 


Con  base  en  la  definición  de  yi(x),  vemos  que  lfyi(x)  =  e^F{x)dx.  Por  lo  tanto, 

'  /O) 


yP  =  uy  1 


y\{x) 


dx  e-^dx  =  e-W* 


e^x)dxf(x)  dx , 


y  =  yc  +  yp  =  ce-/n*)*  +  e-¡?  W* 


e^x)dxf(x)  dx. 


(4) 


En  consecuencia,  si  (2)  tiene  una  solución,  debe  ser  de  la  forma  (4).  Por  otro  lado,  com¬ 
probar  que  (4)  constituye  una  familia  de  soluciones  de  un  parámetro  de  la  ecuación  (2) 
es  un  ejercicio  fácil. 

No  se  debe  memorizar  la  fórmula  dada  en  (4).  Existe  una  forma  equivalente  pero  más 
sencilla  para  resolver  (2).  Si  (4)  se  multiplica  por 


(5) 

y  después 

ei^^y  =  c  + 

. 

e^x)dxf{x)  dx 

(6) 

se  deriva, 

—  [gFW-fc-y]  = 
dx  L 

efpWdxf(x), 

(7) 

obtenemos  e^)4  —  +  P(x)eip{x)dxy  =  e^x)dxf{x). 

dx 

Al  dividir  el  último  resultado  entre  *  se  obtiene  (2). 

(8) 

I  Método  de  solución  El  método  recomendado  para  resolver  (2)  consiste  en  rea¬ 
lidad  en  (6)-(8)  desarrollado  en  sentido  inverso.  En  otras  palabras,  si  (2)  se  multiplica 
por  (5),  se  obtiene  (8).  El  lado  izquierdo  de  (8)  se  conoce  como  la  derivada  del  producto 
de  dx  por  y.  Esto  nos  da  (7).  Después  integramos  ambos  lados  de  (7)  para  obtener 
la  solución  (6).  Debido  a  que  podemos  resolver  (2)  mediante  la  integración  después  de 
multiplicar  por  ,  esta  función  se  conoce  como  factor  integrante  de  la  ecuación 

diferencial.  Por  conveniencia,  resumimos  estos  resultados.  Nuevamente,  enfatizamos  que 
no  debe  memorizar  la  fórmula  (4),  sino  cada  vez  realizar  el  siguiente  procedimiento. 


2.3  Ecuaciones  lineales 
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0  Convierta  una  ecuación  lineal  de  la  forma  (1)  a  la  forma  estándar  (2),  y  des¬ 
pués  determine  P(x)  y  el  factor  integrante  e^p(x>  dx. 

ii)  Multiplique  (2)  por  el  factor  integrante.  El  lado  izquierdo  de  la  ecuación  resul¬ 
tante  es  automáticamente  la  derivada  del  factor  integrante  y  de  y:  escriba 

£  [eSp(x)dxy]  =  eFW*/(x) 

y  después  integre  ambos  lados  de  esta  ecuación. 

_ ) 


Ejemplo  1  Solución  de  una  ecuación  diferencial  lineal 

d\ 

Resuelva  ' —  3v  =  6. 
dx 


I  Solución  Esta  ecuación  lineal  puede  resolverse  mediante  separación  de  variables.  Por 
otra  parte,  como  la  ecuación  ya  está  en  su  forma  estándar  (2),  vemos  que  el  factor  integran¬ 
te  es  e^~3>  *  =  e~3x.  Multiplicamos  la  ecuación  por  su  factor  y  observamos  que 


di 

dx 


3e  3xy  =  6e  3x  es  lo  mismo  que  —  [e  3j:y]  =  6e 


dx 


Cuando  se  integran  ambos  lados  de  la  última  ecuación  se  obtiene  e  " ~y  ■ 
que  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  es  y  = -2  +  ce3x,  -oo  <  x  <  co. 


Cuando  en  la  expresión  (1)  ax,  a0  y  g  son  constantes,  la  ecuación  diferencial  es  autó¬ 
noma.  En  el  ejemplo  1,  usted  puede  comprobar  a  partir  de  la  forma  dy/dx  =  3 (y  +  2)  que 
-2  es  un  punto  crítico  y  que  es  inestable  y  un  repulsor.  Así,  una  curva  solución  con  un 
punto  inicial  por  arriba  o  abajo  de  la  gráfica  de  la  solución  de  equilibrio  y  =  -2  se  aleja  de 
esta  línea  horizontal  conforme  x  aumenta. 

I  Constante  de  integración  En  el  análisis  general  y  en  el  ejemplo  1  observe  que 
hemos  hecho  caso  omiso  de  una  constante  de  integración  al  evaluar  la  integral  indefinida 
en  el  exponente  de  e^‘‘x)dx.  Si  recuerda  las  leyes  de  los  exponentes  y  el  hecho  de  que  el 
factor  integrante  multiplica  ambos  lados  de  la  ecuación  diferencial,  podrá  estar  en  condi¬ 
ciones  de  responder  por  qué  es  innecesario  escribir  JP(x)dx  +  c.  Vea  el  problema  44  en  los 
ejercicios  2.3. 

I  Solución  general  Suponga  de  nuevo  que  en  (2)  las  funciones  P  y/son  continuas 
en  un  intervalo  común  I.  En  los  pasos  que  llevan  a  (4)  mostramos  que  si  (2)  tiene  una 
solución  en  /,  tal  solución  debe  tener  la  forma  dada  en  (4).  Por  el  contrario,  verificar 
que  toda  función  de  la  forma  dada  en  (4)  es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial 
(2)  en  I  es  un  ejercicio  de  diferenciación  sencillo.  En  otras  palabras,  (4)  es  una  fami¬ 
lia  de  soluciones  de  un  solo  parámetro  de  la  ecuación  (2)  y  toda  solución  de  (2)  defini¬ 
da  en  /  es  miembro  de  esta  familia.  En  consecuencia,  tenemos  razones  para  denominar 
a  (4)  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  en  el  intervalo  I.  Ahora,  al  expre¬ 
sar  (2)  en  la  forma  normal  y'  =  F(x,  y)  podemos  identificar  F(x,  y)  =  -P(x)y  +f(x )  y 
3/73 v  =  -P(x).  A  partir  de  la  continuidad  de  P  y  /en  el  intervalo  I,  se  desprende  que  F 
y  dF/dy  son  también  continuas  en  /.  Con  el  teorema  1.1  como  justificación,  concluimos 
que  existe  una  y  sólo  una  solución  para  el  problema  de  valor  inicial 

y"  +  P(x)y  =  f{x),  y(x0)  =  y0  (9) 

dx 

definido  en  cierto  intervalo  /0  que  contiene  a  x0.  Pero  cuando  x0  está  en  /,  encontrar  una  so¬ 
lución  de  (9)  sólo  es  cuestión  de  encontrar  un  valor  apropiado  de  c  en  (4);  es  decir,  a  cada  x0 
en  I  le  corresponde  una  c  distinta.  En  otras  palabras,  el  intervalo  /0  de  existencia  y  unicidad 
expresado  en  el  teorema  1 . 1  para  el  problema  de  valor  inicial  (9)  es  el  intervalo  entero  I. 
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Ejemplo  2  Solución  general 

dy 

Resuelva  x - 4y  =  x  e\ 

dx 

I  Solución  Al  dividir  entre  x  obtenemos  la  forma  estándar 


dy 

dx 


_  s  y 

-_y  =  Xje  . 


(10) 


A  partir  de  esta  forma  identificamos  P(x)  =  — 4/x  y/(x)  =  xV  y  observamos  que  P  y/son 
continuas  en  (0,  oo).  Por  lo  tanto,  el  factor  integrante  es 

podemos  usar  ln  x  en  lugar  de  ln  I  x  I  dado  que  x  >  0 

i 

£—4 fdx/x  —  g-4lnx  _  ^Inx  4  _  ^-4 


Aquí  hemos  usado  la  identidad  básica  bXoibN  =  N,  N>  0.  Ahora  multiplicamos  (10)  por  x^ 
~4  — - 4x~5y  =  xe x,  y  obtenemos  —  [x~4y]  =  xe*. 


dx 


dx 


De  la  integración  por  partes  se  deduce  que  la  solución  general  definida  en  (0,  oo )  es 

Xa y  =  xe*-e*  +  cov  =  xV  -  xV  +  ex4. 


Salvo  en  el  caso  de  que  el  primer  coeficiente  sea  1,  la  reformulación  de  la  ecuación 
(1)  en  la  forma  estándar  (2)  requiere  que  se  divida  entre  a¡(x).  Los  valores  de  x  para  los 
cuales  r¡i(x)  =  0  se  denominan  puntos  singulares  de  la  ecuación.  Los  puntos  singulares 
son  potencialmente  problemáticos.  Específicamente  en  (2),  si  P{x)  (formada  al  dividir 
a0(x )  entre  a  ¡  (x))  es  discontinua  en  un  punto,  la  discontinuidad  puede  trasladarse  a  las 
soluciones  de  la  ecuación  diferencial. 


Ejemplo  3  Solución  general 


Encuentre  la  solución  general  de  (x2  —  9) 


cfy 

dx 


+ 


xy  =  0. 


1  Solución  Escribimos  la  ecuación  diferencial  en  la  forma  estándar 


(11) 


e  identificamos  P(x)  =  x/(x2  -  9).  Aunque  P  es  continua  en  (-oo,  -3),  en  (-3,  3)  y  en 
(3,  oo),  debemos  resolver  la  ecuación  en  los  intervalos  primero  y  tercero.  En  estos  inter¬ 
valos  el  factor  integrante  es 


e¡xdx/(p-  9)  _  gí/2 xdx/(x*-9)  _  g)ln  [x2  — 9|  _  \/ £■  _  9 


Después  de  multiplicar  la  forma  estándar  (11)  por  este  factor,  obtenemos 


-^-[Vx2  -  9y]  =  0, 

dx 


y  al  integrar  resulta 


A/.x2  —  9v  =  c. 


Así,  para  x  >  3  o  x  <  -3,  la  solución  general  de  la  ecuación  es 

Observe  en  el  ejemplo  anterior  que  x  =  3  y  x  =  -3  son  puntos  singulares  de  la  ecuación 
y  que  toda  función  incluida  en  la  solución  general  y  =  c/'V/x2  —  9  es  discontinua  en 
estos  puntos.  Por  otro  lado,  x  =  0  es  un  punto  singular  de  la  ecuación  diferencial  dada 
en  el  ejemplo  2,  pero  la  solución  general  y  =  xV  -  x4er  +  ex4  es  digna  de  mencionar  en 
cuanto  a  que  toda  función  presente  en  esta  familia  de  un  parámetro  es  continua  en  x  =  0 
y  está  definida  en  el  intervalo  (-oo,  oo)  y  no  sólo  en  (0,  oo)  como  se  expresa  en  la  solu¬ 
ción.  No  obstante,  la  familia  y  =  x 5ex  -  x4ex  +  ex4  definida  en  (-oo,  oo)  no  se  puede 
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considerar  como  solución  general  de  la  ED,  dado  que  el  punto  singular  x  =  0  sigue  oca¬ 
sionando  un  problema.  Vea  el  problema  39  en  los  ejercicios  2.3. 


_ i¿_ _ L _ L _ _ L _ i _ 

-4  -2  0  2  4 


Figura  2.24  Algunas  soluciones 
de  y'  +  y  =  x 


Ejemplo  4  Un  problema  de  valor  inicial 

dy 

Resuelva  el  problema  de  valor  inicial - F  y  = 

dx 


x,  y(0)  =  4. 


I  Solución  La  ecuación  se  encuentra  en  su  forma  estándar,  y  P(x)  =  1  y  f(x)  =  x  son 
continuas  en  (-oo,  oo).  El  factor  integrante  es  eJdx  =  ex  y,  por  lo  tanto,  al  integrar 

d,  [<V]  = 
dx 

se  obtiene  exy=xex-ex  +  c.  Resolver  esta  última  ecuación  para  y  produce  la  solución  general 
y  =  x  -  1  +  ce~x.  Pero  de  la  condición  inicial  se  desprende  que  y  =  4  cuando  x  =  0.  Sustituir 
estos  valores  en  la  solución  general  resulta  en  c  =  5.  Por  lo  tanto,  la  solución  del  problema  es 

y  =  x-l+5e~x,  —  oo  <  x  <  oo .  (12)  □ 

Recuerde  que  la  solución  general  de  toda  ecuación  diferencial  lineal  de  primer  orden 
es  una  suma  de  dos  soluciones  especiales:  yc,  la  solución  general  de  la  ecuación  homogé¬ 
nea  asociada  (3),  y  yp,  una  solución  particular  de  la  ecuación  no  homogénea  (2).  En  el 
ejemplo  4  identificamos  yc  =  cex  y  yp=x-  1.  La  figura  2.24,  obtenida  con  ayuda  de  una 
herramienta  graficadora,  muestra  a  (12)  en  color  remarcado  junto  con  otras  soluciones 
representativas  de  la  familia  y  =  x  -  1  +  ce~x.  Es  interesante  observar  que  conforme  x  se 
hace  más  grande,  las  gráficas  de  todos  los  miembros  de  la  familia  se  acercan  a  la  gráfica 
de  yp  =x  —  1,  la  cual  se  muestra  en  color  negro  remarcado  en  la  figura  2.24.  Esto  se  debe 
a  que  la  contribución  de  yc  =  ce~x  a  los  valores  de  una  solución  se  vuelve  insignificante 
para  valores  crecientes  de  x.  Decimos  que  yc  =  ce~x  es  un  término  transitorio  dado  que 
yc  —¥  0  cuando  x  — »  oo .  Mientras  que  este  comportamiento  no  es  característico  de  todas 
las  soluciones  generales  de  ecuaciones  lineales  (vea  el  ejemplo  2),  la  noción  de  un  tran¬ 
sitorio  muchas  veces  resulta  importante  en  problemas  aplicados. 


I  Coeficientes  discontinuos  En  aplicaciones,  los  coeficientes  P(x)  y/(x)  incluidos  en 
(2)  pueden  ser  continuos  por  tramos.  En  el  siguiente  ejemplo, /(x)  es  continuo  por  hamos 
en  [0,  oo )  con  una  sola  discontinuidad,  es  decir,  una  discontinuidad  de  salto  (finita)  en  x  = 
1 .  Resolvemos  el  problema  en  dos  partes  correspondientes  a  los  dos  intervalos  sobre  los 
cuales /está  definida.  Entonces  es  posible  agrupar  las  dos  soluciones  en  x  =  1  de  manera 
que  y(x)  sea  continua  en  [0,  oo). 


Figura  2.25  La/(x)  discontinua 
mencionada  en  el  ejemplo  5 


Ejemplo  5  Un  problema  de  valor  inicial 

dy 

Resuelva  —  +  y  =  f(x),  y(0)  =  0  donde  /(x)  = 
dx 

I  Solución  La  gráfica  de  la  función  discontinua/ se  muestra  en  la  figura  2.25. 
Resolvemos  la  ED  para  y(x)  primero  en  el  intervalo  0  <  x  <  1  y  después  en  el  intervalo 
1  <  x  <  oo .  Para  0<xSl  tenemos 

dy  d 

—  +  y  =  1  o,  de  manera  equivalente,  —  \exy]  =  <ix . 
dx  dx 


í  1,  0  <  x  <  1 

\0,  x  >  1. 


Al  integrar  esta  última  ecuación  y  resolver  para  y  se  tiene  y  =  1  +  c¡e  x.  Dado  que  y(0)  =  0, 
debemos  tener  ct  =  -1  y,  por  lo  tanto,  y  =  1  -  e~x,  0  <  x  <  1 .  Luego,  para  x  >  1,  la  ecuación 


dy 

dx 


+  y  =  0 


lleva  a  y  =  c2e  x.  En  consecuencia,  podemos  escribir 


í  1  -  e~x,  0  <  x  <  1 
\c2e  x,  x  >  1. 
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Si  recurrimos  a  la  definición  de  continuidad  en  un  punto,  es  posible  determinar  c2  de  ma¬ 
nera  que  la  función  anterior  sea  continua  eni=  1.  El  requerimiento  de  que  lírrq  ,+  y(x) 
=  y(l)  implica  que  c2e_1  =  1  -  e~l  o  c2  =  e  -  1.  Como  se  ve  en  la  figura  2.26,  la  función 


f  1  -  e~x,  0  <  x  <  1 
\(e  —  l)e~x,  x  >  1. 


(13) 


y 


es  continua  en  [0,  oo). 

Vale  la  pena  considerar  a  (13)  y  a  la  figura  2.26  un  poco  más;  le  recomendamos  leer  y 
resolver  el  problema  42  en  los  ejercicios  2.3. 


Figura  2.26  Gráfica  de  la  función 
en  (13) 


H  Funciones  definidas  por  integrales  Algunas  funciones  simples  no  poseen  anti¬ 
derivadas  que  sean  funciones  elementales,  y  las  integrales  de  estas  clases  de  funciones  se 
llaman  no  elementales.  Por  ejemplo,  quizá  haya  visto  en  cálculo  que  fexldx  y  /sen  x2 * 4dx 
son  integrales  no  elementales.  En  matemáticas  aplicadas,  algunas  funciones  importantes 
están  definidas  en  términos  de  integrales  no  elementales.  Dos  funciones  de  este  tipo  son  la 
función  de  error  y  la  función  de  error  complementaria: 


erf(x) 


erfc(x) 


(14) 


Dado  que  ( 2¡\Íjt ) 


rdt  =  1  a  partir  de  (14)  se  observa  que  la  función  de  error 


Jo 

erfÍJíj  y  la  función  de  error  complementaria  erfc(x)  están  relacionadas  mediante  erf(x) 
+  erfc(x)  =  1.  Debido  a  su  importancia  en  áreas  como  probabilidad  y  estadística,  la  fun¬ 
ción  de  error  se  ha  tabulado  ampliamente.  Observe  que  erf(0)  =  0  es  un  valor  funcional 
evidente.  Los  valores  de  erf(x)  también  se  pueden  encontrar  mediante  un  CAS.  Antes  de 
trabajar  en  el  siguiente  ejemplo,  se  le  recomienda  volver  a  leer  la  sección  i)  del  apartado 
Comentarios  incluido  al  final  de  la  sección  2.2. 


Ejemplo  6  La  fundón  de  error 

d\ 

Resuelva  el  problema  de  valor  inicial  — - 2 xy  =  2,  y(0)  =  1 . 

dx 


I  Soludón  Dado  que  la  ecuación  ya  está  en  su  forma  estándar,  vemos  que  el  factor  in¬ 
tegrante  es  e  x ,  y  a  partir  de 


—  fe  ^  1  =  2e  x  obtenemos  v  =  2e^ 
dx 


e  ,2dt  +  ce'2. 


(15) 


Jo 


Al  aplicar  y(0)  =  1  a  la  última  expresión  se  tiene  que  c  =  1 .  Por  lo  tanto,  la  solución  al 
problema  es 


y  =  2e'2 


e  rdt  +  e'2  = 


e**[  1  +  V^erf(x)]. 


Jo 

La  gráfica  de  esta  solución,  mostrada  en  color  en  la  figura  2.27  entre  otros  miembros  de  la 
familia  definida  por  (15),  se  obtuvo  con  ayuda  de  un  sistema  computacional  de  álgebra.  □ 


Figura  2.27  Algunas  soluciones 
de  y'  -  2 xy  =  2 


I  Uso  de  computadoras  Algunos  sistemas  computacionales  algebraicos  son  capaces 
de  producir  soluciones  explícitas  para  ciertas  clases  de  ecuaciones  diferenciales.  Por  ejem¬ 
plo,  para  resolver  la  ecuación  y'  +  2y  =  x,  usamos  los  comandos  de  entrada 

DSolve[y'[x]  +  2  y[x]  ==  x,  y[x],  x]  (en  Mathematica) 

y  dsolve(diff(y(x),  x)  +  2*y(x)  =  x,  y(x));  (en  Maple) 

Traducido  a  símbolos  estándar,  el  resultado  de  cada  programa  es 

1  1  _2v 

y  = - 1 — x  +  ce 

4  2 
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Comentarios 


0  En  ocasiones,  una  ecuación  diferencial  de  primer  orden  no  es  lineal  en  una  varia¬ 
ble  pero  lo  es  en  la  otra.  Por  ejemplo,  la  ecuación  diferencial 

dy  _  1 

dx  x  +  y2 

no  es  lineal  en  la  variable  y,  pero  su  recíproco 


dx 

dy 


X  +  v2  o 


y 


2 


se  reconoce  como  lineal  en  la  variable  x.  Deberá  verificarse  que  el  factor  integrante 
e*(~ 1)dy  =  e~y  y  la  integración  por  partes  produzcan  una  solución  implícita  de  la  pri¬ 
mera  ecuación:  x  =  -y2  -  2y  -  2  +  cey. 

ií)  Debido  a  que  los  matemáticos  pensaron  que  eran  descriptivas,  “adoptaron” 
ciertas  palabras  empleadas  en  ingeniería  y  se  las  apropiaron.  La  palabra  transito¬ 
rio ,  usada  antes  en  esta  sección,  es  uno  de  esos  términos.  En  análisis  futuros,  los 
términos  entrada  y  salida  aparecerán  ocasionalmente.  La  función  /  incluida  en  la 
expresión  (2)  se  llama  entrada  o  función  impulsora;  una  solución  de  la  ecuación 
diferencial  para  determinada  entrada  se  denomina  salida  o  respuesta. 


EJERCICIOS  2.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-2. 


En  los  problemas  1  a  24,  encuentre  la  solución  general  de  la 
ecuación  diferencial  dada.  Proporcione  el  intervalo  más  largo 
sobre  el  cual  está  definida  la  solución  general.  Determine  si 
existe  algún  término  transitorio  en  la  solución  general. 


dy 

2.  /+2y  =  0 
dx 

dy 

4.  3—  +  12y  =  4 
dx 

6.  y'  +  2xy  =  x3 
8.  y'  =  2y  +  x2  +  5 


dy 

'•  i  *  5-v 

3.  f  +  y-P 
dx 

5.  y'  +  3x2y  =  x2 

7.  x2y'  +  xy  =  1 

dy  dy 

9.  x - y  =  x~senx  10.  x - h  2y  =  3 

dx  "  dx 

dy 

11.  x - 4y  =  x  —  x 

dx 

,  ,  dy  , 

12.  (1  +  x)  — - xy  =  x  +  x2 

dx 

13.  x2/  +  x(x  +  2 )y  =  ex 

14.  xy'  +  (1  +  x)y  =  e~xsen2x 

15.  ydx  -  4(x  +  y6)dy  =  0 

16.  ydx  =  ( yey  —  2 x)dy 

dy 

1 7.  eos  x  —  +  ( sen  x)y  =  1 

dx 

,  dy 

18.  eos  x  sen  x - h  ( eos  x)y  =  1 

dx 

dy 

19.  (x  +  1)  —  +  (x  +  2 )y  =  2xe  x 

dx 


20.  (x  +  2)2  —  =  5  -  8y  -  4xy 

dx 

dr 

21 .  - h  rsec  6  =  eos  9 

d9 

dP 

22.  —  +  2tP  =  P  +  4t  -  2 
dt 

23.  x  +  (3x  +  l)y  =  e~3x 

dx 

dy 

24.  (x2  -  1)  —  +  2y  =  (x  +  l)2 

dx 

En  los  incisos  25  a  30,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
dado.  Proporcione  el  intervalo  1  más  largo  sobre  el  cual  está 
definida  la  solución. 

25.  xy'  +  y  =  ex,  y(l)  =  2 

26.  y  d*  -  x  =  2y2,  y(l)  =  5 

dy 

di 

27.  L - 1-  Ri  =  E\  i(  0)  =  ¡o,  L,  R,  E  e  i0  son  constantes 

dt 

dT 

28.  —  =  k(T  —  Tm)-  7X0)  =  r0,  K,  Tm  y  T0 
dt 

son  constantes 
dy 

29.  (x  +  1)  —  +  y  =  lnx,  v(l)  =  10 

dx 

30.  y'  +  (tanx)y  =  cos2x,  y(0)  =  —  1 

En  los  problemas  31  a  34,  siga  el  procedimiento  del  ejemplo  5 
para  resolver  el  problema  de  valor  inicial  dado.  Use  una  herra¬ 
mienta  graficadora  para  trazar  la  función  continua  y(x). 
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31. 


dy 

dx 


dy 


+  2y  =  f(x),  y(0)  =  O,  donde 


/(•*)  = 


{¿ 


0  <  x  <  3 
x  >  3 


32.  —  +  y  =  f(x),  v(0)  =  1,  donde 
dx 


/W  = 


0  <  x  <  1 
x  >  1 


dy 


33.  —  +  2xv  =  f(x),  y(0)  =  2,  donde 
dx 


/w  = 


(x, 

lo, 


0  <  x  <  1 
x  a  1 


dy 


34.  (1  +  x2)—  +  2xy  =  /(x),  y(0)  =  0,  donde 
dx 


/(*)  = 


{V 


0  <  x  <  1 

X  >  1 


35. 


Proceda  igual  que  en  el  ejemplo  5  para  resolver  el  pro¬ 
blema  de  valor  inicial  y'  +  P(x)y  =  4x,  y(0)  =  3,  donde 


(2,  0  <  x  <  1 

1  —  2/x,  x  > 


Use  una  herramienta  graficadora  para  trazar  la  función 
continua  y(x). 


36.  Considere  el  problema  de  valor  inicial  y'  +  ¿‘y  =/(x), 
y(0)  =  1 .  Exprese  la  solución  del  PVI  para  x  >  0  como 
una  integral  no  elemental  cuando  f(x )  =  1 .  ¿Cuál  es  la 
solución  cuando /(x)  =  0?  ¿Y  cuando /(x)  =  e*? 


37.  Exprese  la  solución  del  problema  de  valor  inicial 
y'  -  2xy  =  1,  y(l)  =  1,  en  términos  de  erf(x). 


Problemas  de  análisis 

38.  Vuelva  a  leer  el  análisis  que  sigue  al  ejemplo  1.  Cons¬ 
truya  una  ecuación  diferencial  lineal  de  primer  orden 
para  la  cual  todas  las  soluciones  no  constantes  se  acer¬ 
quen  a  la  asíntota  horizontal  y  =  4  cuando  x  — »  oo . 

39.  Vuelva  a  leer  el  ejemplo  2  y  después  analice,  con  base 
en  el  teorema  1.1,  la  existencia  y  unicidad  de  una  solu¬ 
ción  del  problema  de  valor  inicial  constituido  por  xy' 
-4y  =  xV  y  la  condición  inicial  dada. 

a)  y(0)  =  0 

b )  >'(0)  =  y0,  y0>  0 

c)  y(x0)  =  y0,  xo  >  0,  y0  >  0 

40.  Vuelva  a  leer  el  ejemplo  3  y  después  encuentre  la  solución 
general  de  la  ecuación  diferencial  en  el  intervalo  (-3,  3). 

41.  Vuelva  a  leer  el  análisis  que  sigue  al  ejemplo  4.  Cons¬ 
truya  una  ecuación  diferencial  lineal  de  primer  orden 
para  la  cual  todas  las  soluciones  sean  asintóticas  con 
respecto  a  la  línea  y  -  3x  -  5  cuando  x  — »  oo . 

42.  Vuelva  a  leer  el  ejemplo  5  y  después  analice  por  qué  es 
técnicamente  incorrecto  decir  que  la  función  expresada 
en  (13)  es  una  solución  del  PVI  presente  en  el  intervalo 
[0,  oo). 


43.  a)  Construya  una  ecuación  diferencial  lineal  de  primer 

orden  de  la  forma  xy'  +  a0(x)y  =  g(x)  para  la  cual  yc 
=  c/x3  y  yp  =  x3.  Proporcione  un  intervalo  en  el  cual 
y  =  x3  +  c/x3  sea  la  solución  general  de  la  ecuación 
diferencial. 

b)  Proporcione  una  condición  inicial  y(x0)  =  yo  para  la 
ED  encontrada  en  la  parte  a)  de  manera  que  la  solu¬ 
ción  del  PVI  sea  y  =  x3  -  1/x3.  Repita  la  operación  si 
la  solución  es  y  =  x3  +  2/x3.  Proporcione  un  interva¬ 
lo  de  definición  I  para  cada  una  de  estas  soluciones. 
Grafique  las  curvas  solución.  ¿Hay  algún  problema  de 
valor  inicial  cuya  solución  esté  definida  en  (-oo,  oo)? 

c)  ¿Cada  PVI  que  se  encuentra  en  la  parte  b )  es  único?  Es 
decir,  ¿puede  haber  más  de  un  PVI  para  el  cual,  diga¬ 
mos,  y = x3  -  1/x3,  x  en  algún  intervalo  I,  sea  la  solución? 

44.  Al  determinar  el  factor  integrante  (5),  no  usamos  una 
constante  de  integración  para  evaluar  JP(x)dx.  Explique 
por  qué  usar  jP(x)dx  +  c  no  tiene  efecto  sobre  la  solución 
de  (2). 

45.  Suponga  que  P(x)  es  continua  en  algún  intervalo  /  y  que 
a  es  un  número  incluido  en  I.  ¿Qué  se  puede  decir  acerca 
de  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  y'  +  P(x)x  =  0, 
y(a)  =  0? 


Modelos  matemáticos 

46.  Series  de  decaimiento  radiactivo  El  siguiente  sistema 
de  ecuaciones  diferenciales  se  encuentra  en  el  estudio 
del  decaimiento  de  un  tipo  especial  de  series  de  elemen¬ 
tos  radiactivos: 


dx 

dt 

dy 

dt 


— A[X, 


A[X  -  A2y, 


donde  y  \2  son  constantes.  Analice  cómo  resolver 
este  sistema  sujeto  a  x(0)  =  x0,  y(0)  =  y0.  Ponga  en  prác¬ 
tica  sus  ideas. 

47.  Marcapasos  cardiaco  Un  marcapasos  para  el  corazón 
consta  de  un  interruptor,  una  batería  de  voltaje  constante 
E0,  un  capacitor  con  capacitancia  constante  C  y  el  cora¬ 
zón  como  un  resistor  con  resistencia  constante  R.  Cuando 
el  interruptor  se  cierra,  el  capacitor  carga;  cuando  el  in¬ 
terruptor  se  abre,  el  capacitor  descarga,  enviando  un  es¬ 
tímulo  eléctrico  al  corazón.  Durante  el  tiempo  en  que  el 
corazón  está  siendo  estimulado,  el  voltaje  E  que  pasa  por 
el  corazón  satisface  la  ecuación  diferencial  lineal 


dE  1 

—  = - E. 

dt  RC 

Resuelva  la  ED  sujeta  a  E( 4)  =  E0. 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

48.  a )  Exprese  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  y' 
-  2xy  =  -1,  y(0)  =  V77/2,  en  términos  de  erfc(x). 
b )  Utilice  tablas  o  un  CAS  para  encontrar  el  valor  de 
y(2).  Use  un  CAS  para  graficar  la  curva  solución 
para  el  PVI  (-oo,  oo). 


2.3  Ecuaciones  lineales 
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49.  a)  La  función  integral  seno  se  define  mediante 
'  sen  t 


Sí(jvt)  = 


dt,  donde  el  integrando  está  definido 


Jo 


como  1  en  t  =  0.  Exprese  la  solución  y(x)  del  proble¬ 
ma  de  valor  inicial  x’y'  +  2 x2y  =  10  sen  x,y{  1)  =  0,  en 
términos  de  Sí(jc). 


tí)  Utilice  un  CAS  para  graficar  la  curva  solución  del 
PVI  para  x  >  0. 

c)  Utilice  un  CAS  para  encontrar  el  valor  del  máximo 
absoluto  de  la  solución  y(x)  para  x  >  0. 

50.  a)  La  integral  seno  de  Kresnel  se  define  median  te  .SU)  = 


senl  —  fj  dt.  Exprese  la  solución  y(x)  del  pro- 
-o  V2  / 

blema  de  valor  inicial  y'  -  (sen  x2)y  =  0,  y(0)  =  5,  en 
términos  de  S( x). 


tí)  Use  un  CAS  para  trazar  la  gráfica  de  la  curva  solu¬ 
ción  para  el  PVI  sobre  (-00 ,  oo ). 

c)  Se  sabe  que  S(x)  — »  \  cuando  x  — »  oo  y  S(x)  — > 
cuando  x  —¥  -oo.  ¿Hacia  dónde  se  aproxima  la  so¬ 
lución  y(x)  cuando  x  —>  oo  ?  ¿y  cuando  x  — >  -  oo  ? 

d)  Utilice  un  CAS  para  encontrar  los  valores  del  máximo 
absoluto  y  del  mínimo  absoluto  de  la  solución  y(x). 


2.4  Ecuaciones  exactas 


U  Introducción  Aunque  la  ecuación  diferencial  simple  ydx  +  xdy  =  0  es  separable, 
podemos  resolverla  de  manera  alternativa  si  reconocemos  que  el  lado  izquierdo  es  equiva¬ 
lente  al  diferencial  del  producto  de  x  por  y,  es  decir,  ydx  +  xdy  =  d(xy).  Al  integrar  ambos 
lados  de  la  ecuación  obtenemos  de  inmediato  la  solución  implícita  xy  =  c. 


■  Diferencial  de  una  función  de  dos  variables  Si  z  =f(x,  y)  es  una  función  de  dos 
variables  con  primeras  derivadas  parciales  continuas  en  una  región  R  del  plano  xy,  enton¬ 
ces  su  diferencial  (también  llamado  diferencial  total)  es 


df  df 

dz  =  —  dx  H - dy. 

dx  dy 

Ahora,  si/(x,  y)  =  c,  a  partir  de  (1)  se  deduce  que 


(1) 


—  dx  — —  dy  =  0.  (2) 

dx  dy 

En  otras  palabras,  dada  una  familia  de  curvas  de  un  parámetro /(x,  y)  =  c,  podemos  gene¬ 
rar  una  ecuación  diferencial  de  primer  orden  al  calcular  el  diferencial.  Por  ejemplo,  si  x2 
-  5xv  +  y3  =  c,  entonces  (2)  resulta  en 


(2x  -  5y)  dx  +  (-5x  +  3y2)  dy  =  0.  (3) 

Para  cumplir  nuestros  propósitos  resulta  más  importante  modificar  el  problema;  es  decir, 
dada  una  ED  de  primer  orden  como  (3),  ¿podemos  reconocer  que  es  equivalente  al  dife¬ 
rencial  ¿/(x2  -  5xy  +  y3)  =  0? 


DEFINICION  2.3 


Ecuación  exacta 


Una  expresión  diferencial  M{x,  y)  dx  +  N(x,  y)  dy  es  una  diferencial  exacta  en  una 
región  R  del  plano  xy  si  corresponde  al  diferencial  de  alguna  función /(x,  y).  Se  dice 
que  una  ecuación  diferencial  de  primer  orden  de  la  forma 

M(x,  y)  dx  +  N(x,  y)  dy  =  0 

es  una  ecuación  exacta  si  la  expresión  del  lado  izquierdo  es  una  diferencial  exacta. 


Por  ejemplo,  la  ecuación  x2y3dx  +  x3y2dy  =  0  es  exacta,  debido  a  que  el  lado  izquier¬ 
do  es  d(yixiyi)  =  tcy’dx  +  x>y2dy.  Observe  que  si  M(x,  y)  =  x2y3  y  N(x,  y)  =  x3y2,  entonces 
dM/dy  =  3x2y2  =  dN/dx.  El  teorema  2.1  muestra  que  la  igualdad  de  estas  derivadas 
parciales  no  es  una  coincidencia. 
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TEOREMA  2.1 


Criterio  para  una  diferencial  exacta 


Digamos  que  M(x,  y)  y  N(x,  y)  son  continuos  y  tienen  primeras  derivadas  parciales 
continuas  en  una  región  rectangular  R  definida  por  a  <  x  <  b,  c  <y  <  d.  Entonces, 
una  condición  necesaria  y  suficiente  para  que  M{x,  y)  dx  +  N(x,  y)  dy  sea  una  dife¬ 
rencial  exacta  es 


dM 

dy 


dN 

dx 


(4) 


Prueba  de  la  necesidad 

En  aras  de  la  sencillez,  asumamos  que  M( x,  y)  y  N(x,  y)  tienen  primeras  derivadas  par¬ 
ciales  continuas  para  todo  (x,  y).  Ahora,  si  la  expresión  M(x,  y)  dx  +  N(x,  y)  dy  es  exacta, 
existe  alguna  función /de  forma  tal  que  para  toda  x  en  R , 


Por  lo  tanto. 


y 


df  df 

M(x,  y)  dx  +  N(x,  v)  dy  =  —  dx  H — —  dv. 

dx  dy 


df  df 

y)  =  t~’  N(x >  y)  = 

dx  ay 

dM  _  d  f  df\  _  d2f  _  d_f  df\  _  dN_ 
dy  dy\dxj  dydx  dx\dyj  dx 


La  igualdad  de  las  parciales  mixtas  es  consecuencia  de  la  continuidad  de  las  primeras 
derivadas  parciales  de  M(x,  y)  y  N(x,  y).  □ 


La  parte  de  suficiencia  del  teorema  2. 1  consiste  en  mostrar  que  existe  una  función/para 
la  cual  df/dx  =  M(x,  y)  y  df/dy  =  N(x,  y)  siempre  que  se  cumpla  (4).  La  construcción  de  la 
función /refleja  en  realidad  un  procedimiento  básico  para  resolver  ecuaciones  exactas. 


I  Método  de  solución  Dada  una  ecuación  de  la  forma  M(x,  y)dx  +  N(x,  y)dy  =  0,  deter¬ 
mine  si  se  cumple  la  igualdad  en  (4).  Si  lo  hace,  entonces  existe  una  función/para  la  cual 

df  ^  , 

—  =  M{x,  y), 
dx 

Podemos  encontrar/al  integrar  M(x ,  3;)  con  respecto  ar,  mientras  y  se  mantiene  constante: 


f{x,y)  = 


M{x,  y)  dx  +  g(y). 


(5) 


donde  la  función  arbitraria  g(y)  es  la  “constante”  de  integración.  Ahora,  al  derivar  (5)  con 
respecto  a  y  y  asumir  df/dy  =  N(x,  y): 


y  =  ± 

dy  dy) 


M(x,  y)  dx  +  g'(y)  =  N(x,  y). 


Esto  da 


g'(y)  =  N(x,  y)  -  — 
dyj 


M(x,  y)  dx. 


(6) 


Por  último,  integramos  (6)  con  respecto  ay  y  sustituimos  el  resultado  en  (5).  La  solución 
implícita  de  la  ecuación  es  f(x,  y)  =  c. 

Aquí  resulta  pertinente  apuntar  algunas  observaciones.  Primero,  es  importante  darse 
cuenta  de  que  en  (6)  la  expresión  N(x,  y)  -  (d/dy)  f  M(x,  y)  dx  es  independiente  de  x, 
debido  a  que 


d 

dx 


N(x,  y) 


d 

dy. 


M( x,  y)  dx 


dN 

dx 


d 

dy 


M(x,  y)  dx 


dN  _  dM 
dx  dy 
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Segundo,  también  podríamos  comenzar  el  procedimiento  anterior  con  el  supuesto  de  que 
df/dy  =  N( x,  y).  Después  de  integrar  N  con  respecto  a  y  y  diferenciar  entonces  ese  resulta¬ 
do,  encontraríamos  los  análogos  de  (5)  y  (6),  respectivamente,  como 


f(x,  y) 


N(x,y)  dy  +  h(x)  y  h'{x)  =  M(x,y) 


d 

dx . 


N( x,  y)  dy. 


En  cualquier  caso,  ninguna  de  estas  fórmulas  debe  memorizarse. 


Observe  la  forma 
de  la  solución.  Es 

/(*/  y)  =  c. 


Ejemplo  1  Solución  de  una  ecuación  diferencial  exacta 

Resuelva  2xy  dx  +  (x2  -  1 )  dy  =  0. 


I  Solución  Con  M(x,  y)  =  2xy  y  N(x,  y)  =  x2  -  I  tenemos 


dM  dN 

- =  2x  =  — . 

dy  dx 

Por  lo  tanto,  la  ecuación  es  exacta  y,  en  consecuencia,  por  el  teorema  2.1,  existe  una 
función /(x,  y)  tal  que 


df  .  df 

=  2 xy  y  —  =  x 


1. 


dx  dy 

De  la  primera  de  estas  ecuaciones  obtenemos,  después  de  integrar, 

f(x,  y)  =x2y  +  g(y). 


Si  tomamos  la  derivada  parcial  de  la  última  expresión  con  respecto  a  y  y  establecemos  el 
resultado  igual  a  N(x,  y)  resulta 

r^-f 

—  =  x2  +  g'(y)  =  .x2  —  1. 
dy 

Se  deduce  que  ^'(yr)  =  — 1  y  g(y)=-y. 

Por  consiguiente,  /(x,  y)  =  x2y  -y,  y  así  la  solución  de  la  ecuación  en  forma  implícita  es 
x2y  -  y  =  c.  Fácilmente  puede  advertirse  que  la  forma  explícita  de  la  solución  es  y  = 
c/(  1  -  x2)  y  está  definida  sobre  cualquier  intervalo  que  no  contenga  x  =  1  ni  x  =  -1 . 


La  solución  de  la  ED  del  ejemplo  1  no  es  /(x,  y)  =  x2-  y,  sino  f(x,  y)  =  c; o  si  utilizamos 
una  constante  en  la  integración  de  g'(v),  podremos  escribir  la  solución  como  f(x,  y)  =  0. 
Observe,  también,  que  la  ecuación  podría  resolverse  por  separación  de  variables. 


Ejemplo  2  Solución  de  una  ecuación  diferencial  exacta 

Resuelva  ( e2y  -  y  eos  xy)  dx  +  (2xe2y  -  x  eos  xy  +  2y)  dy  =  0. 

I  Solución  La  ecuación  es  exacta  debido  a  que 


dM  „  2v  dN 

dy  xx  dx 

De  modo  que  existe  una  función /(x,  y)  para  la  cual 

df  df 

M{x,y)  =  f  y  N(x,y)  =  f. 

dx  dy 

Para  variar,  comenzaremos  ahora  con  el  supuesto  de  que  df/dy  =  N(x,  y); 


que  es, 


—  =  2xe2y  —  xcos  xy  +  2y 

dy 


/(x,  y)  =  2x 


e2y  dy  —  x 


eos  xy  dy  +  2 


ydy. 
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Recuerde:  la  razón  por  la  cual  x  puede  aparecer  frente  al  símbolo  f  es  que,  en  la  integra¬ 
ción  con  respecto  a  y,  se  trata  a  x  como  una  constante  ordinaria.  De  esto  se  deriva 

f(x,y)  =  xe2y  —  sen  xy  +  y2  +  h(x) 

—  =  e2y  -  ycosxy  +  h'{x)  =  e2y  -  ycosxy 

por  lo  tanto,  h'(x)  =  0  o  h(x)  =  c.  En  consecuencia,  una  familia  de  soluciones  es 

xe2y  -  sen  xy  +  y2  +  c  =  0.  □ 


Ejemplo  3  Un  probLema  de  valor  inicial 

„  ,  ,  , ,  ,  ,  ....  dy  xy2  —  cosxsenx 

Resuelva  el  problema  de  valor  inicial  —  =  — - - - ,  _y(0)  =  2. 

dx  y(l  —  x2) 

I  Solución  Al  escribir  la  ecuación  diferencial  en  la  forma 

(eos  x  sen  x  -  xy2)  dx  +y(  1  -  x2)  dy  =  0 

reconocemos  que  la  ecuación  es  exacta  porque 

dM  dN 

- =  —  2xy  =  — . 

dy  dx 


Ahora 


y  =  y(  i  -  ñ 

dy 

y2 

f(x,y)  =  y(l  -  X1)  +  h{x) 

—  =  —xy2  +  h'(x )  =  cosxsenx  —  xy2. 
dx 


La  última  ecuación  implica  que  h'(x)  =  eos  x  sen  x.  Al  integrar  se  obtiene 


h{x)  =  —  (cosx)(— senxdx)  =  — cos2x. 

J  2 

y2  x  \  n  x 

Por  lo  tanto, —  (1  —  x2)  —  —  cos2x  =  c,  o  y2(l  —  x2)  —  cos2x  =  c, 


(7) 


donde  2c¡  se  ha  reemplazado  por  c.  La  condición  inicial  y  =  2  cuando  x  =  0  demanda  que 
4(1)  -  eos2  (0)  =  c;  por  lo  tanto,  c  =  3.  Una  solución  implícita  del  problema  será  entonces 

y2(l  -  x2)  -  eos2  x  =  3. 

La  curva  solución  del  PVI  forma  parte  de  una  interesante  familia  de  curvas  y  es  la 
curva  ilustrada  a  color  en  la  figura  2.28.  Las  gráficas  de  los  miembros  de  la  familia  de 
soluciones  de  un  parámetro  dadas  en  (7)  pueden  obtenerse  de  varias  formas,  dos  de  las 
cuales  son:  mediante  programas  computacionales  para  graficar  las  curvas  de  nivel,  tal 
como  se  analizó  en  la  sección  anterior,  o  con  una  herramienta  de  graficación  y  trazando 
cuidadosamente  las  funciones  explícitas  obtenidas  para  diferentes  valores  de  c  al  resolver 
y2  =  (c  +  eos2  x)/(  1  -  x2)  para  y.  □ 


I  Factores  de  integración  Recuerde  que  en  la  sección  previa  a  ésta  vimos  que  el 
lado  izquierdo  de  la  ecuación  lineal  y'  +  P(x)y  =/(x)  puede  transformarse  en  una  derivada 
cuando  multiplicamos  la  ecuación  por  un  factor  integrante.  La  misma  idea  básica  funciona 
ocasionalmente  para  una  ecuación  diferencial  inexacta  M(x,  y)dx  +  N(x,  y)dy  =  0.  Es  decir, 
a  veces  podemos  encontrar  un  factor  integrante  «(x,  y)  de  modo  que  después  de  multipli¬ 
car,  el  lado  izquierdo  de 

fi(x,  y)M(x,  y)dx  +  n(x,  y)N(x,  y)dy  =  0  (8) 

es  una  diferencial  exacta.  En  un  intento  por  encontrar  u  recurrimos  al  criterio  (4)  para 
obtener  mayor  precisión.  La  ecuación  (8)  es  exacta  si,  y  sólo  si,  (p.M)y  =  {p.N)x ,  donde  los 
subíndices  denotan  derivadas  parciales.  Por  la  regla  del  producto  de  la  diferenciación,  la 
última  ecuación  es  lo  mismo  que  j.iMy  +  fiyM  =  uNx  +  nxN  o 

fixN  -  =  (My  -  Nx)f¿.  (9) 


y 


Figura  2.28  Algunas  curvas 
solución  presentes  en  La  familia 
y2(l  -  x2)  -  eos2  x  =  c 


2.4  Ecuaciones  exactas 
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Aunque,  M,  N,  My,  Nx  son  funciones  conocidas  de  x  y  y,  la  dificultad  para  determinar  la 
f, i(x ,  y)  incógnita  a  partir  de  (9)  estriba  en  que  necesitaremos  resolver  una  ecuación  dife¬ 
rencial  parcial.  Dado  que  no  estamos  preparados  para  hacerlo,  elaboraremos  un  supuesto 
de  simplificación.  Suponga  que  u  es  una  función  de  una  variable,  digamos  que  u  depende 
sólo  de  x.  En  este  caso  px  =  du/dx  y  (9)  pueden  escribirse  como 


d¡ji 

dx 


M.,  -  Nr 


N 


!x- 


(10) 


Aún  seguimos  en  una  situación  sin  solución  si  el  cociente  (My  -  Nx)/N  depende  tanto  de 
x  como  de  y.  No  obstante,  si  después  de  efectuar  todas  las  simplificaciones  algebraicas 
evidentes  resulta  que  el  cociente  (My  -  NX)IN  depende  sólo  de  la  variable  x,  entonces 
(10)  es  separable  y  lineal.  De  las  secciones  2.2  o  2.3  se  deriva  que  p{x)  =  e^My~NxVN)  dx. 
Igualmente,  de  (9)  se  deduce  que  si  ¡i  depende  sólo  de  la  variable  y,  entonces 


dp.  Nx  —  My 
dy  M 


(11) 


En  este  caso,  si  (Nx  -  My)/M  es  una  función  de  y  sólo  entonces  podremos  resolver  (11) 
para  p. 

Resumimos  los  resultados  para  la  ecuación  diferencial 


M(x,  y)  dx  +  N(x,  y)  dy  =  0. 


(12) 


Si  ( My  -  NJ/N  es  una  función  sólo  de  x,  entonces  un  factor  integrante  para  la  ecuación 
(11)  es 


(13) 

Si  ( Nx-My)/M  es  una  función  sólo  de  y,  entonces  un  factor  integrante  para  la  ecuación 
(11)  es 


p(y)  =  eí“-1jr‘lr. 


(14) 


Ejemplo  4  Una  ecuación  diferencial  no  exacta  convertida  en  exacta 

La  ecuación  diferencial  no  lineal  de  primer  orden  xy  dx  +  (2x2  +  3 yr  -  20)  dy  =  0  no  es 
exacta.  Con  las  identificaciones  M  =  xy,  N  =  2X2  +  3y 2  -  20  encontramos  las  derivadas 
parciales  My  =  x  y  Nx  =  4X.  El  primer  cociente  de  (13)  no  nos  lleva  a  ningún  lado  puesto 
que 


44 y  Nx  x  —  4x  —3x 

N  ~  2x2  +  3 y2  -  20  ~  2x2  +  3y2  -  20 

depende  de  x  y  de  y.  No  obstante,  (14)  produce  un  cociente  que  depende  sólo  de  y: 

Nx  ~  My  4x  —  x  3x  3 

M  xy  xy  y' 

El  factor  integrante  será  entonces  e^Myly  =  e3lny  =  elny  =  y3.  Después  de  multiplicar  la  ED 
dada  por  p(y)  =  y3  la  ecuación  resultante  es 

xyAdx  +  (2xzy3  +  3y5  -  20y3)  dy  =  0. 

El  estudiante  deberá  verificar  que  ahora  la  última  ecuación  sea  exacta  y  mostrar,  aplican¬ 
do  el  método  introducido  en  esta  sección,  que  una  familia  de  soluciones  es 


1 

2 


x2y4  + 


-  5y4  =  c. 


□ 
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CAPÍTULO  2  Ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


Comentarios 


0  Cuando  compruebe  la  exactitud  de  una  ecuación,  asegúrese  de  que  ésta  es  de  la 
forma  precisa  M{x,  y)  dx  +  N(x,  y)  dy  =  0.  Algunas  veces,  una  ecuación  diferencial  se 
escribe  como  G{x,  y)  dx  =  H(x,  y)  dy.  En  este  caso,  primero  escríbala  de  nuevo  como 
G( x,  y)  dx  -  H{ x,  y)  dy  =  0,  y  después  identifique  M(x,  y)  =  G(x,  y)  y  N(x,  y)  =  -H(x,  y) 
antes  de  usar  (4). 

ii)  En  algunos  textos  sobre  ecuaciones  diferenciales,  el  estudio  de  las  ecuaciones  exac¬ 
tas  es  anterior  al  de  las  ecuaciones  diferenciales  lineales.  Si  esto  fuera  así,  el  método 
para  encontrar  factores  de  integración  que  se  acaba  de  analizar  se  puede  usar  para  de¬ 
rivar  un  factor  integrante  para  y'  +  P(x)y  =/(x).  Al  volver  a  escribir  la  última  ecuación 
en  la  forma  diferencial  ( P{x)y  -/(x))  dx  +  dy  =  0  vemos  que 


P(x). 


A  partir  de  ( 1 3)  llegamos  al  factor  integrante  ya  conocido  e*P(x)  *  y  usado  en  la  sección  2.3 . 


EJERCICIOS  2.4  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-2. 


En  los  problemas  1  a  20,  determine  si  la  ecuación  diferencial 
dada  es  exacta.  Si  lo  es,  resuélvala. 

1 .  (2x  -  1 )  dx  +  (3y  +  7)  dy  =  0 

2.  (2x  +  y)  dx  -  (x  +  6y)  dy  =  0 

3.  (5x  +  4y)  dx  +  (4x  -  8y3)  dy  =  0 

4.  (sen  y  -y  sen  x)  dx  +  (eos  x  +  x  eos  y  -  y)  dy  =  0 

5.  (2xy2  -  3 )dx  +  (2x2y  +  4 )dy  =  0 


6.  (2 y - f  cos3x 


dx  x 

7.  (x2  -  y2)  dx  +  (x2  -  2xy)  dy  =  0 


dy  y  , 

+  ^  -  4x3  +  3y  sen  3x  =  0 


8.  I  1  +  lnjr  4 — J  dx  =  ( 1  —  ln x)dy 

9.  (x  -  y3  +  y2  sen  x)  dx  =  (3xy2  +  2y  eos  x)  dy 

1 0.  (x3  +  y3)  dx  +  3xy2  dy  =  0 

1 1 .  (yin y  —  e~xy)  dx  +  +  xlny^  dy  =  0 

12.  (3x2y  +  é>)  dx  +  (x3  +  xé>  -  2y)  dy  =  0 

dy 

13.  x  —  =  2xéc  —  y  +  6x2 

dx 

(  3  \  dy  3 

14.  1 - +  x  —  +  y  =  -  -  1 


dx 


15.  I  x2y3 


1 


dX  T  r. 

—  +  x3y2  =  0 


1  +  9x2J  dy 

1 6.  (5y  -  2x)y'  -  2y  =  0 

1 7.  (tan  x  -  sen  x  sen  y)  dx  +  eos  x  eos  y  dy  =  0 

1 8.  (2y  sen x  eos x-y  +  2y1ex}'~)  dx  = 

a  2 

(x  -  sem  x  -  Axyé^  )  dy 

19.  (4í3y  -  15I2  -  y)  dt  +  (í4  +  3y2  - 1)  dy  =  0 


.  1  1 
20.  |  -  +  — 


I2  t2  +  y2 


dt  +  I  yey  + 


1 


t2  + y2 


dy  =  0 


En  los  ejercicios  21  a  26,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
dado. 

21.  (x  +  y)2  dx  +  (2xy  +  x2  -  1)  dy  =  0,  y(l)  =  1 

22.  (e*  +  y)  dx  +  (2  +  x  +  yd)  dy  =  0,  y(0)  =  1 

23.  (4y  +  2t-  5)  dt  +  (6y  +  4í  -  1)  Jy  =  0,  y(-l)  =  2 


24. 


3v2  ~  t2  \dy  t 

77  +  2y-°'  y(1)  =  1 


25.  (y2  eos  x  -  3x2y  -  2x)  dx  +  (2y  sen  x  -  x3  +  ln  y)  dy  =  0, 


26. 


v(0)  =  e 

1 

ÍT7 

y( 0)  =  i 


+  cosx  —  2xv  ]  —  =  y(y  +  sen  x) 
dx 


En  los  problemas  27  y  28,  encuentre  el  valor  de  k  de  manera 
que  la  ecuación  diferencial  dada  sea  exacta. 

27.  (y3  +  fcry4  -  2x)  dx  +  (3xy2  +  20x2y3)  dy  =  0 

28.  (6xy3  +  eos  y)  dx  +  (2 kx2y2  -  x  sen  y)  dy  =  0 

En  los  problemas  29  y  30,  compruebe  que  la  ecuación  dife¬ 
rencial  dada  no  sea  exacta.  Multiplique  la  ecuación  diferencial 
dada  por  el  factor  integrante  indicado  fi(x,  y)  y  verifique  si  la 
nueva  ecuación  es  exacta.  Resuelva. 

29.  (-xy  sen  x  +  2y  eos  x)  dx  +  2x  eos  x  dy  =  0;  fi(x,  y)  =  xy 

30.  (x2  +  2xy  -  y2)  dx  +  (y2  +  2xy  -  x2)  dy  =  0; 

H(x,  y)  =  (x  +  y)-2 

En  los  problemas  31  a  36,  resuelva  la  ecuación  diferencial  dada 
encontrando,  como  en  el  ejemplo  4,  un  factor  integrante  apro¬ 
piado. 

3 1 .  (2y2  +  3x)  dx  +  2xy  dy  =  0 

32.  y(x  +  y  +  1)  dx  +  (x  +  2y)  dy  =  0 

33.  6xy  dx  +  (4v  +  9X2)  dy  =  0 


2.4  Ecuaciones  exactas 


65 


(  2\ 

34.  cosxdx  +  ^14-  —Jsenxdy  =  C 

35.  (10  -  6 v  +  e~3x)  dx  -  2  dy  =  0 

36.  (y2  +  xy 3)  dx  +  (5y2  -  xy  +  y3  sen  y)  dy  =  0 


En  los  ejercicios  37  y  38,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial  dado 
encontrando,  como  en  el  ejemplo  4,  un  factor  integrante  adecuado. 

37.  x  dx  +  (/y  +  Ay)  dy  =  0,  y(4)  =  0 

38.  (x2  +  y2  -  5)  dx  =  (y  +  xy)  dy,  y(0)  =  1 

39.  a)  Demuestre  que  una  familia  de  soluciones  unipara- 

métrica  de  soluciones  de  la  ecuación 

(4xy  +  3X2)  dx  +  (2y  +  2x2)  dy  =  0 
es  x3  +  2x2y  +y2  =  c. 

tí)  Demuestre  que  las  condiciones  iniciales  y(0)  =  -2  y 
y(l)  =  1  determinan  la  misma  solución  implícita. 
c)  Encuentre  las  soluciones  explícitas  Vi(x)  y  y2(x)  de 
la  ecuación  diferencial  dada  en  la  parte  a),  de  mane¬ 
ra  que  y,(0)  =  -2  y  y2(l)  =  1.  Use  una  herramienta 
graficadora  para  trazar  y,(x)  y  y2{x). 


Problemas  de  análisis 

40.  Considere  el  concepto  del  factor  integrante  usado  en  los 
problemas  29  a  38.  ¿Las  dos  ecuaciones  Mdx  +  N dy  =  0 
y  fiM  dx  +  «/V  dy  =  0  son  necesariamente  equivalentes  en 
el  sentido  de  que  la  solución  de  una  es  también  solución 
de  la  otra?  Analice. 


41 .  Vuelva  a  revisar  el  ejemplo  3  y  después  analice  por  qué 
podemos  concluir  que  el  intervalo  de  definición  de  la  so¬ 
lución  explícita  del  PVI  (la  curva  coloreada  de  la  figura 
2.28)  es  (-1,  1). 


42.  Analice  cómo  se  pueden  encontrar  las  funciones  M(x,  y) 
y  N(x,  y)  de  manera  que  cada  ecuación  diferencial  sea 
exacta.  Ponga  en  práctica  sus  ideas. 


a)  M(x,  y)  dx  +  I  xe^  +  2xy  +  —  J  dy  =  0 

b)  \  x-^2  H — y - )  dx  +  N(x,  y)  dy  =  0 

V  x2  +  yj 


43.  Algunas  veces  las  ecuaciones  diferenciales  se  resuelven 
gracias  a  una  idea  ingeniosa.  Aquí  le  presentamos  un  pe¬ 
queño  ej  ercicio  de  ingenio :  aunque  la  ecuación  diferencial 

(x  —  VÍv2  +  y2)  dx  +  y  dy  =  0  no  es  exacta,  demues¬ 
tre  la  forma  en  que  el  reacomodo  (xdx+y  dy)/  VrH/ 
=  dx  y  la  observación  \  d(x2  +  y2)  =  x  dx  +  y  dy  pueden 
llevarnos  a  resolverla. 


44.  Verdadero  o  falso:  toda  ecuación  separable  de  primer 
orden  dy/dx  =  g(x)h(y)  es  exacta. 


Modelo  matemático 

45.  Cadena  cayendo  Un  segmento  de  una  cadena  unifor¬ 
me  de  8  pies  de  longitud  está  enredado  holgadamente 
alrededor  de  una  clavija  situada  a  la  orilla  de  una  pla¬ 
taforma  horizontal  elevada,  y  la  parte  restante  de  la  ca¬ 
dena  cuelga  en  reposo  sobre  la  orilla  de  la  plataforma. 


Vea  la  figura  2.29.  Asuma  que  la  longitud  de  la  cadena 
colgante  es  de  3  pies,  que  la  cadena  pesa  2  lb/ft,  y  que  la 
dirección  positiva  es  hacia  abajo.  En  t  =  0  segundos,  el 
peso  de  la  porción  colgante  ocasiona  que  sobre  la  plata¬ 
forma  la  cadena  se  desenrolle  suavemente  y  caiga  hacia 
el  piso.  Si  x(t)  denota  la  longitud  de  la  cadena  colgante 
que  sobresale  de  la  plataforma  en  el  momento  t  >  0, 
entonces  su  velocidad  es  v  =  dx/dt.  Cuando  se  ignoran 
todas  las  fuerzas  resistivas,  es  posible  demostrar  que  un 
modelo  matemático  que  relaciona  a  v  con  x  está  dado 
por 


xv - b  v2  =  32x. 

dx 

a)  Vuelva  a  escribir  este  modelo  en  la  forma  diferen¬ 
cial.  Proceda  como  en  los  problemas  31  a  36  y  re¬ 
suelva  la  ED  para  v  en  términos  de  x  encontrando  un 
factor  integrante  adecuado.  Encuentre  una  solución 
explícita  v(x). 

b)  Determine  la  velocidad  a  la  cual  la  cadena  abandona 
la  plataforma. 


clavija 


Figura  2.29  Cadena  desenrollándose,  probLema  45 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

46.  a)  La  solución  de  la  ecuación  diferencial 
2xv 

- dx  “I- 

(.x2  +  y2)2 

es  una  familia  de  curvas  que  se  pueden  interpretar 
como  líneas  de  corriente  de  un  flujo  de  fluido  en 
torno  a  un  objeto  circular  cuyo  límite  está  descrito 
por  la  ecuación  x2  +  y2  =  1.  Resuelva  esta  ED  y  ob¬ 
serve  que  la  solución  es  f(x,  y)  =  c  para  c  =  0. 

tí)  Use  un  CAS  para  trazar  las  líneas  de  corriente  para  c 
=  0,  ±0.2,  ±0.4,  ±0.6  y  ±0.8  en  tres  formas  diferen¬ 
tes.  Primero,  use  la  curva  del  contorno  de  un  CAS. 
Segundo,  resuelva  para  x  en  términos  de  la  variable 
y;  trace  las  dos  funciones  de  y  resultantes  para  los 
valores  dados  de  c,  y  entonces  combine  las  gráficas. 
Tercero,  use  el  CAS  para  resolver  una  ecuación  cú¬ 
bica  para  y  en  términos  de  x. 


1  + 


2  2 
y  ~  x 


(x2  +  y2)2 


dy  =  0 
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CAPÍTULO  2  Ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


2.5  Soluciones  por  sustitución 


I  Introducción  Por  lo  general,  resolvemos  una  ecuación  diferencial  al  reconocerla 
como  cierto  tipo  de  ecuación  (digamos,  separable)  y  llevando  a  cabo  entonces  un  proce¬ 
dimiento,  constituido  por  pasos  matemáticos  específicos  para  la  ecuación,  que  produzca 
una  función  que  satisfaga  la  ecuación.  Muchas  veces,  el  primer  paso  para  resolver  una 
ecuación  diferencial  determinada  consiste  en  transformarla  en  otra  ecuación  diferencial 
mediante  una  sustitución.  Por  ejemplo,  suponga  que  deseamos  transformar  la  ecuación 
de  primer  orden  dy/dx  =  /(x,  y)  mediante  la  sustitución  de  y  =  g(x,  u),  donde  u  se  consi¬ 
dera  como  una  función  de  la  variable  x. 

Si  g  posee  primeras  derivadas  parciales,  entonces  la  regla  de  la  cadena  da 

dy  du 

—  =  gx(x,  u)  +  gu{x,  u) 
dx  dx 

Al  reemplazar  dy/dx  por /(x,  y)  y  y  por  g(x,  u)  en  la  derivada  anterior,  obtenemos  la  ecua¬ 
ción  diferencial  de  primer  orden 


/(x,  g(x,  u))  =  gx(x,  u)  +  gu(x,  u ) 


du 
dx ’ 


que,  después  de  resolver  para  duldx,  tiene  la  forma  duldx  =  F  (x,  u).  Si  podemos  determi¬ 
nar  una  solución  u  =  <[>  íx)  de  esta  segunda  ecuación,  entonces  una  solución  de  la  ecua¬ 
ción  diferencial  original  es  y  =  g(x,  <p(x)). 

I  Ecuaciones  homogéneas  Si  una  función/posee  la  propiedad /(íx,  ty)  =  ff(x,  y) 
para  algún  número  real  a,  entonces  se  dice  que /es  una  función  homogénea  de  grado  a. 
Por  ejemplo, /(x,  y)  =  x3  +  y3  es  una  función  homogénea  de  grado  3  dado  que 

/(íx,  ty)  =  (íx)3  +  (ty)3  =  /(x3  +  y3)  =  Pfix,  y), 

mientras  que/(x,  y)  =  x3  +  y3  +  1  es  considerada  no  homogénea.  Una  ED  de  primer 
orden  escrita  en  la  forma  diferencial 


M(x,  y)  dx  +  N(x,  y)  dy  =  0 


(1) 


se  dice  que  es  homogénea  si  ambos  coeficientes  M  y  N  son  funciones  homogéneas  del 
mismo  grado.  En  otras  palabras,  (1)  es  homogénea  si 

M(tx,  ty)  =  f“M(x,  y)  y  N(tx,  ty)  =  fN(x,  y). 

Aquí  la  palabra  “homogénea”  no  significa  lo  mismo  que  en  la  sección  2.3. 

Si  Ai  y  A  son  funciones  homogéneas  de  grado  a,  también  podemos  escribir 


M(x,  y)  =  xa M(  1 ,  u)  y 
M(x ,  y)  =  yaM(v,  1)  y 


N(x,  y)  =  x“A(l,  u), 
N(x,  y)  =  yaN(v,  1), 


donde  u  =  y/x 
donde  v  =  x/y 


(2) 

(3) 


Vea  el  problema  31  en  los  ejercicios  2.5.  Las  propiedades  (2)  y  (3)  sugieren  las  susti¬ 
tuciones  que  se  pueden  emplear  para  resolver  una  ecuación  diferencial  homogénea.  En 
específico,  cualquiera  de  las  dos  sustituciones  y  =  ux  o  x  =  vy,  donde  u  y  v  sean  nuevas 
variables  dependientes,  reducirá  una  ecuación  homogénea  a  una  ecuación  diferencial 
separable  de  primer  orden.  Para  demostrar  esto  observe  que,  como  una  consecuencia 
de  (2),  una  ecuación  homogénea  M(x,  y)  dx  +  N(x,  y)  dy  =  0  se  puede  volver  a  escribir 
como 


Una  ecuación  diferen¬ 
cial  lineal  de  primer  or¬ 
den  ED  a1y'  +  o0y  =  g(x) 
es  homogénea  cuando 
g(x)  =  0. 


x“  M(  1 ,  u)  dx  +  xa  N(  1 ,  u)  dy  =  0  o  Aí(  1 ,  u)  dx  +  N(l,  u)  dy  =  0, 

donde  u  =  y/x  o  y  =  ux.  Al  sustituir  el  diferencial  dy  =  udx  +  xdu  en  la  última  ecuación 
y  acomodar  términos,  obtenemos  una  ED  separable  en  las  variables  u  y  x: 

Aí(l,  u)  dx  +  N(  1,  u)[u  dx  +  x  du]  =  0 
[Aí(l,  u)  +  uN(  1,  «)]  dx  +  xN(  1,  u)  du  =  0 


2.5  SoLuciones  por  sustitución 
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o 


dx  MI,  u)  du 

- h - - - - - =  0. 

x  M(  1,  u )  +  uN(\,  u) 

Nos  apresuramos  a  señalar  que  la  fórmula  anterior  no  debe  memorizarse;  en  vez  de  eso, 
el  procedimiento  debe  realizarse  en  cada  ocasión.  La  prueba  de  que  las  sustituciones  x  = 
vy  y  dx  =  vdy  +  ydv  también  llevan  a  una  ecuación  separable  se  sigue  en  forma  semejante 
a  partir  de  (3). 


Ejemplo  1  Solución  de  una  ecuación  diferencial  homogénea 

Resuelva  ( x 2  +  y1)  dx  +  (x2  -  xy)  dy  =  0. 


I  Solución  La  inspección  de  M(x,  y)  =  x2  +  y2  y  N(x,  y)  =  x2  -  xy  muestra  que  estos 
coeficientes  son  funciones  homogéneas  de  grado  2.  Si  establecemos  y  =  ux,  entonces  dy  = 
u  dx  +  x  du,  por  lo  que,  después  de  sustituir,  la  ecuación  dada  se  convierte  en 

(x2  +  u2x2)  dx  +  (x2  -  ux2)[u  dx  +  x  du]  =  0 
jr(  1  +  ü)  dx  +  x3(  1  -  u)  du  =  0 


1  —  u  dx 

- du  H - =  0 

1  +  u  x 


■1  + 


1  +  u 


dx 

du  H - =  0. 

x 


< —  división  larga 


Luego  de  la  integración,  la  última  línea  da 

-u  +  2  ln  II  +  u\  +  ln  IjcI  =  ln  Id 


y 

-  -  +  21n 

x 


l+y- 

X 


+  ln  |jc|  —  lll  |c|.  al  volver  a  sustituir  u  =  y/a 


Mediante  las  propiedades  logarítmicas,  podemos  escribir  la  solución  anterior  como 
(*  +  y)2 


ln 


ex 


=  -  o  (x  +  y)2  =  cxey/\ 
x  ' 


□ 


Aunque  cualquiera  de  las  sustituciones  indicadas  puede  usarse  para  toda  ecuación  di¬ 
ferencial  homogénea,  en  la  práctica  intentamos  con  x  =  vy  siempre  que  la  función  Mix,  y) 
sea  más  simple  que  N(x,  y).  También  podría  suceder  que,  después  de  usar  una  sustitu¬ 
ción,  nos  podamos  encontrar  con  integrales  difíciles  o  imposibles  de  evaluar  en  forma 
cerrada;  alternar  sustituciones  puede  dar  como  resultado  un  problema  fácil. 

I  Ecuación  de  Bernoulli  La  ecuación  diferencial 

dy 

—  +  P(x)y  =  /(*)/,  (4) 

dx 

donde  n  es  cualquier  número  real,  se  llama  ecuación  de  Bernoulli.  Observe  que  para 
n-0yn  =  1,  la  ecuación  (4)  es  lineal.  Para  n  A  0  y  n  i=-  1,  la  sustitución  u  =  y1  ~n  reduce 
cualquier  ecuación  de  la  forma  (4)  a  una  ecuación  lineal. 


Ejemplo  2  Solución  de  una  ecuación  diferencial  de  Bernoulli 

dy  9  , 

Resuelva  x - h  y  =  xy. 

dx 


I  Solución  Primero  escribimos  de  nuevo  la  ecuación  como 


dy  1 

—  +  -y 

dx  x 


=  xy 


2 
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al  dividir  entre  x.  Con  n  =  2,  sustituimos  luego  y  =  u  1  y 

< —  Regla  de  la  cadena 


dy  2  du 


dx  dx 

en  la  ecuación  dada  y  simplificamos.  El  resultado  es 

du  1 

- u  —  —x. 

dx  x 

El  factor  integrante  para  esta  ecuación  lineal  en,  digamos,  (0,  oo )  es 

e-fdx/x  _  e~\nx  _  glnJt-1  _  ^.-1 


Al  integrar  —  [x  'ni  =  —  1 

dx 

se  tiene  jc_1«  =  -x  +  c  o  u  =  -x2  +  ex.  Como  u  =  y-1  tenemos  y  =  \lu,  y  entonces  una 
solución  de  la  ecuación  dada  es  y  =  l/(-x2  +  ex).  □ 


Observe  que  no  hemos  obtenido  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  origi¬ 
nal  no  lineal  planteada  en  el  ejemplo  2,  puesto  que  y  =  0  es  una  solución  singular  de  la 
ecuación. 

Una  ecuación  diferencial  de  la  forma 

(5) 

siempre  se  puede  reducir  a  una  ecuación  con  variables  separables  mediante  sustitución 
u  =  Ax  +  By  +  C,  B  A  0.  El  ejemplo  3  ilustra  esta  técnica. 


■  Reducción  para  separación  de  variables 

dy 

—  =  f(Ax  + 


Ejemplo  3  Un  probLema  de  valor  inicial 


dy  , 

Resuelva  el  problema  de  valor  inicial  —  =  ( -2x  +  y)  -  7,  y(0)  =  0. 

dx 

I  Solución  Si  establecemos  u  =  -2x  +  y,  entonces  du/dx  =  -2  +  dyldx,  y  así  la  ecua¬ 
ción  diferencial  se  transforma  en 

du  ,  du  n 

—  +  2  =  m2  —  7  o  —  =  u2  —  9. 
dx  dx 


La  última  ecuación  es  separable.  Si  usamos  fracciones  parciales, 

1  1 


du  1 

- - — - -  =  dx  O  — 

(m  —  3)(m  +  3)  6 


u  —  3  u  +  3 


du  =  dx 


e  integramos,  resulta 

1  tí  -  3 
—  ln 
6 


tí  +  3 


=  x  +  Ci  o 


tí  —  3 
tí  +  3 


—  -,6*  + 6c,  _ 

—  e  —  te  .  i —  reemplace  e  por  c 


Al  resolver  la  última  ecuación  para  u  y  después  volver  a  sustituir  se  obtiene  la  solución 

3(1  +  ce6*)  „  ,  3(1  +  ce61) 

«  =  — - o  y  =  2x  +  — - .  (6) 


1  -  ceb 


1  -  ceb 


Por  último,  al  aplicar  la  condición  inicial  y(0)  =  0  a  la  última  ecuación  de  (6)  resulta 
c  =  -1.  Con  ayuda  de  una  herramienta  de  graficación,  en  la  figura  2.30  mostramos  la 
gráfica  de  la  solución  particular 

„  3(1  -  <■") 

y~2x  +  ~TT7ir 

en  color  sólido  junto  con  las  gráficas  de  algunos  otros  miembros  de  la  familia  de  solucio¬ 
nes  (6). 


y 


Figura  2.30  Algunas  soluciones 
de  y'  =  ( -2x  +y)2  -  7 


2.5  Soluciones  por  sustitución 
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EJERCICIOS  2.5  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-3. 


En  los  problemas  1  a  14,  cada  ED  es  homogénea. 

En  los  problemas  1  a  10,  resuelva  cada  ecuación  diferencial 
mediante  una  sustitución  apropiada. 

1 .  (x  -  y)  dx  +  xdy  =  0  2.  (x  +  y)  dx  +  xdy  =  0 

3.  xdx  +  (y  -  2x)  dy  =  0  4.  ydx  =  2(x  +  y)  dy 

5.  (y2  +  yx)  dx  -  xr  dy  =  0  6.  (y2  +  yx)  dx  +  x1  dy  =  0 

x 


=  y _ 

dx  y  +  x 


dy  x  +  3v 

8.  —  =  - - 

dx  3x  +  y 


9.  —y  dx  +  (x  +  Vxy)  dy  =  0 
dy  =  y  +  Vx2  -  y2,  x  >  0 


10.  x 


dx 


dx 


dx 


dy  1 

15-  +  y  = 

dx  y 

17.  Y  =  y(xy3 
dx 


16. 


dx 


x  2 

y  =  rf 


1) 


dy 


18.  x  — - ( 1  +  x)y  =  xy2 

dx 


dy 

dt 


19.  í2-^  +  y1  =  ty 


1) 


2  dy 


=  \ 


23.  ^  =  (x  +  y  +  l)2 
dx 

dy  „ 

25.  —  =  tan~(x  +  y) 
dx 

27.  —  =  2  +  Vy  -  2x  +  3 
dx 

dy  .. 

28.  —  =  1  +  ey~x+5 
dx 


y 


dy  1  —  x  — 

24.  —  =  - 

dx  x  +  y 

dy 

26.  —  =  sen(x  +  v) 
dx 


En  29  y  30,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial  dado. 
dy 

29.  —  =  cos(x  +  y),  y(0)  =  7t/4 

dx 


dy  3x  +  2  y 

30.  —  =  - - - , 

dx  3x  +  2y  +  2 


y(—  i)  =  -i 


En  los  ejercicios  1 1  a  14,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
dado. 

11.  xy2  —  =  y3  -  x3,  y(l)  =  2 


12.  (x2  +  2y2)—  =  xy,y(-l)  =  1 

dy 

13.  (x  +  yeylx )  dx  -  xeylx  dy  =  0,  y(l)  =  0 

14.  y  dx  +  x(ln  x  -  ln  y  -  1)  dy  =  0,  y(l)  =  e 

En  los  problemas  15  a  22,  cada  ED  es  una  ecuación  de  Bernoulli. 
En  los  problemas  15  a  20,  resuelva  cada  ecuación  diferencial 
mediante  una  sustitución  apropiada. 

dy 


20.  3(1  +  t1)^t=2ty(y3 

En  los  ejercicios  21  y  22,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
dado. 


21.  x2—  -  2xv  =  3y4, 

dx 

22.  y1/2  -y-  +  y3/2  =  1 ,  y(0)  =  4 

dx 

En  los  problemas  23  a  30,  cada  ED  es  de  la  forma  presentada 
en  la  expresión  (5)  de  esta  sección. 

En  los  problemas  23  a  28,  resuelva  cada  ecuación  diferencial 
mediante  la  sustitución  apropiada. 


Problemas  de  análisis 

3 1 .  Explique  por  qué  siempre  es  posible  expresar  cualquier 
ecuación  diferencial  homogénea  Aí(x,  y)  dx  +  N(x,  y) 
dy  =  0  en  la  forma 

E  -  f(  í\ 

dx  \xj 

Podría  usted  empezar  demostrando  que 

M(x,  y)  =  xaM{  1,  y/x)  y  N(x,  y)  =  xaN{  1,  y/x). 

32.  Escriba  la  ecuación  diferencial  homogénea 

(5x2  -  2y2)  dx-xy  dy  =  0 
en  la  forma  dada  en  el  problema  3 1 . 

33.  a)  Determine  dos  soluciones  singulares  para  la  ED  del 

problema  10. 

b)  Si  la  condición  inicial  y(5)  =  0  es  como  se  establece 
en  el  problema  10,  entonces  ¿cuál  será  el  intervalo 
más  largo  1  sobre  el  cual  se  define  la  solución?  Use 
una  herramienta  graficadora  para  trazar  la  curva  so¬ 
lución  del  problema  de  valor  inicial. 

34.  En  el  ejemplo  3,  la  solución  y(x)  se  vuelve  ilimitada 
cuando  x  — »  ±  oo .  No  obstante,  y(x)  es  asintótica  con 
respecto  a  una  curva  cuando  x  — >  -  oo  y  con  respecto  a 
una  curva  diferente  cuando  x  — »  oo .  Encuentre  las  ecua¬ 
ciones  de  esas  curvas. 

35.  La  ecuación  diferencial 

dy 

~r  =  P(x)  +  Q(x)y  +  R(x)y2 
dx 

se  conoce  como  ecuación  de  Riccati. 

a)  Una  ecuación  de  Riccati  se  puede  resolver  mediante 
la  sucesión  de  dos  sustituciones  siempre  y  cuando 
conozcamos  una  solución  particular  y,  de  la  ecua¬ 
ción.  Demuestre  que  la  sustitución  y  =  yx  +  u  reduce 
la  ecuación  de  Ricatti  a  una  ecuación  de  Bernoulli 
(4)  con  n  =  2.  La  ecuación  de  Bernoulli  puede  re¬ 
ducirse  entonces  a  una  ecuación  lineal  mediante  la 
sustitución  de  w  =  u~l. 

b)  Encuentre  una  familia  de  soluciones  de  un  paráme¬ 
tro  para  la  ecuación  diferencial 

dy  4  1 

&  y~yy  +  y- 

donde  y,  =  2/x  sea  una  solución  conocida  de  la  ecua¬ 
ción. 

36.  Diseñe  una  sustitución  adecuada  para  resolver 

xy'  =  y  ln(xy). 
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Modelos  matemáticos 

37.  Cadena  cayendo  En  el  problema  45  de  los  ejercicios 
2.4,  vimos  que  un  modelo  matemático  apropiado  para 
calcular  la  velocidad  v  de  una  cadena  resbalándose  por 
la  orilla  de  una  plataforma  horizontal  elevada  es 

dv  n 

xv - b  v2  =  32jt. 

dx 

En  ese  problema  se  le  pidió  a  usted  que  resolviera  la  ED 
convirtiéndola  en  una  ecuación  exacta  mediante  un  fac¬ 
tor  integrante.  Esta  vez,  resuelva  la  ED  asumiendo  que 
se  trata  de  una  ecuación  de  Bernoulli. 


38.  Crecimiento  poblacional  En  el  estudio  de  la  dinámica 
poblacional,  uno  de  los  modelos  más  famosos  de  una  po¬ 
blación  creciente  pero  acotada  es  la  ecuación  logística 

dP 

donde  a  y  b  son  constantes  positivas.  Aunque  regresa¬ 
remos  a  esta  ecuación  y  la  resolveremos  con  un  método 
alternativo  en  la  sección  3.2,  resuélvala  esta  primera  vez 
considerando  que  se  trata  de  una  ecuación  de  Bernoulli. 


I 

Introducción  En  la  sección  2. 1  vimos  que  es  posible  recabar  información  cualitativa 
a  partir  de  una  ecuación  diferencial  de  primer  orden,  en  lo  que  respecta  a  sus  soluciones, 
incluso  antes  de  intentar  resolverla.  En  las  secciones  2.2  a  2.5  examinamos  ecuaciones 
diferenciales  de  primer  orden  de  manera  analítica,  es  decir,  desarrollamos  procedimientos 
para  obtener  soluciones  explícitas  e  implícitas  reales.  Pero  muchas  ecuaciones  diferencia¬ 
les  poseen  soluciones  imposibles  de  obtener  analíticamente.  En  estos  casos,  “resolvemos” 
la  ecuación  diferencial  de  manera  numérica ;  esto  significa  usar  la  ED  como  base  de  un  al¬ 
goritmo  para  aproximar  la  solución  desconocida.  Es  práctica  común  referirse  al  algoritmo 
como  un  método  numérico,  a  la  solución  aproximada  como  una  solución  numérica  y  a  la 
gráfica  de  una  solución  numérica  como  una  curva  solución  numérica. 

En  esta  sección  sólo  vamos  a  considerar  los  métodos  numéricos  más  simples.  En  el 
capítulo  6  presentamos  un  extenso  tratamiento  del  tema. 


2.6  Un  método  numérico 


I  Uso  de  La  Línea  tangente  Asumamos  que  el  problema  de  valor  inicial  de  primer  orden 

y' =f(x,y),  y(x0)  =  y0  (1) 

posee  una  solución.  Una  de  las  técnicas  más  simples  para  aproximar  esta  solución  es 
usar  líneas  tangentes.  Por  ejemplo,  digamos  que  y(x)  representa  la  solución  desconocida 
del  problema  de  valor  inicial  de  primer  orden  y'  =  0.1  Vy  +  0.4jr,  y(2)  =  4.  No  es 
posible  resolver  directamente  la  ecuación  diferencial  no  lineal  aplicando  los  métodos 
considerados  en  las  secciones  2.2,  2.4  y  2.5;  sin  embargo,  aún  podemos  encontrar  valo¬ 
res  numéricos  aproximados  de  la  función  y(x)  desconocida.  Específicamente,  suponga 
que  deseamos  saber  el  valor  de  y(2.5).  El  PVI  tiene  una  solución  y,  como  lo  sugiere  el 
flujo  del  campo  de  direcciones  en  la  figura  2.31a),  una  curva  solución  debe  tener  una 
forma  similar  a  la  curva  mostrada  en  color. 

El  campo  de  direcciones  de  la  figura  2.31a)  se  generó  de  manera  que  los  elementos 
lineales  atraviesan  los  puntos  de  una  cuadrícula  con  coordenadas  enteras.  A  medida  que 
la  curva  solución  atraviesa  el  punto  inicial  (2,  4),  en  este  punto  el  elemento  lineal  es  una 


y 


a)  Campo  de  direcciones  para  y  >  0  b )  Elemento  lineal  en  (2,  4) 

Figura  2.31  AmpLiación  de  las  inmediaciones  del  punto  (2,  4) 
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Figura  2.32  Aproximación  de 
y(xt)  mediante  una  linea  tangente 


Tabla  2.1 

O 

II 

x„ 

y„ 

2.00 

4.0000 

2.10 

4.1800 

2.20 

4.3768 

2.30 

4.5914 

2.40 

4.8244 

2.50 

5.0768 

Tabla  2.2 

h  =  0.05 

x„ 

y„ 

2.00 

4.0000 

2.05 

4.0900 

2.10 

4.1842 

2.15 

4.2826 

2.20 

4.3854 

2.25 

4.4927 

2.30 

4.6045 

2.35 

4.7210 

2.40 

4.8423 

2.45 

4.9686 

2.50 

5.0997 

línea  tangente  con  la  pendiente  dada  por/(2,  4)  =  0.1  V4  +  0.4(2)2  =  1.8.  Como  puede 
verse  en  la  figura  2.3  la)  y  en  el  “acercamiento”  mostrado  en  la  figura  2.316),  cuando  x 
se  acerca  a  2  los  puntos  ubicados  en  la  curva  solución  se  acercan  a  los  puntos  localizados 
sobre  la  línea  tangente  (el  elemento  lineal).  Usando  el  punto  (2,  4),  la  pendiente /(2,  4)  = 
1.8  y  la  forma  punto-pendiente  de  una  línea,  encontramos  que  una  ecuación  de  la  línea 
tangente  es  y  =  L(x),  donde  L(x)  =  1.8x  +  0.4.  Esta  última  ecuación,  llamada  linealiza- 
ción  de  y(x)  en  x  =  2,  se  puede  usar  para  aproximar  valores  y(x)  localizados  en  las  inme¬ 
diaciones  de  x  =  2.  Si  Vi  =  L{xi)  denota  el  valor  de  una  coordenada  y  sobre  la  línea 
tangente  y  y(x, )  es  la  coordenada  y  en  la  curva  solución  correspondiente  a  una  coordena¬ 
da  xx¡  que  es  cercana  a x  =  2,  entonces  y(X[)  ~  yx.  Si  elegimos,  digamos,  x¡  =  2.1,  enton¬ 
ces  yl  =  ¿(2.1)  =  1. 8(2.1)  +  0.4  =  4.18  y,  por  lo  tanto,  y(2.1)  ~  4.18. 

I  Método  de  Euler  Para  generalizar  el  procedimiento  que  acabamos  de  ilustrar,  usa¬ 
mos  la  linealización  de  la  solución  desconocida  y(x)  de  (1)  en  x  =  x0: 

L(x)  =  f(x0,  y0)(x  -  x0)  +  y0  (2) 

La  gráfica  de  esta  linealización  es  una  línea  recta  tangente  a  la  gráfica  de  y  =  y(x)  en  el 
punto  (a'0,  y0).  Ahora  hacemos  que  h  sea  un  incremento  positivo  del  eje  x,  como  indica  la 
figura  2.32.  Entonces,  al  reemplazar  x  por  xl=x0  +  h  en  (2),  obtenemos 

¿(*i)  =  f(x0,  .y0)Oo  +  h  -  x0 )  +  y0  o  yi  =  y0  +  ¥(x o,  yo), 
donde  y,  =  L(xx).  En  la  línea  tangente,  el  punto  (xb  y{)  es  una  aproximación  al  punto  (xb 
ylx^)  ubicado  sobre  la  curva  solución.  Por  supuesto,  la  exactitud  de  la  aproximación  y,  ~ 
y{x{)  depende  en  gran  medida  del  tamaño  del  incremento  h.  Por  lo  general,  debemos  ele¬ 
gir  este  tamaño  del  paso  para  ser  “razonablemente  pequeño”.  Ahora  repetimos  el  proceso 
mediante  una  segunda  “línea  tangente”  en  (jq,  y^.*  En  el  análisis  anterior,  al  reemplazar 
(x0,  yo)  con  un  nuevo  punto  de  inicio  (xb  yt)  obtenemos  una  aproximación  y2  ~  y(x2)  co¬ 
rrespondiente  a  dos  pasos  de  longitud  h  desde  x0,  es  decir,  x2  =  x¡  +  h  =  x0  +  2 h  y 

y(x2)  =  y(x0  +  2 h)  =  y(x:  +  h)  =  y2  =  y¡  +  hf(x¡,  yx). 

Si  continuamos  de  esta  forma,  veremos  que  ylf  y2,  y3  .  .  .  ,  pueden  definirse  de  manera 
recursiva  mediante  la  fórmula  general 

yn+i  =  yn  +  ¥(xn,yn),  (3) 

donde  x„  =  x0  +  nh,  n  =  0,  1,  2, ... .  Este  procedimiento  de  usar  “líneas  tangentes”  suce¬ 
sivas  se  denomina  método  de  Euler. 


Ejemplo  1  Método  de  Eider 

Considere  el  problema  de  valor  inicial  y'  =0.1  Vy  +  0 Ax2,  y(2)  =  4.  Aplique  el  método  de 
Euler  para  obtener  una  aproximación  a  y(2.5)  usando  primero  h  =  0.1  y  después  h  =  0.05. 

I  Solución  Con  la  identificación  f(x,  y)  =  0.1  Vy  +  0 Ax2,  (3)  se  convierte  en 

y„+i  =  y„  +  K0.lVyn  +  0.4q;). 

Entonces,  para  h  =  0.1,  x0  =  2,  y0  =  4  y  n  =  0,  encontramos 

yi  =  yo  +  ¿(0.1  Vyo  +  0.4.4)  =  4  +  0.1(0.lV4  +  0.4(2)2)  =  4.18, 

la  cual,  como  ya  vimos,  es  una  estimación  del  valor  de  y(2.1).  No  obstante,  si  usamos  el 
tamaño  del  paso  mínimo  h  =  0.05,  toma  dos  pasos  llegar  a  x  =  2. 1 .  De 

yj  =  4  +  0.05(0.1  V4  +  0.4(2)2)  =  4.09 
y2  =  4.09  +  0.05(0.1  VÍ09  +  0.4(2.05)2)  =  4.18416187 

tenemos  y[  ~  y(2.05)  y  y2  ~  y(2.1).  El  resto  de  los  cálculos  se  llevó  a  cabo  mediante  un 
programa  de  cómputo;  los  resultados  se  resumen  en  las  tablas  2.1  y  2.2.  En  estas  tablas 


*Ésta  no  es  una  línea  tangente  real  dado  que  (jq,  yx)  descansa  sobre  la  primera  tangente  y  no  en  la  curva 
solución. 
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vemos  que  toma  cinco  pasos  con  h  =  0. 1  y  10  pasos  con  h  =  0.05,  respectivamente,  llegar 
a  x  =  2.5.  También,  cada  entrada  debe  redondearse  a  cuatro  lugares  decimales. 

En  el  ejemplo  2  aplicamos  el  método  de  Euler  a  una  ecuación  diferencial  para  la 
cual  ya  hemos  encontrado  una  solución.  Hacemos  esto  para  comparar  los  valores  de  las 
aproximaciones  yn  determinados  en  cada  paso  con  los  valores  reales  de  la  solución  y(xn) 
del  problema  de  valor  inicial. 


Ejemplo  2  Comparación  entre  valores  exactos  y  aproximados 

Considere  el  problema  de  valor  inicial  y'  =  0.2xy,  y(  1 )  =  1.  Aplique  el  método  de  Euler 
para  obtener  una  aproximación  ay(1.5)  usando  primero  h  =  0.1  y  después  h  =  0.05. 

I  Solución  Con  la  identificación  f(x,  y)  =  0.2xy,  (3)  se  convierte  en 

yn  +  i  =  y„  +  h(0.2x„yn), 

donde  x0  =  I  y  y0  =  1.  Una  vez  más,  con  ayuda  de  un  programa  de  cómputo  obtenemos 
los  valores  presentados  en  las  tablas  2.3  y  2.4. 


Tabla  2.3  h  =  0.1  Tabla  2.4  /;  =  0.05 


yn 

Valor 

real 

Error 

absoluto 

%  relativo 

de  error 

x„ 

yn 

Valor 

real 

Error 

aboluto 

%  relativo 

de  error 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.0200 

1.0212 

0.0012 

0.12 

1.05 

1.0100 

1.0103 

0.0003 

0.03 

1.20 

1.0424 

1.0450 

0.0025 

0.24 

1.10 

1.0206 

1.0212 

0.0006 

0.06 

1.30 

1.0675 

1.0714 

0.0040 

0.37 

1.15 

1.0318 

1.0328 

0.0009 

0.09 

1.40 

1.0952 

1.1008 

0.0055 

0.50 

1.20 

1.0437 

1.0450 

0.0013 

0.12 

1.50 

1.1259 

1.1331 

0.0073 

0.64 

1.25 

1.0562 

1.0579 

0.0016 

0.16 

1.30 

1.0694 

1.0714 

0.0020 

0.19 

1.35 

1.0833 

1.0857 

0.0024 

0.22 

1.40 

1.0980 

1.1008 

0.0028 

0.25 

1.45 

1.1133 

1.1166 

0.0032 

0.29 

1.50 

1.1295 

1.1331 

0.0037 

0.32 

□ 


En  el  ejemplo  1,  los  valores  verdaderos  se  calcularon  a  partir  de  la  solución  conocida 
y  =  e0  Ux  ')  (verificar).  También,  el  error  absoluto  se  define  como 

I  valor  verdadero  —  aproximación  I  . 

El  error  relativo  y  el  porcentaje  de  error  relativo  se  definen  a  su  vez,  como: 

error  absoluto  error  absoluto 

y 

Al  comparar  las  dos  últimas  columnas  de  las  tablas  2.3  y  2.4,  resulta  evidente  que  la 
precisión  de  las  aproximaciones  mejora  a  medida  que  disminuye  el  tamaño  del  paso 
h.  También,  vemos  que  aunque  el  porcentaje  relativo  de  error  aumenta  con  cada  paso, 
ello  no  parece  ser  tan  malo.  Pero  usted  no  debe  dejarse  engañar  por  un  ejemplo.  Si  en  el 
ejemplo  2  simplemente  cambiamos  el  coeficiente  localizado  al  lado  derecho  de  la  ED  de 
0.2  a  2,  entonces  aumenta  en  forma  alarmante  el  porcentaje  relativo  de  errores  en  x„  = 
1.5.  Vea  el  problema  4  en  los  ejercicios  2.6. 

El  método  de  Euler  es  sólo  una  de  muchas  formas  diferentes  en  que  una  ecuación  di¬ 
ferencial  puede  aproximarse.  Aunque  es  atractivo  por  su  simplicidad,  el  método  de  Euler 
rara  vez  se  usa  en  cálculos  serios.  Hemos  presentado  el  tema  sólo  para  darle  una  idea 
de  los  métodos  numéricos.  Los  métodos  que  aportan  una  precisión  significativamente 


2.6  Un  método  numérico 


Figura  2.33  Comparación 
de  métodos  numéricos 


y 


Figura  2.34  Curva  solución 
no  muy  útil 


mayor,  en  especial  el  método  de  Runge  Kutta  de  cuarto  orden  incluido  en  el  capítulo 
6,  se  estudiarán  y  analizarán  con  más  detalle.  Nos  referiremos  a  este  importante  procedi¬ 
miento  como  el  método  RK4. 

I  Solucionadores  numéricos  No  importa  si  realmente  podemos  encontrar  una  solu¬ 
ción  explícita  o  implícita,  cuando  existe  una  ecuación  diferencial,  representa  una  curva 
uniforme  en  el  plano  cartesiano.  La  idea  básica  en  que  se  fundamenta  cualquier  método 
numérico  para  resolver  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  es  aproximar  de  algún  modo 
los  valores  y  de  una  solución  para  valores  preseleccionados  de  x.  Comenzamos  en  un  punto 
inicial  especificado  (x0,  y0)  sobre  una  curva  solución  y  procedemos  a  calcular  paso  por  paso 
una  secuencia  de  puntos  (xb  y^,  (x2,  y2),  ■  ■  • ,  (x„,  y„ )  cuyas  coordenadas  y  y,  se  aproximen 
a  las  coordenadas  y  y(x¡)  de  los  puntos  (xb  y(xt)),  (x2,  y(x2)),  .  .  .  ,  (x„,  y(x„))  situados  en  la 
gráfica  de  la  solución  v(x)  generalmente  desconocida.  Al  tomar  las  coordenadas  x  juntas 
(es  decir,  para  valores  de  h)  y  unir  los  puntos  (xb  y,),  (x2,  y2), . . . ,  (x„,  yn )  con  segmentos  de 
línea  cortos,  obtenemos  una  curva  poligonal  que  aparenta  ser  uniforme  y  cuyas  caracterís¬ 
ticas  cualitativas  esperamos  se  asemejen  a  las  de  una  curva  solución  real.  El  trazado  de  las 
curvas  es  una  tarea  adecuada  para  una  computadora.  Un  programa  de  cómputo  diseñado 
para  implementar  un  método  numérico  o  trazar  una  representación  visual  de  una  curva 
solución  aproximada  que  se  ajuste  a  los  datos  numéricos  producidos  por  este  método  se 
conoce  como  programa  de  solución  numérica.  Existen  muchos  programas  de  solución 
numérica  en  el  mercado,  ya  sea  como  parte  de  un  paquete  computacional  más  grande 
— digamos,  el  de  un  sistema  algebraico  de  cómputo —  o  como  programa  independiente. 
Algunos  de  estos  programas  simplemente  trazan  las  aproximaciones  numéricas  generadas, 
mientras  que  otros  generan  tanto  datos  numéricos  duros  como  las  correspondientes  curvas 
solución  numéricas  o  aproximadas.  Un  ejemplo  de  cómo  se  conectan  esencialmente  los 
puntos  de  las  gráficas  generadas  por  un  programa  de  solución  numérica  son  las  dos  gráficas 
poligonales  negras  de  la  figura  2.33,  que  son  curvas  solución  numéricas  para  el  problema 
de  valor  inicial  y'  =  0.2xy,  y(0)  =  1,  sobre  el  intervalo  [0, 4]  obtenido  a  partir  del  método  de 
Euler  y  del  método  RK4  empleando  un  tamaño  del  paso  h  =  1 .  La  curva  coloreada  más 
fluida  es  la  gráfica  de  la  solución  exacta  y  =  e°  l  l~  del  problema  de  valor  inicial.  Note  que 
en  la  figura  2.33,  aun  con  un  salto  tan  ridiculamente  grande  como  h  =  1,  el  método  RK4 
produce  la  “curva  solución”  más  creíble.  La  curva  solución  numérica  obtenida  con  el  mé¬ 
todo  RK4  es  difícil  de  distinguir  de  la  curva  solución  real  trazada  sobre  el  intervalo  [0,  4] 
cuando  se  utiliza  un  tamaño  del  paso  más  normal  de  h  =  0. 1. 

■  Uso  de  un  programa  de  solución  numérica  No  es  necesario  tener  conocimiento 
de  métodos  numéricos  diversos  para  usar  un  programa  de  solución  numérica.  Esta  herra¬ 
mienta  necesita,  por  lo  general,  que  la  ecuación  diferencial  se  exprese  en  su  forma  normal 
dy/dx  =  f(x,  y).  Los  programas  de  solución  numérica  que  sólo  generan  curvas  requieren 
normalmente  que  usted  les  proporcione  la  función /(x,  y)  y  los  datos  iniciales  x0  y  y0,  y  que 
especifique  el  método  numérico  deseado.  Si  la  idea  es  aproximar  el  valor  numérico  de  y{a), 
entonces  el  programa  puede  requerir  además  que  se  le  especifique  un  valor  para  h,  o,  de 
manera  equivalente,  el  número  de  pasos  que  deseamos  dar  para  llegar  a  x  =  a  a  partir  de 
x  =  x0.  Por  ejemplo,  si  deseamos  aproximar  y(4)  para  el  PVI  ilustrado  en  la  figura  2.33,  si 
comenzamos  en  x  =  0,  se  necesitan  cuatro  pasos  para  llegar  a  x  =  4  con  un  tamaño  del  paso 
de  h  =  1 ;  40  pasos  son  equivalentes  a  un  tamaño  del  paso  de  h  =  0.1.  Aunque  no  es  nuestra 
intención  explorar  aquí  los  diferentes  problemas  que  podemos  encontrar  cuando  intenta¬ 
mos  aproximar  cantidades  matemáticas,  usted  debe  estar  consciente  al  menos  de  que  un 
programa  de  solución  numérica  puede  descomponer  ciertos  puntos  o  dar  un  panorama 
incompleto  o  equivocado  cuando  se  aplica  a  algunas  ecuaciones  diferenciales  de  primer 
orden  expresadas  en  la  forma  normal.  La  figura  2.34  ilustra  la  curva  solución  numérica 
obtenida  al  aplicar  el  método  de  Euler  a  cierto  problema  de  valor  inicial  de  primer  orden 
dy/dx  =  f(x,  y),  y(0)  =  1.  Resultados  equivalentes  se  obtuvieron  cuando  se  utilizaron 
tres  programas  de  solución  numérica  comerciales  distintos,  la  gráfica  aún  representa  di¬ 
fícilmente  una  curva  solución  verosímil.  (¿Por  qué?)  Cuando  un  programa  de  solución 
numérica  tiene  dificultades,  quedan  muchos  recursos  de  los  cuales  servirse;  tres  de  los  más 
obvios  son:  disminución  del  tamaño  del  paso,  usar  otro  método  numérico  o  intentar  con  un 
programa  de  solución  numérica  diferente. 
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EJERCICIOS  2.6  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-3. 


En  los  problemas  1  y  2,  utilice  el  método  de  Euler  para  obte¬ 
ner  una  aproximación  de  cuatro  decimales  del  valor  indicado. 
Lleve  a  cabo  el  método  recursivo  de  (3)  a  mano,  primero  con 
h  =  0. 1  y  después  con  h  =  0.05. 

1.  y'  =  2x -  3y  +  1,  y(l)  =  5;  y(1.2) 

2.  y'  =  x  +  y2,  y(0)  =  0;  y(0.2) 

En  los  problemas  3  y  4,  use  el  método  de  Euler  para  obtener 
una  aproximación  de  cuatro  decimales  del  valor  indicado. 
Primero  utilice  h  =  0.1  y  después  h  =  0.05.  Encuentre  una  so¬ 
lución  explícita  para  cada  problema  de  valor  inicial  y  después 
elabore  tablas  similares  a  las  tablas  2.3  y  2.4. 

3.  y'  =  y,  y(0)  =  1;  y(1.0) 

4.  y'  -  2xy,  y(l)  =  1;  y(1.5) 

En  los  problemas  5  a  10,  use  un  programa  de  solución  numérica  y 
el  método  de  Euler  para  obtener  una  aproximación  de  cuatro  deci¬ 
males  del  valor  indicado.  Primero  use  h  =  0.1  y  después  h  =  0.05. 

5.  y'  =  e~\  y(0)  =  0;  y( 0.5) 

6.  y'=x2+y2,  y(0)  =  1;  y(0.5) 

7.  y' =  (x- y)2,  y(0)  =  0.5;  y(0.5) 

8.  y' =xy+Vy,  y(0)  =  1 ;  y(0.5) 


9.  y'  =  xy2  -  — ,  y(l)  =  1;  v(1.5) 

10.  y'  =  y -y2,  y(0)  =  0.5;  y(0.5) 

En  los  problemas  11  y  12,  use  un  programa  de  solución  numé¬ 
rica  para  obtener  una  curva  solución  numérica  para  el  proble¬ 
ma  de  valor  inicial  dado.  Primero  aplique  el  método  de  Euler 
y  después  el  método  RK4;  establezca  h  =  0.25  en  cada  caso. 
Superponga  ambas  curvas  solución  sobre  los  mismos  ejes  de 
coordenadas.  Si  es  posible,  utilice  un  color  diferente  para  cada 
curva.  Repita,  con  h  =  0.1  y  h  =  0.05. 

11.  y'=  2(cos  x)y,  y(0)  =  1 

12.  y'  =  y(10  -  2y),  y(0)  =  1 

Problemas  de  análisis 

13.  Emplee  un  programa  de  solución  numérica  y  el  método 
de  Euler  para  aproximar  y(l,  0),  donde  y(x)  es  la  solu¬ 
ción  a  y'  =  2 xy2,  y(0)  =  1 .  Primero  use  h  =  0. 1  y  después 
h  =  0.05.  Repita  con  el  método  RK4.  Analice  cuál  podría 
ser  la  causa  de  que  las  aproximaciones  a  y(  1 .0)  difieran 
tanto. 


2.7  Modelos  lineales 


H  Introducción  En  esta  sección  resolveremos  algunos  de  los  modelos  lineales  de  pri¬ 
mer  orden  presentados  en  la  sección  1.3. 

■  Crecimiento  y  decamiento  El  problema  de  valor  inicial 

dx  ,  , 

—  =  fay  x(t0)  =  ,  (1) 

dt 

donde  k  es  la  constante  de  proporcionalidad,  sirve  como  un  modelo  para  diversos  fe¬ 
nómenos  que  implican  crecimiento  o  decamiento.  En  la  sección  1.3  hemos  visto  que 
en  biología,  durante  periodos  cortos,  se  observa  que  la  tasa  de  crecimiento  de  ciertas 
poblaciones  (bacterias,  animales  pequeños)  es  proporcional  a  la  población  presente  en 
el  tiempo  t.  Si  se  conoce  la  cantidad  de  población  presente  en  algún  momento  inicial 
arbitrario  t0,  entonces  puede  usarse  la  solución  de  (1)  para  pronosticar  la  población  fu¬ 
tura  — es  decir,  en  los  tiempos  t  >  t0.  En  (1),  la  constante  de  proporcionalidad  k  puede 
determinarse  a  partir  de  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  usando  una  medición 
posterior  de  x  en  algún  tiempo  t¡  >  t0.  En  física  y  química,  (1)  es  vista  en  forma  de  una 
reacción  de  primer  orden,  esto  es,  una  reacción  cuya  tasa  o  velocidad  dxldt  es  directa¬ 
mente  proporcional  a  la  primera  potencia  de  la  concentración  de  reactivo  x  en  un  tiempo 
t.  La  descomposición  o  decamiento  del  U-239  (uranio)  por  acción  de  la  radiactividad  en 
Th-234  (torio)  es  una  reacción  de  primer  orden. 


Ejemplo  1  Crecimiento  bacterial 

Cierto  cultivo  tiene  inicialmente  un  número  P0  de  bacterias.  En  t  =  1  h,  la  cantidad  medi¬ 
da  de  bacterias  es  de  §  P0.  Si  la  tasa  de  crecimiento  es  proporcional  a  la  cantidad  de  bac¬ 
terias  P(t)  presentes  en  el  tiempo  t,  determine  el  tiempo  necesario  para  que  las  bacterias 
se  tripliquen. 

I  Solución  Resolvemos  primero  la  ecuación  diferencial  en  (1 )  al  reemplazar  el  símbolo 
x  por  P.  Con  t0  =  0,  la  condición  inicial  es  P( 0)  =  P0.  Entonces,  usamos  la  observación  em¬ 
pírica  de  que  P(l)  =  \PÜ  para  determinar  la  constante  de  proporcionalidad  k. 
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Figura  2.35  Tiempo  en  que 
la  pobLación  se  triplica 


Figura  2.36  Crecimiento  ( k  >  0) 
y  decaimiento  ( k  <  0) 


Observe  que  la  ecuación  diferencial  clPIdt  =  kP  es  tanto  separable  como  lineal;  y 
cuando  se  escribe  en  la  forma  estándar  de  una  ED  lineal  de  primer  orden. 


dP 


- kP  =  0, 

dt 


podemos  observar  por  inspección  que  el  factor  integrante  es  e  kt.  Si  multiplicamos  ambos 
lados  de  la  ecuación  por  este  término  de  inmediato  da 


d 

dt 


[e~k,P] 


=  0. 


Al  integrar  ambos  lados  de  la  ecuación  resulta  e~k'P  =  c  o  P(t)  =  cekt.  En  t  =  0  se  deduce 
que  P0  =  ce0  =  c  y,  por  lo  tanto,  P(t )  =  P0ekl.  En  /  =  1  tenemos  § P0  =  P0ek  o  ek  =  \.  A 
partir  de  la  última  ecuación  obtenemos  k  =  ln  \  =  0.4055.  Así,  P(t)  =  P0e°  !  .  Para  en¬ 

contrar  el  tiempo  al  cual  la  cantidad  de  bacterias  se  triplica,  resolvemos  3 P0  =  P0e0  4055' 
para  t.  Deducimos  que  0.4055/  =  ln  3,  y  así 


ln3 

f  ~~  0.4055 


2.71  h. 


Vea  la  figura  2.35. 

En  el  ejemplo  1,  observe  que  la  cantidad  real  P0  de  bacterias  presentes  en  el  tiempo 
t  =  0  no  cumple  función  alguna  en  determinar  el  tiempo  requerido  para  que  la  cantidad 
presente  en  el  cultivo  se  triplique.  El  tiempo  necesario  para  que  una  población  inicial  de, 
digamos,  100  o  1 000000  de  bacterias  se  multiplique  sigue  siendo  aproximadamente  de 
2.71  horas. 

Como  se  muestra  en  la  figura  2.36,  la  función  exponencial  ekt  se  incrementa  conforme 
lo  hace  t  para  k>  0,  y  disminuye  a  medida  que  lo  hace  t  para  k<  0.  Por  lo  tanto,  los  pro¬ 
blemas  que  describen  el  crecimiento  (ya  sea  de  poblaciones,  bacterias  o  incluso  capital) 
están  caracterizados  por  un  valor  positivo  de  k,  en  tanto  los  problemas  que  implican 
decaimiento  (como  en  la  desintegración  radiactiva)  producen  un  valor  negativo  k.  En 
consecuencia,  decimos  que  k  es  o  una  constante  de  crecimiento  (k  >  0)  o  una  constante 
de  decaimiento  (k  <  0). 

I  Vida  media  En  física,  el  término  vida  media  es  una  medida  de  la  estabilidad  de  una 
sustancia  radiactiva.  La  vida  media  es  simplemente  el  tiempo  que  le  toma  desintegrarse  a 
la  mitad  de  los  átomos  presentes  en  una  cantidad  inicial  A0,  o  transmutar  en  átomos  de  otro 
elemento.  Cuanto  más  larga  sea  la  vida  media  de  una  sustancia,  tanto  más  estable  será. 
Por  ejemplo,  la  vida  media  del  radio  altamente  radiactivo  Ra-226,  es  de  aproximadamente 
1 700  años.  En  todo  este  tiempo,  la  vida  media  de  cierta  cantidad  de  Ra-226  se  transmuta 
en  radón,  Rn-222.  El  isótopo  de  uranio  que  se  presenta  con  más  frecuencia,  el  U-238,  tiene 
una  vida  media  de  casi  4500000000  de  años.  En  alrededor  de  4500  millones  de  años,  la 
mitad  de  cierta  cantidad  de  U-238  transmutará  en  plomo,  Pb-206. 


Ejemplo  2  Vida  media  del  plutonio 

Un  reactor  generador  convierte  el  uranio-238  relativamente  estable  en  un  isótopo  de 
plutonio-239.  Después  de  15  años  se  determina  que  el  0.043%  de  la  cantidad  inicial  A0 
del  plutonio  se  ha  desintegrado.  Encuentre  la  vida  media  del  isótopo  si  la  tasa  de  desinte¬ 
gración  es  proporcional  a  la  cantidad  restante. 

I  Solución  Suponemos  que  A(t)  denota  la  cantidad  de  plutonio  restante  en  cualquier 
tiempo.  Como  en  el  ejemplo  1,  la  solución  del  problema  de  valor  inicial 

dA 

—  =  kA,  A  0  =  A0,  (2) 

dt 

es  A(t)  =  A0ekt.  Si  un  0.043%  de  los  átomos  de  A0  se  ha  desintegrado,  entonces  el 
99.957%  de  la  sustancia  permanece.  Para  encontrar  la  constante  de  decaimiento,  k. 
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usamos  0.99957A0  =  A(15),  es  decir,  0.99957A0  =  A0elsk.  Al  resolver  para  k  se  tiene  k  = 
i'5ln  0.99957  =  -0.00002867.  Por  lo  tanto,  A(í)  =  A0e°: 00002S67'.  Ahora  la  vida  media  es 
el  valor  correspondiente  al  tiempo  en  que  A(?)  =  A,/2.  Resolviendo  para  t  se  obtiene  A0/2 
=  A0<?“aooo<)2867'  o  \  =  g-0  000028^7'  La  última  ecuación  da 


ln2 

1  ~  0.00002867 


24 180  años. 


□ 


I  Fechado  por  carbono  Alrededor  del  año  1950,  el  químico  Willard  Libby  diseñó 
un  método  para  usar  el  carbono  radiactivo  como  un  medio  con  el  cual  determinar  la  edad 
aproximada  de  los  fósiles.  La  teoría  de  fechado  por  carbono  se  basa  en  que  el  isótopo  de 
carbono- 14  (C-14)  se  produce  en  la  atmósfera  por  acción  de  la  radiación  cósmica  sobre 
el  nitrógeno.  La  relación  entre  la  cantidad  de  C-14  con  respecto  al  carbono  ordinario  que 
hay  en  la  atmósfera  resulta  ser  una  constante  y,  en  consecuencia,  la  cantidad  proporcional 
del  isótopo  presente  en  todos  los  organismos  vivientes  es  igual  a  la  que  tiene  la  atmósfera. 
Cuando  un  organismo  muere,  la  absorción  de  C-14,  ya  sea  por  respirar  o  por  comer,  se 
detiene.  Así,  al  comparar  la  cantidad  proporcional  del  C-14  presente  en,  digamos,  un  fósil 
con  la  relación  constante  encontrada  en  la  atmósfera,  es  posible  obtener  una  estimación 
razonable  de  la  edad  del  fósil.  El  método  está  basado  en  el  conocimiento  de  que  la  vida 
media  del  C-14  radiactivo  es  de  unos  5600  años.  Por  su  trabajo,  Libby  ganó  el  Premio 
Nobel  de  química  en  1960.  El  método  de  Libby  se  ha  usado  para  fechar  el  mobiliario  de 
madera  encontrado  en  las  tumbas  egipcias,  las  envolturas  de  lino  de  los  rollos  del  Mar 
Muerto,  y  la  sábana  del  enigmático  Sudario  de  Turín. 


Ejemplo  3  Edad  de  un  fósil 

Se  encontró  que  un  hueso  fosilizado  contiene  1/1000  de  la  cantidad  original  de  C-14. 
Determinar  la  edad  del  fósil. 


I  Solución  El  punto  de  partida  es  otra  vez  A(i)  =  A0ekl.  Para  determinar  el  valor  de  la 
constante  de  decaimiento  k  tomamos  como  base  que  A0/2  =  A(5600)  o  A0/2  =  A0e5600k. 
A  partir  de  5  600 k  =  ln  \  =  -ln  2  obtenemos  entonces  k  =  — (ln  2)/5  600  =  -0.00012378. 
Por  lo  tanto,  A(t)  =  Ao^-0'00012378'.  Con  A(í)  =  Aj 1 000  tenemos  A,/l  000  =  Aog-000012378' 
de  manera  que  -0.00012378?  =  ln  (1/1 000)  =  -ln  1 000.  Así 


ln  1 000 

r  “  0.00012378 


55  800  años. 


□ 


La  fecha  determinada  en  el  ejemplo  3  en  realidad  está  en  el  límite  de  precisión  de  este 
método.  La  técnica  normal  del  carbono- 14  se  limita  a  casi  9  vidas  medias  del  isótopo,  o 
alrededor  de  50000  años.  Una  razón  de  ello  es  que  el  análisis  químico  necesario  para  ob¬ 
tener  una  medición  exacta  del  C-14  restante  se  vuelve  un  tanto  difícil  en  torno  del  punto 
A,J\  000.  Por  otro  lado,  este  análisis  demanda  la  destrucción  de  una  muestra  muy  grande 
del  espécimen.  Si  esta  medición  se  lleva  a  cabo  de  manera  indirecta,  con  base  en  la  ra¬ 
diactividad  real  del  espécimen,  entonces  resulta  muy  difícil  distinguir  entre  la  radiación 
del  fósil  y  la  radiación  normal  de  su  entorno.  Sin  embargo,  recientemente,  el  uso  de  un 
acelerador  de  partículas  ha  permitido  a  los  científicos  separar  de  manera  directa  el  C-14 
del  estable  carbono-12  (C- 12).  Cuando  se  calcula  el  valor  exacto  de  la  relación  de  C-14 
con  respecto  a  C-12,  la  precisión  del  método  se  puede  ampliar  de  70000  a  100000  años. 
Otras  técnicas  isotópicas,  como  usar  potasio-40  y  argón-40,  pueden  arrojar  fechas  de 
varios  millones  de  años.  En  ocasiones  es  posible  aplicar  métodos  no  isotópicos  basados 
en  el  uso  de  aminoácidos. 

I  Ley  de  enfriamiento  de  Newton  En  la  ecuación  (3)  de  la  sección  1.3  vimos  que  la 
formulación  matemática  de  la  ley  empírica  de  Newton  sobre  el  enfriamiento  de  un  objeto 
está  dada  por  la  ecuación  diferencial  lineal  de  primer  orden 

^  =  k{T  ~  Tm),  (3) 

dt 


2.7  Modelos  lineales 


77 


donde  k  es  una  constante  de  proporcionalidad,  'l'(t)  es  la  temperatura  del  objeto  para  t  >  0, 
y  Tm  es  la  temperatura  ambiente  — es  decir,  la  temperatura  del  medio  que  circunda  al 
objeto — .  En  el  ejemplo  4  asumimos  que  Tm  es  constante. 


a) 


m 

t  (min) 

75° 

20.1 

74° 

21.3 

73° 

22.8 

72° 

24.9 

71° 

28.6 

70.5° 

32.3 

b ) 


Figura  2.37  La  temperatura  de 
un  pastel  enfriándose  alcanza  la 
temperatura  ambiente 


Ejemplo  4  Enfriamiento  de  un  pastel 

Cuando  un  pastel  se  retira  del  horno,  tiene  una  temperatura  de  300°  F.  Tres  minutos  más 
tarde,  su  temperatura  es  de  200°  F.  ¿Cuánto  tiempo  le  llevará  al  pastel  enfriarse  hasta 
llegar  a  la  temperatura  ambiente  de  70°  F? 


I  Solución  En  (3)  hacemos  la  identificación  Tm  =  70.  Entonces  debemos  resolver  el 
siguiente  problema  de  valor  inicial 

— -  =  k(T  —  70),  T(0)  =  300  (4) 

dt 

y  determinar  el  valor  de  k  de  manera  que  T( 3)  =  200. 

La  ecuación  (4)  es  tanto  lineal  como  separable.  Al  separar  las  variables, 


dT 

T  -  70 


kdt. 


se  tiene  ln  I  T  -  70  I  =  kt  +  cu  y  por  lo  tanto  T  =  70  +  c2ekt.  Cuando  t  =  0,  T  =  300,  de 
manera  que  300  =  70  +  c2  da  c2  =  230,  y,  en  consecuencia,  T  =  70  +  230eA'.  Por  último, 
la  medición  T( 3)  =  200  lleva  a  e3k  =  %  o  k  =  f  ln  §  =  -0.19018.  Así, 

7X?)  =  70  +  230<r019018'.  (5) 


Observamos  que  (5)  no  proporciona  una  solución  finita  para  T(f)  =  70  dado  que  ]ím(_>D0 
7X0  =  70.  Sin  embargo,  de  manera  intuitiva  esperamos  que  el  pastel  alcance  la  tempe¬ 
ratura  ambiente  después  de  un  razonablemente  largo  periodo.  ¿Cuánto  es  “largo”?  Por 
supuesto,  no  debemos  preocuparnos  por  el  hecho  de  que  el  modelo  (4)  no  se  ajuste  a 
nuestra  intuición.  Las  partes  a)  y  b)  de  la  figura  2.37  muestran  claramente  que  el  pastel 
estará  cerca  de  la  temperatura  ambiente  en  una  media  hora. 


I  Mezclas  La  mezcla  de  dos  fluidos  algunas  veces  da  origen  a  una  ecuación  diferen¬ 
cial  lineal  de  primer  orden.  Cuando  en  la  sección  1.3  analizamos  la  mezcla  de  dos  solu¬ 
ciones  salinas,  asumimos  que  la  tasa  x'{t)  a  la  cual  cambia  la  cantidad  de  sal  presente  en 
el  tanque  de  mezclado  era  una  tasa  neta: 

dx  í tasa  de  entrada)  í tasa  de  salida\ 

dí=V  de  la  sal  )~\  de  la  sal  )  =  Renlmda  ~  RsaUda '  (6) 

En  el  ejemplo  5  resolvemos  la  ecuación  (8)  de  la  sección  1.3. 


Ejemplo  5  Mezcla  de  dos  soluciones  salinas 

Recuerde  que  el  gran  tanque  considerado  en  la  sección  1.3  contenía  300  galones  de 
una  solución  salina.  La  sal  estaba  entrando  y  saliendo  del  tanque;  una  solución  sali¬ 
na  entraba  en  el  tanque  a  una  tasa  de  3  galones  por  minuto,  mezclándose  con  la  so¬ 
lución  ahí  presente,  y  la  mezcla  se  bombeó  a  una  tasa  de  3  galones  por  minuto.  La 
concentración  de  la  sal  en  el  flujo  entrante,  o  solución  de  ingreso,  era  de  2  lb/gal,  y 
por  lo  tanto  la  sal  ingresaba  al  tanque  a  la  tasa  de  Rentmda  =  (2  lb/gal)  ■  (3  gal/min) 
=  6  lb/min  y  salía  del  tanque  a  una  tasa  de  Rsaiida  =  (jc/300  lb/gal)  ■  (3  gal/min)  = 
jc/100  lb/min.  A  partir  de  estos  datos  y  de  (6)  obtuvimos  la  ecuación  (8)  de  la  sección  1.3. 
Ahora  planteemos  la  siguiente  pregunta:  si  inicialmente  había  50  libras  de  sal  disuelta  en 
los  300  galones,  ¿cuánta  sal  habrá  en  el  tanque  después  de  un  largo  periodo? 


I  Solución  Para  encontrar  la  cantidad  de  sal  x{t)  presente  en  el  tanque  en  el  tiempo  (t), 
resolvamos  el  problema  de  valor  inicial 


dx  1 

~dt  +  Too A 


=  6, 


jc(0)  =  50. 
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Observe  aquí  que  la  condición  es  la  cantidad  inicial  de  sal  x(0)  =  50  en  el  tanque,  y  no 
la  cantidad  inicial  de  líquido  en  el  tanque.  Ahora,  puesto  que  el  factor  integrante  de  la 
ecuación  diferencial  lineal  es  e'/10°,  podemos  escribir  la  ecuación  como 

-[el'mx]  =  6é'wo. 
dt 

Al  integrar  la  última  ecuación  y  resolver  para  x  se  tiene  la  solución  general  x(t)  =  600  + 
ce~ ,/10°.  Cuando  í  =  0,  x  =  50,  entonces  tenemos  que  c  =  -550.  Por  lo  tanto,  la  cantidad 
de  sal  en  el  tanque  en  cualquier  tiempo  t  está  dada  por 

x(t)  =  600  -  550e_f/10°.  (7) 

La  solución  (7)  se  usó  para  construir  la  tabla  de  la  figura  238b).  También,  en  (7)  y  en  la 
figura  2.38a)  se  puede  ver  que  x(t)  — »  600  cuando  t  —*  oo.  Desde  luego,  esto  es  lo  que 
esperaríamos  en  un  caso  así;  durante  un  periodo  largo,  la  cantidad  de  libras  de  sal  pre¬ 
sente  en  la  solución  debe  ser  (300  gal)(2  lb/gal)  =  600  Ib.  □ 

En  el  ejemplo  5  asumimos  que  la  velocidad  a  la  cual  la  solución  se  bombea  hacia 
dentro  es  igual  a  la  velocidad  de  salida.  No  obstante,  esta  situación  no  es  necesaria;  la 
solución  salina  mezclada  puede  bombearse  hacia  fuera  a  una  velocidad  rsaUda  más  rápida 
o  más  lenta  que  la  rmlmda,  a  la  cual  la  otra  solución  salina  se  bombea  hacia  dentro.  Por 
ejemplo,  si  la  solución  perfectamente  mezclada  del  ejemplo  5  se  bombea  hacia  fuera  a  la 
velocidad  más  lenta  de,  digamos,  rsalida  =  2  galones  por  minuto,  el  líquido  se  acumulará 
en  el  tanque  a  la  velocidad  de  rentmda  -rsaUda  =  (3  -  2)  gal/min  =  1  gal/min.  Después  de  t 
minutos  hay  300  +  t  galones  de  salmuera  en  el  tanque  y,  por  lo  tanto,  la  concentración 
del  flujo  de  salida  es  c(t)  =  x/(300  +  r).  Entonces,  la  velocidad  de  salida  de  la  sal  es  rsaUda 

C(t)  V salida  O  ^ salida 


í(min) 

x  (Ib) 

50 

266.41 

100 

397.67 

150 

AH. 21 

200 

525.57 

300 

572.62 

400 

589.93 

b) 

Figura  2.38 

Libras  de  sal 

presentes  en  el  tanque  en  función 
del  tiempo 


R 


salida 


(2  gal/min) 


2x 

300  +  t 


lb/min . 


Por  lo  tanto,  la  ecuación  (6)  se  convierte  en 

dx  2x  dx  2 

—  =6 - o - 1 - x  =  6. 

dt  300  +  t  dt  300  +  t 

Compruebe  que  la  solución  de  la  última  ecuación  sujeta  a  jc(0)  =  50  sea  x{t)  = 
600  +  2t- (4.95  X  107)(300  +  t)~2.  Vea  el  análisis  de  (8)  en  la  sección  1.3,  el  problema  12 
en  los  ejercicios  1.3  y  los  problemas  22  a  26  en  los  ejercicios  2.7. 


I  Circuitos  en  serie  Para  un  circuito  en  serie  compuesto  por  sólo  un  resistor  y  un 
inductor,  la  segunda  ley  de  Kirchhoff  señala  que  la  suma  de  la  caída  de  voltaje  a  través 
del  inductor  ( L(dUdt ))  y  la  caída  de  voltaje  a  través  del  resistor  UR)  es  igual  a  la  cantidad 
de  voltaje  suministrado  ( E(T ))  al  circuito.  Vea  la  figura  2.39. 

Por  lo  tanto,  obtenemos  la  ecuación  diferencial  lineal  para  la  corriente  i{t), 

L—  +  Ri  =  E{t),  (8) 

dt 


Figura  2.39  Circuito  LR  en  serie 


donde  L  y  R  son  constantes  conocidas  como  inductancia  y  resistencia,  respectivamente. 
La  corriente  i{t)  se  conoce  también  como  respuesta  del  sistema. 

La  caída  de  voltaje  a  través  de  un  capacitor  con  capacitancia  C  está  dada  por  q(t)/C, 
donde  q  es  la  carga  sobre  el  capacitor.  Por  lo  tanto,  para  el  circuito  en  serie  mostrado  en 
la  figura  2.40,  la  segunda  ley  de  Kirchhoff  da 

Ri  +  ^q  =  E{t).  (9) 


Figura  2.40  Circuito  RC  en  serie 


Pero  la  corriente  i  y  la  carga  q  están  relacionadas  por  i  =  dqldt,  de  manera  que  (9)  se 
convierte  en  la  ecuación  diferencial  lineal 


R 


dq 

dt 


+ 


\q  =  E(t). 


(10) 
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Ejemplo  6  Circuito  en  serie 

Una  batería  de  12  volts  se  conecta  a  un  circuito  en  serie  cuya  inductancia  es  de  \  henry 
y  su  resistencia  de  10  ohms.  Determine  la  corriente  i  si  la  corriente  inicial  es  cero. 


I  Solución  A  partir  de  (8)  vemos  que  se  debe  resolver 


1  di 

2  dt 


+  10/  =  12 


siempre  y  cuando  /(O)  =  0.  Primero,  multiplicamos  la  ecuación  diferencial  por  2  y  escri¬ 
bimos  en  ambos  lados  el  factor  integrante  <?20'.  Entonces  obtenemos 

-[e20'/]  =  24e20'. 
dt 

Al  integrar  cada  lado  de  la  última  ecuación  y  resolver  para  i  se  tiene  /(/)  =  f  +  ce~20'. 
Ahora  /(O)  implica  que  0  =  f  +  coc  =  -f.  Por  lo  tanto,  la  respuesta  es  i(t)  =  '  -  e  201 . 

□ 


H - 1 - t— / 

1 


b) 


Figura  2.41  El  crecimiento 
poblacional  es  un  proceso  discreto 


Con  base  en  la  expresión  (4)  de  la  sección  2.3  podemos  escribir  una  solución  general 
de  (8): 


i{t)  = 


-(R/L), 


eWL)i  E(t)  dt  +  ce 


-(R/L), 


(11) 


en  particular,  cuando  E(t)  =  E0  es  una  constante,  (1 1)  se  convierte  en 


i(t)  =  ^+  ce~WL\ 
v  ’  R 


(12) 


Observe  que  cuando  t—>  oo,  el  segundo  término  de  ( 12)  se  acerca  a  cero.  Tal  término  se 
denomina,  por  lo  general,  término  transitorio;  a  cualquier  término  restante  se  le  conoce 
como  la  parte  de  estado  estable  de  la  solución.  En  este  caso,  EqIR  también  se  llama  co¬ 
rriente  del  estado  estable;  entonces,  para  valores  de  tiempo  grandes,  la  corriente  pre¬ 
sente  en  el  circuito  parece  estar  gobernada  simplemente  por  la  ley  de  Ohm  (E  =  iR). 


Comentarios 


La  solución  P(t)  =  P0e0A055'  para  el  problema  de  valor  inicial  del  ejemplo  1  descri¬ 
bió  la  población  de  una  colonia  de  bacterias  en  cualquier  tiempo  t  >  0.  Por  supuesto, 
P(t)  es  una  función  continua  que  acepta  todos  los  números  reales  incluidos  en  el  in¬ 
tervalo  P0  <  P  <  oo .  Pero  dado  que  estamos  hablando  de  una  población,  el  sentido 
común  dicta  que  P  sólo  puede  aceptar  valores  enteros  positivos.  Además,  no  espera¬ 
ríamos  que  la  población  crezca  de  manera  continua  — es  decir,  cada  segundo,  cada 
microsegundo,  y  así  sucesivamente —  como  lo  pronostica  nuestra  solución;  puede 
haber  intervalos  [q,  t2]  durante  los  cuales  no  se  presente  ningún  crecimiento.  Quizá, 
entonces,  la  gráfica  mostrada  en  la  figura  2.41a)  sea  una  descripción  más  realista  de 
P  que  la  gráfica  de  una  función  exponencial.  Usar  una  función  continua  que  descri¬ 
ba  un  fenómeno  discreto  es  más  cuestión  de  conveniencia  que  de  exactitud.  No 
obstante,  para  algunos  propósitos  puede  resultar  satisfactoria  si  nuestro  modelo  des¬ 
cribe  el  sistema  con  mucho  detalle  cuando  se  observa  a  través  del  tiempo  de  manera 
macroscópica,  como  en  las  figuras  2A\b)  y  c),  y  no  microscópica,  figura  2.41a). 
Tenga  en  mente  que  un  modelo  matemático  no  es  la  realidad. 
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EJERCICIOS  2.7  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-3. 


Crecimiento  y  decamiento 

1 .  La  población  de  una  comunidad  aumenta  a  una  tasa  que  es 
proporcional  al  número  de  personas  presente  en  el  tiempo 
t.  Si  una  población  inicial  PQ  se  ha  duplicado  en  5  años, 
¿cuánto  tardará  en  triplicarse?,  ¿y  en  cuadruplicarse? 

2.  Se  sabe  que  la  población  de  la  comunidad  creciente  del  pro¬ 
blema  1  es  de  10000  individuos  después  de  3  años.  ¿Cuál  era 
la  población  inicial  P02  ¿Cuál  será  la  población  en  10  años? 
¿Con  cuánta  rapidez  está  creciendo  la  población  en  t  =  10? 

3.  La  población  de  cierta  ciudad  crece  a  una  tasa  que  es 
proporcional  a  la  población  presente  en  el  tiempo  t.  La 
población  inicial  de  500  individuos  aumenta  15%  en  10 
años.  ¿Cuál  será  la  población  en  30  años?  ¿Con  cuánta 
rapidez  está  creciendo  la  población  en  t  =  30? 

4.  En  cierto  cultivo,  la  población  de  bacterias  crece  a  una 
tasa  que  es  proporcional  a  la  cantidad  de  bacterias  pre¬ 
sentes  en  el  tiempo  t.  Después  de  3  horas,  se  observa 
que  hay  400  bacterias;  luego  de  10  horas,  2000.  ¿Cuál 
fue  el  número  inicial  de  bacterias? 

5.  El  isótopo  radiactivo  del  plomo,  Pb-209,  se  deteriora  a 
una  tasa  que  es  proporcional  a  la  cantidad  presente  en  el 
tiempo  t  y  tiene  vida  media  de  3.3  horas.  Si  un  gramo  de 
este  isótopo  está  presente  en  un  inicio,  ¿cuánto  tiempo 
le  tomará  descomponerse  al  90%  del  plomo? 

6.  En  un  principio,  estaban  presentes  100  miligramos  de 
cierta  sustancia  radiactiva.  Después  de  6  horas,  la  masa 
había  disminuido  en  3%.  Si  la  tasa  de  decamiento  es  pro¬ 
porcional  a  la  cantidad  de  sustancia  presente  en  el  tiempo 
t,  encuentre  la  cantidad  restante  después  de  24  horas. 

7.  Determine  la  vida  media  de  la  sustancia  radiactiva  des¬ 
crita  en  el  problema  6. 

8.  a)  Considere  el  problema  de  valor  inicial  d Alelí  =  kA, 

/H0)  =  A0,  como  el  modelo  del  decamiento  de  una 
sustancia  radiactiva.  Muestre  que,  en  general,  la 
vida  media  T  de  la  sustancia  es  T  =  -  (ln  2 )/k. 

b)  Muestre  que  la  solución  del  problema  de  valor  inicial 
dado  en  la  parte  a)  se  puede  escribir  como  A(t)  =  A02~'IT. 

c)  Si  una  sustancia  radiactiva  tiene  la  vida  media  T 
dada  en  la  parte  a),  ¿cuánto  le  tomará  a  la  cantidad 
inicial  Aq  de  la  sustancia  en  decaer  a  |  A0? 

9.  Cuando  un  haz  vertical  de  luz  atraviesa  un  medio  trans¬ 
parente,  la  tasa  a  la  cual  su  intensidad  I  disminuye  es 
proporcional  a  I{t),  donde  t  representa  el  espesor  del 
medio  (en  pies).  En  agua  marina  clara,  la  intensidad  a  3 
pies  por  debajo  de  la  superficie  es  el  25%  de  la  intensi¬ 
dad  inicial  /0  del  haz  incidente.  ¿Cuál  será  la  intensidad 
del  haz  a  15  pies  por  debajo  de  la  superficie? 

1 0.  Cuando  el  interés  se  compone  de  manera  continua,  la 
cantidad  de  dinero  aumenta  a  una  tasa  que  es  proporcio¬ 
nal  a  la  cantidad  S  presente  en  el  tiempo  t,  es  decir,  dS/dt 
=  rS,  donde  r  es  la  tasa  anual  de  interés. 

a )  Encuentre  la  cantidad  de  dinero  acumulado  al  final 
de  5  años  cuando  se  depositen  $5  000  en  una  cuenta 


de  ahorros  que  produzca  5f  %  de  interés  anual  com¬ 
puesto  de  manera  continua. 

b )  ¿En  cuántos  años  se  habrá  duplicado  la  suma  inicial 
depositada? 

c)  Utilice  una  calculadora  para  comparar  la  cantidad 
obtenida  en  la  parte  a)  con  la  cantidad  S  =  5000 
(1  +  |(0.0575))5(4)  que  se  acumula  cuando  el  interés 
se  compone  de  manera  trimestral. 

Fechado  por  carbono 

1 1 .  Los  arqueólogos  han  utilizado  piezas  de  madera  quemada, 
o  carbón,  encomi  adas  en  el  sitio  para  datar  la  antigüedad 
de  pinturas  prehistóricas  y  dibujos  plasmados  en  las  pare¬ 
des  y  techos  de  una  cueva  localizada  en  Lascaux,  Francia. 
Vea  la  figura  2.42.  Use  la  información  de  la  página  77  para 
determinar  la  edad  aproximada  de  una  pieza  de  madera 
quemada  si  se  encontró  que  el  85.5%  del  C-14  acumulado 
en  los  árboles  vivos  del  mismo  tipo  se  había  deteriorado. 


Figura  2.42 

Pintura  en  la  pared 
de  una  cueva, 
problema  11 

12.  Muchas  personas  creen  que  el  Sudario  de  Turín,  que 
muestra  la  imagen  negativa  del  cuerpo  de  un  hombre 
aparentemente  crucificado,  fue  el  manto  mortuorio 
de  Jesús  de  Nazaret.  Vea  la  figura  2.43.  En  1988,  el 
Vaticano  concedió  el  permiso  para  que  se  investigara  su 
antigüedad  mediante  el  fechado  por  carbono.  Tres  labo¬ 
ratorios  científicos  independientes  analizaron  las  telas  y 
concluyeron  que  el  sudario  tenía  aproximadamente  660 
años  de  antigüedad/  una  edad  que  concordaba  con  su 
aparición  histórica.  Con  base  en  esta  edad,  determine 
cuál  es  el  porcentaje  de  la  cantidad  original  de  C-14  que 
permanecía  en  la  tela  hasta  1988. 


Figura  2.43  Imagen  del 
sudario  presentado  en  el 
problema  12 


*  Algunos  académicos  no  están  de  acuerdo  con  este  hallazgo.  Para  obtener 
más  información  acerca  de  este  fascinante  misterio,  vea  la  página  web  del 
Sudario  de  Turín  en  http://www.shroud.com. 


2.7  Modelos  Lineales 
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Ley  de  Newton  sobre  enfriamiento 
y  calentamiento 

13.  Un  termómetro  se  saca  de  una  habitación  donde  la  tem¬ 
peratura  es  de  70°  F,  y  se  lleva  a  un  lugar  donde  la  tem¬ 
peratura  del  aire  es  de  10°  F.  Después  de  medio  minuto, 
el  termómetro  marca  50°  F.  ¿Cuál  es  la  temperatura  que 
marcará  en  t  =  1  minuto?  ¿Cuánto  tiempo  le  llevará  al 
termómetro  alcanzar  los  15°  F? 

14.  Un  termómetro  se  saca  de  una  habitación  donde  la  tem¬ 
peratura  del  aire  es  de  5°  F.  Después  de  un  minuto  el  ter¬ 
mómetro  marca  55°  F,  y  luego  de  5  minutos  marca  30°  F. 
¿Cuál  es  la  temperatura  inicial  del  interior  de  la  habitación? 

1 5.  Una  pequeña  barra  metálica,  cuya  temperatura  inicial  era 
de  20°  C,  se  deja  caer  en  un  gran  recipiente  que  contiene 
agua  hirviendo.  ¿Cuánto  tiempo  le  llevará  a  la  barra  al¬ 
canzar  los  90°  C  si  se  sabe  que  su  temperatura  aumentó 
2°  en  un  segundo?  ¿Cuánto  le  llevará  alcanzar  los  98°  C? 

1 6.  Dos  grandes  recipientes  A  y  B  del  mismo  tamaño  se  lle¬ 
nan  con  diferentes  líquidos.  Estos  líquidos  se  mantienen 
a  0o  C  y  100°  C,  respectivamente.  Una  pequeña  barra  de 
metal  con  temperatura  inicial  de  100°  C  se  introduce  en 
el  recipiente  A.  Después  de  un  minuto,  la  temperatura  de 
la  barra  es  de  90°  C;  luego  de  2  minutos  la  barra  se  saca 
y  al  instante  se  transfiere  al  otro  recipiente.  Pasado  un 
minuto  en  el  recipiente  B,  la  temperatura  de  la  barra  se 
eleva  en  10°.  ¿Cuánto  tiempo,  desde  el  inicio  de  todo  el 
proceso,  le  llevará  a  la  barra  alcanzar  los  99.9°  C? 

17.  Un  termómetro  que  marca  70°  F  se  coloca  en  un  horno 
precalentado  a  temperatura  constante.  A  través  de  una 
ventana  de  vidrio  localizada  en  la  puerta  del  horno,  un 
observador  registra  que  el  termómetro  marca  110°  F 
después  de  \  minuto  y  145°  F  luego  de  un  minuto.  ¿Cuál 
es  la  temperatura  del  horno? 

18.  En  t  =  0,  una  probeta  sellada  que  contiene  una  sustancia 
química  se  sumerge  en  un  baño  líquido.  En  la  probeta,  la 
temperatura  inicial  de  la  sustancia  es  de  80°  F.  El  baño 
líquido  tiene  una  temperatura  controlada  (medida  en 
grados  Fahrenheit)  dada  por  Tm(t)  =  100  -  40e“° lr,  í  >  0, 
donde  t  se  mide  en  minutos. 

a)  Asuma  que  k  =  —0.1  en  la  expresión  (2).  Antes  de 
resolver  el  PVI,  describa  con  palabras  qué  espera 
que  suceda  con  la  temperatura  T(t)  en  el  corto  y  el 
largo  plazos. 

b )  Resuelva  el  PVI.  Use  una  herramienta  graficadora 
para  trazar  la  gráfica  de  T(t)  en  intervalos  de  tiempo 
de  diferente  duración.  ¿Las  gráficas  coinciden  con 
sus  predicciones  de  la  parte  a)l 

Mezclas 

1 9.  Un  tanque  contiene  200  litros  de  fluido  en  el  cual  se  han 
disuelto  30  gramos  de  sal.  La  salmuera,  que  contiene 
un  gramo  de  sal  por  litro  se  bombea  hacia  el  depósito  a 
una  velocidad  de  4  L/min;  perfectamente  mezclada,  la 
solución  se  bombea  hacia  fuera  a  la  misma  velocidad. 
Encuentre  el  número  A(t)  de  gramos  de  sal  presentes  en 
el  tanque  en  el  tiempo  t. 


20.  Resuelva  el  problema  19  asumiendo  que  se  bombea 
agua  pura  al  tanque. 

21.  Un  tanque  grande  se  llena  a  toda  su  capacidad  con  500  ga¬ 
lones  de  agua  pura.  Fiada  el  tanque  se  bombea  salmuera, 
conteniendo  2  libras  de  sal,  a  velocidad  de  5  galones  por 
minuto.  Perfectamente  mezclada,  la  solución  se  bombea 
hacia  fuera  a  la  misma  velocidad.  Encuentre  la  cantidad 
A(t)  de  libras  de  sal  presentes  en  el  tanque  en  el  tiempo  t. 

22.  En  el  problema  21,  ¿cuál  es  la  concentración  c(í)  de  sal 
en  el  tanque  en  el  tiempo  ti  ¿En  t  =  5  minutos?  ¿Cuál  es 
la  concentración  de  sal  en  el  tanque  después  de  un  largo 
tiempo,  es  decir  cuando  t^ool  ¿En  qué  tiempo  la  con¬ 
centración  de  sal  en  el  tanque  es  igual  a  la  mitad  de  este 
valor  límite? 

23.  Resuelva  el  problema  21  bajo  el  supuesto  de  que  la  solu¬ 
ción  se  bombea  hacia  fuera  a  una  mayor  velocidad  de  10 
gal/min.  ¿Cuándo  se  vacía  el  tanque? 

24.  En  el  ejemplo  5,  determine  la  cantidad  de  sal  presente  en 
el  tanque  en  el  tiempo  t  si  la  concentración  de  sal  en  el 
flujo  de  salida  es  variable  y  está  dada  por  centrada(f)  =  2  + 
sen(f/4)  lb/gal.  Sin  graficar  realmente,  conjeture  acerca  de 
qué  apariencia  tendría  la  curva  solución  del  PVI.  Después 
use  una  herramienta  graficadora  para  trazar  la  gráfica  de 
la  solución  en  el  intervalo  [0,  300].  Repita  para  el  interva¬ 
lo  [0,  600]  y  compare  su  gráfica  con  la  de  la  figura  2.38a). 

25.  Un  tanque  grande  se  llena  parcialmente  con  100  galones 
de  fluido  en  los  cuales  están  disueltas  10  libras  de  sal.  Al 
tanque  se  bombea  salmuera,  conteniendo  \  libra  de  sal 
por  galón,  a  velocidad  de  6  gal/min.  La  solución,  perfec¬ 
tamente  mezclada,  se  saca  a  la  menor  velocidad  de  4 
gal/min.  Encuentre  la  cantidad  de  libras  de  sal  presentes 
en  el  tanque  después  de  30  minutos. 

26.  En  el  ejemplo  5  no  se  da  el  tamaño  del  tanque  que  contiene 
la  mezcla  salina.  Suponga,  como  en  el  análisis  del  ejem¬ 
plo  5,  que  la  velocidad  a  la  cual  se  introduce  la  salmuera 
al  tanque  es  de  3  gal/min,  pero  que  la  solución  perfecta¬ 
mente  mezclada  se  saca  a  una  tasa  de  2  gal/min.  Es  lógico 
pensar:  como  la  salmuera  se  está  acumulando  en  el  tan¬ 
que  a  velocidad  de  1  gal/min,  cualquier  tanque  finito  debe 
saturarse  eventualmente.  Ahora  suponga  que  el  tanque 
tiene  tapa  abierta  y  una  capacidad  total  de  400  galones. 

a )  ¿En  qué  tiempo  se  derramará  el  líquido? 

b)  ¿Cuántas  libras  de  sal  habrá  en  el  tanque  al  instante 
del  derrame? 

c)  Suponga  que  aunque  el  líquido  se  está  derramando, 
la  solución  de  salmuera  continúa  entrando  a  velo¬ 
cidad  de  3  galones  por  minuto  y  la  solución  per¬ 
fectamente  mezclada  sigue  saliendo  a  una  tasa  de 
2  galones  por  minuto.  Diseñe  un  método  para  de¬ 
terminar  la  cantidad  de  libras  de  sal  presentes  en  el 
tanque  en  t  =  150  minutos. 

el)  Determine  cuántas  libras  de  sal  hay  en  el  tanque 
cuando  t —>  oo .  ¿Su  respuesta  concuerda  con  lo  que 
usted  había  intuido? 

é)  Use  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  la 
gráfica  A{t)  en  el  intervalo  [0,  500). 
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Circuitos  en  serie 

27.  Una  fuerza  electromotriz  de  30  volts  se  aplica  a  un  cir¬ 
cuito  LR  en  serie  donde  la  inductancia  es  de  0. 1  henrys  y 
la  resistencia  de  50  ohms.  Encuentre  la  corriente  i(t)  si 
¿(0)  =  0.  Determine  la  corriente  cuando  t —>  oo . 

28.  Resuelva  la  ecuación  (7)  bajo  el  supuesto  de  que  E(t)  = 
E0  sen  u>t  e  ¡(0)  =  i0. 

29.  Una  fuerza  electromotriz  de  100  volts  se  aplica  a  un  cir¬ 
cuito  RC  en  serie  donde  la  resistencia  es  de  200  ohms  y  la 
capacitancia  de  10"4  farads.  Encuentre  la  carga  q(t)  sobre 
el  capacitor  si  q( 0)  =  0.  Determine  la  corriente  i(t). 

30.  Una  fuerza  electromotriz  de  200  volts  se  aplica  a  un 
circuito  RC  en  serie  con  resistencia  de  1 000  ohms  y  ca¬ 
pacitancia  de  5  X  10-6  farads.  Encuentre  la  carga  q(t) 
sobre  el  capacitor  si  i(0)  =  0.4.  Determine  la  carga  y  la 
corriente  en  /  =  0.005  s.  Determine  la  carga  conforme 
t—>  oo. 

3 1 .  Una  fuerza  electromotriz 


se  aplica  a  un  circuito  LR  en  serie  que  tiene  inductancia 
de  20  henrys  y  resistencia  de  2  ohms.  Encuentre  la  co¬ 
rriente  i(t)  si  ¿(O)  =  0. 

32.  Suponga  que  un  circuito  RC  en  serie  tiene  un  resistor 
variable.  Si  en  el  tiempo  t  la  resistencia  está  dada  por 
R  =  kl+  k2t,  donde  k j  y  k2  se  conocen  como  constantes 
positivas,  entonces  (9)  se  convierte  en 

(ki  +  M  dcl +  £  V  =  £(0- 

Si  E(t)  =  E0  y  q(0)  =  q0,  donde  E0  y  q0  son  constantes, 
demuestre  que 

/  k,  \1/c*2 
q(t)  =  E0C  +  (q0  -  E¿){k  +  k  f  J  . 

Diversos  modelos  matemáticos 

33.  Resistencia  del  aire  En  la  expresión  (14)  de  la  sección 
1.3  vimos  que  una  ecuación  diferencial  que  describe  la 
velocidad  v  de  una  masa  cayendo  sujeta  a  la  resistencia 
del  aire,  que  es  proporcional  a  la  velocidad  instantánea,  es 

dv 

m  —  =  me  —  kv, 
dt  6 

donde  k  >  0  es  una  constante  de  proporcionalidad.  La 
dirección  positiva  es  hacia  abajo. 

a)  Resuelva  la  ecuación  sujeta  a  la  condición  inicial 
v(0)  =  v0. 

b)  Use  la  solución  de  la  parte  a)  para  determinar  la  velo¬ 
cidad  limitante  o  terminal  de  la  masa.  En  el  problema 
39  de  los  ejercicios  2. 1  vimos  cómo  determinar  la  ve¬ 
locidad  terminal  sin  resolver  la  ecuación  diferencial. 

c)  Si  la  distancia  s,  medida  a  partir  del  punto  donde  la 
masa  fue  liberada  por  encima  del  suelo,  se  relaciona 


con  la  velocidad  v  de  ds/dt  =  v,  encuentre  una  ex¬ 
presión  explícita  para  s(t )  si  ,ví0)  =  0. 

34.  ¿Qué  tan  alto?  Sin  resistencia  del  aire  Suponga  que  una 
bala  de  cañón  que  pesa  16  libras  se  dispara  verticalmente 
hacia  arriba  con  velocidad  inicial  de  v0  =  300  ft/s.  La  res¬ 
puesta  a  la  pregunta  “¿qué  tan  alto  puede  llegar  la  bala?” 
depende  de  si  se  toma  en  cuenta  la  resistencia  del  aire. 

a)  Suponga  que  ignoramos  la  resistencia  del  aire.  Si  la 
dirección  positiva  es  ascendente,  entonces  el  modelo 
para  el  estado  de  la  bala  de  cañón  estará  dado  por  d2sl 
dt 2  =  -g  (ecuación  (12)  de  la  sección  1.3).  Dado  que 
ds/dt =v(t),  la  última  ecuación  diferencial  es  igual  a  dv/ 
dt  =  -g,  de  donde  tomamos  que  g  =  32  ft/s2.  Encuentre 
la  velocidad  vU)  de  la  bala  de  cañón  en  el  tiempo  t. 

b)  Use  el  resultado  obtenido  en  la  parte  a)  para  deter¬ 
minar  la  altura  s(t)  de  la  bala  de  cañón  medida  desde 
el  nivel  del  suelo.  Encuentre  la  altura  máxima  que 
alcanzó  esta  bala. 

35.  ¿Qué  tan  alto?  Resistencia  lineal  del  aire  Repita  el 
problema  34,  pero  esta  vez  asuma  que  la  resistencia  del 
aire  es  proporcional  a  la  velocidad  instantánea.  Es  lógi¬ 
co  pensar  que  la  altura  máxima  alcanzada  por  la  bala  de 
cañón  debe  ser  menor  que  la  de  la  parte  b)  del  problema 
34.  Demuestre  esto  suponiendo  que  la  constante  de  pro¬ 
porcionalidad  es  k  =  0.0025  [ Sugerencia :  Modifique  un 
poco  la  ED  del  problema  33.] 

36.  Paracaidismo  Una  paracaidista  pesa  125  libras,  y  su 
paracaídas  y  equipo  juntos  pesan  otras  35  libras.  Después 
de  salir  del  avión  a  una  altitud  de  15  000  pies,  ella  espera 
15  segundos  y  abre  su  paracaídas.  Asuma  que  en  el  mo¬ 
delo  del  problema  33  la  constante  de  proporcionalidad 
tiene  el  valor  de  k  =  0.5  durante  la  caída  libre  y  k  =  10 
después  de  abrirse  el  paracaídas.  ¿Cuál  es  su  velocidad 
y  cuán  lejos  se  ha  trasladado  la  paracaidista  20  segundos 
después  de  abandonar  el  avión?  ¿Cómo  se  compara  su 
velocidad  a  20  segundos  con  su  velocidad  terminal?  ¿En 
cuánto  tiempo  llegará  al  suelo?  [ Sugerencia :  Piense  en 
términos  de  dos  problemas  de  valor  inicial  distintos.] 

37.  Gota  de  lluvia  evaporándose  A  medida  que  una  gota 
de  lluvia  cae  se  evapora,  pero  mientras  eso  sucede  con¬ 
serva  su  forma  esférica.  Si  suponemos  adicionalmente 
que  la  velocidad  de  evaporación  de  la  gota  de  lluvia  es 
proporcional  a  su  área  superficial  y  la  resistencia  del 
aire  es  insignificante,  entonces  un  modelo  de  la  veloci¬ 
dad  v(í)  de  la  gota  será 

dv  3  (k/p) 

- 1 - v  =  Q. 

dt  ( k/p)t  +  r0 

Aquí  p  es  la  densidad  del  agua,  r0  es  el  radio  de  la  gota 
de  lluvia  cuando  t  =  0,  k  <  0  es  la  constante  de  propor¬ 
cionalidad  y  la  dirección  hacia  abajo  se  toma  como  posi¬ 
tiva. 

a)  Resuelva  para  v(t)  si  la  gota  cae  desde  el  reposo. 

b )  Lea  de  nuevo  el  problema  36  de  los  ejercicios  1.3 
y  entonces  demuestre  que  el  radio  de  la  gota  en  el 
tiempo  t  es  r(t)  =  ( k/p)t  +  r0. 
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c)  Si  r0  =  0.01  ft  y  r  =  0.007  ft  10  segundos  después 
que  la  gota  cae  de  una  nube,  determine  el  tiempo  en 
que  la  gota  se  evapora  por  completo. 

38.  Población  fluctuante  La  ecuación  diferencial  dP/dt 
=  (k  eos  t)P,  donde  k  es  una  constante  positiva,  es  un 
modelo  matemático  para  una  población  P(t)  que  expe¬ 
rimenta  fluctuaciones  temporales  cada  año.  Resuelva  la 
ecuación  sujeta  a  £(0)  =  P0.  Use  una  herramienta  grafi- 
cadora  para  obtener  la  gráfica  de  la  solución  para  dife¬ 
rentes  alternativas  de  P0. 

39.  Modelo  poblacional  En  cierto  modelo  de  la  población 
cambiante  P(t)  de  una  comunidad,  se  asume  que 

dP  _  dB  dD 
dt  dt  dt ' 

donde  dBIdt  y  dD/dt  son  las  tasas  de  nacimiento  y  mor¬ 
tandad,  respectivamente. 

a)  Resuelva  para  P(l)  si  dBIdt  =  k¡P  y  dDIdt  =  k2P. 

b )  Analice  los  casos  k¡  >  k2,  k\  =  k2  y  kx  <  k2. 

40.  Memorización  Cuando  el  olvido  se  toma  en  cuenta,  la 
tasa  de  memorización  de  un  sujeto  está  dada  por 

dA 

—  =  k\{M  -  A)  -  k2A, 

donde  k¡  >  0,  k2  >  0,  A(t)  es  la  cantidad  a  ser  memorizada 
en  el  tiempo  t,  M  es  la  cantidad  total  a  ser  memorizada  y 
M  -  A  es  la  cantidad  restante  a  ser  memorizada.  (Vea  los 
problemas  25  y  26  en  los  ejercicios  1.3.) 

a)  Dado  que  la  ED  es  autónoma,  use  el  concepto  de  re¬ 
trato  fase  de  la  sección  2. 1  para  encontrar  el  valor  li¬ 
mitante  de  A(t)  cuando  t  —>  oo .  Interprete  el  resultado. 

b )  Resuelva  para  A(í)  sujeto  a  A(0)  =  0.  Trace  la  gráfica 
de  A(í)  y  verifique  la  predicción  que  hizo  usted  en  la 
parte  a). 

41.  Difusión  de  un  medicamento  Cierto  modelo  matemá¬ 
tico  de  la  tasa  a  la  que  un  medicamento  se  difunde  en  el 
torrente  sanguíneo  está  dado  por  dx/dt  =  r  -  kx,  donde  r 
y  k  son  constantes  positivas.  La  función  x(t)  describe  la 
concentración  del  medicamento  en  el  torrente  sanguíneo 
en  el  tiempo  t. 

d)  Dado  que  la  ED  es  autónoma,  use  el  concepto  de 
retrato  fase  de  la  sección  2. 1  para  encontrar  el  valor 
limitante  de  x (í)  cuando  t  — »  oo . 

b)  Resuelva  la  ED  sujeta  a  jc(0)  =  0.  Trace  la  gráfica 
de  x{t)  y  verifique  la  predicción  que  hizo  usted  en 
la  parte  a).  ¿En  qué  tiempo  la  concentración  es  la 
mitad  de  este  valor  limitante? 

Problemas  de  análisis 

42.  Enfriamiento  y  calentamiento  Una  pequeña  barra  de 
metal  se  saca  de  un  homo  cuya  temperatura  es  una  cons¬ 
tante  de  300°  F  dentro  de  una  habitación  cuya  temperatu¬ 
ra  es  una  constante  de  70°  F.  De  manera  simultánea,  una 
barra  de  metal  idéntica  que  estaba  en  la  habitación  se  colo¬ 
ca  en  el  homo.  Asuma  que  el  tiempo  t  se  mide  en  minutos. 
Analice:  ¿por  qué  existe  un  valor  futuro  del  tiempo,  lláme¬ 
lo  t*  >  0,  al  cual  la  temperatura  de  cada  barra  es  idéntica? 


43.  Marcapasos  del  corazón  Un  marcapasos  del  corazón, 
mostrado  en  la  figura  2.44,  está  compuesto  de  un  inte¬ 
rruptor,  una  batería,  un  capacitor  y  el  corazón  como  un 
resistor.  Cuando  el  interruptor  S  está  en  P,  el  capacitor  se 
carga;  cuando  S  está  en  Q,  el  capacitor  se  descarga,  envian¬ 
do  un  estímulo  eléctrico  al  corazón.  En  el  problema  47  de 
los  ejercicios  2.3,  vimos  que  durante  el  tiempo  en  que  el 
estímulo  eléctrico  se  aplica  al  corazón,  el  voltaje  E  que 
atraviesa  el  corazón  satisface  la  ecuación  diferencial  lineal 

dE  1 

—  = - E. 

dt  RC 


a)  Asumamos  que  durante  el  intervalo  de  tiempo  de 
longitud  tl,  0  <  t  <  tu  el  interruptor  S  está  en  la 
posición  P  mostrada  en  la  figura  2.44  y  el  capaci¬ 
tor  se  está  cargando.  Cuando  el  interruptor  cambia 
a  la  posición  Q  en  el  tiempo  tx  el  capacitor  se  des¬ 
carga,  enviando  un  impulso  al  corazón  durante  el 
intervalo  de  tiempo  de  longitud  t2:  tl  <  t  <  tx  +  t2. 
Por  lo  tanto,  en  el  intervalo  inicial  de  carga  y  descar¬ 
ga  0  <  t  <  tx  + 12  el  voltaje  hacia  el  corazón  en  realidad 
es  modelado  por  la  ecuación  diferencial  definida  por 
segmentos 


dE 

dt 


0  <  t  <  t\ 

h  -  t  <  h  +  h- 


Al  moverse  S  entre  P  y  Q,  la  carga  y  la  descarga 
en  los  intervalos  de  tiempo  de  duración  tl  y  t2  se 
repiten  de  manera  indefinida.  Suponga  que  tx  =  4  s, 
t2  =  2  s,  £0  =  12  V,  y  E(0)  =  0,  E( 4)  =  12,  £(6) 
=  0,  £(10)  =  12,  £(12)  =  0,  y  así  sucesivamente. 
Resuelva  para  E(t)  en  el  intervalo  0  <  /  <  24. 
b)  Supongamos  para  el  mismo  caso  que  R  =  C  =  1 . 
Utilice  una  gráfica  para  dibujar  la  solución  de  IVP 
en  la  parte  d)  en  el  intervalo  0  <  /  <  24. 


Figura  2.44  Modelo  de  un 
marcapasos  para  el  probLema  43 


44.  Caja  deslizante  a)  Una  caja  de  masa  m  se  desliza  hacia 
abajo  por  un  plano  inclinado  y  forma  un  ángulo  6  con  la 
horizontal  como  se  muestra  en  la  figura  2.45.  Encuentre 
una  ecuación  diferencial  para  la  velocidad  v(t)  de  la  caja 
en  el  tiempo  t  en  cada  uno  de  los  siguientes  tres  casos: 
i)  Sin  fricción  deslizante  y  sin  resistencia  del  aire. 
i  i)  Con  fricción  deslizante  y  sin  resistencia  del  aire. 
iii)  Con  fricción  deslizante  y  resistencia  del  aire. 
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En  los  casos  ii )  y  iii),  use  el  hecho  de  que  la  fuerza 
de  fricción  opuesta  al  movimiento  de  la  caja  es  pN, 
donde  p  es  el  coeficiente  de  fricción  deslizante  y  A?  es 
el  componente  normal  del  peso  de  la  caja.  En  el  caso 
iii),  asuma  que  la  resistencia  del  aire  es  proporcional  a 
la  velocidad  instantánea. 

b)  En  la  parte  a)  suponga  que:  la  caja  pesa  96  libras,  el 
ángulo  de  inclinación  del  plano  es  0  =  30°,  el  coefi¬ 
ciente  de  fricción  deslizante  es  p  =  V3/4,  y  que  la 
fuerza  de  retardo  adicional  debida  a  la  resistencia 
del  aire  es  numéricamente  igual  a  \  v.  Resuelva  la 
ecuación  diferencial  en  cada  uno  de  los  tres  casos, 
asumiendo  que  la  caja  parte  del  reposo  desde  el 
punto  más  alto  de  50  pies  por  encima  del  suelo. 


Figura  2.45  Caja  que  se- 
desliza  hacia  abajo  por  un 
plano  inclinado,  probLema  44 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

45.  Cajas  deslizantes  Continuación  a)  En  el  proble¬ 
ma  44,  s(t)  es  la  distancia  del  plano  inclinado  me¬ 
dida  desde  su  punto  más  alto.  Use  ds/dt  =  v(t)  y  la 
solución  encontrada  para  cada  uno  de  los  tres  casos 
citados  en  la  parte  b)  del  problema  44  para  calcu¬ 
lar  el  tiempo  que  le  toma  a  la  caja  deslizarse  comple¬ 
tamente  por  el  plano  inclinado.  Una  aplicación  de  un 
CAS  para  buscar  raíces  podría  serle  de  utilidad  aquí. 


b)  En  el  caso  de  que  hubiera  fricción  (jx  ¥=  0)  pero  no 
resistencia  del  aire,  explique  por  qué  la  caja  no  se 
deslizaría  por  el  plano  partiendo  del  reposo  desde 
el  punto  más  alto  por  encima  del  suelo  cuando  el 
ángulo  de  inclinación  6  satisface  tan  0  <  p. 

c)  La  caja  se  deslizará  hacia  abajo  sobre  el  plano  cuan¬ 
do  0  <  [x  si  se  le  imprime  una  velocidad  inicial  v(0) 
=  v0  >  0.  Suponga  que  p  =  V3/4  y  6  =  23°. 
Verifique  si  tan  0  <  p.  ¿Qué  tanto  se  deslizará  la 
caja  por  el  plano  si  v0  =  1  ft/s? 

d)  Mediante  los  valores  de  p  =  V3/4  y  0  =  23°, 
aproxime  la  velocidad  inicial  más  pequeña  v0  que  se 
pueda  dar  a  la  caja  de  manera  que,  desde  el  punto 
más  alto  de  50  pies  por  encima  del  suelo,  se  deslice 
completamente  hacia  abajo  por  el  plano  inclinado. 
Después  encuentre  el  tiempo  correspondiente  que  le 
toma  deslizarse  por  el  plano. 

46.  Todo  lo  que  sube...  a)  Es  bien  sabido  que  el  mode¬ 
lo  donde  se  ignora  la  resistencia  del  aire,  parte  a)  del 
problema  34,  pronostica  que  el  tiempo  ta  que  le  toma  a 
la  bala  de  cañón  alcanzar  su  altura  máxima  es  similar 
al  tiempo  td  que  le  toma  caer  desde  la  altura  máxima 
hasta  el  suelo.  Además,  la  magnitud  de  la  velocidad  del 
impacto  v¡  será  igual  a  la  velocidad  inicial  v0  de  la  bala. 
Verifique  ambos  resultados. 

b)  Después,  mediante  el  modelo  del  problema  35  que 
toma  en  cuenta  la  resistencia  del  aire,  compare  el 
valor  de  ta  con  respecto  a  td  y  el  valor  de  la  magnitud 
de  v¡  con  respecto  a  v0.  Una  aplicación  de  un  CAS 
para  buscar  raíces  (o  una  calculadora  de  gráficas) 
podría  serle  de  utilidad. 


2.8  Modelos  no  lineales 


H  Introducción  Terminamos  nuestro  análisis  de  las  ecuaciones  diferenciales  únicas  de 
primer  orden  con  el  examen  de  algunos  modelos  matemáticos  no  lineales. 


H  Dinámica  poblacional  Si  P(t)  denota  el  tamaño  de  una  población  en  el  tiempo  t,  el 
modelo  para  calcular  el  crecimiento  exponencial  comienza  con  el  supuesto  de  que  dP/dt 
=  kP  para  cierta  k  >  0.  En  este  modelo,  la  tasa  de  crecimiento  relativa  o  específica,  de¬ 
finida  por 

dP/dt 


se  asume  como  una  constante  k.  Casos  reales  de  crecimiento  exponencial  durante  largos 
periodos  son  difíciles  de  encontrar,  debido  a  que  los  limitados  recursos  del  entorno  ejer¬ 
cen  en  algún  momento  restricciones  sobre  el  crecimiento  de  una  población.  Por  lo  tanto, 
se  puede  esperar  que  (1)  disminuya  a  medida  que  P  aumenta  en  tamaño. 

El  supuesto  de  que  la  tasa  a  la  cual  una  población  crece  (o  disminuye)  depende  sólo 
del  número  presente  y  no  de  mecanismos  dependientes  del  tiempo  tales  como  los  fenó¬ 
menos  estacionales  (vea  el  problema  33  en  los  ejercicios  1.3)  se  puede  expresar  como 


dP/dt 


m  ° 


dP 

dt 


Pf{P\ 


(2) 


P 
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m 


r 


K  P 


Figura  2.46  Supuesto  más  simple 
de  que/(P)  es  una  línea  recta 


La  ecuación  diferencial  dada  en  (2),  que  por  lo  general  se  asume  en  los  modelos  de  po¬ 
blaciones  animales,  se  denomina  hipótesis  de  dependencia  de  la  densidad. 


I  Ecuación  logística  Suponga  que  un  entorno  es  capaz  de  dar  sustento  a  solamente 
un  número  fijo  de  individuos  K  presentes  en  su  población.  La  cantidad  K  se  conoce  como 
capacidad  de  soporte  del  entorno.  Por  lo  tanto,  para  la  función /dada  en  (2)  tenemos 
f{K)  =  0  y  simplemente  asumimos  que /(O)  =  r.  La  figura  2.46  muestra  tres  funciones/ 
que  satisfacen  estas  dos  condiciones.  El  supuesto  más  simple  que  podemos  hacer  es  que 
f(P)  es  lineal  — es  decir, /(F)  =  c¡P  +  c2 — .  Si  usamos  las  condiciones /(O)  =  r  y  f(K)  = 
0,  encontraremos  a  su  vez  que  c2  =  r,c1  =  -r/K,  y  entonces /asume  la  forma  d  ef(P)  =  r 
-  ( r/K)P.  La  ecuación  (2)  se  convierte  en 


dP 

dt 


(3) 


Al  volver  a  designar  las  constantes,  la  ecuación  no  lineal  (3)  es  igual  que 

dp 

—  =  P(a  -  bP). 
dt 


(4) 


Alrededor  del  año  1840,  el  matemático  y  biólogo  belga  P.  F.  Verhulst  se  interesó  en 
los  modelos  matemáticos  necesarios  para  predecir  las  poblaciones  humanas  de  diferen¬ 
tes  países.  Una  de  las  ecuaciones  de  su  estudio  fue  la  (4),  donde  a>0,b>0.  La  ecuación 
(4)  se  llegó  a  conocer  como  ecuación  logística  y  su  solución  se  denominó  función  logís¬ 
tica.  La  gráfica  de  una  función  logística  se  denomina  curva  logística. 

La  ecuación  diferencial  lineal  dPIdt  =  kP  no  ofrece  un  modelo  muy  preciso  de  la  po¬ 
blación  cuando  ésta  es  muy  grande.  Las  condiciones  de  sobrepoblación,  con  sus  resul¬ 
tantes  efectos  perjudiciales  para  el  entorno,  tales  como  la  contaminación  y  las  demandas 
excesivas  y  competitivas  por  el  alimento  y  el  combustible,  pueden  tener  un  efecto  inhibi¬ 
dor  sobre  el  crecimiento  poblacional.  Como  veremos  ahora,  la  solución  de  (4)  está  acota¬ 
da  cuando  t  — >  oo .  Si  escribimos  nuevamente  (4)  como  dP/dt  =  aP  -  bP2,  el  término  no 
lineal  -bP2,  b  >  0,  puede  reinterpretarse  como  un  término  de  “inhibición”  o  “competen¬ 
cia”.  También,  en  la  mayoría  de  las  aplicaciones,  la  constante  positiva  a  es  mucho  mayor 
que  la  constante  b. 

Las  curvas  logísticas  han  demostrado  ser  muy  precisas  para  pronosticar  los  patrones 
de  crecimiento  de  ciertos  tipos  de  bacterias,  protozoarios,  pulgas  acuáticas  ( Daphnia )  y 
moscos  de  la  fruta  ( Drosophila )  en  un  espacio  limitado. 


I  Solución  de  la  ecuación  logística  Un  método  apropiado  para  resolver  (4)  es  me¬ 
diante  la  separación  de  variables.  Al  descomponer  el  lado  izquierdo  de  dP/P(a  -  bP)  =  dt 
en  fracciones  parciales  e  integrar  se  tiene 


—  In \P\ 


a 


b/d  \ 

H - )dP  =  dt 

a  —  bP  J 

- ln  \a  —  bP\  =  t  +  c 


ln 


a  —  bP 
P 

a  —  bP 


=  at  +  ac 


cqe  . 


De  la  última  ecuación  se  deriva 


P(t) 


acíeat  ac\ 

1  +  ¿>c1e<"  bc{  +  e~ar 


Si  P( 0)  =  P0,  P0  A  alb,  encontramos  c¡  =  P{j(a  -  bP0 )  y,  por  lo  tanto,  después  de  susti¬ 
tuir  y  simplificar,  la  solución  se  convierte  en 


P(t) 


_ aPo _ 

bP0  +  ( a  -  bP0)e-“r 


(5) 
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I  Gráficas  de  P(t)  La  forma  básica  de  la  gráfica  de  la  función  logística  P(t)  puede 
obtenerse  sin  demasiado  esfuerzo.  Aunque  la  variable  t  por  lo  general  representa  el  tiem¬ 
po  y  rara  vez  nos  interesamos  en  aplicaciones  donde  t  <  0,  es  muy  importante  incluir  este 
intervalo  cuando  presentamos  las  diferentes  gráficas  de  P.  De  (5)  se  deduce  que 


/  x  aPo  a 

P(  t)  — » - =  —  cuando  t  - 

U  bP0  b 


>oo 


P(t)—>  O  cuando  t- 


-oo. 


La  línea  discontinua  P  =  a/2b  mostrada  en  la  figura  2.47  corresponde  a  la  ordenada  de  un 
punto  de  inflexión  de  la  curva  logística.  Para  mostrar  esto,  diferenciamos  (4)  mediante  la 
regla  del  producto: 


d2P 


dt 


dP 


dP  dP 


— -j-  =  Pl  —  b  —  1  +  (a  —  bP )  —  =  —  (a  —  2  bP) 


=  P{a 
=  2  b2P 


dt 
bP){a 


dt  dt 


2  bP) 


a 

2b 


De  sus  conocimientos  de  cálculo,  recuerde  que  los  puntos  donde  cPPIdf  =  O  son  posibles 
puntos  de  inflexión,  pero  evidentemente  P  =  O  y  P  =  alb  se  pueden  descartar.  Dado  que  P 
=  a/2b  es  el  único  valor  posible  para  ordenadas  donde  la  concavidad  de  la  gráfica  puede 
cambiar.  Para  O  <  P  <  a!2b  se  deduce  que  P"  >  O,  y  a /2b  <  P  <  a/b  implica  que  P"  <  0.  Por 
lo  tanto,  cuando  leemos  de  izquierda  a  derecha,  la  gráfica  cambia  de  cóncava  hacia  arriba 
a  cóncava  hacia  abajo  en  el  punto  que  corresponde  a  P  =  a/2b.  Cuando  el  valor  inicial 
satisface  O  <  P0  <  a/2b,  la  gráfica  de  P(t)  asume  la  forma  de  una  S,  como  vemos  en  la 
figura  2.47n).  Para  a/2b  <P0<  a/b,  la  gráfica  sigue  teniendo  figura  de  S,  pero  el  punto  de 
inflexión  ocurre  en  un  valor  negativo  de  t,  según  muestra  la  figura  2Alb). 

Ya  hemos  visto  la  ecuación  (4)  antes  de  la  (5)  de  la  sección  1.3  en  la  forma  dx/dt  = 
kx(n  +  1  -  x),  k  >  0.  Esta  ecuación  diferencial  ofrece  un  modelo  razonable  para  describir 
la  propagación  de  una  epidemia  causada  inicialmente  al  introducir  un  individuo  infecta¬ 
do  a  una  población  estática.  La  solución  x(t)  representa  el  número  de  individuos  infec¬ 
tados  con  la  enfermedad  en  el  tiempo  t. 


Figura  2.47  Curvas  logísticas  para 
condiciones  iniciales  diferentes 


Ejemplo  1  Crecimiento  logístico 

Suponga  que  un  estudiante  portador  de  un  virus  regresa  a  una  comunidad  universitaria 
aislada  cuya  población  es  de  1 000  individuos.  Si  se  asume  que  la  tasa  a  la  cual  el  virus 
se  propaga  es  proporcional  no  sólo  al  número  x  de  estudiantes  infectados  sino  también 
al  número  de  estudiantes  no  infectados,  determine  el  número  de  estudiantes  infectados 
después  de  6  días  si  se  observa  además  que  pasados  4  días  x(4)  =  50. 

I  Solución  Si  suponemos  que  nadie  abandona  la  comunidad  durante  la  enfermedad, 
debemos  resolver  el  problema  de  valor  inicial 

—  =  fcc(1000  -  x),  x(0)  =  1. 
dt 

Al  hacer  las  identificaciones  a  =  1 000 k  y  b  =  k,  a  partir  de  (5 )  se  deriva  inmediatamente  que 
_  lOOOfc  _  1000 

X  t)  ~  k  +  999 ke-1000k'  ~  1  +  999e^l000kr 
Ahora,  empleando  la  información  jc(4)  =  50,  determinamos  k  a  partir  de 

1000 

50  ~  1  +  999e-Aomk' 

1  19 

Encontramos  -1 000A:  =  —  ln -  =  -0.9906.  Por  lo  tanto, 

4  999 


<0  = 


1000 


1  +  999e 


-0.9906/’ 
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x  =  1 000 


Por  último, 


1000 


=  276  estudiantes. 


5  10 

a) 


t  (días) 

x  (número  de  infectados) 

4 

50  (observados) 

5 

124 

6 

276 

7 

507 

s 

735 

9 

882 

10 

953 

b) 


Figura  2.48  El  número  de 
estudiantes  infectados  x(t)  llega 
a  1000  a  medida  que  el  tiempo  t 
aumenta 


x{6)  = 


1  +  999e 


-5.9436 


Los  valores  adicionales  calculados  de  x(t )  se  proporcionan  en  la  tabla  de  la  figura  2.48(b). 

□ 


I  Modificaciones  de  La  ecuación  logística  Existen  muchas  variaciones  de  la  ecua¬ 
ción  logística.  Por  ejemplo,  las  ecuaciones  diferenciales 

dP  dP 

—  h  y  —  =  P(a  —  bP)  A  h  (6) 

podrían  servir,  a  su  vez,  como  modelos  para  la  población  existente  en  un  criadero  de 
peces  donde  el  pescado  se  coseche  o  reabastezca  a  la  tasa  h.  Cuando  h  >  0  es  una 
constante,  las  ecuaciones  diferenciales  incluidas  en  (6)  pueden  analizarse  fácilmente  de 
manera  cualitativa  o  resolverse  mediante  separación  de  variables.  Las  ecuaciones  de  (6) 
también  pueden  servir  como  modelos  de  población  humana,  ya  sea  incrementados  por 
la  inmigración  o  disminuidos  por  la  emigración.  En  (6),  la  tasa  h  podría  ser  una  función 
del  tiempo  t  o  ser  dependiente  de  la  población;  por  ejemplo,  la  cosecha  podría  realizarse 
de  manera  periódica  en  el  transcurso  del  tiempo  o  efectuarse  a  una  tasa  proporcional  a 
la  población  P  en  el  tiempo  t.  En  este  último  caso,  el  modelo  sería  parecido  a  P'  =  P(a 
-  bP )  -  cP,  c  >  0.  La  población  humana  de  una  comunidad  puede  cambiar  a  causa  de 
la  inmigración,  de  tal  manera  que  la  contribución  debida  a  la  inmigración  sea  grande 
cuando  la  población  P  de  la  comunidad  sea  pequeña  en  sí  misma,  pero  entonces  la  con¬ 
tribución  de  la  inmigración  puede  ser  pequeña  cuando  P  es  grande;  entonces,  un  modelo 
razonable  para  la  población  de  la  comunidad  es  P'  =  P(a  -  bP )  +  ce~kP,  c  >  0,  k  >  0.  Otra 
ecuación  de  la  forma  dada  en  (2), 


=  P(a-b  ln P),  (7) 

Clt 

es  una  modificación  de  la  ecuación  logística  conocida  como  ecuación  diferencial  de 
Gompertz.  Esta  ED  se  usa  algunas  veces  como  un  modelo  en  el  estudio  del  crecimiento 
o  disminución  de  una  población,  en  el  crecimiento  de  tumores  sólidos  y  en  diversos  tipos 
de  predicciones  actuariales.  Vea  los  problemas  5  a  8  en  los  ejercicios  2.8. 


I  Reacciones  químicas  Suponga  que  a  gramos  del  químico  A  se  combinan  con  b 
gramos  del  químico  B.  Si  hay  M  partes  de  A  y  N  partes  de  B  formadas  en  el  compuesto  y 
X(t)  es  la  cantidad  de  gramos  del  químico  C  formado,  entonces  la  cantidad  de  gramos  de 
los  químicos  Ay  B  restantes  en  cualquier  tiempo  es,  respectivamente, 


a 


M 


MAN 


-X 


N 


MAN 


X. 


Mediante  la  ley  de  acción  de  la  masa,  la  tasa  de  la  reacción  satisface 


dX  ( 
—  oc  a 

dt  V 


M 


MAN 


X)[  b 


N 


MAN 


X 


(8) 


Si  separamos  MI(M  +  TV)  del  primer  factor  y  N/(M  +  N)  del  segundo  e  introducimos  una 
constante  de  proporcionalidad  k  >  0,  (8)  tendrá  la  forma 


—  =  k(a  -  X)(/3  -  X),  (9) 

donde  a  =  a(M  +  N)/M  y  ¡3  =  b(M  +  N)/N.  Recuerde  que  en  la  expresión  (6)  de  la 
sección  1.3  una  reacción  química  regida  por  la  ecuación  diferencial  no  lineal  (9)  es  una 

reacción  de  segundo  orden. 
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Ejemplo  2  Reacción  química  de  segundo  orden 

Cuando  se  combinan  dos  químicos  Ay  B  se  forma  un  compuesto  C.  La  reacción  produ¬ 
cida  entre  ambos  químicos  es  tal  que  para  cada  gramo  de  A  se  utilizan  cuatro  4  gramos 
de  B.  Se  observa  que  en  10  minutos  se  forman  30  gramos  del  compuesto  C.  Determine  la 
cantidad  de  C  en  el  tiempo  T  si  la  velocidad  de  la  reacción  es  proporcional  a  las  cantida¬ 
des  de  A  y  B  restantes  y  si  inicialmente  había  50  gramos  de  A  y  32  gramos  de  B.  ¿Cuánto 
compuesto  C  está  presente  a  los  15  minutos?  Interprete  la  solución  cuando  t  — »  oo . 


I  Solución  Digamos  que  X(t)  denota  la  cantidad  de  gramos  del  compuesto  C  presente 
en  el  tiempo  t.  Claramente,  AYO)  =  0  g  y  ATIO)  =  30  g. 

Si,  por  ejemplo,  están  presentes  2  gramos  del  compuesto  C,  debimos  haber  usado, 
digamos,  a  gramos  de  A  y  b  gramos  de  B  de  manera  que  a  +  b  —  2  y  b  =  4a.  Por  lo  tanto, 
debemos  usar  a  =  §  =  2(| )  g  del  químico  A  y  b  =  |  =  2(f )  g  del  químico  B.  En  gene¬ 
ral,  para  X  gramos  de  C  debemos  usar 


X 

5 


gramos  de  A 


y 


4 

5 


X  gramos  de  B. 


Las  cantidades  de  Ay  B  restantes  en  cualquier  momento  son  entonces 

X  4 

50  --  y  32  --X 


respectivamente. 

Ahora  sabemos  que  la  velocidad  a  la  cual  se  forma  el  compuesto  C  satisface 


dX 


—  oc 


dt 


Para  simplificar  la  operación  algebraica  siguiente,  dividimos  el  primer  término  entre  |  y 
el  segundo  entre  f  y  después  introducimos  la  constante  de  proporcionalidad: 


dX 

dt 


£(250  -  X)(40  -  X). 


Mediante  separación  de  variables  y  fracciones  parciales  podemos  escribir 


1/210 

250  -  X 


dX  + 


1/210 

40  -  X 


dX  =  kdt. 


Al  integrar  se  tiene 


ln 


250  -  X 
40  -  X 


210  kt  +  Cj  o 


250  -  X 
40  -  X 


c2e 


(10) 


Cuando  t  =  0,  X  =  0,  entonces  en  este  punto  se  deduce  que  c2  =  2/ .  Aplicando  X  =  30 
g  en  t  =  10,  encontramos  210£  =  ln  ff  =  0.1258.  Con  esta  información  resolvemos  la 
última  ecuación  dada  en  ( 10)  para  X: 


X(t)  =  1000 


J  _  -0.1258r 

25  -  4e~0  1258í' 


(11) 


El  comportamiento  de  X  en  función  del  tiempo  se  muestra  en  la  figura  2.49.  De  la  tabla 
acompañante  y  de  ( 1 1)  resulta  claro  que  X  — »  40  cuando  t  — »  oo .  Esto  significa  que  se 
forman  40  gramos  de  compuesto  C  y  queda 


1  4 

50  -  -  (40)  =  42  g  de  A  y  32  -  -  (40)  =  0  g  de  B. 


□ 


a) 


í(min) 

*(g) 

10 

30  (medidos) 

15 

34.78 

20 

37.25 

25 

38.54 

30 

39.22 

35 

39.59 

b) 


Figura  2.49  X(t)  empieza  en  0  y 
se  acerca  a  40  conforme  t  aumenta 
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Comentarios 


La  integral  indefinida 


du 


puede  evaluarse  mediante  logaritmos,  tangente 


a  —  u 

hiperbólica  inversa  o  cotangente  hiperbólica  inversa.  Por  ejemplo,  de  los  dos  resul¬ 
tados 


du 


1 


a ~  —  u~ 
du 


a ~  —  u 


t  =  — ln 
2  2  a 


,  u 

*-  4 

c , 

Inl  <  a 

(12) 

a 

+  u 

+  c. 

\u\  41  a 

(13) 

(12)  podría  ser  conveniente  para  los  problemas  15  y  24  de  los  ejercicios  2.8,  mien¬ 
tras  que  sería  preferible  aplicar  (13)  al  problema  25. 


EJERCICIOS  2.8  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-3. 


Ecuación  logística 

1 .  La  cantidad  NU)  de  supermercados  que  utilizan  un  sis¬ 
tema  computarizado  de  cobro  en  cajas  en  todo  el  país  se 
describe  mediante  el  problema  de  valor  inicial 

=  Mi  -  0.0005AO,  N( 0)  =  1. 
dt 

á)  Utilice  el  concepto  de  retrato  fase  estudiado  en  la 
sección  2.1  para  predecir  cuántos  supermercados  se 
espera  que  adopten  el  nuevo  procedimiento  durante 
un  largo  periodo.  Trace  a  mano  una  curva  solución 
para  el  problema  de  valor  inicial  dado. 
b)  Resuelva  el  problema  de  valor  inicial  y  después  uti¬ 
lice  una  herramienta  de  graficación  para  verificar  la 
curva  solución  trazada  en  la  parte  a).  ¿Cuántas  com¬ 
pañías  se  espera  que  adopten  la  nueva  tecnología 
cuando  t =  10? 

2.  En  cierta  comunidad,  la  cantidad  N(t )  de  personas  ex¬ 
puestas  a  una  publicidad  en  particular  está  regida  por 
una  ecuación  logística.  En  un  inicio  N(0)  =  500  y  se 
observa  que  N(l)  =  1 000.  Resuelva  para  N(i)  si  se  pro¬ 
nostica  que  el  número  limitante  de  personas  que  ve  el 
anuncio  es  de  50000. 

3.  Un  modelo  de  la  población  P(t)  que  vive  en  un  suburbio  de 
una  gran  ciudad  está  dado  por  el  problema  de  valor  inicial 

dP 

—  =  PílO-1  -  10~7R),  R(0)  =  5000, 
dt 

donde  t  se  mide  en  meses.  ¿Cuál  es  el  valor  limitante  de 
la  población?  ¿En  qué  momento  la  población  será  igual 
a  una  mitad  de  este  valor  limitante? 

4.  a)  En  la  tabla  siguiente  se  presentan  datos  de  los  censos 

poblacionales  practicados  en  Estados  Unidos  entre 
1790  y  1950.  Elabore  un  modelo  logístico  de  po¬ 
blación  utilizando  los  datos  de  1790,  1850  y  1910. 


Año  Población  (en  millones) 


1790 

3.929 

1800 

5.308 

1810 

7.240 

1820 

9.638 

1830 

12.866 

1840 

17.069 

1850 

23.192 

1860 

31.433 

1870 

38.558 

1880 

50.156 

1890 

62.948 

1900 

75.996 

1910 

91.972 

1920 

105.711 

1930 

122.775 

1940 

131.669 

1950 

150.697 

b)  Elabore  una  tabla  en  la  que  se  compare  la  población 
del  censo  real  con  la  pronosticada  por  el  modelo 
formulado  en  la  parte  a).  Compare  el  error  y  el  por¬ 
centaje  de  error  para  cada  entrada  par. 

Modificaciones  de  la  ecuación  logística 

5.  a)  Si  en  un  criadero  de  peces  se  cosecha  una  cantidad 
constante  h  por  unidad  de  tiempo,  entonces  un  mo¬ 
delo  para  la  población  P(t)  del  criadero  en  el  tiempo 
t  está  dado  por 

=  P(a  -  bP)  -  h,  RÍO)  =  R0, 
dt 
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donde  a,b,h  y  P0  son  constantes  positivas.  Suponga 
que  a  =  5,  b  =  1  y  h  =  4.  Dado  que  la  ED  es  autó¬ 
noma,  use  el  concepto  de  retrato  fase  de  la  sección 
2.1  para  trazar  las  curvas  solución  representativas 
correspondientes  a  los  casos  P0  >  4,  1  <  P0  <  4  y  0  < 
P0  <  1 .  Determine  el  comportamiento  de  largo  plazo 
de  la  población  para  cada  caso. 

b)  Resuelva  el  PVI  dado  en  la  parte  a).  Verifique  los 
resultados  de  su  retrato  fase  de  la  parte  a)  mediante 
una  herramienta  de  graficación  para  trazar  la  gráfica 
de  P(t)  con  una  condición  inicial  tomada  de  cada 
uno  de  los  tres  intervalos  dados. 

c)  Use  la  información  de  a)  y  b )  para  determinar  si  la 
población  del  criadero  se  extinguirá  en  un  tiempo 
finito.  De  ser  así,  determine  ese  tiempo. 

6.  Examine  el  modelo  de  cosecha  del  problema  5  tanto  de 

forma  cualitativa  como  analítica  en  el  caso  de  que  a  =  5, 
b  =  1  y  h  =  .  Determine  si  la  población  se  extingue 

en  un  tiempo  finito.  Si  es  así,  determine  ese  tiempo. 

7.  Repita  el  problema  6  en  el  caso  de  que  a  =  5,b  =  \  .h  =  1 . 

8.  a)  Suponga  que  a  =  b  =  1  en  la  ecuación  diferencial 

de  Gompertz  (7).  Como  la  ED  es  autónoma,  use  el 
concepto  del  retrato  fase  de  la  sección  2. 1  para  tra¬ 
zar  las  curvas  solución  representativas  correspon¬ 
dientes  a  los  casos  P0  >  e  y  0  <  P0  <  e. 

b)  Suponga  que  a  =  l,b  =  -1  en  (7).  Use  un  nuevo  retra¬ 
to  fase  para  trazar  las  curvas  solución  representativas 
que  correspondan  a  los  casos  P0  >  e~x  y  0  <  P0  <  e~x . 

c )  Encuentre  una  solución  explícita  de  (7)  sujeta  a 

P(  0)  =  P0- 

Reacciones  químicas 

9.  Dos  productos  químicos  A  y  B  se  combinan  para  formar 
un  nuevo  producto  químico  C.  La  tasa,  o  velocidad,  de  la 
reacción  es  proporcional  al  producto  de  las  cantidades  ins¬ 
tantáneas  de  A  y  B  que  no  se  han  convertido  en  el  químico 
C.  En  un  principio  hay  40  gramos  de  A  y  50  gramos  de  B, 
y  para  cada  gramo  de  B  se  usan  2  gramos  de  A.  Se  observa 
que  se  forman  10  de  gramos  de  C  en  5  minutos.  ¿Cuánto 
se  forma  en  20  minutos?  ¿Cuál  es  la  cantidad  limitante 
de  C  después  de  un  tiempo  largo?  ¿Qué  cantidad  de  los 
químicos  Ay  B  permanece  después  de  un  gran  tiempo? 

1 0.  Resuelva  el  problema  9  si  en  un  inicio  están  presentes 
100  gramos  del  químico  A.  ¿En  qué  tiempo  el  químico 
C  está  a  medio  formar? 

Diversos  modelos  no  lineales 

1 1.  Tanque  cilindrico  con  fugas  Un  tanque  cilindrico  al 
tope  de  su  capacidad  está  goteando  agua  por  un  orificio 
circular  localizado  en  su  parte  inferior.  Como  se  vio  en 
(10)  de  la  sección  1.3,  cuando  se  ignoran  la  fricción  y  la 
contracción  del  agua  en  el  orificio,  la  altura  h  de  agua  en 
el  tanque  está  descrita  por 

dh  Ah 

dt  Aw 

donde  Aw  y  Ah  son  las  áreas  representativas  del  agua  y 
del  orificio,  respectivamente. 


a)  Resuelva  para  h(t)  si  la  altura  inicial  del  agua  es  H. 
Trace  a  mano  la  gráfica  de  h(t)  y  de  su  intervalo  1  de 
definición  en  términos  de  los  símbolos  A„„  Ah  y  H. 
Use  g  =  32  ft/s2. 

b)  Suponga  que  el  tanque  tiene  10  pies  de  altura,  radio 
de  2  pies,  y  que  el  agujero  circular  tiene  radio  de  \ 
pulgada.  Si  en  un  inicio  el  tanque  está  lleno,  ¿cuánto 
tiempo  tardará  en  vaciarse? 

12.  Tanque  cilindrico  con  fugas.  Continuación  Cuando  se 
toman  en  cuenta  la  fricción  y  la  contracción  del  agua  en 
el  orificio,  el  modelo  desarrollado  en  el  problema  1 1  se 
convierte  en 

dh  Ah 

dt  Aw 

donde  0  <  c  <  1 .  ¿Cuánto  tardará  en  vaciarse  el  tanque 
del  problema  1  Ib)  si  c  =  0.6?  Vea  el  problema  13  en  los 
ejercicios  1.3. 

13.  Tanque  cónico  con  fuga  Un  tanque  en  forma  de  cono 
cilindrico  recto  y  lleno  al  tope,  con  el  vértice  hacia  abajo, 
está  goteando  agua  por  un  orificio  circular  localizado  en 
la  parte  inferior. 

a)  Suponga  que  el  tanque  tiene  20  pies  de  altura  y  radio 
de  8  pies,  y  el  orificio  circular  tiene  radio  de  2  pul¬ 
gadas.  En  el  problema  14  de  los  ejercicios  1.3  se  le 
pide  demostrar  que  la  ecuación  diferencial  represen¬ 
tativa  de  la  altura  h  del  agua  que  gotea  de  un  tanque  es 

dh  _ _ 5 _ 

dt  6  <h3/2 

En  este  modelo,  la  fricción  y  la  contracción  del  agua 
en  el  orificio  se  tomaron  en  cuenta  con  c  =  0.6  y  g  es 
igual  a  32  ft/s2.  Vea  la  figura  1.30.  Si  el  tanque  está 
lleno  al  principio,  ¿cuánto  tardará  en  vaciarse? 

b)  Suponga  que  el  tanque  tiene  un  ángulo  de  60°  en  el 
vértice,  y  el  orificio  circular  tiene  radio  de  2  pulga¬ 
das.  Determine  la  ecuación  general  que  representa 
la  altura  del  agua.  Use  c  =  0.6  y  g  =  32  ft/s2.  Si  la 
altura  del  agua  es  inicialmente  de  9  pies,  ¿cuánto  le 
llevará  al  tanque  vaciarse? 

14.  Tanque  cónico  invertido  Suponga  que  el  tanque  có¬ 
nico  del  problema  13a)  está  invertido,  como  ilustra  la 
figura  2.50,  y  el  agua  gotea  por  un  orificio  circular,  con 
radio  de  2  pulgadas,  localizado  en  el  centro  de  la  base 
circular.  ¿El  tiempo  que  le  lleva  a  este  tanque  lleno  va¬ 
ciarse  será  el  mismo  que  para  el  tanque  del  problema  1 3 
cuyo  vértice  está  hacia  abajo?  Asuma  que  el  coeficiente 
de  fricción/contracción  es  de  c  =  0.6  y  g  =  32  ft/s2. 


6 


Figura  2.50  Tanque 
cónico  invertido  del 
problema  14 
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15.  Resistencia  del  aire  Una  ecuación  diferencial  que  re¬ 
presenta  la  velocidad  v  de  una  masa  m  que  cae  y  está 
sujeta  a  la  resistencia  del  aire,  la  cual  es  proporcional  al 
cuadrado  de  la  velocidad  instantánea,  es 

dv  ,  2 

m  —  =  mg  —  kv , 

dt 

donde  k  >  0  es  una  constante  de  proporcionalidad.  La 
dirección  positiva  es  hacia  abajo. 

a)  Resuelva  esta  ecuación  sujeta  a  la  condición  inicial 
v(0)  =  v„. 

b)  Use  la  solución  de  la  parte  a)  para  determinar  la  velo¬ 
cidad,  limitante  o  terminal,  de  la  masa.  En  el  problema 
39  de  los  ejercicios  2.1  vimos  cómo  determinar  la  ve¬ 
locidad  terminal  sin  resolver  la  ecuación  diferencial. 

c)  Si  la  distancia  s,  medida  desde  el  punto  donde  la 
masa  fue  soltada  por  encima  del  suelo,  está  relacio¬ 
nada  con  la  velocidad  v  mediante  ds/dt  =  v(í),  en¬ 
cuentre  una  expresión  explícita  para  s(t)  si  .v(0)  =  0. 

16.  ¿Qué  tan  alto?  Resistencia  no  lineal  al  aire  Considere 
la  bala  de  cañón  de  16  libras  disparada  verticalmente  hacia 
arriba  y  presentada  en  los  problemas  34  y  35  de  los  ejer¬ 
cicios  2.7,  con  velocidad  inicial  v0  =  300  ft/s.  Determine 
la  altura  máxima  que  alcanza  esta  bala  cuando  se  asume 
que  la  resistencia  del  aire  es  proporcional  al  cuadrado  de 
la  velocidad  instantánea.  Asuma  que  la  dirección  positiva 
es  ascendente  y  que  k  =  0.0003.  [ Sugerencia :  En  el  pro¬ 
blema  15,  modifique  ligeramente  la  ED.] 

17.  Esa  sensación  de  hundimiento  a )  Determine  una 
ecuación  diferencial  para  la  velocidad  v(f)  de  una  masa 
m  hundiéndose  en  el  agua,  la  cual  imparte  una  resisten¬ 
cia  que  es  proporcional  al  cuadrado  de  la  velocidad  ins¬ 
tantánea  y  también  ejerce  una  fuerza  flotante  ascendente 
cuya  magnitud  está  dada  por  el  principio  de  Arquímedes. 
Vea  el  problema  18  de  los  ejercicios  1.3.  Asuma  que  la 
dirección  positiva  es  hacia  abajo. 

b )  Resuelva  la  ecuación  diferencial  determinada  en  la 
parte  a). 

c )  Determine  la  velocidad  limitante  o  terminal  de  la 
masa  hundiéndose. 

18.  Recolector  solar  La  ecuación  diferencial 

dy  —x  +  Vx2  +  y2 
dx  y 

describe  la  forma  de  una  curva  plana  C  que  reflejará 
todos  los  haces  de  luz  entrantes  al  mismo  punto  y  podría 
ser  un  modelo  del  espejo  de  un  telescopio  reflectante, 
una  antena  satélite  o  un  recolector  solar.  Vea  el  proble¬ 
ma  29  en  los  ejercicios  1.3.  Hay  varias  formas  de  resol¬ 
ver  esta  ecuación  diferencial. 

a)  Verifique  si  la  ecuación  diferencial  es  homogénea 
(vea  la  sección  2.5).  Demuestre  que  la  sustitución 
y  =  ux  resulta  en 

u  du  dx 

Vi  +  u\ i  -  vT TV)  x ' 

Use  un  CAS  (u  otra  sustitución  apropiada)  para  in¬ 
tegrar  el  lado  izquierdo  de  la  ecuación.  Demuestre 


que  la  curva  C  debe  ser  una  parábola  con  centro  en 
el  origen  y  simétrica  con  respecto  al  eje  x. 

b)  Demuestre  que  la  primera  ecuación  diferencial  puede 
resolverse  mediante  la  sustitución  u  =  x2  +  y2. 

19.  Tsunami  a)  Un  modelo  simple  de  la  forma  de  un 
tsunami,  u  ola  de  la  marea,  está  dada  por 

dW  / - 

—  =  WV 4  -  2W, 

dx 

donde  W(x)  >  0  es  la  altura  de  la  ola  expresada  en  fun¬ 
ción  de  su  posición  relacionada  con  un  punto  en  alta 
mar.  Mediante  el  análisis,  encuentre  todas  las  soluciones 
constantes  de  la  ecuación  diferencial. 
ti)  Resuelva  la  ecuación  diferencial  dada  en  la  parte  a). 
Un  CAS  le  podría  ser  de  utilidad  para  efectuar  la  inte¬ 
gración. 

c)  Use  una  herramienta  graficadora  para  obtener  las 
gráficas  de  todas  las  soluciones  que  satisfagan  la 
condición  inicial  W(0)  =  2. 

20.  Evaporación  Un  estanque  decorativo  de  exterior  con 
la  forma  de  un  taque  hemisférico  va  a  llenarse  con  agua 
mediante  una  entrada  de  agua  colocada  en  su  parte  in¬ 
ferior.  Suponga  que  el  radio  R  del  tanque  es  de  10  pies, 
que  el  agua  es  bombeada  hacia  dentro  a  una  tasa  de  tt 
ft3/min  y  que  el  tanque  está  vacío  al  principio.  Vea  la 
figura  2.51.  A  medida  que  el  tanque  se  llena,  pierde  agua 
por  evaporación.  Asuma  que  la  tasa  de  evaporación  es 
proporcional  al  área  A  de  la  superficie  del  agua  y  que  la 
constante  de  proporcionalidad  es  k  =  0.01. 

a)  La  tasa  de  cambio  dVIdt  del  volumen  de  agua  en  el 
tiempo  t  es  una  tasa  neta;  úsela  para  determinar  una 
ecuación  diferencial  de  la  altura  h  del  agua  en  el 
tiempo  t.  El  volumen  del  agua  mostrado  en  la  figura 
es  V  =  rrRír  -  '  ttIt\  donde  R  =  10.  Exprese  el  área 
de  la  superficie  del  agua  A  =  irr  en  términos  de  h. 

b)  Resuelva  la  ecuación  diferencial  determinada  en  la 
parte  a).  Grafique  la  solución. 

c)  Si  no  hay  evaporación,  ¿cuánto  tiempo  le  tomará 
llenarse  al  tanque? 

d)  Con  evaporación,  ¿cuál  es  la  profundidad  del  agua 
en  el  tiempo  encontrado  en  la  parte  c)?  ¿Alguna  vez 
se  llenará  el  tanque?  Demuestre  su  aseveración. 


Entrada:  el  agua  se  bombea  hacia 

dentro  a  una  tasa  de  n  ft3/min 

a)  Tanque  hemisférico 


Figura  2.51  Estanque 
examinado  en  el  problema  20 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

21.  Recta  de  regresión  Lea  la  documentación  de  su  CAS 
que  trata  acerca  de  las  nubes  de  puntos  (o  diagramas  de 
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dispersión)  y  ajuste  lineal  de  los  mínimos  cuadrados.  La 
línea  recta  que  se  ajusta  mejor  a  un  conjunto  de  puntos 
de  datos  se  denomina  recta  de  regresión  o  recta  de  mí¬ 
nimos  cuadrados.  La  tarea  de  usted  es  construir  un  mo¬ 
delo  logístico  para  la  población  de  Estados  Unidos;  en 
este  modelo  tiene  que  definir  la/(P)  de  la  expresión  (2) 
como  la  ecuación  de  una  recta  de  regresión  con  base  en 
los  datos  poblacionales  dados  en  la  tabla  del  problema 
4.  Una  forma  de  hacer  esto  es  aproximar  el  lado  derecho 
1  dP 

—  —  de  la  primera  ecuación  dada  en  (2)  usando  el  co¬ 
ciente  de  diferencia  hacia  delante  en  lugar  de  dPIdt: 


Q(t)  = 


1  P(t  +  h)  -  P(t) 


P(t)  h 

a)  Elabore  una  tabla  de  los  valores  t,  P(t )  y  Q(t)  usan¬ 
do  i  =  0,  10,  20,  . . 160  y  h  =  10.  Por  ejemplo,  la 
primera  línea  de  la  tabla  debe  contener  t  =  0,  P( 0)  y 
0(0).  Con  P(0)  =  3.929  y  P(10)  =  5.308, 

1  P(10)  -  P( 0) 


2(0)  = 


P(0) 


10 


=  0.035. 


Observe  que  0(160)  depende  de  P(  170),  que  es  la 
población  del  censo  para  1960.  Busque  este  valor. 

b)  Use  un  CAS  para  obtener  un  diagrama  de  dispersión 
de  los  datos  (P(t),  0(0)  calculados  en  la  parte  a). 
También  use  un  CAS  para  encontrar  una  ecuación 
de  la  recta  de  regresión  y  sobreponer  su  gráfica  al 
diagrama  de  dispersión. 

c)  Construya  un  modelo  logístico  dP/dt  =  Pf(P),  donde 
f(P)  sea  la  ecuación  de  la  línea  de  regresión  encon¬ 
trada  en  la  parte  b). 

d)  Resuelva  el  modelo  producido  en  la  parte  c)  me¬ 
diante  la  condición  inicial  PÍO)  =  3.929. 

e)  Use  un  CAS  para  obtener  otro  diagrama  de  dispersión, 
esta  vez  de  los  pares  ordenados  (í,  P(0)  de  su  tabla 
elaborada  en  la  parte  a).  Con  el  CAS,  sobreponga  la 
gráfica  de  la  solución  d)  al  diagrama  de  dispersión. 

jj  Consiga  los  datos  de  los  censos  poblacionales  esta¬ 
dounidenses  de  1970,  1980  y  1990.  ¿Qué  población 
pronostica  para  esos  años  el  modelo  logístico  de  la 
parte  c)?  ¿Qué  anticipa  el  modelo  para  la  población 
estadounidense  P(t)  cuando  t  — »  oo  ? 


22.  Modelo  de  inmigración  a)  En  los  ejemplos  3  y  4  de 
la  sección  2.1,  vimos  que  cualquier  solución  P(t)  de  (4) 
posee  el  comportamiento  asintótico  P(t)  — »  alb  cuando 
M  oo  para  P0  >  alb  y  para  0  <  P0  <  alb\  en  consecuen¬ 
cia,  la  solución  de  equilibrio  P  =  a/b  se  denomina  atra¬ 
yente.  Use  una  aplicación  CAS  para  buscar  raíces  (o  una 
calculadora  gráfica)  y  aproximar  la  solución  de  equili¬ 
brio  del  modelo  de  inmigración 
dP  , 

—  =  P(  1  -  P)  +  0.3e~p. 
dt 

b)  Use  una  herramienta  graficadora  para  trazar  la  función 
F(P)  =  P(1  -  P)  +  0.3e~p.  Explique  la  forma  en  que 
puede  usarse  la  gráfica  obtenida  para  determinar  si  el 
número  que  se  encuentra  en  la  parte  a)  es  un  atractor. 


c)  Use  un  programa  de  solución  numérica  para  compa¬ 
rar  las  curvas  solución  a  los  problemas  de  valor  inicial 
dP 

—  =  P(1  -  P),  P( 0)  =  P0 

para  P0  =  0.2  y  P0  =  1.2  con  las  curvas  solución  de 
los  problemas  de  valor  inicial 
dP 

—  =  P(1  -  P)  +  0.3e-p,  P(0)=P0 

dt 

para  P0  =  0.2  y  P0  =  1 .2.  Sobreponga  todas  las  cur¬ 
vas  sobre  los  mismos  ejes  coordenados,  pero,  si 
fuera  posible,  utilice  un  color  diferente  para  trazar 
las  curvas  del  segundo  problema  de  valor  inicial. 
Sobre  un  periodo  largo,  ¿qué  incremento  porcentual 
en  la  población  pronosticará  el  modelo  de  inmigra¬ 
ción  comparado  con  el  modelo  logístico? 

23.  Todo  lo  que  sube...  En  el  problema  16,  establezcamos 
ta  como  el  tiempo  que  le  lleva  a  una  bala  de  cañón  alcan¬ 
zar  su  altura  máxima  y  td  como  el  tiempo  que  le  toma  caer 
desde  esa  máxima  altura  hasta  el  suelo.  Compare  el  valor 
de  ta  con  el  valor  de  td  y  la  magnitud  del  impacto  de  la  ve¬ 
locidad  i',-  con  la  velocidad  inicial  v0.  Vea  el  problema  46 
en  los  ejercicios  2.7.  Tal  vez  le  sería  útil  una  aplicación 
CAS  para  buscar  raíces.  [ Sugerencia :  Use  el  modelo  del 
problema  15  para  cuando  la  bala  de  cañón  va  cayendo.] 

24.  Paracaidismo  Una  paracaidista  va  equipada  con  un 
cronómetro  y  un  altímetro.  Ella  abre  su  paracaídas  25 
segundos  después  que  sale  del  avión,  planeando  a  una 
altitud  de  20000  pies,  y  observa  que  su  altitud  es  de 
14800  pies.  Asuma  que  la  resistencia  del  aire  es  propor¬ 
cional  al  cuadrado  de  la  velocidad  instantánea,  la  veloci¬ 
dad  inicial  de  la  paracaidista  a  partir  de  que  abandona  el 
avión  es  de  cero  y  g  =  32  ft/s2. 

a)  Encuentre  la  distancia  s{t).  medida  desde  el  avión, 
que  la  paracaidista  ha  recorrido  durante  la  caída  libre 
en  el  tiempo  t.  [Sugerencia:  La  constante  de  propor¬ 
cionalidad  k  en  el  modelo  dado  en  el  problema  15 
no  está  especificada.  Use  la  expresión  de  velocidad 
terminal  v,  obtenida  en  la  parte  b)  del  problema  15 
para  eliminar  k  del  PVI.  Después  resuelva  para  v,.] 

b)  ¿Qué  tan  lejos  cae  la  paracaidista  y  cuál  es  su  velo¬ 
cidad  en  t  =  15  segundos? 

25.  Tocar  fondo  Un  helicóptero  sobrevuela  a  500  pies  por 
encima  de  un  gran  tanque  lleno  de  líquido  (no  agua).  Un 
objeto  compacto  denso  que  pesa  160  libras  se  deja  caer 
(desde  el  reposo)  del  helicóptero  al  líquido.  Asuma  que  la 
resistencia  del  aire  es  proporcional  a  la  velocidad  instantá¬ 
nea  v  mientras  el  objeto  está  en  el  aire  y  que  el  amortigua¬ 
miento  viscoso  es  proporcional  a  v2  después  que  el  objeto 
ha  entrado  al  líquido.  Para  el  aire,  suponga  k  =  \  y  para  el 
líquido  k  =  0.1.  La  dirección  positiva  es  hacia  abajo.  Si  el 
tanque  tiene  75  pies  de  altura,  determine  el  tiempo  y  la 
velocidad  para  el  impacto  cuando  el  objeto  toca  el  fondo 
del  tanque.  [Sugerencia:  Piense  en  términos  de  dos  proble¬ 
mas  de  valor  inicial  distintos.  Si  emplea  (13),  tenga  cuida¬ 
do  en  eliminar  el  signo  de  valor  absoluto.  Debe  comparar 
la  velocidad  del  objeto  cuando  toca  el  líquido  — la  veloci¬ 
dad  inicial  para  el  segundo  problema —  con  la  velocidad 
terminal  v,  del  objeto  cayendo  a  través  del  líquido.] 
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2Í9  Modelación  con  sistemas  de  ecuaciones 

diferenciales  de  primer  orden  . 


■  Introducción  En  esta  sección  vamos  a  analizar  modelos  matemáticos  basados  en 
algunos  de  los  temas  estudiados  en  las  dos  secciones  anteriores.  Esta  sección  será  similar 
a  la  1.3  en  cuanto  a  que  sólo  analizaremos  los  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  de 
primer  orden  como  modelos  matemáticos,  pero  no  vamos  a  resolver  ninguno  de  esos 
modelos.  Hay  dos  buenas  razones  por  las  que  no  resolveremos  sistemas  en  este  punto: 
primero,  aún  no  contamos  con  las  herramientas  matemáticas  necesarias  para  resolver 
sistemas;  y  segundo,  algunos  de  los  sistemas  que  estudiamos  no  se  pueden  resolver  de 
manera  analítica.  En  el  capítulo  10  examinaremos  métodos  de  solución  para  sistemas 
de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer  orden  y  para  sistemas  de  ecuaciones  dife¬ 
renciales  lineales  de  orden  superior  en  los  capítulos  3  y  4. 


I  Sistemas  Hasta  ahora  todos  los  modelos  matemáticos  que  hemos  considerado  han 
sido  ecuaciones  diferenciales  individuales.  Una  ecuación  diferencial  individual  puede 
describir  una  sola  población  de  un  entorno;  pero  si  hay,  digamos,  dos  especies  en  inter¬ 
acción,  y  quizá  en  competencia,  viviendo  en  el  mismo  entorno  (por  ejemplo,  conejos  y 
zorros),  entonces  el  modelo  para  sus  poblaciones  x(t)  y  y(t)  podría  ser  un  sistema  de  dos 
ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  como 


dx 

dt 

dy_ 

dt 


8i(t ,  x,  y) 


g2(t,  x,  y). 


(1) 


Cuando  gl  y  g2  son  lineales  en  las  variables  x  y  y,  es  decir, 

gi(t,  x,  y)  =  c¡x  +  c2y  +f(t)  y  g2(t,  x,  y)  =  c3x  +  c4y  +f2(t), 
se  dice  que  (1)  es  un  sistema  lineal;  y  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  que  no  es 
lineal  se  dice  que  es  no  lineal. 

I  Serie  radiactiva  En  el  análisis  del  decaimiento  radiactivo  de  las  secciones  1.3  y 
2.7,  asumimos  que  la  tasa  de  decaimiento  era  proporcional  al  número  A(í)  de  núcleos 
presentes  en  la  sustancia  en  el  tiempo  t.  Cuando  una  sustancia  se  desintegra  por  radiacti¬ 
vidad,  por  lo  general  no  se  transmuta  en  una  sustancia  estable  y  entonces  el  proceso 
concluye;  más  bien,  la  primera  sustancia  se  deteriora  para  convertirse  en  otra  sustancia 
radiactiva,  la  cual  a  su  vez  se  deteriora  en  otra  tercera  sustancia  radiactiva,  y  así  sucesiva¬ 
mente.  Este  proceso,  denominado  serie  para  el  decaimiento  radiactivo,  continúa  hasta 
que  se  logra  formar  un  elemento  estable.  Por  ejemplo,  la  serie  de  decaimiento  del  uranio 
es  U-238  — >  Th-234  Pb-206,  donde  Pb-206  es  un  isótopo  estable  del  plomo.  Las 

vidas  medias  de  los  diferentes  elementos  presentes  en  una  serie  radiactiva  pueden  ir 
desde  miles  de  millones  de  años  (4.5  X  109  años  para  el  U-238)  hasta  una  fracción  de 
segundo.  Suponga  una  serie  radiactiva  descrita  de  manera  esquemática  por  X  — 

Y - ^  Z,  donde  k¡  =  -Xt  <  0  y  k2  =  —\2  <  0  son  las  constantes  de  decaimiento  de  las 

sustancias  X  y  Y,  respectivamente,  y  Z  es  un  elemento  estable.  Suponga  también  que  x(t), 
y(t)  y  z(t)  denotan  las  cantidades  restantes  de  las  sustancias  X,  Y  y  Z,  respectivamente,  en 
el  tiempo  t.  El  decaimiento  del  elemento  X  se  describe  mediante 


dx 


mientras  que  la  tasa  a  la  cual  decae  el  segundo  elemento,  Y ,  es  la  tasa  neta, 

dy 

—  =  \iX  -  A 2y, 


puesto  que  Y  está  ganando  átomos  del  decaimiento  de  X  y  al  mismo  tiempo  pierde  áto¬ 
mos  debido  a  su  propio  decaimiento.  Como  Z  es  un  elemento  estable,  simplemente  está 
ganando  átomos  del  decaimiento  del  elemento  7: 


dz 

dt 


A,y. 
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En  otras  palabras,  un  modelo  de  la  serie  para  el  decaimiento  radiactivo  para  tres  elemen¬ 
tos  es  el  sistema  lineal  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


dx 

~dt 

dy 

dt 


—  A,X 


A¡x  —  Á2y 


dz 

dt 


A->y . 


(2) 


I  Mezclas  Considere  los  dos  tanques  mostrados  en  la  figura  2.52.  Para  fines  de  este 
análisis,  suponga  que  el  tanque  A  contiene  50  galones  de  agua  en  la  cual  se  han  disuelto 
25  libras  de  sal,  y  que  el  tanque  B  contiene  50  galones  de  agua  pura.  Un  líquido  se  bom¬ 
bea  hacia  dentro  y  fuera  de  los  tanques  como  indica  la  figura;  se  asume  que  el  líquido 
que  se  intercambia  entre  los  dos  tanques  y  el  líquido  bombeado  hacia  fuera  del  tanque  B 
está  mezclado  perfectamente.  Deseamos  construir  un  modelo  matemático  para  describir 
la  cantidad  de  libras  x^t)  y  x2(¡)  de  sal  presente  en  los  tanques  Ay  B,  respectivamente, 
en  el  tiempo  t. 

Mediante  un  análisis  similar  al  de  la  página  24  en  la  sección  1.3  y  el  ejemplo  de  la 
sección  2.7,  vemos  que  la  tasa  neta  de  cambio  de  x^t)  para  el  tanque  A  es 


r 


velocidad  de  entrada  de  la  sal 

_ A _ _ 


dx¡ 

dt 


=  (3  gal/min)  •  (0  lb/gal)  +  ( 1  gal/min)  • 


velocidad  de  salida  de  la  sal 

_ A _ 


■  (4  gal/min)  •  (  ^  lb/gal 


Agua  pura  Mezcla 

3  gal/min  1  gal/min 


A  B 


Mezcla  Mezcla 

4  gal/min  3  gal/min 


Figura  2.52  Tanques  mezcladores 
conectados 


2  1 

= - x,  H - x,. 

25  1  50  2 


De  manera  similar,  para  el  tanque  B,  la  tasa  neta  de  cambio  de  x2(f)  es 

dx2  x,  x2  x2  2  2 

—  =  4-  —  -  3  •  —  -  1  •  —  =  —x, - x2. 

dt  50  50  50  25  1  25  2 

Por  lo  tanto,  obtenemos  el  sistema  lineal 

dx  i  _  J_ 

dt  ~  25  Xl  +  50  *2 

dx2  2  _  2_ 

dt  ~  25  Xl  25  *2' 


(3) 


Observe  que  el  sistema  anterior  está  acompañado  de  las  condiciones  iniciales  x^O)  =  25, 
x2(0)  =  0. 

I  Un  modelo  depredador-presa  Suponga  que  dos  especies  diferentes  de  animales 
interactúan  dentro  del  mismo  entorno  o  ecosistema,  y  suponga  además  que  la  primera 
especie  se  alimenta  sólo  de  vegetales  y  que  el  único  alimento  de  la  segunda  especie  es  la 
primera  especie.  En  otras  palabras,  una  especie  es  el  depredador  y  la  otra  la  presa.  Por 
ejemplo,  los  lobos  cazan  al  caribú  que  se  alimenta  de  pasto,  los  tiburones  devoran  a  los 
peces  pequeños  y  el  búho  nival  persigue  a  un  roedor  del  ártico  que  es  conocido  como  rata 
campestre.  Para  fines  de  este  análisis,  imaginemos  que  los  depredadores  son  zorros  y  las 
presas  conejos. 

Digamos  que  x(í)  y  y(t)  denotan,  respectivamente,  las  poblaciones  de  zorros  y  conejos 
en  el  tiempo  t.  Si  no  hay  conejos,  entonces  podríamos  esperar  que  los  zorros,  al  carecer 
de  un  abasto  adecuado  de  alimentos,  disminuyan  en  número  de  acuerdo  con 

dx 

—  =  —  ax,  a  >  0.  (4) 

dt 


No  obstante,  cuando  hay  conejos  en  el  entorno,  parece  razonable  que  el  número  de 
encuentros  o  interacciones  entre  estas  dos  especies  por  unidad  de  tiempo  sea  conjunta- 
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y 


depredadores 


tiempo 


Figura  2.53  La  población  de 
depredadores  (negro)  y  presas 
(color)  parece  ser  periódica 


mente  proporcional  a  sus  poblaciones  x  y  y,  es  decir,  proporcional  al  producto  xy.  Por  lo 
tanto,  cuando  los  conejos  están  presentes  hay  provisión  de  alimentos,  y  de  este  modo  se 
suman  zorros  al  sistema  a  una  tasa  bxy,  b  >  0.  Cuando  sumamos  esta  última  tasa  a  (4) 
obtenemos  un  modelo  para  la  población  del  zorro 

dx 

—  =  —ax  +  bxy.  (5) 

dt 

Por  otro  lado,  donde  no  hay  zorros,  entonces  los  conejos  podrían,  en  el  supuesto  de  que 
hubiese  un  abasto  ilimitado  de  comida,  aumentar  a  una  tasa  proporcional  al  número  de 
conejos  presentes  en  el  tiempo  t: 

dy 

,  =  dy,  d  >  0.  (6) 

dt 


Pero  cuando  los  zorros  están  presentes,  el  modelo  de  la  población  de  conejos  (6)  dismi¬ 
nuye  de  acuerdo  con  cxy,  c  >  0,  es  decir,  baja  en  función  de  la  tasa  a  la  cual  los  conejos 
son  comidos  durante  sus  encuentros  con  los  zorros: 


dy 

—  =  dy  —  cxy. 


(7) 


Las  ecuaciones  (5)  y  (7)  constituyen  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  no  lineales 


dx 

dt 

dy 

dt 


—ax  +  bxy  =  x(—a  +  by) 


dy  —  cxy  =  y(d  —  ex), 


(8) 


donde  a,b,  cy  d  son  constantes  positivas.  Este  famoso  sistema  de  ecuaciones  se  conoce 
como  modelo  depredador-presa  de  Lotka-Volterra. 

Salvo  por  dos  soluciones  constantes  x(t)  =  0,  y(t)  =  0  y  x(t)  =  d/c,  y(t)  =  a/b,  el  sistema 
no  lineal  (8)  no  puede  resolverse  en  términos  de  funciones  elementales.  No  obstante,  pode¬ 
mos  analizar  tales  sistemas  de  manera  cuantitativa  y  cualitativa.  Vea  los  capítulos  6  y  1 1 . 


Ejemplo  1  Modelo  depredador-presa 

Suponga  que 

— —  =  — 0.16x  +  0.08x7 
dt 

dy 

—  =  4.5y  —  0.9xy 
dt 

representa  un  modelo  depredador-presa.  Dado  que  estamos  manejando  poblaciones,  te¬ 
nemos  x(t)  >  0,  y(t)  >  0.  La  figura  2.53,  obtenida  con  ayuda  de  un  programa  de  solución 
numérica,  muestra  las  curvas  de  población  típicas  de  los  depredadores  y  presas  de  este 
modelo  sobrepuestas  sobre  los  mismos  ejes  de  coordenadas.  Las  condiciones  iniciales 
usadas  fueron  x(0)  =  4,  y(0)  =  4.  La  curva  en  negro  representa  la  población  x(t)  del 
depredador  (zorros)  y  la  curva  en  color  la  población  y(t)  de  la  presa  (conejos).  Observe 
que  el  modelo  parece  pronosticar  que  ambas  poblaciones  x(t)  y  y(t)  son  periódicas  en  el 
tiempo.  Esto  es  lógico,  pues  a  medida  que  el  número  de  presas  disminuye,  llega  un  mo¬ 
mento  en  que  la  población  depredadora  también  disminuye  debido  a  la  menor  existencia 
de  alimento;  pero  relacionado  con  una  disminución  en  la  cantidad  de  depredadores  está 
un  incremento  en  el  número  de  presas;  esto  a  su  vez  da  origen  a  un  mayor  número  de 
depredadores,  lo  cual  finalmente  ocasiona  otra  disminución  en  el  número  de  presas.  □ 

I  Modelos  de  competencia  Ahora  suponga  que  dos  especies  diferentes  de  animales 
ocupan  el  mismo  ecosistema  no  como  depredador  y  presa,  sino  como  competidores  por 


96 


CAPÍTULO  2  Ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


la  obtención  de  los  mismos  recursos  (como  alimentos  y  espacio  para  habitar)  presentes 
en  el  sistema.  En  ausencia  del  otro,  asumamos  que  la  tasa  a  la  que  la  población  crece  está 
dada  por 


dx 

—  =  ax 


dt 


y 


(9) 


respectivamente. 

Dado  que  las  dos  especies  compiten,  otro  supuesto  podría  ser  que  cada  una  de  estas 
tasas  disminuye  simplemente  debido  a  la  influencia,  o  existencia,  de  la  otra.  Por  lo  tanto, 
un  modelo  de  ambas  poblaciones  está  dado  por  el  sistema  lineal 

dx 

—  =  ax  —  by 

yj*  ** 


—  =  cy  —  dx, 
dt 

donde  a,  b,  c  y  d  son  constantes  positivas. 

Por  otra  parte,  debemos  asumir,  como  lo  hicimos  en  (5),  que  cada  tasa  de  crecimiento 
incluida  en  (9)  disminuirá  en  función  de  una  tasa  que  sea  proporcional  al  número  de  in¬ 
teracciones  entre  ambas  especies: 


dx 

—  —  ax  —  bxy 
dt 

dy 

—  =  cy  —  dxy. 
dt 


(11) 


La  observación  indica  que  este  sistema  no  lineal  es  similar  al  modelo  depredador-presa 
de  Lotka-Volterra.  Por  último,  sería  más  realista  reemplazar  las  tasas  de  (9),  las  cuales 
indican  que  en  aislamiento  la  población  de  cada  especie  crece  de  manera  exponencial, 
con  tasas  indicadoras  de  que  cada  población  crece  en  forma  logística  (es  decir,  durante 
un  largo  periodo  la  población  está  acotada): 

dx  7  ^  l  2 

—  =  a^  -  b{x¿  y  —  =  ciyy  ~  b2y¿.  (12) 

Cuando  las  nuevas  tasas  disminuyen  en  función  de  las  tasas  que  son  proporcionales  al 
número  de  interacciones,  obtenemos  otro  modelo  no  lineal 


dx  .  „ 

-  c{xy  =  x(al  —  b¡x  — 

cfy) 

i* 

«¿T 

1 

Q 

II 

'ÍS 

dy  2 

—  =  a^y  —  b2 y  - 

dt 

-  c2xy  =  y(a2  —  byy  — 

C2*\ 

donde  todos  los  coeficientes  son  positivos.  El  sistema  lineal  (10)  y  los  sistemas  no  linea¬ 
les  (11)  y  (13)  son,  desde  luego,  modelos  de  competencia. 

I  Redes  Una  red  eléctrica  con  más  de  una  malla  también  da  origen  a  ecuaciones  di¬ 
ferenciales  simultáneas.  Como  se  muestra  en  la  figura  2.54,  la  comente  ij(í)  se  divide  en 
las  direcciones  mostradas  en  el  punto  Bu  llamado  punto  de  ramificación  de  la  red.  Por  la 
primera  ley  de  Kirchhoff  podemos  escribir 

h(t)  =  i2{f)  +  i3(t).  (14) 

Además,  también  podemos  aplicar  la  segunda  ley  de  Kirchhoff  a  cada  malla.  Para  la 
malla  AlBlB2A2A1,  al  sumar  las  caídas  de  voltaje  de  cada  parte  del  circuito  se  tiene 

E(t)  =  i]R]  +  L,  ^  +  i2R2.  (15) 

di 


A¡  B¡  C, 
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Figura  2.54  Red  cuyo  modelo  se 
presenta  en  las  ecuaciones  (17) 
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Figura  2.55  Red  cuyo  modelo 
está  dado  en  el  sistema  (18) 


De  manera  similar,  para  el  lazo  AlBlClC2B2A2Al  encontramos 

.  s  r/i*3 

E{t)  =  ilRl  +  L2—, 
dt 


(16) 


Si  usamos  (14)  para  eliminar  i,  en  (15)  y  (16),  se  producen  dos  ecuaciones  lineales  de 
primer  orden  para  las  corrientes  i2(t)  e  /,(/): 


r  dk 

dt 


(Ri 

d"  R 2) h 

II 

di  3 
‘2  dt 

+  R  |  i2  - 

11 

O? 

(17) 


Dejamos  esto  como  un  ejercicio  (vea  el  problema  14  en  los  ejercicios  2.9)  para  mos¬ 
trar  que  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  que  describen  las  corrientes  /)(;)  e  i2(t)  en 
la  red  que  contiene  un  resistor,  un  inductor  y  un  capacitor,  y  está  ilustrada  en  la  figura 
2.55,  es 


dix 

L  — -  +  RU 
dt 


E(t) 


di2 

RC—+  i2 
dt 


. 


(18) 


EJERCICIOS  2.9  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-4. 


Serie  radiactiva 

1 .  No  hemos  analizado  métodos  que  permitan  resolver  ecua¬ 
ciones  diferenciales  de  primer  orden.  No  obstante,  siste¬ 
mas  tales  como  (2)  se  pueden  resolver  sin  saber  otra  cosa 
más  que  la  forma  de  solucionar  una  sola  ecuación  lineal 
de  primer  orden.  Encuentre  una  solución  para  (2)  sujeta  a 
las  condiciones  iniciales  x(0)  =  x0,  y(0)  =  0,  z(0)  =  0. 

2.  En  el  problema  1,  suponga  que  el  tiempo  se  mide  en  días, 
que  las  constantes  de  desintegración  son  kx  =  -0. 138629 
y  k2-  -0.00495 1,  y  que  x0  =  20.  Use  una  herramienta  de 
graficación  para  obtener  las  gráficas  de  las  soluciones 
x(t),  y(t)  y  z(t)  en  el  mismo  conjunto  de  ejes  coordena¬ 
dos.  Utilice  las  gráficas  para  aproximar  las  vidas  medias 
de  las  sustancias  X  y  Y. 

3.  Use  las  gráficas  obtenidas  en  el  problema  2  para  aproxi¬ 
mar  los  tiempos  en  que  las  cantidades  x(t)  y  y(t)  son  las 
mismas,  los  tiempos  en  que  las  cantidades  x(t)  y  z(f)  son 
las  mismas,  y  los  tiempos  en  que  las  cantidades  y(t)  y 
z(t)  son  las  mismas.  ¿Por  qué  el  tiempo  determinado 
cuando  las  cantidades  y(t)  y  z(t)  son  las  mismas  parece 
ser  intuitivamente  lógico? 

4.  Construya  un  modelo  matemático  para  una  serie  radiac¬ 
tiva  de  cuatro  elementos  W,  X,  Y  y  Z,  donde  Z  es  un  ele¬ 
mento  estable. 

Mezclas 

5.  Considere  dos  tanques,  A  y  B,  a  los  que  se  les  bombea 
líquido  hacia  fuera  y  hacia  dentro  a  la  misma  velocidad, 
tal  como  lo  describe  el  sistema  de  ecuaciones  (3).  ¿Cuál 


será  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  si,  en  lugar 
de  agua  pura,  se  bombea  hacia  dentro  del  tanque  A  una 
solución  salina  que  contiene  2  libras  de  sal  por  galón? 

6.  Use  la  información  dada  en  la  figura  2.56  para  construir 
un  modelo  matemático  para  la  cantidad  de  libras  de  sal 
X|(í),  x2(t )  y,  x3(t)  presentes  en  el  tiempo  t  en  los  tanques 
A,  B  y  C,  respectivamente. 

Agua  pura  Mezcla  Mezcla 

4  gal/min  2  gal/min  1  gal/min 


A 

B 

C 

100  gal 

100  gal 

100  gal 

Mezcla  Mezcla  Mezcla 

6  gal/min  5  gal/min  4  gal/min 


Figura  2.56  Tanques  mezcladores  para  el  problema  6 

7.  Dos  tanques  muy  grandes,  Ay  B,  se  llenan  parcialmente 
con  100  galones  de  salmuera  cada  uno.  En  un  inicio,  se 
disuelven  100  libras  de  sal  en  la  solución  del  tanque  A  y 
otras  50  libras  de  sal  en  la  solución  del  tanque  B.  El  siste¬ 
ma  es  cerrado  y  el  líquido,  perfectamente  mezclado,  sólo 
se  bombea  entre  los  tanques,  como  indica  la  figura  2.57. 
a)  Use  la  información  dada  en  la  figura  para  construir 
un  modelo  matemático  para  la  cantidad  de  libras  de 
sal  xx(t)  y  x2(t)  presente  en  el  tiempo  t  en  los  tanques 
Ay  B,  respectivamente. 
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b)  Encuentre  una  relación  entre  las  variables  x3{t)  y 
x2(Z)  que  se  mantenga  en  el  tiempo  t.  Explique  por 
qué  esta  relación  es  lógica,  y  úsela  para  encontrar 
la  cantidad  de  sal  presente  en  el  tanque  B  en  t  =  30 
minutos. 


Mezcla 
3  gal/min 


2  gal/min 

Figura  2.57  Tanques  mezcladores  para  el  problema  7. 


Modelos  de  competición 

1 0.  Considere  el  modelo  de  competición  definido  por 

—  =  x(2  -  0.4x  -  0.3y) 

dt  y 

dy 

—  =  y  1  -  O.ly  -  0.3*), 

dt 

donde  las  poblaciones  x(Z)  y  y (t)  están  medidas  en  miles 
y  t  en  años.  Use  un  programa  de  solución  numérica  para 
analizar  las  poblaciones  durante  un  periodo  largo  en 
cada  uno  de  los  siguientes  casos: 

a)  x(0)  =1.5,  y(0)  =  3.5 

b)  x(0)  =  1,  y(0)  =  1 

c)  x(0)  =  2,  y(0)  =  7 

d)  x(0)  =  4.5,  y(0)  =  0.5 


1 1 .  Considere  el  modelo  de  competición  definido  por 


8.  Tres  tanques  grandes  contienen  salmuera,  como  lo 
muestra  la  figura  2.58.  Use  la  información  de  esa  figura 
para  construir  un  modelo  matemático  de  la  cantidad  de 
libras  de  sal  xx{t),  x2(Z)  y  x3(z)  presentes  en  el  tiempo  t  en 
los  tanques  A,  B  y  C,  respectivamente.  Sin  resolver  el 
sistema,  pronostique  los  valores  limitantes  de  x,(Z),  x2(Z) 
y  x3(Z)  cuando  t —>  oo . 


Agua  pura 
4  gal/min 


Mezcla  Mezcla  Mezcla 

4  gal/min  4  gal/min  4  gal/min 


Figura  2.58  Tanques  mezcladores  para  el  problema  8 


—  =  x(l  -  0.1*  -  0.05y) 
dt 

dy 

-f  =  y(1.7  -  O.lv  -  0.15*), 
dt 

donde  las  poblaciones  x(t)  y  y(Z)  están  medidas  en  miles 
y  t  en  años.  Use  un  programa  de  solución  numérica  para 
analizar  las  poblaciones  durante  un  periodo  largo  en 
cada  uno  de  los  siguientes  casos: 

a)  x(0)  =  1,  y(0)  =  1 

b)  x(0)  =  4,  y(0)  =  10 

c)  x(0)  =  9,  y(0 )  =  4 

d)  x(0)  =  5.5,  v(0 )  =  3.5 

Redes 

1 2.  Demuestre  que  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 
que  describe  las  corrientes  i2(t)  e  i3(t)  en  la  red  eléctrica 
de  la  figura  2.59  es 


Modelos  depredador-presa 

9.  Considere  el  modelo  depredador-presa  de  Lotka-Volterra 
definido  por 


—  =  — O.lx  +  0.02xv 
dt 

dy 

—  =  0.2 y  -  0.025xv, 
dt 

donde  las  poblaciones  x(Z)  (depredadores)  y  y(Z)  (presas) 
se  miden  en  miles.  Suponga  que  x(0)  =  6  y  y(0)  =  6.  Use 
un  programa  de  solución  numérica  para  graficar  x(Z)  y 
y{t).  Emplee  gráficas  para  aproximar  el  tiempo  Z  >  0 
cuando  las  dos  poblaciones  son  iguales  al  principio.  Use 
las  gráficas  para  aproximar  el  periodo  de  cada  pobla¬ 
ción. 


dU  di3 


din  di-,  1 

R,  —  +R2—+  —in  =  0. 
1  dt  dt  C 


Figura  2.59  Red  eléctrica  para  el  problema  12 

1 3.  Determine  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  de 
primer  orden  que  describa  las  comentes  i2{t)  e  r3(Z)  en  la 
red  eléctrica  de  la  figura  2.60. 
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Figura  2.60  Red  eléctrica  para  el  problema  13 

14.  Demuestre  que  el  sistema  lineal  dado  en  (18)  descri¬ 
be  las  comentes  íj(í)  e  ¿2(í)  en  la  red  de  la  figura  2.55. 
[ Sugerencia :  clqldt  =  ¿3.] 


ds 

dt 

di 

dt 


—k^si 

—k2i  +  kxsi 


dr 

dt 


=  k2i. 


donde  kx  (la  tasa  de  infección )  y  k2  (la  tasa  de  recupera¬ 
ción)  son  constantes  positivas,  es  un  modelo  matemático 
razonable,  comúnmente  llamado  modelo  SIR  (susceptible, 
infectado,  recuperado),  para  la  propagación  de  la  epidemia 
entre  la  comunidad.  Mencione  algunas  condiciones  inicia¬ 
les  convincentes  asociadas  con  este  sistema  de  ecuaciones. 


Diversos  modelos  matemáticos 

15.  Modelo  SIR  Una  enfermedad  contagiosa  se  propaga 
por  toda  una  pequeña  comunidad,  con  población  fija  de 
n  personas,  mediante  el  contacto  entre  individuos  infec¬ 
tados  y  personas  susceptibles  a  la  enfermedad.  Suponga 
que  en  un  principio  nadie  es  susceptible  a  la  enfermedad 
y  que  nadie  abandona  la  comunidad  mientras  se  pro¬ 
paga  la  epidemia.  En  el  tiempo  t,  digamos  que  s{t),  i(t) 
y  r(t )  denotan,  a  su  vez,  la  cantidad  de  personas  de  la 
comunidad  (medida  en  cientos)  que  son  susceptibles  a 
la  enfermedad  pero  aún  no  se  han  infectado,  la  cantidad 
de  personas  infectadas  con  la  enfermedad,  y  la  cantidad  de 
personas  ya  recuperadas  de  la  enfermedad.  Explique  por 
qué  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 


16.  a)  En  el  problema  15,  explique  por  qué  es  suficiente 
analizar  sólo 


—  =  —k2i  +  k,si. 
dt 

b)  Suponga  que  k{  =  0.2,  k2  =  0.7  y  n  =  10.  Elija  los 
diferentes  valores  de  ¿(0)  =  i0,  0  <  i0  <  10.  Use  un 
programa  de  solución  numérica  para  determinar  qué 
pronostica  el  modelo  acerca  de  la  epidemia  en  los 
dos  casos  s0  >  k2/k1  y  s0  <  k2/kl.  En  el  caso  de  una 
epidemia,  estime  el  número  de  personas  que  final¬ 
mente  resultarán  infectadas. 


EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  2  Las  respuestas  a  los  problemas  impares 

seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-4. 


En  los  problemas  1  y  2,  llene  los  espacios  en  blanco. 

1 .  La  ED  y1  -  ky  =  A,  donde  k  y  A  son  constantes,  es  autó¬ 
noma.  El  punto  crítico _ de  la  ecuación  es  un _ 

(atractor  o  repulsor)  para  k  >  0  y  un _ (atractor  o 

repulsor)  para  k  <  0. 

dy 

2.  El  problema  de  valor  inicial  x  — - 4y  =  0,  v(0)  =  k, 

dx 

tiene  infinidad  de  soluciones  para  k  = _ y  ninguna 

solución  para  k  = _ . 

En  los  problemas  3  y  4,  construya  una  ecuación  diferencial 
autónoma  de  primer  orden  dyldx  =  f(x)  cuyo  retrato  fase  con- 
cuerde  con  la  figura  dada. 

3.  4. 


2 


Figura  2.61  Retrato  fase  Figura  2.62  Retrato  fase 

para  el  problema  3  para  el  problema  4 


5.  El  número  0  es  un  punto  crítico  de  la  ecuación  diferen¬ 
cial  autónoma  dx/dt  =  x" ,  donde  n  es  un  entero  positivo. 
¿Para  qué  valores  de  n  el  0  es  asintóticamente  estable, 
semiestable  e  inestable?  Repita  el  procedimiento  para  la 
ecuación  dxldt  =  -xn. 

6.  Considere  la  ecuación  diferencial 

dP 

—  =  f(P),  donde  f(P)  =  -0.5 P3  -  1.7 P  +  3.4. 
dt 

La  función /(P)  tiene  un  cero  real,  como  indica  la  figura 
2.63.  Sin  intentar  resolver  la  ecuación  diferencial,  esti¬ 
me  el  valor  de  lím,  ^  P(t). 


: 


i 


Figura  2.63  Gráfica  para  el 
problema  6 


100 


CAPÍTULO  2  Ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


7.  La  figura  2.64  es  una  porción  del  campo  de  direccio¬ 
nes  de  una  ecuación  diferencial  dy/dx  =  /(x,  y).  Trace  a 
mano  dos  curvas  solución  distintas,  una  que  sea  tangente 
al  elemento  lineal  mostrado  en  negro  y  la  otra  tangente 
al  elemento  lineal  mostrado  a  color. 


"«•X  X  X  X  X 
\\\\\\\\ 

'xW\'xXXX 

\  \  '^X.^.'^'*.'*.X.XXXX \\\-* 
-»-X  XXX  x.  X  ''X'*’» 

WW  X  *  *  *  jr*  -►'4.'*.  x  \\\ 

xx  \x 

XX  X  /  /  /  S  /  ^XX^-^xx\X 

XX  -»■*  -*--*■  //////  x  /  //*1\X\ 
**  •'-'/  /  X  \  X 

x  X  x^ /  *  x  -**■  *  /  xX-^'*-x\X 
x  \  X'*--*"*'y  /  //////X^tXXX 
X^x-»-»///////  x///-»-»x\\ 

X  X  XX  X'*--jr-jr-  XX^//<-^'^'*-XxxX'^ 
XXX'^X-*-*"*'  *  ■*  ■*  •*'-*■  ‘•‘■X.  X  \  xx 

X  X  xx  \x  •*-  XX  x  X  x  X  X 

-*■'*.  X  x  XXXXX-*-'*--*-XXX'*.\x\x.-^ 
~*-X  XXXXXXXXXX  XXX  X'*. 

X  XX  X  XXX  XX  XX  XX  Xx 
X  >,  -^.X  X  X  X  X\Xx\  * 


Figura  2.64  Campo  de 
direcciones  para  el  problema  7 

8.  Clasifique  cada  ecuación  diferencial  en  cuanto  a  si  es  sepa¬ 
rable,  exacta,  lineal,  homogénea  o  de  Bemoulli.  Quizá  al¬ 
gunas  ecuaciones  sean  de  más  de  un  tipo.  No  las  resuelva. 

dy  1 


dy  x  -  y 

a)  —  = - 

dx  x 

dy 


c)  (x  +  1)  —  =  —  v  +  10  d) 
dx 


b)  &- 
dy 


y  -  x 

1 


dx  x(x  —  y) 


dy  _  y1  +  y 

i  2  i 

dx  x  +  x 

g)  ydx  =  (v  -  xy1)  dy 

i)  xyy'  +  y2  =  2x 
k)  ydx  +  xdy  =  0 

/)  (x2  +  dx  =  (3  —  lnx2)  dy 


dy  , 

f )  “7“  =  5y  +  y2 

dx 

dy 

h)  x  —  =  ye*-’’  —  x 
dx 

j )  2xyy'  +  y2  =  2.x2 


dy  x  y 

m)  —  = - 1 - h  1 

dx  y  x 


n)  4^  +  ^/  =  0 
xr  dx 


En  los  problemas  9  a  16,  resuelva  las  ecuaciones  diferenciales 
dadas. 

9.  (y2  +  1)  dx  =  y sec2x  dy 

1 0.  y(lnx  —  lnv)  dx  =  (xlnx  —  xlny  —  y)  dy 

dy 

11.  (6x  +  l)y2  —  +  3x2  +  2y3  =  0 

dx 


12. 


dx 

dy 


4 y2  +  6xy 
3y2  +  2x 


dQ  , 

13.  t—  +  Q  =  r4lnf 

dt 

14.  (2x  +  y  +  l)y'  =  1 

15.  (x2  +  4)  =  (2x  —  8xy)  dx 

16.  (2/-2cos0sen0  +  rcos0)  dO  + 

(4 r  +  sen  6  —  2rcos20 )  dr  =  0 


En  los  ejercicios  17  y  18,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial  y 
diga  cuál  es  el  intervalo  /  más  grande  en  el  que  la  solución  está 
definida. 


dy 

17.  sen  x  —  +  (cosx)y  =  0, 
dx 


18. 


dy 

dt 


+  2(f  +  l)y“ 


o.  y(0) 


i 

8 


-2 


19.  a)  Sin  resolver,  explique  por  qué  el  problema  de  valor 

inicial 

%  =  Vy,  y(x0)  =  y0, 

dx 

no  tiene  solución  para  y0  <  0. 
b)  Resuelva  el  problema  de  valor  inicial  dado  en  la 
parte  a)  para  v0  >  0  y  encuentre  el  intervalo  I  más 
grande  en  el  cual  está  definida  la  solución. 

20.  a)  Encuentre  una  solución  implícita  del  problema  de 

valor  inicial 


dy 

dx 


-Vi 


b)  Encuentre  una  solución  explícita  del  problema  dado 
en  la  parte  a)  y  proporcione  el  intervalo  I  más  gran¬ 
de  en  el  cual  está  definida  la  solución.  Tal  vez  le  sea  de 
utilidad  una  herramienta  graficadora. 

21 .  Las  gráficas  de  algunos  miembros  de  una  familia  de  so¬ 
luciones  para  una  ecuación  diferencial  de  primer  orden 
dy/dx  =/(x,  y)  se  muestran  en  la  figura  2.65.  La  gráfica 
de  una  solución  implícita  G(x,  y)  =  0  que  atraviesa  los 
puntos  (1,  -1)  y  (-L  3)  se  muestra  en  negro.  Con  lápices 
de  color,  trace  las  curvas  solución  de  las  soluciones  y  = 
y,(x)  y  y  =  y2(x)  definidas  por  la  solución  implícita  yx(l) 
=  -1  y  y2(— 1)  =  3.  Estime  el  intervalo  I  en  el  que  está 
definida  cada  solución. 


Figura  2.65  Gráfica 
para  el  problema  21 


22.  Use  el  método  de  Euler  con  el  tamaño  del  paso  h  =  0.1 
para  aproximar  y(1.2)  donde  y(x)  es  una  solución  del 
problema  de  valor  inicial  y'  =  1  +  xVy,  y(l)  =  9. 

23.  En  marzo  de  1976,  la  población  mundial  alcanzó  los  4000 
millones  de  personas.  Una  popular  revista  de  noticias  an¬ 
ticipó  que,  con  una  tasa  de  crecimiento  anual  promedio 
del  1.8%,  la  población  mundial  sería  de  8000  millones  en 
45  años.  ¿Cómo  se  compara  este  valor  con  el  pronostica- 
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do  por  el  modelo  según  el  cual  la  tasa  de  incremento  es 
proporcional  a  la  población  en  cualquier  tiempo  í? 

24.  Al  interior  de  una  habitación  cuyo  volumen  es  de  8  000 
pies  cúbicos  se  bombea  aire  que  contiene  0.06%  de 
dióxido  de  carbono.  Se  introduce  a  la  habitación  un 
flujo  de  aire  a  una  velocidad  de  2000  pies3/min  y  se 
extrae  el  aire  circulante  a  la  misma  velocidad.  Si  hay 
una  concentración  inicial  de  0.2%  de  dióxido  de  car¬ 
bono,  determine  la  cantidad  posterior  presente  en  la 
habitación  en  cualquier  momento.  ¿Cuál  es  la  concen¬ 
tración  de  estado  de  equilibrio  del  dióxido  de  carbono? 

25.  Resuelva  la  ecuación  diferencial 

dy  =  y 

dx  \/  —  y2 

de  la  tractriz.  Vea  el  problema  28  en  los  ejercicios  1.3. 
Asuma  que  el  punto  inicial  en  el  eje  y  es  (0,  10)  y  la  lon¬ 
gitud  de  la  cuerda  mide  x  =  10  pies. 

26.  Suponga  que  una  célula  está  suspendida  en  una  solución 
que  contiene  un  soluto  de  concentración  constante  Cs. 
Suponga  además  que  la  célula  tiene  un  volumen  constan¬ 
te  V  y  el  área  de  su  membrana  permeable  es  la  constante 
A.  Mediante  la  ley  de  Fick,  la  tasa  de  cambio  de  su  masa 
m  es  directamente  proporcional  al  área  A  y  la  diferencia 
Cj  -  C(t).  donde  C(í)  es  la  concentración  del  soluto  en  el 
interior  de  la  célula  en  cualquier  tiempo  t.  Encuentre  C(í) 
si  m  =  V-  C(í)  y  CC 0)  =  C0.  Vea  la  figura  2.66. 


Figura  2.66  Célula  para 
el  problema  26 

27.  Suponga  que  a  medida  que  un  cuerpo  se  enfría,  la  tem¬ 
peratura  de  su  medio  circundante  aumenta  debido  a  que 
absorbe  completamente  el  calor  perdido  por  el  cuerpo. 
Sean  'l'(t)  y  Tm(t)  las  temperaturas  del  cuerpo  y  del  medio 
en  el  tiempo  t,  respectivamente.  Si  las  temperaturas  ini¬ 
ciales  son  7j  para  el  cuerpo  y  T2  para  el  medio,  entonces 
puede  mostrarse  que  en  este  caso  la  ley  de  Newton  para 
el  enfriamiento  es  dTIdt  =  k(T  -  Tm),  k  <  0,  donde  Tm  = 
T2  +  B(Tl  -T),  B  >  0  es  una  constante. 

a)  La  ED  anterior  es  autónoma.  Use  el  concepto  de  re¬ 
trato  fase  visto  en  la  sección  2.1  para  determinar  el 
valor  limitante  de  la  temperatura  T(t)  cuando  t  — »  oo . 
¿Cuál  es  el  valor  limitante  de  Tm{t)  cuando  t  — >  oo  ? 

b )  Verifique  sus  respuestas  a  la  parte  a)  resolviendo 
realmente  la  ecuación  diferencial. 

c)  Plantee  una  interpretación  física  de  sus  respuestas  a 
la  parte  a). 

28.  De  acuerdo  con  la  ley  de  Stefan  para  la  radiación,  la 
temperatura  absoluta  de  un  cuerpo  enfriándose  en  un 
medio  a  temperatura  constante  Tm  está  dada  por 


—  -  t(7*  -  Pm), 

donde  k  es  una  constante.  La  ley  de  Stefan  puede  usarse 
en  un  rango  de  temperatura  mayor  que  el  de  la  ley  de 
Newton  para  el  enfriamiento. 

a)  Resuelva  la  ecuación  diferencial. 

b)  Muestre  que  cuando  T  -  Tm  es  pequeña  en  compara¬ 
ción  con  Tm,  la  ley  de  Newton  para  el  enfriamiento 
se  aproxima  a  la  ley  de  Stefan.  [ Sugerencia :  Piense 
en  serie  binomial  del  lado  derecho  de  la  ED.] 

29.  Un  circuito  LR  en  serie  tiene  un  inductor  variable  con  la 
inductancia  definida  por 


L(t) 


1 

1 - t,  0  <  t  <  10 

10 

0,  t  >  10. 


Encuentre  la  comente  i(t)  si  la  resistencia  es  de  0.2  ohms, 
el  voltaje  aplicado  es  E(t )  =  4  e  ¿(0)  =  0.  Grafique  i(t). 

30.  Un  problema  clásico  en  el  cálculo  de  variaciones  es 
encontrar  la  forma  de  una  curva  %  tal  como  la  de  una 
cuenta,  bajo  la  influencia  de  la  gravedad,  que  se  desli¬ 
zará  desde  el  punto  A(0,  0)  hasta  el  punto  B(xx,  _y,)  en 
el  tiempo  mínimo.  Vea  la  figura  2.67.  Se  puede  mostrar 
que  una  ecuación  diferencial  no  lineal  para  la  forma  y(x ) 
de  la  trayectoria  es  y[  I  +  (y')2]  =  k,  donde  k  es  una  cons¬ 
tante.  Primero  resuelva  para  dx  en  términos  de  y  y  dy,  y 
después  use  la  sustitución  y  =  k  seirO  para  obtener  una 
forma  paramétrica  de  la  solución.  La  curva  resulta  ser 
un  cicloide. 


A(0,  0) 


cuenta 

mg  »B(xh  yi) 


y 


Figura  2.67  Cuenta  deslizándose,  problema  30 


La  clepsidra,  o  reloj  de  agua,  era  un  dispositivo  usado  por 
los  antiguos  egipcios,  griegos,  romanos  y  chinos  para  medir 
el  paso  del  tiempo  mediante  la  observación  del  cambio  en  la 
altura  de  agua  que  se  permitía  fluir  por  un  pequeño  orificio 
localizado  en  la  parte  inferior  de  un  recipiente  o  tanque.  En  los 
problemas  31  a  34,  use  la  ecuación  diferencial  (vea  los  proble¬ 
mas  11  a  14  de  los  ejercicios  2.8), 

dh  Ah 

dt  Aw 

como  un  modelo  para  la  altura  h  del  agua  contenida  en  un  tan¬ 
que  en  el  tiempo  t.  Asuma  que  en  cada  uno  de  esos  problemas 
h( 0)  =  2  pies  corresponde  al  agua  de  la  parte  superior  del  tan¬ 
que,  el  orificio  del  fondo  es  circular  con  radio  de  22  pulgadas, 
g  =  32  ft/s2  y  c  =  0.6. 
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3 1 .  Suponga  que  un  tanque  está  hecho  de  vidrio  y  tiene  la 
forma  de  un  cilindro  de  1  pie  de  radio.  Encuentre  la  altu¬ 
ra  h(t)  del  agua. 

32.  Para  el  tanque  del  problema  31,  ¿qué  tan  arriba  de  su 
fondo  debe  hacerse  una  marca  en  uno  de  sus  lados, 
como  se  muestra  en  la  figura  2.68,  que  corresponda  al 
paso  de  1  hora?  Continúe  y  determine  dónde  colocar 
las  marcas  correspondientes  al  transcurso  de  2  horas, 
3  horas,...,  12  horas.  Explique  por  qué  estas  marcas  no 
están  espaciadas  de  manera  uniforme. 


Figura  2.68  Clepsidra  para  el  problema  32 

33.  Suponga  que  el  tanque  de  vidrio  tiene  la  forma  de  un 
cono  con  cortes  transversales  circulares  como  lo  muestra 
la  figura  2.69.  ¿Puede  este  reloj  de  agua  medir  12  inter¬ 
valos  de  tiempo  de  duración  igual  a  una  hora?  Explique 
mediante  los  cálculos  matemáticos  correctos. 


Figura  2.69  Clepsidra  del  problema  33 


34.  Suponga  que  r  =f(h)  define  la  forma  de  un  reloj  de  agua 
para  el  cual  las  marcas  de  tiempo  están  espaciadas  de 
manera  uniforme.  Use  la  ecuación  diferencial  anterior 
para  encontrar /(/t)  y  trace  una  gráfica  típica  de  h  en  fun¬ 
ción  de  r.  Asuma  que  el  área  transversal  Ah  del  orificio 
es  constante.  ( Sugerencia :  En  esta  situación,  dhldt  =  -a, 
donde  a  >  0  es  una  constante.) 

35.  Un  modelo  de  las  poblaciones  de  dos  especies  animales 
que  interaccionan  entre  sí  es 

-j:  =  ~  x) 


dy 

dt 


kjxy. 


Resuelva  para  x  y  y  en  función  de  t. 


36.  En  un  inicio,  hay  dos  tanques  grandes,  Ay  B,  cada  uno 
con  100  galones  de  salmuera.  El  líquido  perfectamente 
mezclado  se  bombea  entre  los  tanques  como  ilustra  la 
figura  2.70.  Use  la  información  dada  en  la  figura  para 
construir  un  modelo  matemático  de  la  cantidad  de  libras 
de  sal  Xj(  t)  y  x2(í)  contenidas  en  el  tiempo  t  en  los  tan¬ 
ques  Ay  B,  respectivamente. 


2  lb/gal  Mezcla 

7  gal/min  5  gal/min 


Figura  2.70  Tanques  mezcladores  para  eL  problema  36 


Cuando  todas  las  curvas  de  una  familia  G(x,  y,  c,)  =  0  interse¬ 
can  ortogonalmente  a  todas  las  curvas  de  otra  familia  H(x,  y, 
c2)  =  0,  se  dice  que  las  familias  son  trayectorias  ortogonales 
entre  sí.  Vea  la  figura  2.71.  Si  dyldx  =/'(x,  y)  es  la  ecuación  di¬ 
ferencial  de  una  familia,  entonces  la  ecuación  diferencial  para 
las  trayectorias  ortogonales  de  esta  familia  es  dyldx  =  -1  lf(x,  y). 
En  los  problemas  37  y  38,  encuentre  la  ecuación  diferencial  de 
la  familia  dada,  así  como  la  trayectoria  ortogonal  de  esta  fami¬ 
lia.  Use  una  herramienta  graficadora  para  trazar  ambas  familias 
en  el  mismo  conjunto  de  ejes  coordenados. 


Figura  2.71  Trayectorias  ortogonales 

37.  y  =  —  x  —  1  +  cqe* 

1 

38.  y  =  — - 

x  +  Ci 


CAPITULO  2  Ejercicios  de  repaso 
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CAPÍTULO 


Ecuaciones  diferenciales 
de  orden  superior 


Estructura  del  capítulo 


3.1  Teoría  preliminar:  ecuaciones  LineaLes 

3  1  ProbLemas  de  vaLor  inicial  y  de  valores  en  la  frontera 

3.1.2  Ecuaciones  homogéneas 

3.1.3  Ecuaciones  no  homogéneas 

3.2  Reducción  de  orden 

3.3  Ecuaciones  lineales  homogéneas  con  coeficientes  constantes 

3.4  Coeficientes  indeterminados 

3.5  Variación  de  parámetros 

3.6  Ecuación  de  Cauchy-Euler 

3.7  Ecuaciones  no  lineales 

3.8  Modelos  lineales:  problemas  de  valor  inicial 

3.8.1  Sistemas  resorte-masa:  movimiento  libre  no  amortiguado 

3.8.2  Sistemas  resorte-masa:  movimiento  libre  amortiguado 

3.8.3  Sistemas  resorte-masa:  movimiento  forzado 

3.8.4  Circuito  en  serie  análogo 

3.9  Modelos  lineales:  problemas  de  valores  en  la  frontera 

3.10  Modelos  no  lineales 

3.11  Resolución  de  sistemas  de  ecuaciones  lineales 
Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  3 


Ahora  nos  ocuparemos  de  las  ecuaciones  diferenciales  (ED)  de  segundo 
orden  y  de  orden  superior.  En  las  primeras  seis  secciones  de  este  capítulo 
examinaremos  una  parte  de  la  teoría  básica  de  las  ED  lineales  y  los  mé¬ 
todos  para  resolver  ciertos  tipos  de  ecuaciones  lineales.  Después,  en  la 
sección  3.7,  estudiaremos  las  dificultades  que  rodean  a  las  ED  no  lineales 
de  orden  superior  y  algunos  métodos  que  producen  soluciones  analíticas 
para  tales  ecuaciones.  El  capítulo  finaliza  con  modelos  matemáticos  li¬ 
neales  y  no  lineales  de  orden  superior  (secciones  3.8  a  3.10)  y  con  el  pri¬ 
mero  de  varios  métodos  que  se  considerarán  en  la  resolución  de  sistemas 
de  ecuaciones  diferenciales  lineales  (sección  3.11). 
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Teoría  preliminar:  ecuaciones  lineales 


IH  Introducción  Ahora  estudiaremos  las  ecuaciones  diferenciales  de  segundo  orden  o 
de  orden  superior.  En  esta  sección  examinaremos  una  parte  de  la  teoría  en  que  se  basan  las 
ecuaciones  diferenciales  lineales.  Después,  en  las  cinco  secciones  siguientes,  aprendere¬ 
mos  cómo  resolver  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  orden  superior. 


3.1.1 


Problemas  de  valor  inicial  y  de  valores 
en  la  frontera 


I  Problema  de  valor  inicial  En  la  sección  1.2  definimos  un  problema  de  valor  inicial 
para  una  ecuación  diferencial  de  n-ésimo  orden.  Para  una  ecuación  diferencial  lineal,  un 

problema  de  valor  inicial  de  n-ésimo  orden  es 


Resolver: 
Sujeto  a: 


dny  dn~ly  dy 

a n  (*)  +  °n-  lM  +  ■  •  ■  +  «lW  Yx  +  a°^y 

y{x o)  =  >’o-  y'(xo)  =  yu  ■■■  >  yB_1)(*o)  =  y„- 1- 


g(x) 


(i) 


Recuerde  que  para  un  problema  como  éste  buscamos  una  función  definida  en  algún 
intervalo  1  que  contenga  una  x0  que  satisfaga  la  ecuación  diferencial  y  las  n  condiciones 
iniciales  especificadas  en  x0:  y(x0)  =  y0,  y'(x0)  =  y¡,  ... ,  y{"  ~  1>(jc0)  =  yn  - 1-  Ya  hemos 
visto  que  en  el  caso  de  un  problema  de  valor  inicial  de  segundo  orden,  una  curva  solu¬ 
ción  deberá  atravesar  el  punto  ( x0 ,  y0)  y  tener  una  pendiente  y¡  en  ese  punto. 

I  Existencia  y  unicidad  En  la  sección  1.2  enunciamos  un  teorema  que  estableció  las 
condiciones  bajo  las  cuales  la  existencia  y  unicidad  de  una  solución  a  un  problema  de  valor 
inicial  de  primer  orden  estaban  garantizadas.  El  teorema  siguiente  ofrece  las  condiciones 
suficientes  para  la  existencia  de  una  solución  única  del  problema  presentado  en  ( 1). 


TEOREMA  3.1 


Existencia  de  una  solución  única 


Digamos  que  an(x),  an  _  j(x), .  .  . ,  flj(x),  a0(x)  y  g(x)  son  continuas  en  un  intervalo  /,  y 
que  an(x)  A  0  para  toda  x  presente  en  este  intervalo.  Si  x  =  x0  está  en  cualquier  punto 
de  este  intervalo,  entonces  en  el  intervalo  existirá  una  solución  y(x)  para  el  problema  de 
valor  inicial  (PVI)  (1)  y  será  única. 


Ejemplo  1  Solución  única  de  un  PVI 

El  problema  de  valor  inicial 

y  +  5  y" -y'  +  ly  =  0,  y(l)  =  0,  y'(l)  =  0,  y"{\)  =  0 

posee  la  solución  trivial  y  =  0.  Dado  que  la  ecuación  de  tercer  orden  es  lineal  con  coefi¬ 
cientes  constantes,  se  deduce  que  todas  las  condiciones  del  teorema  3.1  se  cumplen.  Por 
lo  tanto,  y  =  0  será  la  única  solución  en  cualquier  intervalo  que  contenga  x  =  1. 


Ejemplo  2  Solución  única  de  un  PVI 

Verificar  que  la  función  y  =  3e2'  +  e~lx  -  3x  es  una  solución  del  problema  de  valor  inicial 
y"  -  4y  =  12x,  y(0)  =  4,  y'(0)  =  1.  Ahora,  la  ecuación  diferencial  es  lineal,  tanto  los 
coeficientes  como  g(x)  =  12x  son  continuos,  y  a2(x)  =  1  A  0  en  cualquier  intervalo  I  que 
contenga  a  x  =  0.  Con  base  en  el  teorema  3.1  concluimos  que  la  función  dada  es  la  única 
solución  en  I.  □ 

En  el  teorema  3.1,  ambos  requerimientos  de  que  a¡{x),  /  =  0,  1.2,...,  n  sea  continua 
y  an{x)  A  0  para  toda  x  en  /  son  importantes.  Específicamente,  si  an(x)  =  0  para  alguna  x 
presente  en  el  intervalo,  entonces  la  solución  de  un  problema  de  valor  inicial  lineal  quizá 


3.1  Teoría  preliminar:  ecuaciones  lineales 
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no  sea  única  o  ni  siquiera  exista.  Por  ejemplo,  usted  deberá  verificar  que  la  función  y  = 
ex2  +  x  +  3  sea  una  solución  del  problema  de  valor  inicial 

je V  -  2xy'  +  2y  =  6,  y(0)  =  3,  y'(0)  =  1 


en  el  intervalo  (-oo,  oo)  para  cualquier  elección  del  parámetro  c.  En  otras  palabras,  no 
existe  una  solución  única  para  el  problema.  Aunque  la  mayoría  de  las  condiciones  del 
teorema  3.1  se  satisfacen,  las  dificultades  evidentes  son  que  a2(x)  =  x2  es  cero  en  x  =  0 
y  que  las  condiciones  iniciales  también  se  imponen  en  x  =  0. 


soluciones  de  la  ED 


Figura  3.1  Las  curvas  coloreadas  son 
las  soluciones  de  un  PVF 


I  Problema  de  valores  en  la  frontera  Otro  tipo  de  problema  consiste  en  resolver  una 
ecuación  diferencial  de  segundo  orden  o  mayor  en  la  cual  la  variable  dependiente  y,  o  sus 
derivadas,  esté  especificada  en  puntos  diferentes.  Un  problema  como 

d2y  dy 

Resolver. 

dxr  dx 

Sujeto  a: 

se  denomina  problema  de  valores  en  la  frontera  (PVF).  Los  valores  prescritos  y(a )  = 
y0  y  y(b)  =  y¡  se  conocen  como  condiciones  de  frontera.  Una  solución  del  problema 
anterior  es  una  función  que  satisface  la  ecuación  diferencial  en  algún  intervalo  I,  el  cual 
contiene  a  y  b,  y  cuya  gráfica  atraviesa  los  puntos  (a,  y0)  y  (b,  y{).  Vea  la  figura  3.1. 

Para  una  ecuación  diferencial  de  segundo  orden,  otros  pares  de  condiciones  de  fron¬ 
tera  podrían  ser 

y' (a)  =  y0,  yib)  =  y, 
y  (a)  =  y0,  y'(b)  =  y: 

y'(a)  =  yo,  y'(b )  = 


donde  y0  y  V|  denotan  constantes  arbitrarias.  Estos  tres  pares  de  condiciones  son  sólo 
casos  especiales  de  las  condiciones  de  frontera  generales 

«i  y(a)  +  Pty'(a)  =  y! 
a2y(b)  +  (i2y’(b)  =  y2. 

El  siguiente  ejemplo  muestra  que  incluso  cuando  se  cumplen  las  condiciones  del  teo¬ 
rema  3.1,  un  problema  de  valores  en  la  frontera  puede  tener  varias  soluciones  (tal  como 
sugiere  la  figura  3.1),  una  solución  única,  o  ninguna  solución  en  absoluto. 


Figura  3.2  Un  PVF  puede  tener 
muchas  soluciones 


Ejemplo  3  Un  PVF  puede  tener  una,  ninguna  o  varias  soluciones 

En  el  ejemplo  4  de  la  sección  1.1  vimos  que  la  familia  de  soluciones  de  dos  parámetros 
de  la  ecuación  diferencial  x"  +  I  6x  =  0  es 


x  =  c¡  eos  4f  +  c2  sen  4f. 


(2) 


a)  Suponga  que  ahora  deseamos  determinar  la  solución  de  la  ecuación  que  satisfa¬ 
ga  además  las  condiciones  de  frontera  x(0)  =  0,  x(ir/2)  =  0.  Observe  que  la  primera 
condición  0  =  eos  0  +  c2  sen  0  implica  que  ct  =  0,  de  manera  que  x  =  c2  sen  4t.  Pero 
cuando  t  =  ir/2,  0  =  c2  sen  2tt  se  satisface  por  cualquier  elección  de  c2  dado  que  sen 
2 ir  =  0.  Por  lo  tanto,  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


x"  +  16x  =  0, 


x(0)  =  0, 


(3) 


tiene  un  número  infinito  de  soluciones.  La  figura  3.2  muestra  las  gráficas  de  algunos  de 
los  miembros  de  la  familia  de  un  parámetro  x  =  c2  sen  4 1  que  atraviesan  los  dos  puntos 
(0,  0)  y  (-77/2,  0). 

b)  Si  el  problema  de  valores  en  la  frontera  dado  en  (3)  cambia  a 


x"  +  16x  =  0,  x(0)  =  0, 


(4) 
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entonces  x(0)  =  0  aún  requiere  de  c,  =  Oenla  solución  (2).  Pero  aplicando *(77-/8)  =  0  ax  = 
c2  sen  4 1  requiere  que  0  =  c2  sen(7r/2)  =  c2  •  1 .  Por  lo  tanto,  x  =  0  es  una  solución  para 
este  nuevo  problema  de  valores  en  la  frontera.  De  hecho,  puede  demostrarse  que  x  =  0  es 
la  única  solución  de  (4).  c)  Por  último,  si  cambiamos  el  problema  a 


x"  +  I6x  =  0,  x(0)  =  0, 


(5) 


encontramos  una  vez  más  que  cq  =  0  desde  x(0)  =  0,  pero  aplicar  x{n/2)  =  la  x  =  c2 
sen  4/  lleva  a  la  contradicción  1  =  c2  sen  2ir  =  c2  ■  0  =  0.  Por  lo  tanto,  el  problema  de 
valores  en  la  frontera  (5)  no  tiene  solución. 


Ecuaciones  homogéneas 

Se  dice  que  una  ecuación  diferencial  lineal  de  n-ésimo  orden  de  la  forma 

d"y  dn~ly  dy 

(6) 

es  homogénea,  mientras  que  una  ecuación  del  tipo 

dny  dn  ~  ly  dy 

(7) 


con  g(x )  no  idéntica  a  cero,  es  no  homogénea.  Por  ejemplo,  2y"  +  3/  -  5y  =  0  es  una  ecua¬ 
ción  diferencial  homogénea  lineal  de  segundo  orden,  en  tanto  que  x2yl"  +  6 y'  +  1 0 v  =  ex 
es  una  ecuación  diferencial  lineal  no  homogénea  de  tercer  orden.  En  este  contexto,  la  pala¬ 
bra  homogénea  no  se  refiere  a  los  coeficientes  que  son  funciones  homogéneas  como  en  la 
sección  2.5;  en  cambio,  sí  tiene  exactamente  el  mismo  significado  que  en  la  sección  2.3. 

Veremos  que  para  poder  resolver  una  ecuación  lineal  no  homogénea  (7),  primero  de¬ 
bemos  ser  capaces  de  resolver  la  ecuación  homogénea  asociada  (6). 

Para  evitar  repeticiones  innecesarias  a  lo  largo  del  texto,  tendremos  que  recordar,  de 
manera  automática,  los  siguientes  supuestos  importantes  cuando  se  enuncien  definicio¬ 
nes  y  teoremas  acerca  de  las  ecuaciones  lineales  (6)  y  (7).  En  un  intervalo  común  /, 

los  coeficientes  a¡{x),  i  =  0,  1,  2, ... ,  «,  son  continuos; 
el  miembro  g(x)  del  lado  derecho  es  continuo,  y 
•  a„(x)  i=-  0  para  toda  x  en  el  intervalo. 


I  Operadores  diferenciales  En  cálculo,  la  diferenciación  se  denota  muchas  veces 
mediante  la  letra  mayúscula  D,  es  decir,  dy/dx  =  Dy.  El  símbolo  D  se  denomina  operador 
diferencial  debido  a  que  transforma  una  función  diferenciable  en  otra  función.  Por  ejem¬ 
plo,  D( eos  4x)  =  -4  sen  4x  y  D( 5x3  -  6x2)  =  15X2  -  12x  Las  derivadas  de  orden  superior  se 
pueden  expresar  en  términos  de  D  en  forma  natural: 

d2y  dt'y 

=  — y  =  D(Dy)  =  D~y  y  en  general  - =  Dny, 

ebe  dx" 

donde  y  representa  una  función  bastante  diferenciable.  Las  expresiones  polinomiales 
que  involucran  a  D,  como  I)  +  3,  D2  +  3/7  -  4  y  5x3D3  -  6 x2D2  +  4xD  +  9,  también  son 
operadores  diferenciales.  En  general,  definimos  un  operador  diferencial  de  n-ésimo 
orden  como 

L  =  an(x)Dn  +  an_l(x)D"~ 1  +  •  ■  •  +  ai(x)D  +  a0(x).  (8) 

Como  una  consecuencia  de  dos  propiedades  básicas  de  diferenciación,  D(cf{x))  =  c 
Df(x),  c  es  una  constante,  y  D{f(x)  +  g(x)}  =  Df(x )  +  Dg(x),  el  operador  diferencial  L 
posee  una  propiedad  de  linealidad,  es  decir,  cuando  L  opera  sobre  una  combinación  li¬ 
neal  de  dos  funciones  diferenciables  es  como  si  la  combinación  lineal  de  L  operara  sobre 
funciones  individuales.  En  símbolos,  esto  significa  que 

L{af{.x)  +  ¡3g(x) }  =  aL(f(x))  +  j8  L{g(x)),  (9) 


di  dy 
dx\ dx 


Observe  que  y  =  0 
siempre  es  una  solución 
de  una  ecuación  lineal 
homogénea. 


3 


Recuerde  estos 
supuestos  cuando 
encuentre  definiciones 
y  teoremas  en  este 
capitulo. 
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donde  a  y  /3  son  constantes.  Debido  a  (9),  decimos  que  el  operador  diferencial  de 
n-ésimo  orden  L  es  un  operador  lineal. 

I  Ecuaciones  diferenciales  Toda  ecuación  diferencial  puede  expresarse  en  términos 
de  la  notación  D.  Por  ejemplo,  es  posible  escribir  la  ecuación  diferencial  y"  +  5y'  +  6y  =  5x 
-  3  como  D2y  +  5 Dy  +  6y  =  5x  -  3  o  (D2  +  5D  +  6)y  =  5x  -  3.  Mediante  (8),  las  ecuaciones 
diferenciales  de  n-ésimo  orden  (6)  y  (7)  se  pueden  escribir  de  manera  compacta  como 

L(y)  =0  y  L(y)  =  g(x), 

respectivamente. 

■  Principio  de  superposición  En  el  teorema  siguiente  vemos  que  la  suma,  o  super¬ 
posición,  de  dos  o  más  soluciones  de  una  ecuación  diferencial  lineal  homogénea  también 
es  una  solución. 


TEOREMA  3.2 


Principio  de  superposición: 
ecuaciones  homogéneas 

Digamos  que  yb  y2,  .  .  .  ,  yk  son  soluciones  de  la  ecuación  diferencial  homogénea 
(6)  de  n-ésimo  orden  en  un  intervalo  I.  Entonces  la  combinación  lineal 

y  =  CTiM  +  c2y2(x)  +  •  ■  •  +  ckyk( x), 

donde  las  c¡,i=  1,2, ...  ,k  son  constantes  arbitrarias,  es  también  una  solución  en 
el  intervalo. 


Demostración  Probemos  el  caso  en  que  k  =  2.  Digamos  que  L  es  el  operador  diferencial 
definido  en  (8),  y  y,  (Y)  y  y2(x)  son  soluciones  de  la  ecuación  homogénea  L(y )  =  0.  Si  defi¬ 
nimos  y  =  Cj  V^x)  +  c2y2(x ),  por  linealidad  de  L,  tenemos  entonces 

L(y)  =  Llc^iix)  +  c2y2(x )}  =  Cjí^)  +  c2L(y2)  =  Ci  ■  0  +  c2  ■  0  =  0.  □ 

Comíanos  para  eí  teorema  3.2 

A)  Un  múltiplo  constante  y  =  cqv^x)  de  una  solución  y ,(.<:)  de  una  ecuación  dife¬ 
rencial  lineal  homogénea  también  es  una  solución. 

B)  Una  ecuación  diferencial  lineal  homogénea  siempre  posee  la  solución  trivial 
y  =  0. 


Ejemplo  4  Superposición:  ecuación  diferencial  homogénea 

Ambas  funciones  v¡  =  x2  y  y2  =  jr  1  n  v  son  soluciones  de  la  ecuación  lineal  homogénea 
x3y"'  -  2xy'  +  4y  =  0  en  el  intervalo  (0,  oo).  Por  el  principio  de  superposición,  la  combi¬ 
nación  lineal 

y  =  c¡x2  +  c2x2  ln  x 

es  también  una  solución  de  la  ecuación  en  el  intervalo. 

La  función  y  =  elx  es  una  solución  de  y"  -  9y'  +  14v  =  0.  Como  la  ecuación  diferen¬ 
cial  es  lineal  y  homogénea,  el  múltiplo  constante  y  =  celx  será  también  una  solución. 
Para  los  diferentes  valores  de  c  vemos  que  y  =  9elx,  y  =  0,  y  =  —\^5elx, . . . ,  son  todas 
soluciones  de  la  ecuación. 

■  Dependencia  lineal  e  independencia  lineal  Los  siguientes  dos  conceptos  son 
básicos  en  el  estudio  de  las  ecuaciones  diferenciales  lineales. 
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DEFINICIÓN  3.1 


Dependencia  lineal 
e  independencia  lineal 

Se  dice  que  un  conjunto  de  funciones/']  (x),/2(x), . . .  ,/„(x)  es  linealmente  dependiente 
en  un  intervalo  I  si  existen  constantes  cx,cx,c2,. . .  ,cn,  diferentes  de  cero,  de  modo  que 

C1/1OO  +  c2/2(x)  +  . . .  +  cjn{x)  =  0 

para  toda  x  en  el  intervalo.  Si  el  conjunto  de  funciones  no  es  linealmente  depen¬ 
diente  en  el  intervalo,  se  dice  que  es  linealmente  independiente. 

_ J 

En  otras  palabras,  un  conjunto  de  funciones  es  linealmente  independiente  en  un  inter¬ 
valo  si  las  únicas  constantes  para  las  que 

C|/|(X)  +  c2/2(x)  +  ■  •  •  +  cjn(x)  =  0 

para  toda  x  en  el  intervalo  son  ct  =  c2  =  •  •  •  =  c„  =  0. 

Es  fácil  entender  estas  definiciones  en  el  caso  de  dos  funciones/j(x)  y  /2(x).  Si  las  fun¬ 
ciones  son  linealmente  dependientes  en  un  intervalo,  entonces  existen  constantes  c,  y  c2 
distintas  de  cero  de  manera  que  toda  x  en  el  intervalo  c¡  f(x)  +  c2f2(x)  =  0.  Por  lo  tanto, 
si  asumimos  que  cq  A  0,  se  deduce  que/j(x)  =  (-c2/c{)f2(x);  es  decir,  si  dos  funciones  son 
linealmente  dependientes,  entonces  una  función  es  simplemente  un  múltiplo  constante 
de  la  otra.  A  la  inversa,  si  /j(x)  =  c2f2(x)  para  alguna  constante  c2,  entonces  (-1)  •  ffx) 
+  c2f2(x )  =  0  para  toda  x  en  algún  intervalo.  Por  lo  tanto,  las  funciones  son  linealmente 
dependientes,  ya  que  al  menos  una  de  las  constantes  (es  decir,  c,  =  -1)  no  es  cero.  En 
conclusión,  en  un  intervalo,  dos  funciones  son  linealmente  independientes  cuando  nin¬ 
guna  de  ellas  es  un  múltiplo  constante  de  la  otra.  Por  ejemplo,  las  funciones  ffx)  =  sen 
2x  y/2(x)  =  sen  x  eos  x  son  linealmente  dependientes  en  (-oo,  oo)  debido  a  que/j(x)  es 
un  múltiplo  constante  de/2(x).  Recuerde  que  a  partir  de  la  fórmula  del  ángulo  doble  para 
el  seno,  sen  2x  =  2  sen  x  eos  x.  Por  otra  parte,  las  funciones  ffx)  =  x  y  /2(x)  =  \x  |  son 
linealmente  independientes  en  (-oo,  oo).  La  observación  de  la  figura  3.3  lo  convencerá  de 
que  en  el  intervalo  ninguna  función  es  múltiplo  constante  de  la  otra. 

Del  análisis  anterior  se  desprende  que  la  relación  /2(x)//j(x)  no  es  una  constante  en 
un  intervalo  donde /¡(x)  y/2(x)  son  linealmente  independientes.  Este  pequeño  detalle  se 
aplicará  en  la  siguiente  sección. 


Ejemplo  5  Funciones  linealmente  dependientes 

Las  funciones /[(x)  =  eos 2x,/2(x)  =  sen2x, /3(x)  =  sec2x,/4(x)  =  tan2x  son  linealmente 
dependientes  en  el  intervalo  (-ir/ 2,  tt/2)  dado  que 

cos2x  +  c2  sen2x  +  c3  sec2x  +  c4  tan2x  =  0, 

cuando  c,  =  c2  =  1,  c3  =  -1,  c4  =  1.  Aquí  usamos  cos2x  +  sen2x  =  1  y  1  +  tan2x  =  sec2x. 

□ 

Un  conjunto  de  funciones  ffx),  /2(x),  . . .  ,/„(x)  es  linealmente  dependiente  en  un  in¬ 
tervalo  si  al  menos  una  función  puede  expresarse  como  una  combinación  lineal  de  las 
funciones  restantes. 


Ejemplo  6  Funciones  linealmente  dependientes 

Las  funciones/j(x)  =  Vx  +  5 ,/2(x)  =  Vx  +  5 x,/3(x)  =  x  -  l,fn(x)  =  x2  son  linealmente 
dependientes  en  el  intervalo  (0,  oo)  dado  que/2  puede  escribirse  como  una  combinación 
lineal  de/b/3  y/4.  Observe  que 

fi(x)  =  1  -/iW  +  5  -/3(x)  +  0  -/4(x) 
para  toda  x  en  el  intervalo  (0,  oo). 

■  Soluciones  de  ecuaciones  diferenciales  Nos  interesan  principalmente  las  funcio¬ 
nes  linealmente  independientes  o,  de  manera  más  concreta,  las  soluciones  linealmente 
independientes  de  una  ecuación  diferencial  lineal.  Aunque  siempre  podríamos  apelar  di- 


fe) 


Figura  3.3  EL  conjunto  compuesto 
por/j  y/2  es  Linealmente 
independiente  en  (— oo,  oo) 
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rectamente  a  la  definición  3.1,  resulta  que  la  cuestión  de  si  las  n  soluciones  yu  y2, ....  y„ 
de  una  ecuación  diferencial  lineal  homogénea  de  n-ésimo  orden  (6)  son  linealmente  in¬ 
dependientes  puede  resolverse  de  manera  un  tanto  mecánica  si  usamos  un  determinante. 


DEFINICIÓN  3.2 


Wronskiano 


"\ 


Suponga  que  cada  una  de  las  funciones  fi(x),f2(x), . . .  ,f„(x )  posee  al  menos  n  -  1 
derivadas.  El  determinante 


Wu-Jn) 


fl  fl  ■■■  fn 

fl  fl  /„' 

/M  f£-l)  ...  f(n~  1) 


donde  las  primas  denotan  derivadas,  se  denomina  wronskiano  de  las  funciones. 

_ J 


TEOREMA  3.3 


Criterio  para  soluciones  linealmente 
independientes 


Digamos  que  yl  ,y2, y „  son  n  soluciones  de  la  ecuación  diferencial  lineal  homogénea 
(6)  de  n-ésimo  orden  en  un  intervalo  I.  Entonces  el  conjunto  de  soluciones  es  lineal¬ 
mente  independiente  en  I  si,  y  sólo  si,  W(yh  y2,  ■ .  ■ ,  y„)  =£  0  para  toda  x  en  el  intervalo. 


Del  teorema  3.3  se  deduce  que  cuando  y,,  y2, ,  yn  son  n  soluciones  de  (6)  en  un 
intervalo  /,  el  wronskiano  VL(  yb  y2, ... ,  y„ )  es  idéntico  a  cero  o  nunca  es  cero  en  el 
mismo. 

Un  conjunto  de  n  soluciones  linealmente  independiente  de  una  ecuación  diferencial 
lineal  homogénea  de  n-ésimo  orden  recibe  un  nombre  especial. 


DEFINICIÓN 


3.3 


Conjunto  fundamental  de  soluciones 


Cualquier  conjunto  yu  y2,  . . . ,  yn  de  n  soluciones  linealmente  independiente  de  la 
ecuación  diferencial  lineal  homogénea  (6)  de  n-ésimo  orden  en  un  intervalo  /  se 
dice  que  es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  en  el  intervalo. 


J 


La  pregunta  básica  de  si  existe  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  una 
ecuación  lineal  se  responde  en  el  teorema  siguiente. 


TEOREMA 


3.4 


Existencia  de  un  conjunto  fundamental 


A 


Existe  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  la  ecuación  diferencial  lineal 
homogénea  (6)  de  /2-ésimo  orden  en  un  intervalo  I. 


J 


Semejante  al  hecho  de  que  cualquier  vector  en  tres  dimensiones  puede  expresarse 
como  una  combinación  lineal  de  los  vectores  linealmente  independientes  i,  j,  k,  cualquier 
solución  de  una  ecuación  diferencial  lineal  homogénea  de  n-ésimo  orden  en  un  intervalo 
I  puede  expresarse  como  una  combinación  de  n  soluciones  linealmente  independientes 
en  I.  En  otras  palabras,  las  n  soluciones  linealmente  independientes  y,,  y2, . . . ,  y„  son  los 
elementos  fundamentales  constitutivos  de  la  solución  general  de  la  ecuación. 
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TEOREMA  3.5 


Solución  general:  ecuaciones 
homogéneas 

Digamos  que  yu  y2,  ■■■,>'„  es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  de  la  ecuación 
diferencial  lineal  homogénea  (6)  de  «-ésimo  orden  en  un  intervalo  I.  Entonces,  en  el 
intervalo,  la  solución  general  de  la  ecuación  es 

y  =  CiJito  +  c2y2(x)  +  ■  ■  ■  +  cny„(x), 

donde  c¡,  i  =  1,2 son  constantes  arbitrarias. 


El  teorema  3.5  afirma  que  si  Y( x)  es  alguna  solución  de  (6)  en  el  intervalo,  entonces 
siempre  se  pueden  encontrar  constantes  Cj,  C2, . . . ,  C„  de  modo  que 

Y(x)  =  Cj^O)  +  C2y2(x)  +  ■  •  •  +  Cny„(x). 

Demostraremos  el  caso  que  se  presenta  cuando  n  =  2. 

Demostración  Digamos  que  Y  es  una  solución  y  yt  y  y2  son  soluciones  linealmente 
independientes  de  a2y"  +  a¡y'  +  a0y  =  0  en  un  intervalo  I.  Suponga  que  x  =  t  es  un  punto 
en  I  para  el  cual  y2(t))  =£  0.  Suponga  también  que  Y{t)  =  kx  y  Y\t)  =  k2.  Si  ahora 

examinamos  las  ecuaciones 


CiTiO)  +  C^O)  =  K 
C¡y[{f)  +  CjyálO  =  k2, 

se  deduce  que  podemos  determinar  Cj  y  C2  de  manera  unívoca,  siempre  que  el  determi¬ 
nante  de  los  coeficientes  satisfaga 

yiM  yi(t)  „ 
yíM  yi(t)  ' 

Pero  este  determinante  sólo  es  el  wronskiano  evaluado  en  x  =  í,  y,  por  suposición,  W  +  0. 
Si  definimos  G(x)  =  CjyjC*)  +  CTy2(x),  observamos  que  G(x)  satisface  la  ecuación  dife¬ 
rencial,  dado  que  es  una  superposición  de  dos  soluciones  conocidas;  G(x)  satisface  las 
condiciones  iniciales 

G(t)  =  CjyjO)  +  C2y2(í)  =  y  G\t)  =  QyKO  +  C2y2{t)  =  k2, 

Y(x)  satisface  la  misma  ecuación  lineal  y  las  mismas  condiciones  iniciales.  Dado  que  la 
solución  de  este  problema  de  valor  inicial  es  única  (teorema  3.1),  tenemos  Y{x)  =  G(x)  o 
Y(x)  =  Cjy  i(x)  +  C2y2{x).  □ 


Ejemplo  7  Solución  general  de  una  ED  homogénea 

Ambas  funciones  V|  =  e3r  y  y2  =  e~J  ''  son  soluciones  de  la  ecuación  lineal  homogénea 
y"  -  9y  =  0  en  el  intervalo  (-oo,  oo).  Por  inspección,  las  soluciones  son  linealmente  inde¬ 
pendientes  en  el  eje  x.  Este  hecho  se  puede  corroborar  al  observar  que  el  wronskiano 


W(e3x,  e~3x)  = 


3e3x  -3e 


-3x 


-3x 


=  —6  ¥=  0 


para  toda  x.  Concluimos  que  y,  y  y2  forman  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  y,  en 
consecuencia,  y  =  cy1'  +  c2e  es  la  solución  general  de  la  ecuación  en  el  intervalo.  □ 


Ejemplo  8  Solución  obtenida  a  partir  de  una  solución  general 

La  función  y  =  4  senh  3x  -  5e3x  es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  del  ejemplo  7. 
(Verifíquelo.)  En  vista  del  teorema  3.5,  debemos  poder  obtener  esta  solución  a  partir  de 
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la  solución  general  y  =  c¡e3x  +  c2e  3x.  Observe  que  si  elegimos  c¡  =  2  y  c2  =  -7,  entonces 
y  =  2e3x  -  le~3x  puede  volver  a  escribirse  como 


y  =  2e3x  -  2e~3x  -  5e~3'  =  41 


e3x  -  e~3x 


-  5e~ 


La  última  expresión  se  reconoce  como  y  =  4  senh  3x  -  5e  . 


Ejemplo  9  Solución  general  de  una  ED  homogénea 

Las  funciones  y,  =  e\  y2  =  e1  y  y3  =  e3'  satisfacen  la  ecuación  de  tercer  orden  y1"  -6  y"  + 
1  !>■'  -  6y  =  0.  Dado  que 


W(e',  e2*,  e3x) 


ex 

e3x 

e* 

2e2x 

3e3x 

e* 

4e2x 

9e3x 

para  todo  valor  real  de  x,  las  funciones  yu  y2  y  y3  forman  un  conjunto  fundamental  de 
soluciones  en  (— oo,  oo).  Concluimos  que  y  =  +  c2elx  +  c3<?3'  es  la  solución  general 

de  la  ecuación  diferencial  en  el  intervalo. 


3.1.3 


Ecuaciones  no  homogéneas 


Toda  función  yp  libre  de  parámetros  arbitrarios  y  que  satisfaga  (7)  es  una  solución  par¬ 
ticular  o  integral  particular  de  la  ecuación.  Por  ejemplo,  resulta  una  tarea  sencilla 
mostrar  que  la  función  constante  yp  =  3  es  una  solución  particular  de  la  ecuación  no 
homogénea  v"  +  9y  =  27. 

Ahora,  si  y1;  y2, ,  yk  son  soluciones  de  (6)  en  un  intervalo  I  y  yp  es  cualquier  solu¬ 
ción  particular  de  (7)  en  I,  entonces  la  combinación  lineal 


y  =  c,y,(x)  +  c2y2(x)  +  ■  •  •  +  ckyk(x)  +  yp  (10) 

es  también  solución  de  la  ecuación  no  homogénea  (7).  Si  usted  lo  piensa,  esto  tiene  sen¬ 
tido,  ya  que  la  combinación  lineal  cqyjjx)  +  c2y2(x)  h - +  ckyk(x)  se  transforma  en  0  por 

el  operador  L  =  anD"  +  an_lDn ~ 1  h - +  atl)  +  a(l,  mientras  que  yp  se  transforma  en  g(x). 

Si  usamos  k  =  n  soluciones  linealmente  independientes  de  la  ecuación  (6)  de  n-ésimo 
orden,  entonces  la  expresión  en  (10)  se  transforma  en  la  solución  general  de  (7). 


TEOREMA  3.6 


Solución  general:  ecuaciones 
no  homogéneas 


Digamos  que  yp  es  alguna  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  lineal  no 
homogénea  (7)  de  «-ésirno  orden  en  un  intervalo  /,  y  establecemos  que  yh  y2, , 
yn  es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  de  la  ecuación  diferencial  homogénea 
(6)  asociada  en  I.  Entonces  la  solución  general  de  la  ecuación  en  el  intervalo  es 


y  =  c,yi(x)  +  c2y2(x)  +  •  •  •  +  cny„(x)  +  yp, 
donde  c¡,  i  =  1,2 son  constantes  arbitrarias. 


J 


Demostración  Establezcamos  L  como  el  operador  diferencial  definido  en  (8),  y  Y(x )  y 
yp(x)  como  soluciones  particulares  de  la  ecuación  no  homogénea  L(y)  =  g(x).  Si  defini¬ 
mos  u(x)  =  Y(x)  -  yp(x),  entonces,  por  linealidad  de  L,  tenemos 

Un)  =  L{  Y(x)  -  yp(x) }  =  L(Y(x))  -  L(yp(x ))  =  g(x)  -  g(x)  =  0. 

Esto  demuestra  que  u(x)  es  una  solución  de  la  ecuación  homogénea  L{y)  =  0.  En  conse¬ 
cuencia,  por  el  teorema  3.5,  u(x)  =  c1y1(x)  +  c2y2(x)  +  •  •  •  +  cny„(x),  y  así 


Y(x)  -  yp(x)  =  c,y,(x)  +  c2y2(x)  +  ■  •  •  +  c„y„(x) 
o  Y(x)  =  c,yi(x)  +  c2y2(x)  +  ■  ■  •  +  cnyn(x)  +  yp(x).  □ 
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■  Fundón  complementaría  Vemos  en  el  teorema  3.6  que  la  solución  general  de  una 
ecuación  lineal  no  homogénea  consiste  en  la  suma  de  dos  funciones: 

y  =  c,y,(x)  +  c2y2(x)  +  •  ■  •  +  c„yn(x)  +  yp(x)  =  yc(x)  +  yp(x). 

La  combinación  lineal  yc(x)  =  C|>'|(x)  +  c2y2(x)  +  •  •  •  +  cnyn(x),  que  representa  la  solu¬ 
ción  general  de  (6),  se  denomina  función  complementaria  de  la  ecuación  (7).  En  otras 
palabras,  para  resolver  una  ecuación  diferencial  lineal  no  homogénea  primero  resolve¬ 
mos  la  ecuación  homogénea  asociada  y  después  encontramos  cualquier  solución  parti¬ 
cular  de  la  ecuación  no  homogénea.  La  solución  general  de  la  ecuación  no  homogénea 
es  entonces 

y  =  función  complementaria  +  cualquier  solución  particular. 


Ejemplo  10  Solución  general  de  una  ED  no  homogénea 

Mediante  sustitución,  la  función  yp  =  -  -  \x  muestra  fácilmente  que  es  una  solución 

particular  de  la  ecuación  no  homogénea 

y"'-6y"+Uy'~6y  =  3x.  (11) 

Con  el  fin  de  escribir  la  solución  general  de  (11),  primero  debemos  poder  resolver  la 
ecuación  homogénea  asociada 

y'"  -  6 y"  +11  /  -  6y  =  0. 

Pero  en  el  ejemplo  9  vimos  que  en  el  intervalo  (-oo,  oo)  la  solución  general  de  esta  últi¬ 
ma  ecuación  fue  yc  =  c¡er  +  c2e2x  +  c3e3x.  Por  lo  tanto,  en  el  intervalo,  la  solución  general 
de  (11)  es 

9  ,  11  1 

y  =  yc  +  yp  =  CX¿  +  c2elx  +  c3eix  -  —  -  -X. 

I  Otro  prindpio  de  superposidón  El  último  teorema  de  este  análisis  nos  será  de 
utilidad  en  la  sección  3.4,  cuando  consideremos  un  método  para  encontrar  soluciones  par¬ 
ticulares  de  ecuaciones  no  homogéneas. 


TEOREMA  3.7 


Principio  de  superposición: 
ecuaciones  no  homogéneas 


~\ 


Digamos  que  yp  ,  yP2,  ... ,  ypk  son  k  soluciones  particulares  de  la  ecuación  diferen¬ 
cial  lineal  no  homogénea  (7)  de  n-ésimo  orden  en  un  intervalo  I  que  corresponde, 
a  su  vez,  a k  distintas  funciones  gb  g2,  ■■■ ,  gk-  Es  decir,  suponga  que yp  denota  una 
solución  particular  de  la  ecuación  diferencial  correspondiente 

a„(x)y(n)  +  an_  i(x)y(n“ 11  +  ■  ■  •  +  afx)y'  +  a0(x)y  =  g¡(x),  (12) 

donde  i  =  1,2 , ...  ,k.  Entonces 

yP  =  yP1(x)  +  yP2(x)  +  ■  •  •  +  yPk(x)  (13) 

es  una  solución  particular  de 


a„(x)y[n)  +  an  _  x(x)y(n  !)  +  ■  •  •  +  ax(x)y'  +  aQ(x)y 

=  8\(x)  +  g2(x)  +  •  •  ■  +  gk{x).  (14) 

_ ) 


Demostración  Comprobemos  para  el  caso  de  k  =  2.  Digamos  que  L  es  el  operador  dife¬ 
rencial  definido  en  (8),  y  que  yPi(x)  y  y^2(x)  son  soluciones  particulares  de  las  ecuaciones 
no  homogéneas  L( y)  =  g¡(x)  y  L(y)  =  g2(x)  respectivamente.  Si  definimos  yp  =  yp  (x)  + 
yp  (x),  deseamos  probar  que  yp  es  una  solución  particular  de  L(y )  =  g^x)  +  g2(x).  El  resul¬ 
tado  nuevamente  se  deduce  a  partir  de  la  linealidad  del  operador  L: 


L(yP)  =  L{  yPi(x)  +  ypp¿) }  =  L(yP](x))  +  L{yp(x))  =  gfx)  +  g2(x).  □ 
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Ejemplo  11  Superposición:  ecuación  diferencial  no  homogénea 

Verificar  que 

yp  =  -4x2  es  una  solución  particular  de  y"  -  3y'  +  4y  =  -16.x2  +  24x  -  8, 

yp  =  e 2*  es  una  solución  particular  de  y"  -  3 y'  +  4y  =  le2*, 

yP3  =  xe*  es  una  solución  particular  de  y"  -  3 y'  +4 y  =  Ixe*  -  ex. 

Del  teorema  3.7  se  deduce  que  la  superposición  de  yp  ,  yp^  y  y p  , 

y  =  yP¡  +  yPl  +  y„3  =  -4 x 2  +  e2*  +  xe*, 

es  una  solución  de 


Esta  oración  es  una 
generalización  del 
teorema  3.7. 


v"  -  3y'  +  4v  =  -16x2  +  24x  -  8  +  le2x  +  2xt f  -  <?. 
\ _ > 


g\{x)  g2{x)  g3(x) 


□ 


Si  las  yp  son  soluciones  particulares  de  (12)  para  i  =  1,2 , ,k  entonces  la  combi¬ 
nación  lineal 


yP  =  c\yPí  +  c2yPl  +  ■  ■  ■  +  ckyp¿ 

donde  las  c¡  son  constantes,  es  también  una  solución  particular  de  (14)  cuando  el  miem¬ 
bro  del  lado  derecho  de  la  ecuación  es  la  combinación  lineal 

Ci£i(x)  +  c2g2(x)  +  ■  ■  ■  +  ckgk(x). 

Antes  de  comenzar  realmente  a  resolver  ecuaciones  diferenciales  lineales  homogé¬ 
neas  y  no  homogéneas,  necesitamos  aprender  un  poco  más  de  teoría,  la  cual  presentare¬ 
mos  en  la  siguiente  sección. 


Comentarios 


Este  comentario  es  continuación  del  breve  análisis  sobre  sistemas  dinámicos  pre¬ 
sentado  al  final  de  la  sección  1.3. 

Se  dice  que  un  sistema  dinámico  cuya  regla  o  modelo  matemático  sea  una  ecua¬ 
ción  diferencial  lineal  de  «-ésimo  orden 

a„(t)yM  +  an_l(t)yin~l)  +  ■  ■  ■  +  t)y'  +  a0(t)y  =  g(t) 

es  un  sistema  lineal.  El  conjunto  de  n  funciones  dependientes  del  tiempo  y(t),  y'{t), 
...  ,y(n~  '’(/)  son  las  variables  de  estado  del  sistema.  Recuerde,  sus  valores  en  cier¬ 
to  tiempo  r  proporcionan  el  estado  del  sistema.  La  función  g  se  llama  función  de 
entrada,  función  forzadora  o  función  de  excitación.  Se  dice  que  una  solución  y(t) 
de  la  ecuación  diferencial  es  la  salida  o  respuesta  del  sistema.  En  las  condiciones 
previstas  por  el  teorema  3.1,  la  salida  o  respuesta  y(t)  está  determinada  en  forma 
única  por  la  entrada  y  el  estado  del  sistema  prescritos  en  el  tiempo  f0,  es  decir,  pol¬ 
las  condiciones  iniciales  y(í0),  y'(t0), . . . ,  y(n_  ^(fg). 

Con  el  fin  de  que  un  sistema  dinámico  sea  un  sistema  lineal,  es  necesario  que 
se  mantenga  el  principio  de  superposición  (teorema  3.7)  en  el  sistema;  es  decir,  la 
respuesta  del  sistema  ante  una  superposición  de  entradas  es  una  superposición  de 
salidas.  Ya  hemos  examinado  algunos  sistemas  lineales  simples  en  la  sección  2.7 
(ecuaciones  lineales  de  primer  orden);  en  la  sección  3.8  presentamos  sistemas  linea¬ 
les  donde  los  modelos  matemáticos  son  ecuaciones  diferenciales  de  segundo  orden. 
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CAPITULO  3  Ecuaciones  diferenciales  de  orden  superior 


EJERCICIOS  3.1 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-4. 


mm  Problemas  de  valor  inicial 
y  de  valores  en  la  frontera 

En  los  problemas  1  a  4,  la  familia  de  funciones  dada  es  la  solu¬ 
ción  general  de  la  ecuación  diferencial  en  el  intervalo  indicado. 
Encuentre  un  miembro  de  la  familia  que  sea  una  solución  al 
problema  de  valor  inicial. 


1 .  y  =  cx(?  +  c2e  x,  (-oo,  oo);  y" -y  =  0,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  1 

2.  y  =  Cle4x  +  c2e~x,  (-oo,  oo);  y"  -  3  y'  -Ay  =  0,  y(0)  =  1, 

/(O)  =  2 

3.  y  =  C\X  +  c2x  ln  x,  (0,  oo);  x2y"  -  xy'  +  y  =  0,  _y(l )  =  3, 
/(!)=-! 

4.  y  =  c¡  +  c2  eos  x  +  c3  sen  x,  (-oo,  oo);  y"'  +  y'  =0, 
y  (  ir  )  =  0,  y' (7 r)  =  2,  y"(77)  =  -1 

5.  Dado  que  y  =  cx  +  c2x2  es  una  familia  de  soluciones  de 
dos  parámetros  para  xy"  -y'  =  0  en  el  intervalo  (-oo,  oo), 
demuestre  que  no  se  pueden  encontrar  las  constantes  cq  y 
c2  de  manera  que  un  miembro  de  la  familia  satisfaga  las 
condiciones  iniciales  y(0)  =  0,  y '(O)  =  1.  Explique  poi¬ 
qué  esto  no  viola  el  teorema  3.1. 

6.  En  el  problema  5,  encuentre  dos  miembros  de  la  familia 
de  soluciones  que  satisfaga  las  condiciones  iniciales  y(0) 
=  0,  y'(0)  =  0. 

7.  Dado  que  x(t)  =  <q  eos  u>t  +  c2  sen  u>t  es  la  solución  ge¬ 
neral  de  x"  +  orx  =  0  en  el  intervalo  (-oo,  oo),  demuestre 
que  una  solución  satisfactoria  de  las  condiciones  inicia¬ 
les,  x(0)  =  x0,  x'(0)  =  x^  está  dada  por 

Xi 

x(t)  =  x0  eos  o)t  +  —  sen  cot. 

(O 

8.  Utilice  la  solución  general  de  x"  +  orx  =  0  dada  en  el 
problema  7  para  demostrar  que  una  solución  satisfac¬ 
toria  de  las  condiciones  iniciales  x(í0)  =  x0,  x'(í0)  =  x¡, 
es  la  solución  dada  en  el  problema  7  desplazada  por  una 
cantidad  t0: 

xi 

x(t)  =  x0  eos  o)  (t  -  t0)  +  —  sen  co  (t  - 10). 

O) 

En  los  problemas  9  y  10,  encuentre  un  intervalo  centrado  en 
x  =  0  para  el  cual  el  problema  de  valor  inicial  tenga  una  solución 
única. 


9.  (x  -  2 )y"  +  3y  =  x,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  1 

1 0.  y"  +  (tan  x)y  =  e*,  y(0)  =  1,  y'(0)  =  0 

11.  a)  Use  la  familia  de  funciones  del  problema  1  para  en¬ 

contrar  una  solución  de  y"  -  y  =  0  que  satisfaga  las 
condiciones  de  frontera  y(0)  =  0,  y(l)  =  1. 

b )  La  ecuación  diferencial  de  la  parte  a)  tiene  la  solución 
general  altemativay  =  c3  coshx + c4  senhx  en  (-oo,  oo). 
Utilice  esta  familia  para  encontrar  una  solución  que 
satisfaga  las  condiciones  de  frontera  de  la  parte  a). 

c )  Demuestre  que  las  soluciones  encontradas  en  las  par¬ 
tes  a )  y  b)  son  equivalentes. 


12.  Use  la  familia  de  soluciones  del  problema  5  para  encon¬ 
trar  una  solución  de  xy"  -  y'  =  0  que  satisfaga  las  condi¬ 
ciones  de  frontera  y(0)  =  l,y'(l)  =  6. 

En  los  problemas  13  y  14,  la  familia  de  dos  parámetros  dada  es 
una  solución  de  la  ecuación  diferencial  indicada  en  el  intervalo 
(-oo,  oo).  Determine  si  es  posible  encontrar  un  miembro  de  la 
familia  que  satisfaga  las  condiciones  de  frontera. 

13.  y  =  cqe*  eos  x  +  c 2e*  sen  x;  y"  -  2y'  +  2y  =  0 

a )  y(0)  =  1, y'(Tr)  =  0  b)  y(0)  =  ¡,y(ir)  =  -1 

C)  y(0)  =  i,  y  (y )  =  1  d)  y(0)  =  0,  y(ir)  =  0 

14.  y  =  c,x2  +  c2x4  +  3;  x2y"  -  5xy'  +  8y  =  24 

a)  y(- 1)  =  0, y(l)  =  4  b)  y(0)  =  1, y(l)  =  2 

c)  y(0)  =  3,  y(l)  =  0  d)  y(l)  =  3,  y(2)  =  15 


3.1.2 


Ecuaciones  homogéneas 


En  los  problemas  15  a  22,  determine  si  el  conjunto  de  funciones 
dado  es  linealmente  dependiente  o  linealmente  independiente  en 
el  intervalo  (-oo,  oo). 


15.  /[ (x)  =  x. 

f2(x)  =  X2, 

Mx)  =  4x  -  3x" 

16.  /,(x)  =  0, 

/2(x)  =  X, 

Mx)  =  e* 

17.  /,(x)  =  5, 

/2(x)  =  cos2x, 

Mx)  =  sen2x 

1 8.  /j(x)  =  eos  2x, 

m  =  i. 

Mx)  —  cos2x 

19.  /,(x)  =  x, 

/2(x)  =  X  -  1, 

Mx)  =x  +  3 

20.  /i(x)  =  2  +  x, 

/2(x)  =  2  +  Ixl 

21.  /i(x)  =  1  +  x, 

/2(x)  =  X, 

Mx)  =  x2 

22.  Mx)  =  d. 

/2(x)  =  e~x. 

Mx)  =  senhx 

En  los  problemas  23  a  30,  verifique  si  las  funciones  dadas  for¬ 
man  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  de  la  ecuación  dife¬ 
rencial  en  el  intervalo  indicado.  Integre  la  solución  general. 

23.  y" -y'  -  12y  =  0;  e~3x,  e4x ,  (-oo,  oo) 

24.  y"  -  4y  =  0;  cosh  2x,  senh  2x,  (-oo,  oo) 

25.  y"  -  2y'  +  5y  =  0;  ex  eos  2x,  ex  sen  2x,  (-oo,  oo) 

26.  4y"  -  4y'  +  y  =  0;  ex> 2,  xexa,  (-oo,  oo) 

27.  x2y"  -  6xy'  +  12y  =  0;  x3,  x4,  (0,  oo) 

28.  x2y"  +  .xy'  +  y  =  0;  cos(ln  x),  sen(ln  x),  (0,  oo) 

29.  x3y'"  +  óx2/'  +  4xy'  -  4y  =  0;  x,  x“2,  x“2  ln  x,  (0,  oo) 

30.  y(4)  +  y"  =  0;  1,  x,  eos  x,  sen  x,  (-oo,  oo) 


3.1.3 


Ecuaciones  no  homogéneas 


En  los  problemas  31  a  34,  verifique  si  la  familia  de  funciones  de 
dos  parámetros  dada  es  la  solución  general  de  la  ecuación  dife¬ 
rencial  no  homogénea  en  el  intervalo  indicado. 


31.  y"  -  7y'  +  lOy  =  24e*; 

y  =  c je2*  +  c2eSx  +  6ex,  (-oo,  oo) 


32.  y"  +  y  =  sec  x; 


y  =  c¡  eos  x  +  c2  sen  x  +  x  sen  x  +  (eos  x)  ln(cos  x), 
(-ir/ 2,  77/2) 
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33.  y"  -  4 y'  +  4y  =  2elx  +  4x  -  12; 

y  =  Cie2x  +  Cjxe*  +  x2e21  +  x  -  2,  (-oo,  oo) 

34.  2x2y"  +  5xy '  +  y  =  x2  -  x; 

y  =  c,x~ +  c2x~l  +  —x2  -  —x,  (0,  oo) 

15  6 

35.  a )  Verifique  si  yp  =  3e~x  y  yp  =  x2  +  3x  son,  respecti¬ 

vamente,  las  soluciones  particulares  de 
y"  -  6y'  +  5 y  =  -9e2x 
y  y"  -  6y' +  5y  =  5X2  +  3x -16. 

b )  Use  la  parte  a )  para  encontrar  soluciones  particula¬ 
res  de 

y"  -  6 y’  +  5y  =  5jt  +  3x  -  16  -  9e2x 
y  y"  -  6y'  +  5y  =  -lOx2  -  6x  +  32  +  e2x. 

36.  a)  Mediante  inspección,  encuentre  la  solución  particu¬ 

lar  de 

y"  +  2y  =  10. 

b )  Por  inspección,  encuentre  una  solución  particular  de 

y"  +  2y  =  -  4x. 

c)  Encuentre  una  solución  particular  de  y"  +  2y  =  -  4x 
+  10. 

d)  Encuentre  una  solución  particular  de  y"  +  2y  =  8x  +  5. 

Problemas  de  análisis 

37.  Digamos  que  n  =  1,  2,  3,  . . .  Analice  cómo  las  obser¬ 
vaciones  D"xn  ~  1  =  0  y  Dnx"  =  n !  pueden  usarse  para 
encontrar  las  soluciones  generales  de  las  ecuaciones  dife¬ 
renciales  dadas. 

a)  y"  =  0  b)  y’"  =  0  c)  y(4)  =  0 

d)  y"  =  2  e )  y'"  =  6  f)  y(4)  =  24 

38.  Suponga  que  y1  =  ex  y  y2  =  e~x  son  dos  soluciones  de  una 
ecuación  diferencial  lineal  homogénea.  Explique  por  qué 
y3  =  cosh  x  y  y4  =  senh  x  son  también  soluciones  de  la 
ecuación. 


39.  a)  Verifique  si  y¡  =  x3  y  y2  =  Ixl3  son  soluciones  lineal¬ 

mente  independientes  de  la  ecuación  diferencial  x2y" 
-4xy’  +  6y  =  0  en  el  intervalo  (-oo,  oo). 

b)  Demuestre  que  W(  y , ,  y2)  =  0  para  todo  número  real 
x.  ¿Este  resultado  viola  el  teorema  3.3?  Explique  su 
respuesta. 

c)  Verifique  si  =  x3  y  Y2  =  x2  son  también  solucio¬ 
nes  linealmente  independientes  de  la  ecuación  dife¬ 
rencial  dada  en  la  parte  a)  en  el  intervalo  (-oo,  oo). 

d)  Encuentre  una  solución  de  la  ecuación  diferencial 
que  satisfaga  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0. 

é)  Por  el  principio  de  superposición,  el  teorema  3.2, 
ambas  combinaciones  lineales  y  =  c{yx  +  c2y2  y 
Y  =  +  c2Y2  son  soluciones  de  la  ecuación  di¬ 

ferencial.  Analice  si  una,  ambas  o  ninguna  de  las 
combinaciones  lineales  es  solución  general  de  la 
ecuación  diferencial  en  el  intervalo  (-oo,  oo). 

40.  ¿El  conjunto  de  funciones /^x)  =  ex  +  2,f2(x)  =  ex~2  es 
linealmente  dependiente  o  linealmente  independiente  en 
el  intervalo  (-oo,  oo)?  Analice  la  situación. 

41 .  Suponga  que  yb  y2, ...  ,yk  son  k  soluciones  linealmente 
independientes  en  (-oo,  oo)  de  una  ecuación  diferencial 
lineal  homogénea  de  «-ésimo  orden  con  coeficientes 
constantes.  Del  teorema  3.2  se  deduce  que  yk+\  =  0  es 
también  una  solución  de  la  ecuación  diferencial.  ¿El 
conjunto  de  soluciones  yb  y2, . . . ,  yk,  yk+l  es  linealmente 
dependiente  o  linealmente  independiente  en  (-oo,  oo)? 
Analice  la  situación. 

42.  Suponga  que  y,,  y2,  . . . ,  yk  son  k  soluciones  no  triviales 
de  una  ecuación  diferencial  lineal  homogénea  de  «-ésimo 
orden  con  coeficientes  constantes  y  k  =  n  +  1 .  ¿El  con¬ 
junto  de  soluciones  y¡,  y2,  . . . ,  yk  es  linealmente  depen¬ 
diente  o  linealmente  independiente  en  (-oo,  oo)?  Analice 
esta  situación. 


3.2  Reducción  de  orden 


I  Introducción  En  la  sección  3.1  vimos  que  la  solución  general  de  una  ecuación  dife¬ 
rencial  lineal  homogénea  de  segundo  orden 

a2(x)y"  +  n !  (x)y '  +  a0(x)y  =  0  ( 1 ) 

era  una  combinación  lineal  y  =  (¿y,  +  c2y2,  donde  y,  y  y2  son  soluciones  que  constituyen 
un  conjunto  linealmente  independiente  en  algún  intervalo  I.  A  partir  de  la  siguiente  sección 
examinamos  un  método  para  determinar  estas  soluciones  cuando  los  coeficientes  de  la  ED 
de  (1)  son  constantes.  Este  método,  que  es  un  sencillo  ejercicio  de  álgebra,  se  descompone 
en  algunos  casos  y  sólo  produce  una  solución  única  y3  de  la  ED.  Resulta  que  podemos 
construir  una  segunda  solución  y2  de  una  ecuación  homogénea  ( 1 )  (aunque  los  coeficientes 
de  (1)  sean  variables)  siempre  y  cuando  conozcamos  una  solución  no  trivial  de  y{  de  la  ED. 
La  idea  básica  descrita  en  esta  sección  es  que  la  ecuación  lineal  de  segundo  orden  (1)  se 
puede  reducir  a  una  ED  de  primer  orden  mediante  una  sustitución  que  involucre  la  solu¬ 
ción  conocida  yb  Una  segunda  solución,  y2  de  (1),  aparece  después  que  esta  ED  de  primer 
orden  se  resuelve. 

I  Reducción  de  orden  Suponga  que  v(x)  denota  una  solución  conocida  de  la  ecuación 
(1).  Buscamos  una  segunda  solución  y2(x)  de  (1)  de  manera  que  yj  y  y2  sean  linealmente  in- 
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dependientes  en  algún  intervalo  I.  Recuerde  que  si  y1  y  y2  son  linealmente  independientes, 
entonces  su  cociente  y2/y i  no  es  constante  en  /;  es  decir,  y2/yl  =  u(x)  o  y2(x)  =  u(x)y1(x). 
La  idea  es  encontrar  u( x)  mediante  la  sustitución  de  y2{x)  =  u(x)yl(x)  en  la  ecuación  dife¬ 
rencial  dada.  Este  método  se  denomina  reducción  de  orden  ya  que  debemos  resolver  una 
ecuación  de  primer  orden  para  encontrar  u. 

El  primer  ejemplo  ilustra  la  técnica  básica. 


Ejemplo  1  Búsqueda  de  una  segunda  solución 

Dado  que  y,  =  ex  es  una  solución  de  y"  -  y  =  0  en  el  intervalo  (-00,  00),  use  la  reducción 
de  orden  para  encontrar  una  segunda  solución  y2. 

I  Solución  Si  y  =  u(x)y1(x)  =  u(x)ex,  entonces  las  primeras  dos  derivadas  de  y  se  ob¬ 
tienen  a  partir  de  la  regla  del  producto: 

y'  =  uex  +  e  V,  y"  =  uex  +  2  e  V  +  exu". 

Por  sustitución  de  y  y  y"  en  la  ED  original,  ésta  se  simplifica  a 

y" -y  =  ex(u"  +  2u')  =  0. 

Dado  que  ex  =p  0,  la  última  ecuación  requiere  de  u"  +  2 u'  =  0.  Si  efectuamos  la  susti¬ 
tución  w  =  u' ,  esta  ecuación  lineal  de  segundo  orden  en  u  se  convierte  en  w'  +  2w  =  0,  la 
cual  es  una  ecuación  lineal  de  primer  orden  en  w.  Si  usamos  el  factor  de  integración  e2x, 
podemos  escribir  d/dx  [ e2xw]  =  0.  Después  de  integrar  obtenemos  w  =  c¡e~2t  o  u'  =  c¡e~2x. 
Si  de  nuevo  integramos  se  produce  u  =  -\  c , e~2x  +  c2.  Así 

y  =  u(x)ex  =  -j  e~x  +  c2ex.  (2) 

Si  tomamos  c2  =  0  y  cq  =  -2  obtenemos  la  segunda  solución  deseada,  y2  =  e~  .  Debido 
a  que  W(ex,  e~x )  0  para  toda  x,  las  soluciones  son  linealmente  independientes  en 

(-00, 00).  □ 


Como  hemos  demostrado  que  y\  =  ex  y  y2  =  é~x  son  soluciones  linealmente  indepen¬ 
dientes  de  una  ecuación  lineal  de  segundo  orden,  la  expresión  de  (2)  es  en  realidad  la 
solución  general  de  y"  -  y  =  0  en  (-00,  00). 

I  Caso  general  Suponga  que  dividimos  entre  a2(x)  con  el  fin  de  escribir  la  ecuación 

(1)  en  la  formulación  estándar 

y"  +  P(x)y'  +  Q(x)y  =  0,  (3) 

donde  P(x)  y  Q(x)  son  continuas  en  algún  intervalo  I.  Supongamos  además  que  y¡(x)  es 
una  solución  conocida  de  (3)  en  /,  y  y\(x)  P  0  para  toda  x  en  el  intervalo.  Si  definimos 
y  =  u(x)y j(x),  se  deduce  que 

y'  =  uy{  +  yxu' ,  y"  =  uy"  +  2y{u'  +  yj  u" 

y"  +  Py'  +  Qy  =  u[  +  Py[  +  Q_  ]  +  y¡u"  +  (2 y/  +  Py{)u'  =  0. 

v _ _ _ j 

v 

cero 

Esto  implica  que  debemos  tener 

y¡u"  +  (2 y¡  +  Py\)u'  =0  o  yyw'  +  (2  y/  +  Py{)w  =  0,  (4) 

donde  tenemos  que  establecer  w  =  u' .  Observe  que  la  última  ecuación  de  (4)  es  tanto 
lineal  como  separable.  Si  separamos  las  variables  e  integramos,  obtenemos 

+  P  dx  =  0 
o  wy\  =  C\e-Spdx. 


-  +  2ÍÍ* 

w  y{ 


ln  |  wyf|  =  — 


P  dx  +  c 


3.2  Reducción  de  orden 
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Resolvemos  la  última  ecuación  para  w,  usamos  w  =  w',  e  integramos  de  nuevo: 


u  =  C] 


e~ípdx 

- ^ —  dx  +  c2. 


yí 


Si  elegimos  c,  =  1  y  c2  =  0,  a  partir  de  y  =  u(x)y ¡(x)  encontramos  que  una  segunda  so¬ 
lución  de  la  ecuación  (3)  es 

"  g  ~{P(x)dx 


=  yiW 


■  dx. 


(5) 


Es  un  buen  repaso  verificar  si  la  función  y2(x)  definida  en  (5)  satisface  la  ecuación  (3),  y 
si  y!  y  y2  son  linealmente  independientes  en  cualquier  intervalo  donde  y  i  (x)  no  es  cero. 


Ejemplo  2  Una  segunda  solución  mediante  La  fórmula  (5) 

La  función  yl  =  x2  es  solución  de  x2y"  -  3xy'  +  4y  =  0.  Encontrar  la  solución  general  en 
el  intervalo  (0,  oo). 

I  Solución  A  partir  de  la  forma  estándar  de  la  ecuación, 


3  4 


con  base  en  (5)  encontramos  que  y2  =  x2 


3fdx/x 


■  dx 


i¡dx/x  =  >+  ; 


dx 


=  x2lnx. 


En  el  intervalo  (0,  oo),  la  solución  general  está  dada  por  y  =  c , y ,  +  c-¡y2,  es  decir,  y  =  c ¡x2 

+  c2x2  ln  x.  □ 


Comentarios 


Hemos  derivado  e  ilustrado  cómo  usar  (5)  debido  a  que  esta  fórmula  aparece 
nuevamente  en  la  siguiente  sección  y  en  la  sección  5.2.  Usamos  (5)  sólo  para 
ahorrar  tiempo  al  obtener  un  resultado  deseado.  Su  profesor  le  dirá  si  debe  memo- 
rizar  (5)  o  conocer  primero  los  principios  fundamentales  de  la  reducción  de  orden. 


EJERCICIOS  3.2  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-5. 


En  los  problemas  1  a  16,  la  función  indicada  como  y  i  (x)  es  una 
solución  de  la  ecuación  dada.  Use  la  reducción  de  orden  o  la 
fórmula  (5),  tal  como  se  presentó,  para  encontrar  una  segunda 
solución  y2(x). 


1. 

y"  -  4v'  +  4y  =  0; 

yt  =  e2* 

2. 

y"  +  2y'  +  y  =  0; 

>jí 

H 

II 

£ 

3. 

y"  +  16y  =  0; 

y!  =  eos  4x 

4. 

y"  +  9y  =  0; 

yj  =  sen  3x 

5. 

1 

II 

O 

yj  =  cosh  x 

6. 

y"  -  25y  =  0; 

yi  =  e5* 

7. 

9y"  -  12y'  +  4v  =  0; 

yx  =  e2xl3 

8. 

6y"  +  y'-y  =  0; 

rn 

II 

9. 

x2y"  -  Ixy'  +  16y  =  0 

;  yi=x4 

10. 

x2y"  +  2xy'  -  6y  =  0; 

y^x2 

11. 

xy"  +  y'  =  0; 

y:  =  ln  x 

1 2.  4xy  +  y  =  0;  yx  =  xm  ln  x 

1 3.  x2y"  -  xy'  +  2y  =  0;  yl  =  x  sen(ln  x) 

1 4.  x2y"  -  3 xy'  +  5y  =  0;  y¡  =  x2  cos(ln  x) 

15.  (1  -  2x  -  x2)y"  +  2(1+  x)y'  -  2y  =  0;  y,  =  x  +  1 

16.  (1  -x2)y"  +  2 xy'  =  0;  y¡  =  1 

En  los  problemas  17  a  20,  la  función  indicada  y-^ix)  es  una  so¬ 
lución  de  la  ecuación  homogénea  asociada.  Use  el  método  de 
reducción  de  orden  para  encontrar  una  segunda  solución  y2(x) 
de  la  ecuación  homogénea  y  una  solución  particular  de  la  ecua¬ 
ción  no  homogénea  dada. 

17.  y"-4y  =  2;  y1  =  e_2jf 

18.  y"  +  y'  =  1;  y¡  =  1 

19.  y"-3y'  +  2y  =  5e3x;  y,  =  ex 

20.  y"  -  4y'  +  3y  =  x;  y,  =  ex 


118 


CAPITULO  3  Ecuaciones  diferenciales  de  orden  superior 


Problemas  de  análisis 

21.  a)  Proporcione  una  demostración  convincente  de  que 

la  ecuación  de  segundo  orden  ay"  +  by'  +  cy  =  0, 
siendo  a,  b  y  c  constantes,  siempre  posee  al  menos 
una  solución  de  la  forma  yx  =  e"‘,x ,  m,  es  una  cons¬ 
tante. 

b )  Explique  por  qué  la  ecuación  diferencial  dada  en  la 
parte  a )  debe  tener  entonces  una  segunda  solución, 
ya  sea  de  la  forma  y2  =  e™/  o  como  y2  =  xem,x,  m¡ 
y  m2  son  constantes. 

c)  Examine  de  nuevo  los  problemas  1  a  8.  ¿Puede  ex¬ 
plicar  por  qué  en  las  partes  a)  y  b)  anteriores  las 
expresiones  no  se  contradicen  con  las  respuestas  a 
los  problemas  3  a  5? 

22.  Verifique  si  v/x)  =  x  es  una  solución  de  xy" -xy'  +y  =  0. 

Use  la  reducción  de  orden  para  encontrar  una  segunda 


solución  y2(x)  en  la  forma  de  una  serie  infinita.  Calcule 
un  intervalo  de  definición  para  y2(x). 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

23.  a)  Verifique  si  V|(x)  =  é:  es  una  solución  de 
xy"  ~(x+  10)/  +  lOy  =  0. 

b)  Use  (5)  para  encontrar  una  segunda  solución  y2{x). 
Con  ayuda  de  un  sistema  algebraico  computacional 
realice  la  integración  requerida. 

c)  Explique,  mediante  el  corolario  A)  del  teorema  3.2, 
por  qué  la  segunda  solución  puede  escribirse  de  ma¬ 
nera  compacta  como 

10  1 

y¿x)  =  2  -t*-. 

„  =  0  «! 


Ecuaciones  lineales  homogéneas 
con  coeficientes  constantes 


■  Introducción  Hemos  visto  que  la  ED  lineal  de  primer  orden  y'  +  ay  =  0,  donde  a 
es  una  constante,  posee  la  solución  exponencial  y  =  en  el  intervalo  (-oo,  oo).  Por  lo 
tanto,  es  natural  preguntarse  si  existen  soluciones  exponenciales  para  ecuaciones  diferen¬ 
ciales  lineales  homogéneas  de  orden  superior 

any{n)  +  an-iy(n~l)  +  +aly'+a0y  =  0,  (1) 

donde  los  coeficientes  a¡,  i  =  0,  1, . . . ,  n  son  constantes  reales  y  an  V  0.  Lo  sorprendente 
es  que  todas  las  soluciones  de  estas  ecuaciones  de  orden  superior  son  funciones  expo¬ 
nenciales  o  están  construidas  a  partir  de  funciones  exponenciales. 

■  Ecuación  auxiliar  Comencemos  por  considerar  el  caso  especial  de  una  ecuación  de 
segundo  orden 

ay"  +  by'  +  cy  =  0.  (2) 

Si  intentamos  encontrar  una  solución  de  la  forma  y  =  emx,  entonces,  después  de  sustituir 
y'  =  me'nx  y  y"  =  m2e'nx,  la  ecuación  (2)  se  convierte  en 

+  bine™  +  cemx  =  0  o  emx(am2  +  bm  +  c)  =  0. 

Como  emx  nunca  es  cero  para  valores  reales  de  x,  evidentemente  la  única  forma  que  tiene 
esta  función  exponencial  de  satisfacer  la  ecuación  diferencial  (2)  es  elegir  m  como  una 
raíz  de  la  ecuación  cuadrática 

anr  +  bm  +  c  =  0.  (3) 

Esta  última  ecuación  se  denomina  ecuación  auxiliar  de  la  ecuación  diferencial  (2).  Dado 
que  las  dos  raíces  de  (3)  son  ml  =  (- b  +  \/ b2  —  4ac)/2a  y  m2  =  {-b  \/b 2  —  4ac)/2a 

habrá  tres  formas  de  la  solución  general  de  (1)  correspondientes  a  los  tres  casos: 

m j  y  m2  son  reales  y  distintas  ( b 2  -  4 ac  >  0), 
m1  y  m2  son  reales  e  iguales  ( b 2  -  4 ac  =  0),  y 
m1  y  m2  son  números  complejos  conjugados  ( b 2  -  4 ac  <  0). 

Analizaremos  a  continuación  cada  uno  de  estos  casos. 

Caso  I:  Raíces  reales  distintas  Bajo  el  supuesto  de  que  la  ecuación  auxiliar 

(3)  tiene  dos  raíces  reales  distintas  /«,  y  m2,  encontramos  dos  solucio- 
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nes,  y,  =  enhX  y  y2  =  e'v.  Vemos  que  estas  funciones  son  linealmente 
independientes  en  (-00,  00)  y,  por  lo  tanto,  forman  un  conjunto  funda¬ 
mental.  Se  deduce  que  en  este  intervalo  la  solución  general  de  (2)  es 

y  =  Cíe"'1'  +  c2e"v-  (4) 

Caso  II:  Raíces  reales  repetidas  Cuando  ml  =  m2,  necesariamente  ob¬ 

tenemos  sólo  una  solución  exponencial,  y l  =  em'x .  De  la  ecuación 
cuadrática  encontramos  que  ml  =  -b/2a  pues  la  única  forma  de  ob¬ 
tener  ml  =  m2  es  con  b2  -  4 ac  =  0.  Del  análisis  efectuado  en  la  sec¬ 
ción  3.2  deducimos  que  una  segunda  solución  de  la  ecuación  es 


y2  =  em'x 


e2mlX 
! x' 


dx  =  em 


dx  =  xem 


(5) 


En  (5)  hemos  aplicado  el  hecho  de  que  -b/a  =  2m¡.  Entonces  la  solu¬ 
ción  general  es 

y  =  c,  em<x  +  c2xem'x .  (6) 

Caso  III:  Raíces  conjugadas  complejas  Si  mt  y  m2  son  complejas,  entonces 
podemos  escribir  ml  =  a  +  ¡p  y  m2  =  a-  i¡ 3,  donde  a  y  j3  >  0  son  rea¬ 
les  e  i2  =  -1.  Formalmente,  no  hay  diferencia  entre  este  caso  y  el  I, 
por  lo  que 

y  =  C1eia  +  ií))x  +  C2eia~iíi>x. 

No  obstante,  en  la  práctica  preferimos  trabajar  con  funciones  reales  y 
no  con  exponenciales  complejos.  Para  este  fin  usamos  la  fórmula  de 
Euler: 


e,e  =  eos  8  +  i  sen  8, 

donde  0  es  cualquier  número  real.*  De  esta  fórmula  se  deduce  que 

ei/3*  _  CQS  px  +  ¡  sen  px  y  e-ipx  _  CQS  px  _  ¿  sen  (7) 

donde  hemos  usado  eos  (-px)  =  eos  j8.r  y  sen(-j8jc)  =  -sen  px. 
Observe  que  al  sumar  primero  y  restar  después  las  dos  ecuaciones 
incluidas  en  (7)  obtenemos,  respectivamente, 

e,px  +  e~,l3x  =  2  eos  Px  y  e‘Px  -  e~,px  =  2 i  sen  Px. 

Dado  que  y  =  Cxe(a  +  ,^)X  +  C2e(a  ~ )x  es  una  solución  de  (2)  para  cual¬ 
quier  elección  de  las  constantes  Cj  y  C2,  las  elecciones  Cj  =  C2  =  1  y 
Cj  =  1,  C2  =  -1  dan,  a  su  vez,  dos  soluciones: 

y  ^  =  g(a  +  iP)x  e(a  -  ¡P)x  y  _  e(a  +  ¡P)x  _  g(a  -  i/3)x 

Pero  y!  =  eax(eifíx  +  e~¡fíx)  =  2eax  eos  Px 

y  y2  =  eax(eilSx  -  e~ifix)  =  2 ieax  sen  Px. 

Por  lo  tanto,  con  base  en  el  corolario  A)  del  teorema  3.2,  los  últimos  dos  resultados 
muestran  que  eax  eos  Px  y  eax  sen  px  son  soluciones  reales  de  (2).  Además,  estas  solucio- 


*Una  deducción  formal  de  la  fórmula  de  Euler  se  puede  obtener  a  partir  de  la  serie  de  Maclaurin 
e*  =  xII/n\  al  sustituir*  =  id,  usar  i 2  =  -1,  i 3  =  y  después  separar  las  series  en  sus  partes  real  e 

imaginaria.  Una  vez  establecida  así  la  viabilidad,  podemos  adoptar  eos  6  +  i  sen  0  como  la  definición  de  e‘e. 
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nes  forman  un  conjunto  fundamental  en  (-00,  00).  En  consecuencia,  la  solución  general 
es 

y  =  cLeax  eos  ¡3x  +  c2eax  sen  fix  =  eax(c¡  eos  ¡3x  +  c2  sen  fíx).  (8) 


Ejemplo  1  Ecuaciones  diferenciales  de  segundo  orden 

Resolver  las  siguientes  ecuaciones  diferenciales 

a)2y"-5y'-3y  =  0  b)  y"  -  10/  +  25y  =  0  c)  y"  +  Ay'  +  ly  =  0 

I  Solución  Proporcionamos  las  ecuaciones  auxiliares,  las  raíces  y  las  soluciones  gene¬ 
rales  correspondientes. 

a)  2 nr  -  5 m  -  3  =  (2 m  +  1  )(m  -  3),  ml  =  ,  m2  =  3. 

De  (4),  y  =  cxe~x'2  +  c2e2x. 

b)  m2  -  10 m  +  25  =  (m  -  5)2,  mt  =  m2  =  5. 

De  (6),  y  =  cxe5x  +  c2xe5x. 

c)  m2  +  Am  +  7  =  0,  m¡  =  -2  +  V3  i,  m2  =  -2  -  V3  i. 

De  (8)  con  a  =  - 2,  ¡3  =  V3,  y  =  e~2x(cx  eos  V3x  +  c2  sen  V3x). 


Ejemplo  2  Un  problema  de  valor  inicial 

Resolver  el  problema  de  valor  inicial  4y"  +  4y'  +  17y  =  0,  y(0)  =  -1,  y'(0)  =  2. 

I  Solución  Por  la  fórmula  cuadrática  encontramos  que  las  raíces  de  la  ecuación  auxiliar 
Am2  +  4/«  +17  =  0  son  m,  =  -  \  +  2¿  y  w2  =  - 1  -  2 i.  Por  lo  tanto,  a  partir  de  (8)  tenemos 
y  =  e~xn(cx  eos  2 x  +  c2  sen  2x).  Al  aplicar  la  condición  y(0)  =  -1 ,  vemos  de  e°(c¡  eos  0  +  c2 
sen  0)  =  -1  que  r,  =  -1 .  Si  diferenciamos  y  =  e~x,2(-cos  2x  +  c2  sen  2x)  y  después  usamos 
y'(0)  =  2  obtenemos  2 c2  +  k  =  2  o  c2=  \ .  Entonces  la  solución  del  PVI  es  =  e~xL 
2x  +  I  sen  2x).  En  la  figura  3.4  vemos  que  la  solución  es  oscilatoria  pero  y  — >  0  cuando  x  — > 
o°  y  |y|  — »  00  cuando  x  — » -00. 

■  Dos  ecuaciones  importantes  Las  dos  ecuaciones  diferenciales 

y"  +  ley  =  0  y  y"  -  k2y  =  0, 

siendo  le  un  número  real,  son  importantes  en  matemáticas  aplicadas.  Para  y"  +  k2y  =  0,  la 
ecuación  auxiliar  m2  +  k2  =  0  tiene  raíces  imaginarias  mx  =  ki  y  m2  =  -ki.  Con  a  =  0  y 
(8  =  k  de  (8),  la  solución  general  de  la  ED  es 

y  =  cx  eos  kx  +  c2  sen  kx.  (9) 

Por  otra  parte,  la  ecuación  auxiliar  m2  -  k2  =  0  para  y"  -  k2y  =  0  tiene  raíces  reales  dis¬ 
tintas  mx  =  k  y  m2  =  -k  y,  por  lo  tanto,  en  virtud  de  (4)  la  solución  general  de  la  ED  es 

y  =  cxekx  +  c2e-kx.  (10) 

Observe  que  si  elegimos  c,  =  c2  =  |  y  cx  =  c2  =  -  \  en  (10),  obtenemos  las  soluciones 
particulares  y  =  y(etx  +  e_foí)  =  cosh  kx  y  y  =  |(efa  -  e_fac)  =  senh  kx.  Dado  que  cosh  kx  y 
senh  kx  son  linealmente  independientes  en  cualquier  intervalo  del  eje  x,  una  forma  alter¬ 
nativa  para  la  solución  general  de  y"  -  ley  =  0  es 

y  =  c,  cosh  kx  +  c2  senh  kx.  (11) 

Vea  los  problemas  41,  42  y  53  en  los  ejercicios  3.3. 

I  Ecuaciones  de  orden  superior  En  general,  para  resolver  una  ecuación  diferencial 
de  orden  superior 

a„yM  +  a„_  1y("  ■  0  +  ■  ■  •  +  a2y"  +  axy'  +  a0y  =  0,  (12) 


y 


Figura  3.4  Gráfica  de  La  solución 
del  problema  de  vaLor  inicial  en  el 
ejemplo  2 


3.3  Ecuaciones  lineaLes  homogéneas  con  coeficientes  constantes 
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donde  las  a¡,  i  =  0,  1,  . . . ,  n  son  constantes  reales,  debemos  solucionar  una  ecuación 
polinomial  de  n-ésimo  grado 

anmn  +  an_lmn~ 1  +  •  •  •  +  a2m2  +  a^rn  +  a0  =  0.  (13) 

Si  todas  las  raíces  de  (13)  son  reales  y  distintas,  entonces  la  solución  general  de  (12)  es 

y  =  ciem  i'  +  c2e'"2'  +  ■  ■  ■  +  cne"'»-'. 

Elaborar  un  resumen  para  los  análogos  de  los  casos  II  y  III  resulta  un  tanto  difícil  de¬ 
bido  a  que  las  raíces  de  una  ecuación  auxiliar  de  un  grado  mayor  al  segundo  se  pueden 
presentar  en  muchas  combinaciones.  Por  ejemplo,  una  ecuación  de  quinto  grado  puede 
tener  cinco  raíces  reales  diferentes,  o  tres  raíces  reales  distintas  y  dos  raíces  complejas,  o 
una  raíz  real  y  cuatro  raíces  complejas,  o  cinco  raíces  reales  pero  iguales,  o  cinco  raíces 
reales  pero  con  dos  de  ellas  iguales,  y  así  sucesivamente.  Cuando  ml  es  una  raíz  de  multi¬ 
plicidad  k  de  una  ecuación  auxiliar  de  «-ésimo  grado  (es  decir,  k  raíces  son  iguales  a  »q), 
es  posible  demostrar  que  las  soluciones  independientemente  lineales  son 

emxx  j£gm\x  x 2gmlx  emxx 

y  la  solución  general  debe  contener  la  combinación  lineal 

ciem'x  +  c2xem'x  +  c3x2  em,x  +  ■  ■  ■  +  ckxk~1em'x. 

Por  último,  se  debe  recordar  que  cuando  los  coeficientes  son  raíces  reales  y  complejas 
de  una  ecuación  auxiliar,  siempre  aparecen  en  pares  conjugados.  Así,  por  ejemplo,  una 
ecuación  polinomial  cúbica  puede  tener  a  lo  sumo  dos  raíces  complejas. 


Ejemplo  3  Ecuación  diferencial  de  tercer  orden 

Resolver  y1"  +  3 y"  -  4y  =  0. 

■  Solución  Por  inspección  de  m 3  +  3 m2  -4  =  0  debe  resultar  evidente  que  una  raíz  es 
=  1  y,  por  lo  tanto,  m-  1  es  un  factor  de  ni3  +  3 nr  -  4.  Al  dividir  encontramos 

m3  +  3 m2  -  4  =  (m  -  1  )(m2  +  4 m  +  4)  =  (m  -  1  )(m  +  2)2, 

así  que  las  demás  raíces  son  m2  =  m3  =  -2.  En  consecuencia,  la  solución  general  es 

y  =  c¡ex  +  c2e-2*  +  c3xe-2*. 


Ejemplo  4  Ecuación  diferencial  de  cuarto  orden 

d4y  d2  y 

Resolver  — -r  +  2  — +  y  =  0. 

dx 4  dx 2  ’ 

Solución  La  ecuación  auxiliar  m 4  +  2 m2  +  1  =  ( m 2  +  l)2  =  0  tiene  raíces  m1  =  /m,  =  i  y 
m2  =  /;¡4  =  -i.  Por  lo  tanto,  con  base  en  el  caso  II,  la  solución  es 

y  =  Cje“  +  C2eix  +  C3xe“  +  C4xe~ix. 

En  virtud  de  la  fórmula  de  Euler,  la  agrupación  Cje“  +  C2é~,x  se  puede  volver  a  escribir 
como  c1  eos  x  +  c2  sen  x  después  de  reasignar  las  constantes.  De  manera  similar,  x(C3e,x  + 
C4e~,x)  puede  expresarse  como  x(c3  eos  x  +  c4  sen  x).  Por  lo  tanto,  la  solución  general  es 

y  =  c¡  eos  x  +  c2  sen  x  +  c3x  eos  x  +  c4x  sen  x. 

El  ejemplo  4  ilustra  un  caso  especial  donde  la  ecuación  auxiliar  tiene  raíces  complejas 
repetidas.  En  general,  si  m¡  =  a  +  i/3,  (i  >  0,  es  una  raíz  compleja  de  multiplicidad  k  de 
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una  ecuación  auxiliar  con  coeficientes  reales,  entonces  su  conjugado  m2  =  a  -  ifi  es  tam¬ 
bién  una  raíz  de  multiplicidad  k.  A  partir  de  las  soluciones  2 k  complejas  determinadas 

e(a  +  ¡P)x  xe(a  +  ¡P)x  +  '0)*  “  lg(“  +  ¿/3)x 

e(a-¡P)x  Xe(a-ip)x  ^gia-ipix  lg(a  -  i0)x 

concluimos,  con  ayuda  de  la  fórmula  de  Euler,  que  la  solución  general  de  la  ecuación 
diferencial  correspondiente  debe  contener  entonces  una  combinación  lineal  de  las  solu¬ 
ciones  reales  linealmente  independientes  2 k 

e"x  eos  fix,  xeax  eos  fix,  x2eax  eos  fix,  ...,  xk~  1eax  eos  fix 

eax  sen  fix,  xeax  sen  fix,  x2eax  sen  fix,  ...,  xk~  leax  sen  fix. 

En  el  ejemplo  4,  identificamos  k  =  2,  a  =  0  y  /3  =  1. 

Por  supuesto,  al  resolver  ecuaciones  diferenciales  de  coeficientes  constantes,  el  as¬ 
pecto  más  difícil  es  encontrar  raíces  de  las  ecuaciones  auxiliares  de  grado  mayor  al 
segundo.  Por  ejemplo,  para  resolver  3/"  +  5 y"  +  10y'  -  4y  =  0  debemos  resolver  3/n3 
+  5 m2  +  10 m  -4  =  0.  Algo  que  podemos  intentar  es  comprobar  la  ecuación  auxiliar  en 
cuanto  a  raíces  racionales.  Recuerde,  si  m1  =  plq  es  una  raíz  racional  (expresada  en  los 
menores  términos)  de  una  ecuación  auxiliar  anmn  +  •  •  •  +  atm  +  a0  =  0  con  coeficientes 
enteros,  entonces  p  es  un  factor  de  a0y  q  es  un  factor  de  a„.  Para  nuestra  ecuación  auxi¬ 
liar  cúbica  específica,  todos  los  factores  de  a0  =  -4  y  an  =  3  son  p:  ±1,  ±2,  ±4  y  q: 
±1,  ±3,  así  que  las  posibles  raíces  racionales  son  plq:  ±1,  ±2,  ±4,  ±|,  ±§,  ±f .  Por  lo 
tanto,  cada  uno  de  estos  números  se  puede  comprobar,  digamos,  mediante  división  sinté¬ 
tica.  De  esta  forma  descubrimos  tanto  la  raíz  mt  =  |  como  la  factorización 

3 m3  +  5 m2  +  10 m  -  4  =  {m  —  |)  (3 m2  +  6 m  +  12). 

La  fórmula  cuadrática  produce  entonces  las  raíces  restantes  m2  =  -1  +  V3i  y  m3  =  -1 
-V3 i.  En  consecuencia,  la  solución  general  de  3/"  +  5y"  +  10y'  -  4y  =  0  es 

e~x{c2  eos  V3  x  +  c3  sen  V3.r). 

■  Uso  de  La  computadora  Encontrar  raíces  o  aproximaciones  de  raíces  de  ecuaciones 
polinomiales  es  un  problema  rutinario  cuando  se  trabaja  con  una  calculadora  o  un  pro¬ 
grama  de  cómputo  adecuados.  Los  sistemas  algebraicos  computacionales  Mathematica 
y  Maple  pueden  resolver  ecuaciones  polinomiales  (en  una  variable)  de  grado  menor  que 
el  quinto  en  términos  de  fórmulas  algebraicas.  Para  la  ecuación  auxiliar  examinada  en  el 
párrafo  anterior,  los  comandos 

Solve[3  mA3  +  5  mA2  +  10  m  -  4  =  =  0,  m]  (en  Mathematica) 

solve(3*mA3  +  5*mA2  +  10*m  -  4,  m);  (en  Maple) 

producen  de  manera  inmediata  sus  representaciones  de  las  raíces  f ,  -1  +  V3  i,  -1  -  V3  i. 
Para  ecuaciones  auxiliares  de  grado  mayor,  podrá  ser  necesario  recurrir  a  comandos  nu¬ 
méricos  como  NSolve  y  FindRoot  en  Mathematica.  Debido  a  su  capacidad  para  resolver 
ecuaciones  polinomiales,  no  sorprende  que  algunos  sistemas  algebraicos  de  cómputo 
puedan  también  dar  soluciones  explícitas  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  homogé¬ 
neas  con  coeficientes  constantes.  Por  ejemplo,  las  entradas 

DSolve  [y"[x]  +  2  y'[x]  +  2  y[x]  =  =  0,  y[x],  x]  (en  Mathematica) 

dsolve(diff(y(x),x$2)  +  2*diff(y(x),x)  +  2*y(x)  =  0,  y(x));  (en  Maple) 

producen,  respectivamente, 

rn  ^  C[2]Cos[x]  -  C[l]Sen[x] 

y[x]  ->  - -  (!4) 

y  y(x)  =  _C1  exp(-x)  sen(x)  -  _C2  exp(-x)  cos(x) 

Traducido,  esto  significa  que  y  =  c2e~x  eos  x  +  c¡e~x  sen  x  es  una  solución  de  v"  +  2y'  + 
2y  =  0. 


3.3  Ecuaciones  lineales  homogéneas  con  coeficientes  constantes 
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En  el  texto  clásico  Ecuaciones  diferenciales  de  Ralph  Palmer  Agnew*  (usado  por  el 
autor  cuando  era  estudiante)  se  encuentra  el  siguiente  enunciado: 

No  es  razonable  esperar  que  los  estudiantes  inscritos  en  este  curso  tengan  la  habi¬ 
lidad  computacional  ni  el  equipo  necesario  para  resolver  de  manera  eficiente  ecua¬ 
ciones  como 

cfy  d\  (fy  dy 

4.317  — 4  +  2.179  +  1.416  — 4  +  1.295  -f-  +  3.169y  =  0.  (15) 

dx  dx  dx~  dx 

Aunque  es  debatible  si  las  habilidades  computacionales  han  mejorado  en  los  años  trans¬ 
curridos,  donde  no  hay  duda  es  en  que  la  tecnología  sí  ha  progresado.  Si  tenemos  acceso 
a  un  sistema  algebraico  de  cómputo,  la  ecuación  (15)  podría  considerarse  razonable. 
Después  de  la  simplificación  y  de  algunas  reasignaciones  del  resultado,  Mathematica 
produce  la  solución  general  (aproximada) 

y  =  c1é’-°'728852xcos(0.618605jc)  +  c2e-°-728852*  sen(0.618605x) 

+  c3e~°A16418x  cos(0. 75908 lx)  +  cAe^A1M18x  sen(0.759081x). 

En  la  transición,  advertimos  que  en  Mathematica  y  Maple  los  comandos  DSolve  y 
dsolve,  al  igual  que  muchos  aspectos  de  cualquier  sistema  asistido  por  computadora 
(CAS,  por  sus  siglas  en  inglés),  tienen  sus  limitaciones. 

Por  último,  si  estamos  frente  a  un  problema  de  valor  inicial  que  consista  en,  digamos, 
una  ecuación  diferencial  de  cuarto  orden,  entonces,  para  ajustar  la  solución  general  de  la 
ED  a  las  cuatro  condiciones  iniciales  debemos  resolver  un  sistema  de  cuatro  ecuaciones 
lineales  con  cuatro  incógnitas  (c1;  c2,  c3  y  c4  en  la  solución  general).  Podemos  ahorrar 
mucho  tiempo  al  resolver  el  sistema  con  ayuda  de  un  CAS.  Vea  los  problemas  35,  36,  61 
y  62  en  los  ejercicios  3.3. 


*McGraw-Hill,  Nueva  York,  1960. 


Comentarios 


En  caso  de  que  se  lo  esté  preguntando,  el  método  de  esta  sección  también  funciona 
para  ecuaciones  diferenciales  lineales  homogéneas  de  primer  orden  ay'  +  by  =  0 
con  coeficientes  constantes.  Por  ejemplo,  para  resolver,  digamos,  2 y1  +  1  y  =  0,  sus¬ 
tituimos  y  =  emx  en  la  ED  para  obtener  la  ecuación  auxiliar  2m  +  7  =  0.  Usando 
m  =  — 2 ,  la  solución  general  de  la  ED  es  entonces  y  =  cxe~lxl2. 


EJERCICIOS  3.3 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-5. 


En  los  problemas  1  a  14,  encuentre  la  solución  general  de  la  18.  y"’  +  3 y"  -  4 y'  -  12y  =  0 


ecuación  diferencial  de  segundo  orden  dada. 

d2u  cfu 

1. 

4y"  +  y'  =  0 

2. 

y"  -  36y  =  0 

19. 

— y  H - ~ - 2  u  = 

dt 3  dt2 

0 

3. 

y"  — y'-6y  =  0 

4. 

y"  -  3y'  +  2y  =  0 

d3x  d2x 

5. 

y"  +  8y'  +  16y  =  0 

6. 

y"  -  10v'  +  25y  =  0 

20. 

—v - x  ~  4x  = 

dr  dt 

0 

7. 

1 

LA 

1 

vT* 

II 

o 

8. 

y" +  4 y' -y  =  0 

21. 

y'"  +  3y"  +  3y'  +  y  = 

0 

9. 

y"  +  9y  =  0 

10. 

O 

II 

+ 

V 

cn 

11. 

y"  -  4y'  +  5y  =  0 

12. 

2y"  +  2y'  +  y  =  0 

22. 

y"'-6y"+  12y'-8y 

=  0 

13. 

3y"  +  2y'  +  y  =  0 

14. 

2y"  -  3y'  +  4y  =  0 

23. 

y(4)  +  y'"  +  y"  =  0 

En  los  problemas  15  a  28,  encuentre  la  solución  general  de  la 
ecuación  diferencial  de  orden  superior  dada. 

15.  y”'  -  4y"  -  5/  =  0 

16.  y'" -y  =  0 

17.  y"'  -  5y"  +  3y'  +  9y  =  0 


24.  y(4)  -  2y"  +  v  =  0 
cfy  d2y 

25'  l6d7  +  24^  +  9y  =  ° 


26. 


dS  ^  d2y 
dx 2 


dx 4 


-  7 


-  18y  =  0 


124 


CAPITULO  3  Ecuaciones  diferenciales  de  orden  superior 


46. 


27. 

28. 


_.  ..  u  du 

,  +  5  — t —  2  — r —  10  — H - h  5n  =  0 

í//-5  dr4  di 3  di 2  dr 


d5x  d4x  d3x  d2x 

2  — r  —  7  — t  +  12  — r-  +  8  — y  =  0 

ds5  ds 4  <¿s3 


En  los  ejercicios  29  a  36,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
dado. 


29.  y"  +  16y  =  0,  y(0)  =  2,  y'(0)  =  -2 

30.  $  +  .v(f)-0,/(f)-2 

¿/2y  dy 

”•  ^  =  °^(1) “ 2 

32.  4/  -  4/  -  3y  =  0,  y(0)  =  1,  y'(0)  =  5 

33.  y"  +  y'  +  2y  =  0,  v(0)  =  y'(0)  =  0 

34.  y"  -  2 y'  +  y  =  0,  y(0)  =  5,  /(0)  =  10 

35.  /"  +  12/  +  36y'  =  0,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  1,  v"(0)  =  -7 

36.  i"  +  2 y"  -  5 y'  -  6y  =  0,  y(0)  =  y'(0)  =  0,  /(O)  =  1 

En  los  ejercicios  37  a  40,  resuelva  el  problema  de  valores  en  la 
frontera  dado. 


37.  /  -  10 y'  +  25y  =  0,  y(0)  =  1,  y(l)  =  0 

38.  y"  +  4y  =  0,  y(0)  =  0,  /tt)  =  0 

39.  y"  +  y  =  0,  y'(0)  =  0,  y'fy)  =  0 

40.  y"  -  2y'  +  2y  =  0,  y(0)  =  1,  y(ir)  =  1 

En  los  ejercicios  41  y  42,  resuelva  el  problema  dado  usando  pri¬ 
mero  la  forma  de  la  solución  general  dada  en  (10);  luego  hágalo 
mediante  la  forma  dada  en  (11). 

41 .  y"  -  3y  =  0,  y(0)  =  1,  y'(0)  =  5 

42.  y" -y  =  0,  y(0)  =  1, y'(l)  =  0. 

En  los  problemas  43  a  48,  cada  figura  representa  la  gráfica  de 
una  solución  particular  para  una  de  las  siguientes  ecuaciones 
diferenciales: 

a)  y"-3y'-4y  =  0  b)  y"  +  4y  =  0 

c)  y"  +  2y'  +  y  =  0  d)  y" +  y  =  0 

e)  y"  +  2y'+2y  =  0  /)  y"-3y'  +  2y  =  0 

Haga  coincidir  una  curva  solución  con  una  de  las  ecuaciones 
diferenciales.  Explique  su  razonamiento. 

43. 

V 


Figura  3.5  Gráfica  para  el 
probLema  43 


Figura  3.6  Gráfica  para  el 
problema  44 


45. 


Figura  3.7  Gráfica  para  el 
problema  45 


47. 


igura  3.9  Gráfica  para  el 
problema  47 


¡gura  3.8  Gráfica  para  el 
problema  46 


Figura  3.10  Gráfica  para  el 
probLema  48 


Problemas  de  análisis 

49.  Las  raíces  de  una  ecuación  auxiliar  cúbica  son  m,  =  4 
y  m2  =  m3  =  -5.  ¿Cuál  es  la  ecuación  diferencial  lineal 
homogénea  correspondiente?  Analice:  ¿su  respuesta  es 
única? 


50.  Dos  raíces  de  una  ecuación  auxiliar  cúbica  con  coeficien¬ 
tes  reales  son  y  m2  =  3  +  i.  ¿Cuál  es  la  ecuación 

diferencial  lineal  homogénea  correspondiente? 

51 .  Encuentre  la  solución  general  de  y'"  +  6y"  +  y'  -  34y  =  0 
sabiendo  que  yx  =  e-4*  es  una  solución. 

52.  Para  resolver  y<4)  +  y  =  0  debemos  encontrar  las  raíces 
de  m4  +1=0.  Este  es  un  problema  trivial  cuando  se  usa 
un  CAS,  pero  puede  hacerse  a  mano  si  se  trabaja  con  nú¬ 
meros  complejos.  Observe  que  m4  +  1  =  (rn:  +  l)2  -  2nr. 
¿En  qué  ayuda  esto?  Resuelva  la  ecuación  diferencial. 


53. 


Verifique  si  y  =  senh  x  -  2  eos 


es  una  solu¬ 


ción  particular  de  y<4)  -  y  =  0.  Haga  coincidir  esta  so¬ 
lución  particular  con  la  solución  general  de  la  ecuación 
diferencial. 


54.  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera  y"  +  Ay 
=  0,  y(0)  =  0,  y(ir/2)  =  0.  Analice:  ¿es  posible  determi¬ 
nar  los  valores  de  A  de  manera  que  el  problema  posea 
a )  soluciones  triviales?,  b)  ¿soluciones  no  triviales? 

55.  En  cálculo,  en  el  estudio  de  las  técnicas  de  integración 
podían  evaluarse  ciertas  integrales  indefinidas,  de  la 
forma  /  eax  f{x)  dx  al  aplicar  la  integración  por  par¬ 
tes  dos  veces,  recuperar  la  integral  original  del  lado  de¬ 
recho,  resolver  para  la  integral  original,  y  obtener  un 
múltiplo  constante  k  f  eax  f(x)  dx  del  lado  izquierdo. 
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Entonces,  el  valor  de  la  integral  se  encuentra  al  dividir 
entre  k.  Analice:  ¿para  qué  clase  de  funciones /trabaja 
el  procedimiento  descrito?  Su  solución  debe  llevar  a 
una  ecuación  diferencial.  Examine  cuidadosamente  esta 
ecuación  y  resuelva  para/. 


Modelo  matemático 

56.  Cadena  deslizante  Vuelva  a  leer  el  análisis  de  la  ca¬ 
dena  deslizante  presentado  en  la  sección  1.3  e  ilustrado 
en  la  figura  1.24  de  la  página  27. 

a)  Use  la  forma  de  la  solución  dada  en  la  expresión 
(1 1)  de  esta  sección  para  encontrar  la  solución  gene¬ 
ral  de  la  ecuación  (16)  presentada  en  la  sección  1.3, 


cFx 
dt 2 


b)  Encuentre  una  solución  particular  que  satisfaga  las 
condiciones  iniciales  expresadas  en  el  análisis  de 
las  páginas  26  y  27. 

c)  Suponga  que  la  longitud  total  de  la  cadena  es  L  = 
20  pies,  y  x0  =  1 .  Encuentre  a  qué  velocidad  la  ca¬ 
dena  deslizante  abandona  la  polea  que  la  detiene. 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

En  los  problemas  57  a  60  use  una  computadora,  ya  sea  como 
ayuda  para  resolver  la  ecuación  auxiliar  o  como  un  medio  de 
obtener  directamente  la  solución  general  de  la  ecuación  dife¬ 
rencial  dada.  Si  usa  un  CAS  para  obtener  la  solución  general, 
simplifique  el  resultado  y,  si  fuera  necesario,  escriba  la  solución 
en  términos  de  funciones  reales. 

57.  y'"-6y"  +  2y'  +y  =  0 

58.  6.11/"  +  8.59/'  +  7.93/  +  0.778y  =  0 

59.  3.15/4)  -  5.34/'  +  6.33/  -  2.03y  =  0 

60.  _y(4)  +  2/'  -  /  +  2y  =  0 

En  los  problemas  61  y  62,  use  un  CAS  para  resolver  la  ecuación 
auxiliar.  Forme  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial. 
Después  use  un  CAS  para  resolver  el  sistema  de  ecuaciones  para 
los  coeficientes  c¡  i  =  1, 2,  3, 4  que  resultan  cuando  las  condicio¬ 
nes  iniciales  se  aplican  a  la  solución  general. 

61 .  2y(4)  +  3/"  -  16/'  +  15/  -  4y  =  0, 

/O)  =  -2,  /(O)  =  6,  /'(O)  =  3,  /"(O)  =  i 

62.  y(4)  -  3/"  +  3/'  -  y'  =  0, 

y(0)=/(0)  =  0,/'(0)=/"(0)=  1 


I 
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■  Introducción  Para  resolver  una  ecuación  diferencial  lineal  no  homogénea 

an-y(n)  +  an- 1/1-11  +  •  •  •  +  fli/  +  a0y  =  g(x)  (1) 

debemos  hacer  dos  cosas:  i)  encontrar  la  función  complementaria  y,,;  i  i)  encontrar  cual¬ 
quier  solución  particular  yp  de  la  ecuación  no  homogénea.  Después,  como  se  analizó  en 
la  sección  3 . 1 ,  la  solución  general  de  ( 1 )  en  un  intervalo  /  es  y  =  yc  +  yp. 

La  función  complementaria  yc  es  la  solución  general  de  la  ED  homogénea  asociada 
de  (1),  es  decir, 

anyM  +  a„_i/"_1)  +  •  •  ■  +  axy'  +  a0y  =  0. 

En  la  sección  previa  vimos  cómo  resolver  esta  clase  de  ecuaciones  cuando  los  coeficien¬ 
tes  eran  constantes.  Por  lo  tanto,  nuestro  objetivo  en  esta  sección  es  examinar  un  método 
para  obtener  soluciones  particulares. 

■  Método  de  coeficientes  indeterminados  La  primera  de  las  dos  formas  que  de¬ 
bemos  considerar  para  obtener  una  solución  particular  yp  tiene  el  nombre  de  método  de 
coeficientes  indeterminados.  En  este  método,  la  idea  básica  es  una  conjetura  (en  realidad 
un  supuesto  razonable)  acerca  de  la  forma  de  yp;  esta  conjetura  es  motivada  por  los  tipos 
de  funciones  que  componen  la  función  de  entrada  g(x).  El  método  general  está  limitado  a 
ecuaciones  diferenciales  lineales  no  homogéneas  como  (1),  donde 


Una  constante  k  es 
una  función  polinomial. 


los  coeficientes  a¡,  i  =  0,  1, . . . ,  n  son  constantes,  y 

donde  g{x)  es  una  constante,  una  función  polinomial,  una  función  exponencial  em,  las 
funciones  coseno  o  seno  sen  jix  o  eos  fix,  o  sumas  y  productos  finitos  de  estas  funciones. 

En  términos  estrictos,  g(x)  =  k  (una  constante)  es  una  función  polinomial.  Dado  que  una 
función  constante  probablemente  no  sea  la  primera  cosa  que  nos  viene  a  la  mente  cuando 
pensamos  en  funciones  polinomiales,  con  el  fin  de  enfatizar,  continuaremos  usando  la 
redundancia  “funciones  constantes,  funciones  polinomiales,  ...”. 
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Las  siguientes  funciones  son  algunos  ejemplos  de  los  tipos  de  entradas  g(x)  apropia¬ 
dos  para  este  análisis: 


g(x)  =10,  g(x)  =  x2  -  5x,  g(x)  =  15x  -  6  +  ?>e~x 
g(x)  =  sen  3x -  5jc  eos  2x,  g{x)  =  xe *  sen x  +  (3x2  -  1  )e~Ax. 

Es  decir,  g(x)  es  una  combinación  lineal  de  funciones  del  tipo 

P( x)  =  anx"  +  a„_lxn~1  +  ■■■  +  a¡x  +  a0,  P(x)eax,  P(x)eax  sen  px  y  P(x)enx  eos  ¡3x 

donde  n  es  un  entero  no  negativo  y  a  y  /3  son  números  reales.  El  método  de  coeficientes 
indeterminados  no  es  aplicable  a  ecuaciones  de  la  forma  (1)  cuando 

1  , 

g(x)  =  ln  x,  g(x )  =  — ,  g(x)  =  tan  x,  g(x)  =  sen  x, 

x 

y  así  sucesivamente.  Las  ecuaciones  diferenciales  donde  la  entrada  g(x)  es  una  función 
de  este  último  tipo  se  considerarán  en  la  sección  3.5. 

El  conjunto  de  funciones  constituido  por  constantes,  polinomios,  exponenciales  eax, 
senos  y  cosenos  tiene  la  extraordinaria  propiedad  de  que  las  derivadas  de  sus  sumas  y 
productos  son  de  nuevo  sumas  y  productos  de  constantes,  polinomios,  exponenciales  eax, 
senos  y  cosenos.  Dado  que  la  combinación  lineal  de  las  derivadas  any¡,n)  +  an_  typn  ~ 

+  •  •  ■  +  a¡yp  +  a0yp  debe  ser  idéntica  a  g(x),  parece  razonable  asumir  que  yp  tiene  la 
misma  forma  que  g(x). 

Los  siguientes  dos  ejemplos  ilustran  el  método  básico. 


Ejemplo  1  Solución  general  mediante  coeficientes  indeterminados 

Resolver  y"  +  Ay'  -  2y  =  2X1  -  3x  +  6.  (2) 

Solución  Paso  1.  Primero  resolvemos  la  ecuación  homogénea  asociada  y"  +  4 v' 
—  2y  =  0.  De  la  fórmula  cuadrática  encontramos  que  las  raíces  de  la  ecuación  auxiliar 
m2  +  4/«  -2  =  0  son  ml  =  -2  -  Vó  y  m2  =  -2  +  Vó.  Por  lo  tanto,  la  función  comple¬ 
mentaria  es 

_Vc  =  c¡e-(2+V ^  +  c2e^2+V6K 

Paso  2.  Ahora,  como  la  función  g(x)  es  un  polinomio  cuadrático,  asumamos  una  solu¬ 
ción  particular  que  también  esté  en  la  forma  de  un  polinomio  cuadrático: 

yp  =  Ax2  +  Bx  +  C. 

Buscamos  determinar  coeficientes  específicos  A,  B  y  C  para  los  cuales  yp  sea  una  solu¬ 
ción  de  (2).  Al  sustituir  yp  y  las  derivadas  y'p  =  2Ax  +  B  y  y p  =  2A  en  la  ecuación  dife¬ 
rencial  (2)  obtenemos 

y"p  +  4 y'p  -  2yp  =2 A  +  8 Ax  +  4 B-  2 Ax2  -  2 Bx  -  2 C 
=  2x2  -  3x  +  6. 

Como  se  supone  que  la  última  ecuación  es  una  identidad,  los  coeficientes  de  potencias 
iguales  de  x  deben  ser  iguales: 


igual 


Es  decir. 


-2A  =  2,  8A  -  2B  =  -3,  2A+AB-2C  =  6. 


Si  resolvemos  este  sistema  de  ecuaciones  obtenemos  los  valores  A  = 
C  =  -9.  Por  lo  tanto,  una  solución  particular  es 

2  5 

yP  =  -x  -  -x  -  9. 


-!,£  =  -§  y 


3.4  Coeficientes  indeterminados 
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Paso  3.  La  solución  general  de  la  ecuación  dada  es 

y  =  yc+y=  Cle~<-2+^  +  c2e^2+V6>  ~  x2 


9. 


Ejemplo  2  Solución  particular  mediante  coeficientes  indeterminados 

Encontrar  una  solución  particular  de  y"  -y'  +  y  =  2  sen  3x. 

Solución  Un  primer  supuesto  natural  para  encontrar  una  solución  particular  sería  A  sen 
3x.  Pero  como  las  sucesivas  diferenciaciones  de  sen  3x  producen  sen  3x  junto  con  eos 
3x,  en  lugar  de  ello  nos  vemos  impulsados  a  asumir  una  solución  particular  que  incluya 
ambos  términos: 


yp  =  A  eos  3 x  +  B  sen  3x. 

Al  diferenciar  yp  y  sustituir  los  resultados  en  la  ecuación  diferencial  se  tiene,  después  de 
reagrupar, 

y'p-  y p  +  y p  =  (-8A  -  3 B)  eos  3x  +  (3A  -  8 B)  sen  3x  =  2  sen  3x 
o 


igual 


Del  resultante  sistema  de  ecuaciones, 

-8A  -3B  =  0,  3A  -  8R  =  2, 

obtenemos  A  =  y  B  =  — 33 .  Una  solución  particular  de  la  ecuación  es 

6  16 
yp  =  — cos3x  -  —sen 3x. 


Como  ya  mencionamos,  la  forma  que  asumimos  para  la  solución  particular  yp  es  una 
suposición  razonable;  no  es  falsa.  Esta  suposición  debe  considerar  no  sólo  el  tipo  de  fun¬ 
ciones  constitutivas  de  g(x)  sino  también,  como  veremos  en  el  ejemplo  4,  las  funciones 
que  componen  la  función  complementaria  yc. 


Cómo  usar  el  teorema 
3.7  en  la  solución  del 
ejemplo  3. 


Ejemplo  3  Formación  de  yp  por  superposición 

Resolver  y"  -  2/  -  3y  =  4x  -  5  +  óxe2*.  (3) 

Solución  Paso  1.  Primero,  la  solución  de  la  ecuación  homogénea  asociada  y"  -  2y'  -  3y 
=  0  se  encuentra  que  es  yc  =  c¡e~x  +  c2e3x. 

Paso  2.  Después,  la  presencia  de  4x  -  5  en  g(x)  sugiere  que  la  solución  particular  incluye 
un  polinomio  lineal.  Además,  dado  que  la  derivada  del  producto  xe2x  genera  2xelx  y  e2x, 
también  asumimos  que  la  solución  particular  incluye  tanto  xe2x  como  e2x.  En  otras  pala¬ 
bras,  g  es  la  suma  de  dos  tipos  básicos  de  funciones: 

g(x)  =  g  i(x)  +  g2(x)  =  polinomial  +  exponenciales. 

Asimismo,  el  principio  de  superposición  para  ecuaciones  no  homogéneas  (teorema  3.7) 
sugiere  que  buscamos  una  solución  particular 


yP  =  yPl+yp2, 

donde  yp  =  Ax  +  B  y  yp  =  Cxe 2x  +  Ee 2x.  Al  sustituir 

yp  =  Ax  +  B  +  Cxe7*  +  Ee2x 
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en  la  ecuación  (3)  dada  y  reagrupar  términos  parecidos  se  tiene 

y "  -  2y'p  -  3yp  =  -3Ax  -2A-3B-  3 Cxe2x  +  (2 C  -  3E)elx  =  4x  -  5  +  6xe2x.  (4) 

A  partir  de  esta  identidad  obtenemos  las  cuatro  ecuaciones 

-3A  =  4,  -2A  -3 B  =  -5,  -3 C  =  6,  2C-3E  =  0. 

La  última  ecuación  incluida  en  este  sistema  resulta  de  la  interpretación  de  que  el  coefi¬ 
ciente  de  elx  en  el  miembro  izquierdo  de  (4)  es  cero.  Al  resolver,  encontramos  A  =  -f , 
B  =  y ,  C  =  -2  y  E  =  -f .  En  consecuencia, 

4  23  ,  4  , 

y  =  — x  + - 2xe~x  -  -e2x. 

"p  3  9  3 

Paso  3.  La  solución  general  de  la  ecuación  es 

y  =  c¡e~x  +  c2e3x  -  jx  +  y  -  (2.x  +  ^je2*. 

Con  base  en  el  principio  de  superposición  (teorema  3.7),  también  podemos  abordar  el 
ejemplo  3  desde  el  punto  de  vista  de  resolver  dos  problemas  más  simples.  Usted  deberá 
verificar  que  sustituir 

yp¡  =  Ax  +  B  en  y"  -  2y'  -  3y  =  4x  -  5 

y  ypi  =  Cxe 21  +  Ee2*  en  y"  -  2 y'  -  3y  =  6xe2x 

produce,  a  su  vez,  yp  =  x  +  y  y  yp  =  ~(2x  + f )  e2x.  Una  solución  particular  de  (3)  es 
entonces  yp  =  yp¡  +  ypi. 

El  siguiente  ejemplo  muestra  que  algunas  veces  el  supuesto  “evidente”  para  la  forma 
de  yp  no  es  el  correcto. 


Ejemplo  4  Una  falla  en  el  método 

Encontrar  una  solución  particular  de  y"  -  5y'  +  4y  =  8<A. 

Solución  La  diferenciación  de  ex  no  produce  nuevas  funciones.  De  este  modo,  si 
procedemos  como  lo  hicimos  en  los  ejemplos  anteriores,  podemos  suponer  de  manera 
razonable  una  solución  particular  de  la  forma  yp  =  Aex.  Pero  sustituir  esta  expresión  en 
la  ecuación  diferencial  produce  la  expresión  contradictoria  0  =  8e*,  y  por  lo  tanto  resulta 
evidente  que  formulamos  los  supuestos  equivocados  para  yp. 

Aquí  la  dificultad  salta  a  la  vista  cuando  examinamos  la  función  complementaria 
yc  =  C]<A  +  c2eAx.  Observe  que  nuestro  supuesto  AE  ya  está  presente  en  yc.  Esto  significa 
que  e1  es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  homogénea  asociada,  y  cuando  en  la 
ecuación  diferencial  se  sustituye  un  múltiplo  constante  Aex  necesariamente  produce  cero. 

Entonces,  ¿cuál  sería  la  forma  de  yp2  Inspirados  en  el  caso  II  de  la  sección  3.3,  vea¬ 
mos  si  podemos  encontrar  una  solución  particular  de  la  forma 

yp  =  Axex. 

Al  sustituir  y'p  =  Axex  +  Aex  y  y"  =  Are1  +  2Ae*  en  la  ecuación  diferencial  y  simplificar 
se  tiene 


y;-5y'p  +  4yp  =  -3Aex=8ex. 

A  partir  de  esta  última  igualdad  vemos  que  el  valor  de  A  está  determinado  ahora  por  A  = 
- 1 .  En  consecuencia,  una  solución  particular  de  la  ecuación  dada  es  v  =  ;  xex.  □ 

La  diferencia  entre  los  procedimientos  usados  en  los  ejemplos  1  a  3  y  en  el  ejemplo  4  su¬ 
giere  que  consideremos  dos  casos.  El  primer  caso  refleja  la  situación  de  los  ejemplos  1  a  3. 

Caso  I:  En  la  solución  particular  asumida,  ninguna  función  es  una  solución  de  la 
ecuación  diferencial  homogénea  asociada. 


3.4  Coeficientes  indeterminados 
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En  la  tabla  3.1  ilustramos  algunos  ejemplos  específicos  de  g(x )  en  (1)  junto  con  la 
forma  correspondiente  de  la  solución  particular.  Por  supuesto,  estamos  dando  por  hecho 
que  en  la  solución  particular  asumida  yp  ninguna  función  es  duplicada  por  una  función  en 
la  función  complementaria  yc. 

Tabla  3.1  Soluciones  particulares  de  prueba 


gix)  Forma  dey;, 


1. 

1  (cualquier  constante) 

A 

2. 

5x  +  7 

Ax  +  B 

3. 

3x2  -  2 

Ax2  +  Bx  +  C 

4. 

x3  -  x  +  1 

Ax3  +  Bx2  +  Cx  +  E 

5. 

sen  4x 

A  eos  4x  +  B  sen  4x 

6. 

eos  4x 

A  eos  4x  +  B  sen  4x 

7. 

e5x 

Ae5* 

8. 

(9x  -  2)e5* 

(Ax  +  fije5* 

9. 

xV* 

(Ax2  +  Bx  +  C)e5x 

10. 

e3*  sen  4x 

Aeix  eos  4x  +  fie3*  sen  4x 

11. 

5X2  sen  4x 

(Ax2  +  fix  +  Cj  eos  4x  +  (Ex2  +  Fx  +  G)  sen  4x 

12. 

xe3*  eos  4x 

(Ax  +  fije3*  eos  4x  +  (Cx  +  fije3*  sen  4x 

Ejemplo  5  Formas  de  soluciones  particulares:  caso  I 

Determinar  la  forma  de  una  solución  particular  de 

a)  y"  -  8/  +  25 y  =  5x3e“*  -  le~x  b)  y"  +  4 y  =  x  eos  x. 

Solución  á)  Podemos  escribir  g(x)  =  (5.x3  -  l)é~x.  Si  usamos  la  entrada  9  de  la  tabla  3.1 
como  un  modelo,  asumimos  una  solución  particular  de  la  forma 

yp  =  (Ax3  +  fix2  +  Cx  +  fije-*. 

Observe  que  no  existe  duplicidad  entre  los  términos  incluidos  en  yp  y  los  términos  de  la 
función  complementaria  yc  =  e4x(c¡  eos  3x  +  c2  sen  3x). 

b)  La  función  g(x)  =  xcosxes  similar  a  la  entrada  1 1  de  la  tabla  3 . 1 ,  salvo,  por  supuesto, 
que  utilizamos  un  polinomio  lineal  en  lugar  de  uno  cuadrático  y  eos  x  y  sen  x  en  lugar  de 
eos  4x  y  sen  4x  en  la  forma  de  yp: 

yp  =  (Ax  +  B)  eos  x  +  (Cx  +  £j  sen  x. 

Observe  que  otra  vez  no  hay  duplicidad  de  términos  entre  ypyyc  =  cq  eos  2x  +  c2  sen  2x. 

□ 


Si  g(x)  consiste  en  una  suma  de,  digamos,  m  términos  del  tipo  presentado  en  la  tabla, 
entonces  (como  en  el  ejemplo  3)  el  supuesto  de  una  solución  particular  yp  consta  de  la 
suma  de  las  formas  experimentales  y  ,  ypp  . . . ,  y  correspondiente  a  estos  términos: 

yP  =  yPl  +  vP2  +  •■•  +  yPm- 

La  expresión  anterior  se  puede  escribir  de  otra  forma. 

Regla  de  la  forma  para  el  caso  I:  La  forma  de  yp  es  una  combinación  lineal  de 
todas  las  funciones  independientes  que  se  generan  por  diferenciaciones  repetidas  de 
g(x). 
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Ejemplo  6  Formación  de  yp  por  superposición:  caso  I 

Determinar  la  forma  de  una  solución  particular  de 

y"  -  9y'  +  14 y  =  3x2  -  5  sen  2x  +  7xe6x. 


Solución 

En  lo  relativo  a  3x2  asumimos  y„  =  Ax2  +  Bx  +  C. 

jpx 

En  lo  relativo  a  -5  sen  2x  asumimos  yp,t  =  E  eos  2 x  +  F  sen  2x. 

En  lo  relativo  a  lxe6x  asumimos  yp¡  =  ( Gx  +  H)e6x. 

El  supuesto  para  la  solución  particular  es  entonces 

yp  =  ypi  +  ypi  +  ypi  =  Ax 2  +  Bx  +  C  +  E  eos  2 x  +  F  sen  2x  +  (Gx  +  H)e6x. 

En  este  supuesto,  ningún  término  duplica  un  término  de  yc  =  c ,  e2x  +  c2elx. 

Caso  II:  Una  función  presente  en  la  solución  particular  asumida  también  es  una 
solución  de  la  ecuación  diferencial  homogénea  asociada. 

El  siguiente  ejemplo  es  similar  al  ejemplo  4. 


Ejemplo  7  Solución  particular:  caso  II 

Encontrar  una  solución  particular  de  y"  -  2y'  +  y  =  ex. 

Solución  La  función  complementaria  es  yc  =  ctE  +  c2xe\  Como  en  el  ejemplo  4,  el 
supuesto  yp  =  Aex  fallará  dado  que  a  partir  de  yc  resulta  evidente  que  eA  es  una  solución  de 
la  ecuación  homogénea  asociada  y"  -  2y'  +  y  =  0.  Además,  no  podremos  encontrar  una 
solución  particular  de  la  forma  yp  =  Axex  pues  el  término  xel  también  está  duplicado  en 
yc.  Después  intentamos  con 


yp  =  Ax 2ex. 

Al  sustituir  en  las  ecuaciones  diferenciales  dadas  se  tiene  2Aex  =  e‘  y  así  A  =  \ .  Por 
esto,  una  solución  particular  es  yp  =  \x2ex. 


Suponga  de  nuevo  que  g(x)  consta  de  m  términos  del  tipo  dado  en  la  tabla  3.1,  y 
asuma  también  que  el  supuesto  acostumbrado  para  una  solución  particular  es 

yP  =  yPl  +  yP2  +  ■■■  +  yPm> 

donde  yp,  i  =  1,2,...,»?  son  las  formas  de  solución  particular  de  prueba  que  correspon¬ 
den  a  esos  términos.  Bajo  las  circunstancias  descritas  en  el  caso  II,  podemos  redactar  la 
siguiente  regla  general. 

Regla  de  multiplicación  para  el  caso  II:  Si  cualquier  ypi  contiene  términos  que 
duplican  términos  en  yc,  entonces  dicha  ypí  debe  multiplicarse  por  x",  donde  n  es  el 
entero  positivo  más  pequeño  posible  que  elimina  tal  duplicidad. 


Ejemplo  8  Un  problema  de  valor  inicial 

Resolver  el  problema  de  valor  inicial  y"  +  y  =  4x  +  10  sen  x,  y(i t)  =  0,  v'(ir)  =  2. 

Solución  La  solución  de  la  ecuación  homogénea  asociada  v"  +  y  =  0  es  yc  =  cx 
eos  x  +  c2  sen  x.  Dado  que  g(x)  =  4x  +  1 0  sen  x  es  la  suma  de  un  polinomio  lineal  y  una 
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función  seno,  nuestro  supuesto  normal  para  yp,  a  partir  de  los  valores  2  y  5  de  la  tabla 
3.1,  sería  la  suma  de  yp  =  Ax  +  B  y  yPi  =  C  eos  x  +  E  sen  x: 

yp  =  Ax  +  B  +  C  eos  x  +  E  sen  x.  (5) 

Pero  existe  una  evidente  duplicidad  de  los  términos  eos  x  y  sen  x  en  esta  forma  supuesta 
y  dos  términos  en  la  función  complementaria.  Esta  duplicidad  puede  eliminarse  al  multi¬ 
plicar  simplemente  ypi  por  x.  En  lugar  de  (5),  ahora  usamos 

yp  =  Ax  +  B  +  Cx  eos  x  +  Ex  sen  x. 

Si  diferenciamos  esta  expresión  y  sustituimos  los  resultados  en  la  ecuación  diferencial 
se  tiene 


y"P  +  yP  =  Ax  +  B-2C  sen  x  +  2 E  eos  x  =  4x  +  10  sen  x,  (6) 

y,  por  lo  tanto,  A  =  4,  B  =  0,  —2 C  =  1 0, 2E  =  0.  Las  soluciones  del  sistema  son  inmediatas: 
A  =  4,  B  =  0,  C  =  -5  y  E  =  0.  En  consecuencia,  a  partir  de  (6)  obtenemos  yp  =  4x-  Sa¬ 
cos  x.  La  solución  general  de  la  ecuación  dada  es 

y  =  yc  +  yp  =  cq  eos  x  +  c2  sen  x  +  4x  -  5x  eos  x. 

Ahora  aplicamos  a  la  solución  general  de  la  ecuación  las  condiciones  iniciales  estableci¬ 
das.  Primero,  y(7r)  =  c¡  eos  7 t  +  c2  sen  n  +  4ir  -  5tt  eos  77  =  0  produce  cl  =  9n r  dado  que 
eos  77  =  -1  y  sen  77  =  0.  Luego,  de  la  derivada 

y'  =  -97t  sen  x  +  c2  eos  x  +  4  +  5x  sen  x  -  5  eos  x 

y  yC77)  =  -9tt  sen  7 t  +  c2  eos  77  +  4  +  577  sen  77-5  eos  77  =  2 

encontramos  que  c2  =  7.  La  solución  al  problema  de  valor  inicial  es  entonces 

y  =  977  eos  x  +  7  sen  x  +  4x-  5x  eos  x. 


Ejemplo  9  Uso  de  La  regla  de  multiplicación 

Resolver  y"  -  6  y'  +9y  =  6x2 +  2-  1 2e3x. 

Solución  La  función  complementaria  es  yc  =  c,e3x  +  c2xe3x.  Y  por  lo  tanto,  con  base  en 
los  valores  3  y  7  de  la  tabla  3.1,  el  supuesto  acostumbrado  para  encontrar  una  solución 
particular  sería 

yp  =  Ax2  +  Bx  +  C  +  Eeix. 

' - V - ' 

La  inspección  de  estas  funciones  muestra  que  el  término  de  ypi  está  duplicado  en  yc. 
Si  multiplicamos  yfi  por  x,  observamos  que  el  término  xe3x  sigue  siendo  parte  de  yc.  Pero 
al  multiplicar  yPi  por  x2  eliminamos  todas  las  duplicidades.  Por  lo  tanto,  la  forma  opera¬ 
tiva  de  una  solución  particular  es 

yp  =  Ax1  +  Bx  +  C  +  Ex2e3x. 

Diferenciamos  esta  última  forma,  sustituimos  en  la  ecuación  diferencial  y  agrupamos 
términos  semejantes  para  obtener 

y"p  -  6y'p  +  9yP  =  9 Ax2  +  (-12A  +  9 B)x  +  2A-6B  +  9C  +  2 Ee3x  =  6x2  +  2  -  I2e3x. 

De  esta  identidad  se  deduce  que  A  =  \  ,B=  § ,  C  =  §  y  E  =  -6.  Por  lo  tanto,  la  solución 
general  y  =  yc  +  yp  es 

2  8  2 

v  =  c,e3x  +  c2xe3x  +  —x2  H — rl - 6x2e3x. 

3  9  3 
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Ejemplo  10  Ecuación  diferencial  de  tercer  orden:  caso  I 

Resolver  y'"  +  y"  =  rí  eos  x. 

Solución  A  partir  de  la  ecuación  característica  m3  +  m2  =  0  encontramos  in¡  =  m2  =  0  y 
m3  =  -1 .  Por  lo  tanto,  la  función  complementaria  de  la  ecuación  es  yc  =  ct  +  c2x  +  c3e~x.  Con 
g(x)  =  ríeos  x,  vemos  en  la  entrada  10  de  la  tabla  3.1  que  debemos  asumir 

yp  =  ,4rí  eos  x  +  Be?  sen  x. 

Como  no  hay  funciones  en  yp  que  dupliquen  funciones  en  la  solución  complementaria, 
procedemos  de  la  forma  acostumbrada.  De 

y"p  +  y'p  =  (-2A  +  4 B)ex  eos  .v  +  (-4A  -  2 B)ex  sen  x  =  rí  eos  x 

obtenemos  -2A  +  AB  =  1,  -4A  -  2B  =  0.  Este  sistema  da  A  =  y  B  =  j,  de  manera  que  una 
solución  particular  es  yp  =  —  rí  eos  x  +  j  rí  sen  x.  La  solución  general  de  la  ecuación  es 

1  1 

y  =  yc  +  yp  =  c\  +  c2x  +  c3e  x  -  —  rí  eos  x  +  —  rí  sen  x. 


Ejemplo  11  Ecuación  diferencial  de  cuarto  orden:  caso  II 

Determinar  la  forma  de  una  solución  particular  para  v<4)  +  y’"  =  1  -  x2e~x. 

Solución  Al  comparar  y,.  =  Cj  +  c2x  +  c¡x2  +  c4e_l  con  nuestro  supuesto  normal  para  una 
solución  particular 


yP 


=  A  +  Bx2e~x  +  Cxe~x  +  Ee~x, 

^ - V - 1 


vemos  que  las  duplicidades  entre  yc  y  yp  se  eliminan  cuando  y  se  multiplica  por  x3  y 
yPi  se  multiplica  por  x.  Por  lo  tanto,  el  supuesto  correcto  para  una  solución  particular  es 

yp  =  Ajt3  +  Bx3e~x  +  Cx2e~x  +  Exe~x. 


Comentarios 


i)  En  los  problemas  27  a  36  de  los  ejercicios  3.4  se  le  pide  resolver  problemas 
de  valor  inicial  y  en  los  problemas  37  a  40  problemas  de  valor  en  la  frontera.  Tal 
como  se  indica  en  el  ejemplo  8,  asegúrese  de  aplicar  las  condiciones  iniciales  o  las 
condiciones  de  frontera  a  la  solución  general  y  =  yc  +  yp.  Los  estudiantes  cometen 
muchas  veces  el  error  de  aplicar  estas  condiciones  sólo  a  la  función  complementaria 
yc  dado  que  es  la  parte  de  la  solución  que  contiene  las  constantes. 

ii )  Con  base  en  la  regla  de  la  forma  para  el  caso  I  de  la  página  130  de  esta  sección, 
usted  puede  ver  por  qué  el  método  de  coeficientes  indeterminados  no  es  adecuado 
para  las  ecuaciones  diferenciales  lineales  no  homogéneas  cuando  la  función  de 
entrada  g(x)  es  un  poco  diferente  de  los  cuatro  tipos  básicos  presentados  en  color 
en  la  página  127.  Si  P{x)  es  un  polinomio,  la  continua  diferenciación  de  P(x)eax 
sen  /3x  generará  un  conjunto  independiente  que  contiene  sólo  un  número  finito  de 
funciones  todas  del  mismo  tipo,  es  decir,  polinomios  multiplicados  por  eax  sen  fix 
o  eax  eos  fix.  Por  otro  lado,  las  diferenciaciones  repetidas  de  funciones  de  entrada 
como  g(x)  =  ln  x  o  g(x)  =  tan“!r  generan  un  conjunto  independiente  que  contiene 
un  número  infinito  de  funciones: 

1  -1  2 

derivadas  de  ln  x:  — ,  — ,  ,  , , . . . , 

X  X  X 


derivadas  de  tan  *x: 


1  —  2x  —  2  +  6x2 

1  +  X2’  (1  +  X2)2’  (1  +  x2)3  ’ 
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EJERCICIOS  3.4 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-5. 


En  los  problemas  1  a  26,  resuelva  la  ecuación  diferencial  dada 
mediante  coeficientes  indeterminados. 


1. 

f 

+  3y'  +  2y  =  6 

2. 

4 y 

"  +  9y  =  15 

3. 

f 

-  10y'  +  25y  =  30x  +  3 

4. 

y" 

H 

c4 

II 

SO 

1 

+ 

5. 

1 

4- 

v"  +  y'  +  y  =  x2  -  2x 

6. 

/ 

-  8y'  +  20y  =  100.x2  -  26xé’1 

7. 

f 

+  3y  =  -48x2e3x 

8. 

4 y 

"  -  4y'  -  3y  =  eos  2x 

9. 

/ 

-y'  =-3 

10. 

f 

+  2y'  =  2x  +  5  -  e~lx 

11. 

y" 

-  y'  +  —  y  =  3  +  exl2 

4  ’ 

12. 

y" 

$ 

(N 

II 

1 

13. 

y" 

+  4y  =  3  sen  2x 

14. 

y" 

-  4y  =  (x2  -  3)  sen  2x 

15. 

y" 

+  y  =  2x  sen  x 

16. 

y" 

-  5  v'  =  2x3  -  4x2  -  x  +  6 

17. 

y" 

-  2y'  +5 y  =  ex  eos  2x 

18. 

y" 

-  2y'  +  2y  =  e^cos  x  -  3  sen 

19. 

y" 

+  2y'  +  y  =  sen  x  +  3  eos  2x 

20. 

y" 

+  2 y'  -  24y  =  16  -  (x  +  2)eAx 

21. 

i" 

-  6y"  =  3  -  eos  x 

22. 

i" 

-  2 y"  -  4y'  +  8y  =  6xe2x 

23. 

i" 

-  3y"  +  3y'  -y  =  x -  4ex 

24. 

i" 

-  y"  -  4y'  +  4y  =  5  -  é  +  e2* 

25. 

y(4)  +  2y"  +  y  =  (x  -  l)2 

26. 

y(4)-y"  =  4x  +  2xe~x 

En  los  ejercicios  27  a  36,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
dado. 


28.  2/  +  3/  -  2y  =  14x2  -  4x  -  1 1, 
y(0)  =  0,y'(0)  =  0 


29.  5v"  +  y'  =  -6x,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  -10 

30.  y"  +  4y'  +  4y  =  (3  +  x)e~2x,  y(0)  =  2,  y'(0)  =  5 

31 .  y"  +  4v'  +  5y  =  35e^,  y(0)  =  -3,  y'(0)  =  1 

32.  y" -y  =  coshx,  y(0)  =  2,y'(0)  =  12 


d2x 

33.  — r  +  co2x  =  F0  sen  cot,  x(0)  =  0,  x'(0)  =  0 

d2x 

34.  —7  +  orx  =  F0  eos  yt,  x(0)  =  0,  x'(0)  =  0 


<  1  5 

35.  y'"  -  2 y"  +  y'  =  2  -  24^  +  40eSx,  v(0)  =  -,  y'(0)  = 

36.  y'"  +  8v  =  2x  -  5  +  8e~2x,  y(0)  =  -5,  y'(0)  =  3, 
y"(0)  =  -4 


En  los  ejercicios  37  a  40,  resuelva  el  problema  de  valores  en  la 
frontera  dado. 

37.  y"  +  y  =  x2  +  1,  y(0)  =  5,  y(l)  =  0 

38.  y"  -  2y'  +  2y  =  2x  -  2,  y(0)  =  0,  y(7r)  =  77 

39.  y"  +3y  =  6x,  y(0)  =  0,  y(l)  +  y'(l)  =  0 

40.  y"  +  3y  =  6x,  y(0)  +  y'(0)  =  0,  y(l)  =  0 


En  los  ejercicios  41  y  42,  resuelva  el  problema  de  valor  ini¬ 
cial  dado  en  el  que  la  función  de  entrada  g{x )  es  discontinua. 
[Sugerencia:  Resuelva  cada  problema  en  dos  intervalos  y  des¬ 
pués  encuentre  una  solución  de  manera  que  y  y  y'  sean  conti¬ 
nuas  en  x  =  7r/2  (problema  41)  y  en  x  =  77  (problema  42).] 

41 .  y"  +  4v  =  g(x),  y(0)  =  1,  y'(0)  =  2,  donde 


sen  x,  0  s  x  s 


g(x)  = 


0, 


77 

x  >  — 

2 


42.  y"  -  2 y'  +  lOy  =  g(x),  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0,  donde 

OSxStt 


sM  = 


í  20, 
lo, 


X  >  7 T 


Problemas  de  análisis 

43.  Considere  la  ecuación  diferencial  ay"  +  by'  +  cy  =  ekx, 
donde  a,b,cyk  son  constantes.  La  ecuación  auxiliar  de 
la  ecuación  homogénea  asociada  es 

am2  +  bm  +  c  =  0. 

a)  Si  k  no  es  una  raíz  de  la  ecuación  auxiliar,  demues¬ 
tre  que  podemos  encontrar  una  solución  particular 
de  la  forma  yp  =  Aefcl,  donde  A  =  l/iak2  +  bk  +  c). 

b)  Si  k  es  una  raíz  de  la  ecuación  auxiliar  de  multiplici¬ 
dad  uno,  demuestre  que  podemos  encontrar  una  so¬ 
lución  particular  de  la  forma  yp  =  Axekj\  donde  A  = 
1/(2 ak  +  b).  Explique  cómo  sabemos  que  k  +  -b/(2a). 

c )  Si  k  es  una  raíz  de  la  ecuación  auxiliar  de  multipli¬ 
cidad  dos,  demuestre  que  podemos  encontrar  una 
solución  particular  de  la  forma  y  =  Ax2ekx ,  donde  A 
=  l/(2ci). 

44.  Analice  cómo  se  puede  usar  el  método  de  esta  sección 
para  encontrar  una  solución  particular  de  y"  +  y  =  sen  x 
eos  2x.  Ponga  en  práctica  su  idea. 
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45.  Sin  resolver,  determine  la  correspondencia  entre  cada 
curva  solución  de  y"  +  y  =  /( x)  que  se  muestre  en  las 
figuras  con  una  de  las  siguientes  funciones: 

0  f(x)  =  1,  ii )  /(x)  =  e~x, 

iii )  /(x)  =  e*,  ¿v)  /( x)  =  sen  2x, 

v)  f(x)  =  e*  sen  x,  vi)  f(x)  =  sen  x. 

Exponga  brevemente  su  razonamiento. 
a) 


Figura  3.11 


b) 


Figura  3.12 


c) 


Figura  3.13  Curva  solución 

d ) 


X 


Figura  3.14  Curva  solución 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

En  los  problemas  46  y  47,  encuentre  una  solución  particular  de 
la  ecuación  diferencial  dada.  Use  un  CAS  como  ayuda  para  lle¬ 
var  a  cabo  las  diferenciaciones,  simplificaciones  y  el  álgebra. 

46.  y"  -  Ay'  +  8y  =  (2X2  -  3x)e2j:  eos  2x  + 

(10x2  -x  -  \  )e2x  sen  2x 

47.  y(4)  +  2 y"  +  y  =  2  eos  x  -  3x  sen  x 


I 


3.5  Variación  de  parámetros 


H  Introducción  El  método  de  variación  de  parámetros,  usado  en  la  sección  2.3  para 
encontrar  una  solución  particular  de  una  ecuación  diferencial  lineal  de  primer  orden,  es 
aplicable  también  a  ecuaciones  de  orden  superior.  La  variación  de  parámetros  tiene  una 
ventaja  clara  sobre  el  método  de  la  sección  previa  en  cuanto  a  que  siempre  produce  una 
solución  particular  de  yp  a  condición  de  que  la  ecuación  homogénea  asociada  se  pueda 
resolver.  Además,  el  método  presentado  en  esta  sección,  a  diferencia  de  los  coeficientes 
indeterminados,  no  está  limitado  a  casos  donde  la  función  de  entrada  es  una  combina¬ 
ción  de  los  cuatro  tipos  de  funciones  enunciados  en  la  página  127,  ni  se  circunscribe  a 
ecuaciones  diferenciales  con  coeficientes  constantes. 

I  Algunos  supuestos  Para  adaptar  el  método  de  variación  de  parámetros  a  una  ecua¬ 
ción  diferencial  lineal  de  segundo  orden 

a2(x)y"  +  ax{x)y'  +  a0(x)y  =  g(x),  (1) 

empezamos  como  lo  hicimos  en  la  sección  3.2:  escribimos  (1)  en  la  forma  estándar 

y"  +  P(x)y'  +  Q(x)y  =/(x)  (2) 

al  dividir  entre  el  coeficiente  a2(x).  La  ecuación  (2)  es  el  análogo  de  segundo  orden  de 
la  ecuación  lineal  de  primer  orden  dyldx  +  P(x)y  =  /(x).  En  (2),  asumiremos  que  P(x), 
Q(x)  y/(x)  son  continuos  en  algún  intervalo  común  I.  Como  ya  vimos  en  la  sección  3.3, 
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no  hay  dificultad  en  obtener  la  función  complementaria  yc  de  (2)  cuando  los  coeficientes 
son  constantes. 

■  Método  de  variación  de  parámetros  Con  base  en  la  sustitución  yp  =  ux(x)yx(x)  que 
usamos  en  la  sección  2.3  para  encontrar  una  solución  particular  yp  de  dyldx  +  P(x)y  = 
f(x),  para  la  ED  lineal  de  segundo  orden  (2)  buscamos  una  solución  de  la  forma 

yP  =  KiWyiW  +  u2(x)y2(x),  (3) 

donde  y1  y  y2  constituyen  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  en  /  de  la  forma  homo¬ 
génea  asociada  a  partir  de  (1).  Al  utilizar  la  regla  del  producto  para  derivar  yp  dos  veces, 
obtenemos 


Si  usted  no  está 
familiarizado  con  la 
regla  de  Cramer,  vea  la 
sección  8.7. 


y'P  =  «i  yí  +  y\  «í  +  u2y2  +  y2u2 

y'p  =  uxy'{  +  y[u[  +  yxu"  +  u[y[  +  u2y2  +  y2u2  +  y2u2  +  u'2y2. 

Si  sustituimos  (3)  y  las  derivadas  anteriores  en  (2)  y  agrupamos  los  términos  se  produce 

cero  cero 

y"p  +  P(x)y’p  +  Q(x)yp  =  Mj  Oí  +  Py¡  +  Qy  J  +  u2[y2  +  Py2  +  Qy2] 

+  yxu"  +  u[y[  +  y2u2  +  u^y2  +  P[yxu[  +  y2u2] 

+  y[u[  +  y2u2 

=  ~T~  [y\u[\  +  [y2u2]  +  P[ylU[  +  y2u2 ]  +  y[u[  +  y2u2 

dx  dx 

=  ~T~  [yi MÍ  +  y2u2]  +  P[y\u[  +  y2u2]  +y[u[+  y2u2  =  f(x).  (4) 

dx 

Como  buscamos  determinar  dos  funciones  desconocidas  ul  y  u2,  la  razón  dicta  que  nece¬ 
sitamos  dos  ecuaciones.  Obtenemos  estas  ecuaciones  al  formular  el  supuesto  adicional 
de  que  las  funciones  tq  y  u2  satisfacen  a  y^u[  +  y2u2  =  0.  Este  supuesto  no  aparece  así 
como  así:  se  debe  a  los  primeros  dos  términos  de  (4)  dado  que,  si  demandamos  que  y2u[ 
+  y2u2  =  0,  entonces  (4)  se  reduce  a  y[u[  +  y'2u2  =  f(x).  Ahora  tenemos  nuestras  dos 
ecuaciones  deseadas,  aunque  sean  dos  ecuaciones  para  determinar  las  derivadas  u[  y  u'2. 
Por  la  regla  de  Cramer,  la  solución  del  sistema 


y\u[  +  y2u2  =  0 
ví  wí  +  y2u2  =  /O) 

(5) 

(6) 

Las  funciones  ul  y  u2  se  encuentran  integrando  los  resultados  en  (5).  El  determinante 
W  se  reconoce  como  el  wronskiano  de  v,  y  y2.  Por  independencia  lineal  de  y¡  y  y2  en  I, 
sabemos  que  Wiy^x),  y2(x))  0  para  toda  x  en  el  intervalo. 

I  Resumen  del  método  Por  lo  general,  no  es  buena  idea  memorizar  las  fórmulas 
sino  entender  el  procedimiento.  No  obstante,  el  procedimiento  anterior  es  demasiado 
largo  y  complicado  de  usar  cada  vez  que  deseamos  resolver  una  ecuación  diferencial. 
En  este  caso,  resulta  más  eficiente  aplicar  simplemente  las  fórmulas  de  (5).  Por  lo  tanto, 
para  resolver  ayy"  +  aLy'  +  a0y  =  g(x),  primero  encontramos  la  función  complementaria 
yc  =  cíyl  +  Cr¡y2  y  después  calculamos  el  wronskiano  Wiy^x),  y2(x)).  Cuando  dividimos 
entre  a2,  ponemos  la  ecuación  en  la  forma  estándar  y"  +  Py'  +  Qy  =  f(x)  para  determinar 
f(x).  Encontramos  uxy  u2  mediante  la  integración  de  u[=  Wx/W y  u2  =  W2IW,  donde  Wx 
y  W2  están  definidos  como  en  (6).  Una  solución  particular  es  yp  =  ulyl  +  u¿ y2.  La  solu¬ 
ción  general  de  la  ecuación  es  entonces  y  =  yc  +  yp. 


puede  expresarse  en  términos  de  los  determinantes: 

W¡  yj(x)  Wi 

y 

-V|  Wl=  ° 

y{  yí  f(x) 


yj{x) 


donde 


W  = 


y2 

yí 


= 


ji 

y! 


o 

f(x) 
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Ejemplo  1  Solución  general  por  variación  de  parámetros 

Resolver  y"  -  Ay'  +  Ay  =  (x  +  lie2'. 


Solución  De  la  ecuación  auxiliar  m2  -  A m  +  A  =  (m  -  2)1  =  0  tenemos  yc  =  c^e2*  + 
c1xe2x.  Con  las  igualdades  y¡  =  e2*  y  y2  =  xe2x,  calculamos  el  wronskiano: 


W(e 


1  = 


2e  2xe  +  e 


xe 

2x  i  _2x 


=  e 


Dado  que  la  ecuación  diferencial  dada  ya  está  en  la  forma  (2)  (es  decir,  el  coeficiente  de 
y"  es  1),  identificamos  f{x)  =  (x  +  l)e2v.  De  (6)  obtenemos 


Wx  = 


0  xe1* 

( x  +  l)e2x  2xe~K  +  e2jc 


=  —  (x  +  l)xe4x,  W2  = 


0 


y,  por  lo  tanto,  de  (5) 


(x  +  1  )xe4x 

u¡  = - r- - =  -xr  ~  x,  u2  = 


2eZx  (x  +  l)e2x 
(x  +  l)e4x 

- 77 -  =  X  +  l. 


=  (x  +  l)e4x, 


Se  deduce  que  u¡  =  -|jc3  -  \ x2  y  u2  =  \ x 2  +  x.  En  consecuencia. 


yP 


1 


—x1  le1*  +  |  —x1  +  x  )xe2x  =  —xie2x  +  —x1e 


1 


y  =  yc  +  yP  =  c le2*  +  c2xe2x  +  ^  x3e2x  +  ^  x2e2x. 


□ 


Ejemplo  2  Solución  general  por  variación  de  parámetros 

Resolver  4y"  +  36y  =  esc  3x. 


Solución  Primero  escribimos  la  ecuación  en  su  forma  estándar  (2)  dividiéndola  entre  4: 

y"  +  9y  =  —  esc  3x. 


Dado  que  las  raíces  de  la  ecuación  auxiliar  m1  +  9  =  0  son  ml  =  3 i  y  m2  =  -3 i,  la  fun¬ 
ción  complementaria  es  yc  =  cx  eos  3x  +  c2  sen  3x.  Mediante  yx  =  eos  3x,  y2  =  sen  3x  y 
f(x)  =  \  esc  3x,  obtenemos 


eos  3jc,  sen  3x 


eos  3x 
—  3  sen  3x 


sen3x 
3  eos  3x 


=  3 


0 

sen  3x 

1 

eos  3x 

0 

=  — ,W2  = 

|csc3x 

3  eos  3x 

A  2 

—3  sen  3x 

|csc3x 

1  cos3x 
4  sen  3x 


Al  integrar 


W, 

W 


1  t  _  W2  _  1  eos  3x 

12  y  2  W  12  sen3x 


se  obtiene  ut  =  -\2x  y  u2=  ln  I  sen  3x  I.  Por  lo  tanto,  una  solución  particular  es 


yP 


— x  eos  3x+  —  (sen  3x)  ln  Isen  3jcI. 
12  36 


La  solución  general  de  la  ecuación  es 


1  1 

y  =  yr  +  yn  =  ci  eos  3x  +  c2  sen  3x  -  —  x  eos  3x  +  —  (sen  3x)  ln  Isen  3x1. 
p  12  36 


(7)  □ 
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La  ecuación  (7)  representa  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  en,  digamos, 
el  intervalo  (0,  77/6). 

I  Constantes  de  integración  Cuando  se  calculan  las  integrales  indefinidas  de  u[  y 
u2,  no  necesitamos  introducir  ninguna  constante.  Esto  es  debido  a  que 

y  =  yc  +  yP  =  ciyi  +  c2y2  +  («i  +  «i)>r  +  02  +  bx)y2 

=  (cj  +  a{)yx  +  (c2  +  bx)y  2  +  uly1  +  u2  y2 


=  Clyl+  \y2  +  «i  Vi  +  u2y2. 


Ejemplo  3  Solución  general  por  variación  de  parámetros 

Resolver  y"  -  y  =  — . 

x 


Solución  La  ecuación  auxiliar  nr  -1=0  produce  ml  =  -1  y  m2  =  1.  Por  lo  tanto, 
yc  =  c¡ e*  +  c2e~x.  Ahora  W(ex,  e~x)  =  -2  y 


,  _  e-\\/x) 

U  1  -2  ’  Ul  2. 

,  e\\/x) 

«2  =  - ,  U2 


2  ’ 


2j 


dt, 


—  dt. 
t 


Dado  que  las  integrales  anteriores  no  son  elementales,  nos  vemos  obligados  a  escribir 


yp  =  2e) 


e~‘  1  _ 

—  dt - e 

t  2 


y,  por  lo  tanto. 


y  =  yc  +  yp  =  Ciex  +  c2e  x  +  -e1 


—  dt, 
t 


—  dt -  e~x 
t  2 


dt. 


En  el  ejemplo  3  podemos  integrar  en  cualquier  intervalo  x0  <  t  <  x  que  no  contenga 
al  origen. 


I  Ecuaciones  de  orden  superior  El  método  que  acabamos  de  examinar  para  las 
ecuaciones  diferenciales  no  homogéneas  de  segundo  orden  se  puede  generalizar  para 
las  ecuaciones  lineales  de  «-ésimo  orden  escritas  en  la  forma  estándar 

y(n)  +  Pn  _  1(x)y("  - : 1)  +  •  ■  •  +  P¿x)y'  +  P0(x)y  =  /«.  (8) 

Si  yc  =  cLVi  +  c2y2  +  ■  ■  ■  +  c„yn  es  la  función  complementaria  para  (8),  entonces  una  so¬ 
lución  particular  es 


yp  =  Mj  (x)y1(x)  +  u2{x)y2{x)  +  ■  ■  •  +  u„(x)y„(x), 

donde  u'k,k=  1,2 están  determinadas  por  las  n  ecuaciones 


y\u[  +  y2u2  +  •  •  •  +  ynu'n  =  0 

yiu'i  +  y2u'2  +  •  •  •  +  y'nu'n  =  0 

:  :  (9) 

yíK  -1)m¡  +  yf  ~  "u'2  +  ■  ■  ■  +  y¡?- ~  %'n  =  f(x). 


En  este  sistema  las  primeras  n  -  1  ecuaciones,  como  yxu[  +  y2u2  =  0  en  (4),  son  supues¬ 
tos  hechos  para  simplificar  la  ecuación  resultante  después  de  que  yp  =  ui(x)y1(x)  h - + 

un(x)y„(x)  se  sustituye  en  (8).  En  este  caso,  la  regla  de  Cramer  da 

Wk 

u'k  =  — ,  k  =  1,2 ,...,«, 

k  W 
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donde  W  es  el  wronskiano  de  yb  y2, . . . ,  y„  y  Wk  es  el  determinante  obtenido  al  reempla¬ 
zar  la  fc-ésima  columna  del  wronskiano  por  la  columna  constituida  por  el  lado  derecho  de 
(9),  es  decir,  la  columna  (0,  0, . . .  ,/(x)).  Cuando  n  =  2  obtenemos  (5).  Cuando  n  =  3,  la 
solución  particular  es  yp  =  u^y^  +  +  «3y3,  donde  y¡,  y2  y  y3  constituyen  un  conjunto 

linealmente  independiente  de  soluciones  de  la  ED  homogénea  asociada,  y  u2,  u2,  m3  se 
determinan  a  partir  de 


,  W2 

,  w3 

~w’ 

lii  =  — , 

w 

«3  =  - , 

3  w 

(10) 


0  y2  y3 

ji  0  y3 

y\  yi  0 

y  1  y  2  y2 

w,  = 

0  y2  y3 

,  w2  = 

y!  0  yá 

.  w3  = 

y!  y 2  0 

y  W  = 

yí  y'i  yí 

f(x)  y  i'  y  3" 

y"  f(x)  y" 

y"  y 2  f(x) 

y"  y2"  y" 

Vea  los  problemas  25  y  26  en  los  ejercicios  3.5. 


Comentarios 


En  los  siguientes  problemas  no  dude  en  simplificar  la  forma  de  yp.  Según  la  forma 
en  que  se  encuentren  las  antiderivadas  u\  y  u'2,  quizá  no  obtenga  la  misma  yp  que 
la  dada  en  la  sección  de  respuestas.  Por  ejemplo,  en  el  problema  3  de  los  ejercicios 
3.5,  tanto  yp  =  ^sen  x-\x  eos  x  y  yp  =  ^sen  x  -  \x  eos  x  son  respuestas  válidas.  En 
cualquier  caso,  la  solución  general  y  =  yc  +  yp  se  simplifica  en  y  =  cl  eos  x  +  c2  sen 
x  -  \x  eos  x.  ¿Por  qué? 


EJERCICIOS  3.5  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-5. 


En  los  problemas  1  a  18,  resuelva 
por  variación  de  parámetros. 

1 .  y"  +  y  =  sec  x 

3.  y"  +  y  =  sen  x 

5.  y"  +  y  =  eos2* 

7.  y"  -y  =  cosh x 

e2* 

9.  y"  _  4v  =  — 
x 

,2.  f-2/yy.jf-; 

13.  y"  +  3y'  +  2y  =  sen  e*  1 4.  y"  -2 y'  +  y  =  e'  arctan  t 

15.  y"  +  2y'  +  y  =  e~'  ln  t  16.  2/  +  2/  +  y  =  4  Vx 

17.  3y"  -  6/  +  6y  =  e*  sec  x 

1 8.  4 y"  -  4/  +  y  =  e*/2Vl  -  x2 


En  los  problemas  19  a  22,  resuelva  cada  ecuación  diferencial 
por  variación  de  parámetros  sujetos  a  las  condiciones  iniciales 
y(0)  =  1,  y'(0)  =  0. 

19.  4y"-y  =  xexn 

20.  2y"  +  y'  -  y  =  x  +  1 

21.  y"  +  2y'  -  8y  =  2e2x  -  e~x 

22.  y"  -  4 y'  +  4y  =  (I2x2  -  6x)e2x 

En  los  problemas  23  y  24,  las  funciones  indicadas  son  solu¬ 
ciones  linealmente  independientes  de  la  ecuación  diferencial 
homogénea  asociada  en  (0,  00).  Encuentre  la  solución  general 
de  la  ecuación  no  homogénea  dada. 

23.  x2y"  +  xy'  +  (x2  -  \  )y  =  x'^2",y\  =  x~^2  eos  x, 
y 2  =  -*T1,/2  sen.r 

24.  x2y"  +  xy1  +  y  =  sec(ln  x);  yx  =  cos(ln  x),  y2  =  sen(ln  x) 

En  los  problemas  25  y  26,  resuelva  la  ecuación  diferencial  de 
tercer  orden  por  variación  de  parámetros. 

25.  y’"  +  y'  =tanx 

26.  y'"  +  4y'  =  sec  2x 


cada  ecuación  diferencial 


2.  y"  +  y  =  tanx 
4.  y"  +  y  =  sec  6  tan  0 
6.  y"  +  y  =  sec2x 
8.  y" -y  =  senh 2x 

Q  y 

10.  y"  -9y  =  —x 
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Problemas  de  análisis 

En  los  problemas  27  y  28,  analice  cómo  se  pueden  combinar 
los  métodos  de  coeficientes  indeterminados  y  variación  de  pa¬ 
rámetros  para  resolver  la  ecuación  diferencial  dada.  Desarrolle 
sus  ideas. 

27.  3/  -  6/  +  30v  =  15  sen  x  +  e*  tan  3jc 

28.  y"  -  2y'  +  y  =  4;r  -  3  +  jtV 


29.  En  los  problemas  1,  7,  9  y  18,  ¿cuáles  son  los  interva¬ 
los  de  definición  de  las  soluciones  generales?  Analice 
por  qué  el  intervalo  de  definición  de  la  solución  general 
dado  en  el  problema  24  no  es  (0,  oo). 

30.  Encuentre  la  solución  general  de  x4y"  +  ; t3y'  -  4x2y  =  1 
dado  que  yk  =  x2  es  una  solución  de  la  ecuación  homo¬ 
génea  asociada. 


.6  Ecuación  de  Cauchy-Euler 


■  Introducción  La  relativa  facilidad  con  que  fuimos  capaces  de  encontrar  solucio¬ 
nes  explícitas  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  orden  superior  con  coeficientes 
constantes  en  las  secciones  anteriores,  en  general  no  se  puede  aplicar  a  ecuaciones 
diferenciales  lineales  con  coeficientes  variables.  En  el  capítulo  5  veremos  que  cuando 
una  ecuación  diferencial  lineal  tiene  coeficientes  variables,  generalmente  lo  mejor  que 
podemos  esperar  es  encontrar  una  solución  en  forma  de  serie  infinita.  No  obstante,  el 
tipo  de  ecuación  diferencial  considerada  en  esta  sección  es  una  excepción  a  esta  regla;  es 
una  ecuación  con  coeficientes  variables  cuya  solución  general  puede  expresarse  siempre 
en  términos  de  las  potencias  de  x,  senos,  cosenos  y  funciones  logarítmicas  y  exponencia¬ 
les.  Además,  su  método  de  solución  es  muy  similar  al  que  se  usa  en  las  ecuaciones  con 
coeficientes  constantes. 


El  hecho  de  que  el 
coeficiente  principal 
sea  cero  en  x  =  0 
podría  ocasionar  un 
probLema. 


□  Ecuación  de  Cauchy-Euler  Cualquier  ecuación  diferencial  lineal  de  la  forma 


d"y  ,  dn~ly  dy 

aX  747  +  a»-/  77A  +  ■■■  +  a,xT  +  a0y  =  g(x), 

dx  dx  dx 

donde  los  coeficientes  an,  an_1, ,  a0  son  constantes,  se  conoce  como  ecuación  de 
Cauchy-Euler,  ecuación  de  Euler-Cauchy,  ecuación  de  Euler  o  ecuación  equidi- 
mensional.  La  característica  observable  de  este  tipo  de  ecuación  es  que  el  grado  k  =  n, 
n-  1, . . . ,  1,  0  de  los  coeficientes  monomiales  x k  coincide  con  el  orden  k  de  diferencia¬ 
ción  dkyldxk\ 

mismo  mismo 


I  4 

, d  y  , 

a, pe  —  +  an-  iX 
dx 


4  4 

d  y 

dx"-1 


Como  en  la  sección  4.3,  iniciamos  nuestro  análisis  con  un  examen  detallado  de  las  for¬ 
mas  de  las  soluciones  generales  de  la  ecuación  homogénea  de  segundo  orden 

d2y  dy 

ajr  — r  +  bx  —  +  cy  =  0. 
dx 2  dx 

La  solución  de  ecuaciones  de  orden  superior  se  realiza  de  manera  análoga.  También,  pode¬ 
mos  resolver  la  ecuación  no  homogénea  ax2y"  +  bxy'  +  cy  =  g(x)  por  variación  de  paráme¬ 
tros,  una  vez  determinada  la  función  complementaria  yc(x). 

El  coeficiente  de  d2yldx2  es  cero  en  x  =  0.  Por  lo  tanto,  con  el  fin  de  garantizar  que  los 
resultados  fundamentales  del  teorema  3.1  sean  aplicables  a  la  ecuación  de  Cauchy-Euler, 
limitamos  nuestra  atención  a  encontrar  la  solución  general  en  el  intervalo  (0,  oo).  Las  so¬ 
luciones  en  el  intervalo  (-oo,  0)  se  pueden  obtener  por  sustitución  de  t  =  -x  en  la  ecuación 
diferencial.  Vea  los  problemas  37  y  38  en  los  ejercicios  3.6. 


I  Método  de  solución  Intentamos  una  solución  de  la  forma  y  =  xm,  donde  se  va  a  deter¬ 
minar  m.  Parecido  a  lo  que  sucedió  cuando  sustituimos  emx  en  una  ecuación  lineal  con  coefi¬ 
cientes  constantes,  después  de  sustituir  xm  cada  término  de  una  ecuación  de  Cauchy-Euler 
se  convierte  en  un  polinomio  en  m  multiplicado  por  V"  dado  que 

,  dky 

ak xk  — ^  =  akxkm(m  -  1 )(/«  -  2)  •  ■  ■  (m  -  k  +  l)xm  k 
=  akm(m  -  1  )(m  -  2)  ■  •  ■  (m  —  k+  \)xm. 
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Por  ejemplo,  al  sustituir  y  =  x"'  la  ecuación  de  segundo  orden  se  convierte  en 


d2y  dy 

cvrb  — T  +  bx  —  +  cy  =  am(m  -  l)x"!  +  bmx"1  +  ex™  =  (am(tn  -  1)  +  bm  +  c)xfn. 
dx  í  /r 

Por  lo  tanto,  y  =  x”1  es  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  siempre  que  m  sea  una 
solución  de  la  ecuación  auxiliar 


am(m  -  1)  +  bm  +  c  =  0  o  am2  +  (b  -  a)m  +  c  =  0.  (1) 

Existen  tres  diferentes  casos  a  considerarse,  dependiendo  de  si  las  raíces  de  esta  ecua¬ 
ción  cuadrática  son  reales  y  distintas,  reales  e  iguales,  o  complejas.  En  el  último  caso,  las 
raíces  aparecen  como  un  par  conjugado. 

Caso  I:  Raíces  reales  distintas  Digamos  que  m ,  y  m2  denotan  las  raíces  reales 
de  (1)  en  forma  tal  que  ml  +  m2.  Entonces  y¡  =  xmi  y  y2  =  xm2  forman  un 
conjunto  fundamental  de  soluciones.  Por  lo  tanto,  la  solución  general  es 


y  =  Cjx"1!  +  c2xln2. 


(2) 


Ejemplo  1  Raíces  distintas 

,  d2y  dy 

Resolver  x  — y  —  2x - 4y  =  0. 

dx~  dx 


Solución  En  lugar  de  sólo  memorizar  la  ecuación  (1),  algunas  veces  se  prefiere  asumir 
como  solución  a  y  =  x”  con  el  fin  de  entender  el  origen  y  la  diferencia  entre  esta  nueva 
forma  de  ecuación  auxiliar  y  la  obtenida  en  la  sección  3.3.  Al  diferenciar  dos  veces, 

dy  ,  d2y  ,  s 

—  =  m.\ m  — -y  =  m(m  —  lix7”  ", 

dx  dx2  y  ’ 

y  sustituir  de  nuevo  en  la  ecuación  diferencial 


.  d2y  dy  .  .  . 

x2 ^y  -  2x  —  -  4v  =  x2  •  m(m  -  l)xm“2  -  2x  •  mx""1  -  4x"' 
dx2  dx  ' 


=  xln(m(m  -  1 )  -  2m  -  4)  =  x"'(m2  -  3 m  -  4)  =  0 


si  m2  -  3 m  -4  =  0.  Ahora  (m  +  1 )(/«  -  4)  =  0  implica  mt  =  -1,  m2  =  4  de  manera  que 

y  =  c¡x~l  +  c2x 4.  □ 


Caso  II:  Raíces  reales  repetidas  Si  las  raíces  de  (1)  están  repetidas  (es  decir, 
n?!  =  m2),  entonces  obtenemos  sólo  una  solución,  a  saber,  y  =  xmK 
Cuando  las  raíces  de  la  ecuación  cuadrática  am2  +  (b  -  a)m  +  c  =  0  son 
iguales,  el  discriminante  de  los  coeficientes  es  necesariamente  cero.  De 
la  fórmula  cuadrática  se  deriva  que  la  raíz  debe  ser  m]  =  -( b  -  a)/2a. 

Ahora  podemos  construir  una  segunda  solución  y2  mediante  (5)  de 
la  sección  3.2.  Primero  escribimos  la  ecuación  de  Euler-Cauchy  en  la 
forma  estándar 

d2y  b  dy  c 

— -y  H - 1 — I - yV  =  0 

dx  ax  dx  axr 

e  igualamos  P(x)  =  b/ax  y  J(b/ax)  dx  =  (b/a)  ln  x.  Por  lo  tanto, 


y2  =  x"h 
=  xmi 
=  xmi 

=  x"1! 


—(b/a)  ln* 


-_2mi 


dx 


x~bla  ■  x ~2m'  dx 


x-bla  .  x(b-a)la  rfjf 


dx 

—  =  xmi  ln  x. 
x 


e~(b/a)  ln  x  _  elnx  b,a 

-2 mi  —  (b  -  á)!a 


Y~bla 
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Entonces,  la  solución  general  es 


y  =  Cir"1  +  c2xm'  ln  x. 


(3) 


Ejemplo  2  Raíces  repetidas 

d2 y  dy 

Resolver  4x2  — y  +  8a - 1-  y  =  0. 

dx  dx 

I  Solución  La  sustitución  y  =  xm  nos  da 

,  d2y  dy  „ 

4X2  — 7  +  8a  —  +  v  =  xm(4m(m  -  1)  +  8 m  +  1)  =  xm(4 m~  +  4/«  +  1)  =  0 
dx  dx 

cuando  4 m2  +  4 m  +  1  =  0  o  (2 m  +  l)2  =  0.  Dado  que  m,  =  la  solución  general  es 

y  =  Cj.x-1/2  +  c2  x^2\nx.  □ 

Para  ecuaciones  de  orden  superior,  si  mt  es  una  raíz  de  multiplicidad  k,  entonces 
puede  demostrarse  que 

a"'1  ,  a"1'  ln  a,  xm'  (ln  a)2,  . . . ,  x'11'  (ln  xf  ~ 1 

son  k  soluciones  linealmente  independientes.  Asimismo,  la  solución  general  de  la  ecua¬ 
ción  diferencial  debe  contener  entonces  una  combinación  lineal  de  estas  k  soluciones. 

Caso  III:  Raíces  complejas  conjugadas  Si  las  raíces  de  (1)  son  el  par  conjugado 
nti  =  a  +  i¡3,  m2  =  a  -  ifi,  donde  a  y  /3  >  0  son  reales,  entonces  una 
solución  es  y  =  Clxa  +  l13  +  C2xa~  Pero  cuando  las  raíces  de  la  ecua¬ 
ción  auxiliar  son  complejas,  como  en  el  caso  de  ecuaciones  con  coefi¬ 
cientes  constantes,  deseamos  escribir  una  solución  sólo  en  términos  de 
funciones  reales.  Observemos  la  identidad 

JC1'/3  =  (gtaxy/3  _ 

la  cual,  por  la  fórmula  de  Euler,  es  lo  mismo  que 

a'p  =  cos(j8  ln  a)  +  i  sen(/3  ln  a). 

De  manera  similar,  =  cos(j8  ln  a)  -  i  sen(/3  ln  a). 

Al  sumar  y  restar  los  dos  últimos  resultados  se  tiene 

x,p  +  x~ip  =  2  cos(j8  ln  a)  y  xifí  -  x~ip  =  2 i  sen( /3  ln  a), 

respectivamente.  Del  hecho  de  que  y  =  C1a“+'^  +  C2xa~'^  es  una  solución 
para  cualquier  valor  de  las  constantes  vemos,  a  su  vez,  para  Cj  =  C2=  1  y 
Cj  =  1,  C2  =  -1  que 

y,  =  a“(a^  +  x~ip)  y  y2  =  a“(a'p  -  x^) 

o  y,  =  2a“  cos(j8  ln  a)  y  y2  =  2ía“  sen(  /3  ln  a) 

son  también  soluciones.  Dado  que  W(xa  cos(j8  ln  a),  a“  sen(j8  ln  a))  = 
j8a2“  “ 1  A  0,  /3  >  0,  en  el  intervalo  (0,  oo),  concluimos  que 

yl  =  xa  cos(  j8  ln  a)  y  y2  =  a“  sen(  j3  ln  a) 

constituyen  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  reales  de  la  ecua¬ 
ción  diferencial.  Por  lo  tanto,  la  solución  general  es 

y  =  a“[c!  cos(j8  ln  a)  +  c2  sen(/3  ln  a)].  (4) 


Ejemplo  3  Un  problema  de  valor  inicial 

Resolver  el  problema  de  valor  inicial  4a2/'  +  17y  =  0,  v(l)  =  -1,  y'(l)  =  - 1 . 
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Solución  En  la  ecuación  de  Cauchy-Euler  dada,  falta  el  término  y';  sin  embargo,  la 
sustitución  y  =  x™  produce 

4x2y"  +  17y  =  xJ"(4 m(m  -  1)  +  17)  =  xm(4 m2  -  4m  +  17)  =  0 


cuando  4nr  -  4 m  +  17  =  0.  De  la  fórmula  cuadrática  encontramos  que  las  raíces  son 
«i  =  \  +  2i  y  m2  =  |  -  2i.  Con  las  identificaciones  a  =  ¿  y  /3  =  2,  vemos  a  partir  de  (4) 
que  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es 

y  =  x 1//2  [cj  cos(2  ln  x)  +  c2  sen(2  ln  x)j. 

Si  se  aplican  las  condiciones  iniciales  v(  I )  =  -1,  y'(  I )  =  0  a  la  solución  anterior  y  se  usa 
ln  1  =  0  entonces  encontramos,  a  su  vez,  que  cl  =  -1  y  c2  =  0.  Por  lo  tanto,  la  solución 
del  problema  de  valor  inicial  es  y  =  -  eos  (2  ln  x).  La  gráfica  de  esta  función,  obtenida 
con  ayuda  de  un  programa  de  cómputo,  está  dada  en  la  figura  3.15.  La  solución  particu¬ 
lar  es  oscilatoria  y  no  acotada  cuando  x  — »  oo. 


Figura  3.15  Gráfica  de  solución 
del  PVI  tratado  en  el  ejemplo  3 


El  siguiente  ejemplo  ilustra  la  solución  de  una  ecuación  de  Cauchy-Euler  de  tercer 
orden. 


Ejemplo  4  Ecuación  de  tercer  orden 

,  d3y  .  d2v  dy 
Resolver  x3  — L  +  5x2  — r  +  7x  —  +  8y  =  0. 
dx¡  dx  dx 

Solución  Las  primeras  tres  derivadas  de  y  =  x™  son 

—  =  mx”-1,  =  m(m  —  l)x™_2,  — L  =  m(m  —  1  )(m  —  2)xm_3 

dx  dx2  K  ’  dx3  y  A  ’ 

de  manera  que  la  ecuación  diferencial  dada  se  convierte  en 


x3 — j  +  5x2 — ^  +  7x—  +  8v  =  x3m(m  —  1 )(;«  —  2)x™  3  +  5x1m(m  —  l)xfn  2  +  lxmxjn  1  +  8x"' 
íü.  djc 

=  xm(m(m  -  1  )(m  -  2)  +  5 m(m  -  1)  +  Im  +  8) 


=  x"'(/w3  +  2  m2  +  4  m  +  8)  =  xm(r/r  +  2  )(m2  +  4)  =  0. 

En  este  caso  vemos  que  y  =  x"'  será  una  solución  de  la  ecuación  diferencial  para  ml  = 
-2,  m2  =  2/  y  n?3  =  -2r.  Por  lo  tanto,  la  solución  general  es 

y  =  c¡x~2  +  c2  cos(2  ln  x)  +  c3  sen(2  ln  x). 


El  método  de  coeficientes  indeterminados  como  el  descrito  en  la  sección  3.4  no  es 
aplicable,  en  general,  a  ecuaciones  diferenciales  lineales  con  coeficientes  variables.  En 
consecuencia,  en  el  siguiente  ejemplo  se  emplea  el  método  de  variación  de  parámetros. 


Ejemplo  5  Variación  de  parámetros 

Resolver  x2y"  -  3xy'  +  3y  =  2x4eL 

Solución  Dado  que  la  ecuación  es  no  homogénea,  primero  resolvemos  la  ecuación 
homogénea  asociada.  A  partir  de  la  ecuación  auxiliar  (m  -  I  )(m  -  3)  =  0  encontramos 
yc  =  C|X  +  c2x3.  Ahora,  antes  de  usar  la  variación  de  parámetros  para  encontrar  una  so¬ 
lución  particular  yp  =  iqyj  +  u2y2,  recuerde  que  las  fórmulas  u\  =  WJW  y  u2  =  W2/W, 
donde  Wu  W2  y  W  son  los  determinantes  definidos  en  la  página  136,  fueron  derivadas 
bajo  el  supuesto  de  que  la  ecuación  diferencial  había  sido  escrita  en  la  forma  estándar 
y"  +  P(x)y'  +  Q(x)y  =/(x).  Por  lo  tanto,  dividimos  la  ecuación  dada  entre  x2,  y  a  partir  de 

y"  -  f  y'  +  Jy  =  2xV 
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identificamos /(x)  =  2x2e*.  Ahora,  con  yx  =  x,  y2  =  x3  y 


W  = 


x  x3 
1  3X2 


encontramos 


=  2x3,  Wj  = 


2xV 


0 

2xV 


3x- 


=  -xV 


=  -2xV,  W2  = 

,  2x>ex 
y  «2 


x  0 

1  2xV 


=  2xYl 


2x3  '  ""  2x3 

La  integral  de  la  última  función  es  inmediata,  pero  en  el  caso  de  u[  integramos  por  partes 
dos  veces.  Los  resultados  son  iq  =  -x2ex  +  2xex  -  2ex  y  u2  =  ex.  Por  lo  tanto, 

yp  =  Miy,  +  u2y2  =  (-X2ex  +  2xex  -  2ex)x  +  exxi  =  2x1ex  -  2xex. 

Por  último,  tenemos  a-  =  yc  +  y„  =  rqx  +  c2x3  +  2x1ex  -  2xé . 


Comentarios 


La  similitud  que  se  presenta  entre  las  formas  de  las  soluciones  de  ecuaciones  de 
Cauchy-Euler  y  de  ecuaciones  lineales  con  coeficientes  constantes  no  es  sólo  una 
coincidencia.  Por  ejemplo,  cuando  las  raíces  de  las  ecuaciones  auxiliares  para  ay"  + 
by'  +  cy  =  0  y  ax2y"  +  bxy'  +  cy  =  0  son  distintas  y  reales,  las  soluciones  generales 
respectivas  son 

y  =  c¡em>x  +  c2em*  y  y  =  cqx"'1  +  c2. x"12,  x  >  0.  (5) 

En  vista  de  la  identidad  e]nx  =  x,  x  >  0,  la  segunda  solución  dada  en  (5)  puede  expre¬ 
sarse  de  igual  forma  que  la  primera  solución: 

y  =  c¡em'lttx  +  c2e"hlnx  =  c^em'‘  +  c2énJ, 

donde  t  =  ln  x.  Este  último  resultado  ilustra  otro  hecho  de  la  vida  matemática:  toda 
ecuación  de  Cauchy-Euler  siempre  puede  volver  a  escribirse  como  una  ecuación 
diferencial  lineal  con  coeficientes  constantes  mediante  la  sustitución  x  =  e’.  La 
idea  es  resolver  la  nueva  ecuación  diferencial  en  términos  de  la  variable  í,  usando 
los  métodos  de  las  secciones  anteriores,  y  una  vez  obtenida  la  solución  general  se 
vuelve  a  sustituir  í  =  ln  x.  Dado  que  este  procedimiento  ofrece  un  buen  ejercicio  de 
repaso  de  la  regla  de  la  cadena  de  diferenciación,  se  exhorta  al  estudiante  a  resolver 
los  problemas  31  a  36  en  los  ejercicios  3.6. 


EJERCICIOS  3.6  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-5. 


En  los  problemas  1  a  18,  resuelva  la  ecuación  diferencial  dada. 

2.  4x2y"  +  y  =  0 


1 .  x2y"  -  2y  =  0 
3.  xy"  +  y'  =  0 
5.  x2y"  +  xy'  +  4y  =  0 
7.  x2y"  -  3xy'  -  2y  =  0 
9.  25x2y"  +  25xy'  +  y  =  0 
1 1 .  x2y"  +  5xy'  +  4y  =  0 
13.  3x2y"  +  6xy'  +y  =  0 

15.  xV 

17. 

18.  x4y(4) 


4.  xy"  -  3y'  =  0 
6.  x2y"  +  5xy'  +  3y  =  0 
8.  x2/'  +  3xy'  -  4y  =  0 
1 0.  4 x2y"  +  4xy'  -  y  =  0 
1 2.  x2y"  +  8xy'  +  6y  =  0 
14.  x2y"  -  7xy'  +  41y  =  0 
1 6.  x3y"'  +  xy'  -  y  =  0 


2 1 .  x2y"  -  xy '  +  y  =  2x 
23.  x2y"  +  xy'  -  y  =  ln  x 


22.  x2y"  -  2xy'  +  2y  =  xAeí 

24.  x2y"  +  xy'  -  v  =  — 1 — 

x  +  1 


En  los  problemas  25  a  30,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
dado.  Use  una  herramienta  graficadora  para  trazar  la  curva 
solución. 

25.  x2y"  +  3xy'  =  0,  y(l)  =  0,  y'(l)  =  4 

26.  x2y"  -  5xy'  +  8y  =  0,  y(2)  =  32,  y' (2)  =  0 

27.  x-y"  +  xy'  +  y  =  0,  y(l)  =  1,  y'(l)  =  2 

28.  x2y"  -  3xy'  +  4y  =  0,  y(l)  =  5,  y'(l)  =  3 

29.  xy"  +  y'  =  x,  y(l)  =  1, y'(l)  = 


6y  =  0 

xy(4)  +  6y'"  =  0 

+  6x3y'"  +  9x2y"  +  3xy'  +  y  =  0 


En  los  problemas  19  a  24,  resuelva  la  ecuación  diferencial  dada 
por  variación  de  parámetros. 

1 9.  xy"  -  4y '  =  x4  20.  2x2y"  +  5xy '  +  y  =  x2  —  x 


30.  x2y"  -  5xy'  +  8y  =  8x6,  y  (|)  =  0,  y'  (|)  =  0 

En  los  problemas  31  a  36,  use  la  sustitución  x  =  é  para  trans¬ 
formar  la  ecuación  de  Cauchy-Euler  dada  en  una  ecuación  di- 
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ferencial  con  coeficientes  constantes.  Resuelva  la  ecuación 
original  solucionando  la  ecuación  nueva  mediante  el  procedi¬ 
miento  de  las  secciones  3.3  a  3.5. 


31. 

X2/' 

+  9xy'  -  20y  =  0 

32. 

X2/' 

-  9xy'  +  25y  =  0 

33. 

x2y" 

+  10xy'  +  8y  =  x2 

34. 

x2y" 

-  4xy'  +  6y  =  ln  x2 

35. 

x2/ 

-  3xv'  +  13y  =  4  +  3x 

36. 

x3/" 

-  3X2/'  +  6xy'  -  6y  =  3  + 

ln  x3 

En  los  ejercicios  37  y  38,  resuelva  el 

problema  de  valor  inicial 

dado  i 

en  el 

intervalo  (-oo,  0). 

37. 

4x2y 

"  +  y  =  0,  y(— 1)  =  2,  y'(- 

1)  =  4 

38. 

xV 

-  4xy'  +  6y  =  0,  y(-2)  = 

8,  y'(-2)  =  0 

Problemas  de  análisis 

39.  ¿Cómo  usaría  usted  el  método  de  esta  sección  para  re¬ 
solver 

(x  +  2  )2y"  +  (x  +  2)y'  +  y  =  0? 

Desarrolle  sus  ideas.  Establezca  un  intervalo  donde  esté 
definida  la  solución. 

40.  ¿Puede  encontrarse  una  ecuación  diferencial  de  Cauchy- 
Euler  del  orden  más  bajo  con  coeficientes  reales  sabien¬ 
do  que  2  y  1  -  i  son  dos  raíces  de  su  ecuación  auxiliar? 
Desarrolle  sus  ideas. 


41 .  Las  condiciones  iniciales  y(0)  =  y0,  y'(0)  =  y¡,  son  apli¬ 
cables  a  cada  una  de  las  siguientes  ecuaciones  diferen¬ 
ciales: 

x2/  =  0, 

x2y"  -  2 xy'  +  2y  =  0, 
x2y"  -  4 xy'  +  6y  =  0. 

¿Para  qué  valores  de  y0  y  jq  cada  problema  de  valor  ini¬ 
cial  tiene  una  solución? 

42.  ¿Cuáles  son  las  intersecciones  x  de  la  curva  solución 
mostrada  en  la  figura  3.15?  ¿Cuántas  intersecciones  de  x 
hay  en  el  intervalo  0  <  x  <  \  ? 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

En  los  problemas  43  a  46,  resuelva  mediante  un  CAS  la  ecua¬ 
ción  diferencial  dada  para  encontrar  las  raíces  aproximadas  de 
la  ecuación  auxiliar. 


43. 

2x3y"' 

’  -  10.98x2y"  +  8.5xy'  +  1.3y  =  0 

44. 

x3y"'  ■ 

f  4x2y"  +  5xy'  -  9y  =  0 

45. 

xV4) 

+  6x3y"'  +  3x2y"  -  3xy'  +  4y  =  0 

46. 

xV4) 

-  6x3y"'  +  33x2y"  -  105xy'  +  169y  = 

0 

47. 

Resuelva  x3y"'  -  x2y"  -  2xy'  +  6y  =  x2 

por  variación 

de  parámetros.  Use  un  CAS  para  ayudarse  en  el  cálculo  de 
raíces  de  la  ecuación  auxiliar  y  las  determinantes  dadas 
en  la  expresión  (10)  de  la  sección  3.5. 


3.7  Ecuaciones  no  lineales 


I  Introducción  A  continuación  se  analizan  las  dificultades  que  rodean  a  las  ecuaciones 
diferenciales  no  lineales  de  orden  superior  y  algunos  métodos  que  producen  soluciones 
analíticas. 

I  Algunas  diferencias  Hay  varias  diferencias  significativas  entre  las  ecuaciones 
diferenciales  lineales  y  las  no  lineales.  En  la  sección  3.1  vimos  que  las  ecuaciones  linea¬ 

les  homogéneas  de  segundo  orden  o  de  orden  superior  tienen  la  propiedad  de  que  una 
combinación  lineal  de  soluciones  también  es  una  solución  (teorema  3.2).  Las  ecuaciones 
no  lineales  no  poseen  esta  capacidad  de  superposición.  Por  ejemplo,  en  el  intervalo  (-oo, 
oo),  y¡  =  e* 1,  y2  =  e~x,  y3  =  eos  x  y  y4  =  sen  x  son  cuatro  soluciones  linealmente  inde¬ 
pendientes  de  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segundo  orden  (y")2  -  y2  =  0.  Pero 
combinaciones  lineales  como  y  =  rqe*  +  c3  eos  x,  y  =  c2e~x  +  c4  sen  x,y  =  c ¡e*  +  c2e~x 
+  c3  eos  x  +  c4  sen  x  no  son  soluciones  de  la  ecuación  para  constantes  arbitrarias  c¡  dife¬ 
rentes  de  cero.  Vea  el  problema  1  en  los  ejercicios  3.7. 

En  el  capítulo  2  encontramos  que  es  posible  resolver  algunas  ecuaciones  diferenciales 
no  lineales  de  primer  orden  al  reconocerlas  como  ecuaciones  separables,  exactas,  homogé¬ 
neas,  o  quizá  ecuaciones  de  Bemoulli.  Aunque  las  soluciones  de  estas  ecuaciones  asumían 
la  forma  de  una  familia  uniparamétrica,  esta  familia,  como  regla,  no  representa  la  solución 
general  de  la  ecuación  diferencial.  Por  otra  parte,  al  prestar  atención  a  ciertas  condiciones 
de  continuidad,  obteníamos  soluciones  generales  de  las  ecuaciones  lineales  de  primer 
orden.  En  otras  palabras,  las  ecuaciones  diferenciales  no  lineales  de  primer  orden  pueden 
poseer  soluciones  singulares  mientras  que  las  ecuaciones  lineales  no.  Pero  la  principal 
diferencia  entre  las  ecuaciones  lineales  y  no  lineales  de  segundo  orden  o  de  orden  superior 
yace  en  el  ámbito  de  su  solubilidad.  Dada  una  ecuación  lineal,  existe  la  posibilidad  de  en¬ 
contrar  alguna  forma  de  solución  observable,  una  solución  explícita,  o  quizá  una  solución 
en  forma  de  serie  infinita.  Por  otro  lado,  las  ecuaciones  diferenciales  no  lineales  de  orden 
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superior  virtualmente  desafían  la  solución.  Esto  no  significa  que  una  ecuación  diferencial 
no  lineal  de  orden  superior  no  tenga  solución,  sino  que  no  hay  métodos  analíticos  por 
medio  de  los  cuales  se  puede  encontrar  una  solución  explícita  o  implícita. 

Aunque  esto  suena  desalentador,  siguen  habiendo  otros  recursos;  siempre  podemos 
analizar  una  ED  no  lineal  de  manera  cualitativa  y  numérica. 

Dejemos  claro  desde  el  comienzo  que  las  ecuaciones  diferenciales  no  lineales  de 
orden  superior  son  importantes  — nos  atreveríamos  a  decir  que  incluso  más  importantes 
que  las  ecuaciones  lineales — ,  pues  conforme  perfeccionamos  el  modelo  matemático  de, 
digamos,  un  sistema  físico,  también  incrementamos  la  probabilidad  de  que  este  modelo 
de  resolución  superior  no  sea  lineal. 

Empecemos  por  ilustrar  un  método  analítico  que  en  ocasiones  nos  permite  encontrar 
soluciones  explícitas  o  implícitas  de  tipos  especiales  de  ecuaciones  diferenciales  no  li¬ 
neales  de  segundo  orden. 

I  Reducción  de  orden  Las  ecuaciones  diferenciales  no  lineales  de  segundo  orden 
F(x,  y',  y")  =  0,  donde  falta  la  variable  dependiente  y,  y  F  (y,  y',  y")  =  0,  donde  falta  la 
variable  independiente  x,  algunas  veces  pueden  resolverse  empleando  métodos  de  primer 
orden.  Cada  ecuación  se  puede  reducir  a  una  ecuación  de  primer  orden  mediante  la  sus¬ 
titución  u  =  y'. 

El  siguiente  ejemplo  ilustra  la  técnica  de  sustitución  para  una  ecuación  de  la  forma 
F  ( x ,  y',  y")  =  0.  Si  u  =  y',  entonces  la  ecuación  diferencial  se  convierte  en  F  (x,  u,  u') 
=  0.  Si  podemos  resolver  esta  última  ecuación  para  u,  podemos  encontrar  y  por  inte¬ 
gración.  Como  estamos  resolviendo  una  ecuación  de  segundo  orden,  advierta  que  su 
solución  contendrá  dos  constantes  arbitrarias. 


Ejemplo  1  Cuando  falta  la  variable  dependiente  y 

Resolver  y"  =  2 x(y')2. 

Solución  Si  establecemos  u  =  y'  entonces  du/dx  =  y".  Después  de  sustituir,  la  ecuación 
de  segundo  orden  se  reduce  a  una  ecuación  de  primer  orden  con  variables  separables;  la 
variable  independiente  es  x  y  la  variable  dependiente  es  u: 


du 

—  =  2 xu 
dx 


—  =  2 xdx 
u 


u  ~du  = 


2 xdx 


-u  1  =  x2  +  cf. 


La  constante  de  integración  se  escribe  por  comodidad  como  c¡.  La  razón  será  evidente 
en  los  siguientes  pasos.  Como  if'  =  1/y',  se  deduce  que 


y,  por  lo  tanto,  y 


dy 

dx 


dx 


x2  +  c\ 


1 


x2  +  c\ 

1  X 

y  =  ~-tan  —  +  c2- 

c  1  C 1 


□ 


Ahora  mostramos  cómo  resolver  una  ecuación  de  la  forma  F(y,  y',  y")  =  0.  Una  vez 
más,  establezcamos  u  =  y',  pero  dado  que  falta  la  variable  independiente  x,  usemos  esta 
sustitución  para  transformar  la  ecuación  diferencial  en  una  donde  la  variable  indepen¬ 
diente  sea  y  y  la  variable  dependiente  sea  u.  Con  este  fin,  usemos  la  regla  de  la  cadena 
para  calcular  la  segunda  derivada  de  y: 

n  du  du  ly  du 

dx  dy  Ix  dy 


En  este  caso,  la  ecuación  de  primer  orden  que  debemos  resolver  es  F(y,  u,  u  du/dy)  =  0. 


Ejemplo  2  Cuando  falta  la  variable  independiente  x 

Resolver  yy"  =  (y')2. 
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Solución  Con  ayuda  de  u  =  y',  de  la  regla  de  la  cadena  mostrada  arriba  y  de  la  separa¬ 
ción  de  variables,  la  ecuación  diferencial  dada  se  convierte  en 


du 

u 


dy 

y ' 


Si  integramos  la  última  ecuación  entonces  se  produce  ln  \u\  =  ln  I  vi  +  cu  lo  cual,  a  su  vez,  da 
u  =  c-¡y,  donde  la  constante  ±é'  se  ha  identificado  nuevamente  como  c2.  Ahora  volve¬ 
mos  a  sustituir  u  =  dy/dx,  separamos  otra  vez  las  variables,  integramos  e  identificamos 
de  nuevo  las  constantes  por  segunda  ocasión: 


'¿y 

.  y 


dx 


o  ln  lyl  =  c2x  +  c3  o  y  =  cAec A 


□ 


I  Uso  de  la  serie  de  Taylor  En  algunos  casos,  una  solución  de  un  problema  de  valor 
inicial  no  lineal,  donde  las  condiciones  iniciales  estén  especificadas  en  x0,  se  puede 
aproximar  mediante  una  serie  de  Taylor  centrada  en  x0. 


Ejemplo  3  Serie  de  Taylor  para  la  solución  de  un  PVI 

Asumamos  que  existe  una  solución  del  problema  de  valor  inicial 

y"  =  x  +  y-  y2,  y(  0)  = -1,  y'(0)  =  1  (1) 


Si  además  asumimos  que  la  solución  y(x)  del  problema  es  analítica  en  0,  entonces  y(x) 
posee  un  desarrollo  de  la  serie  de  Taylor  centrada  en  0: 


„  _  ,  /(O)  ,  y"( 0)  2 

y(x)  =  y(0)  H - 77— x  H - — — -xr 


1! 


2! 


+ 


r(_o) 

3! 


-xr  + 


y(\ o)  4  ^  f\o) 

-x  + 


4! 


5! 


-x5  + 


'■  (2) 


Observe  que  en  la  serie  (2)  se  conocen  los  valores  de  los  términos  primero  y  segundo 
puesto  que  son  las  condiciones  iniciales  especificadas  v(0)  =  -1,  y  YO)  =  1.  Además,  la 
ecuación  diferencial  define  por  sí  misma  el  valor  de  la  segunda  derivada  en  0:  y"(0)  = 
0  +  y(0)  -  y(0)2  =  0  +  (-1)  -  (-1)2  =  -2.  Podemos  encontrar  entonces  expresiones  para 
las  derivadas  de  grado  superior  y"1,  y(4), . . . ,  por  cálculo  de  las  derivadas  sucesivas  de  la 
ecuación  diferencial: 


y"'{x)  =  4-  (x  +  y  -/)  =  1  +  y'  -  2yy' 
ax 

y(AKx)  =  y-  (1  +  y'  -  2 yy')  =  y"  -  2 yy"  -  2(y'f 
ax 

y(5\x)  =  4-  (y"  -  2.vy"  -  2 (y')2)  =  y'"  -  2yy"'  -  6 y'y" 


(3) 

(4) 

(5) 


y  así  sucesivamente.  Ahora  usamos  y(0)  =  -1  y  y'(0)  =  1  para  encontrar,  con  base  en 
(3),  que  y"'(0)  =  4.  Con  base  en  los  valores  de  y(0)  =  -1  y'(0)  =  1  y  y"(0)  =  -2,  encon¬ 
tramos  que  y(4)(0)  =  -8  de  (4).  Con  la  información  adicional  de  que  y"'(0)  =  4,  vemos  a 
partir  de  (5)  que  yí5>(0)  =  24.  Por  lo  tanto,  a  partir  de  (2),  los  primeros  seis  términos  de 
una  serie  solución  del  problema  de  valor  inicial  (1)  son 

2  1  1 

y(x)  =  —1  +  x  —  x2  +  —  x3  —  —  x4  +  —  x5  +  ■•■. 


■  Uso  de  un  programa  de  solución  numérica  Los  métodos  numéricos,  como  el 
método  de  Euler  o  el  de  Runge-Kutta,  se  desarrollaron  únicamente  para  ecuaciones  di¬ 
ferenciales  de  primer  orden  y  luego  se  extendieron  a  sistemas  de  ecuaciones  de  primer 
orden.  Con  el  fin  de  analizar  un  problema  de  valor  inicial  de  n-ésimo  orden  en  forma 
numérica,  expresamos  la  ecuación  diferencial  ordinaria  de  n-ésimo  orden  como  un  siste¬ 
ma  de  n  ecuaciones  de  primer  orden.  En  pocas  palabras,  aquí  mostramos  qué  hacer  para 
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solucionar  un  problema  de  valor  inicial  de  segundo  orden.  Primero,  resuelva  para  y",  es 
decir,  escriba  la  ED  en  la  forma  normal  y"  =  f(x,  y,  y')  y  después  asuma  que  y'  =  u.  Por 
ejemplo,  si  sustituimos  y'  =  u  en 


£y 

dx 2 


=  f(x,y,y’), 


y(*o)  =  yo. 


y’(x0)  =  «o, 


(6) 


entonces  y"  =  u’  y  y’(x0 )  =  u( x0),  de  manera  que  el  problema  de  valor  inicial  (6)  se  con¬ 
vierte  en 


Resolver: 


u 

f(x,  y,  U) 


Sujeto  a:  y(x0)  =  y0. 


u(x  o)  =  u0. 


No  obstante,  debemos  advertirle  que  un  programa  de  solución  numérica  comercial  quizá 
no  requiera*  que  usted  provea  el  sistema. 


Figura  3.16  Comparación  de  dos 
soluciones  aproximadas 


Ejemplo  4  Análisis  gráfico  del  ejemplo  3 

Después  del  procedimiento  anterior,  el  problema  de  valor  inicial  de  segundo  orden  del 
ejemplo  3  es  equivalente  a 


dy 

dx 


u 


du 

dx 


x  +  y  -  y2 


y  tiene  condiciones  iniciales  y(0)  =  -1,  u( 0)  =  1.  Con  ayuda  de  un  programa  de  solu¬ 
ción  numérica  obtenemos  la  curva  solución  mostrada  en  color  en  la  figura  3.16.  Para 
fines  comparativos,  la  curva  en  negro  es  la  gráfica  del  polinomio  de  Taylor  de  quinto 
grado  r5( x)  =  -1  +  x  -  x2  +  |x3  —  jx4  +  jx5.  Aunque  no  sabemos  el  intervalo  de  con¬ 
vergencia  de  la  serie  de  Taylor  obtenida  en  el  ejemplo  3,  la  cercanía  de  las  dos  curvas  en 
una  vecindad  del  origen  sugiere  que  la  serie  de  potencias  puede  converger  en  el  interva¬ 
lo  (-1,1).  □ 


■  Preguntas  cualitativas  La  gráfica  coloreada  en  la  figura  3.16  plantea  algunas 
preguntas  de  naturaleza  cualitativa:  ¿la  solución  del  problema  de  valor  inicial  original  es 
oscilatoria  cuando  x  —*  oo?  La  gráfica  generada  por  un  programa  de  solución  numérica 
en  el  intervalo  más  largo  mostrado  en  la  figura  3.17  parecería  sugerir  que  la  respuesta  es 
sí.  Pero  este  único  ejemplo,  o  incluso  una  variedad  de  ejemplos,  no  responde  la  pregunta 
básica  de  si  todas  las  soluciones  de  la  ecuación  diferencial  y"  =  x  +  y  -  y2  son  de  natura¬ 
leza  oscilatoria.  Además,  ¿qué  les  pasa  a  las  curvas  solución  de  la  figura  3.17  cuando  x 
se  acerca  a  -1?  ¿Cuál  es  el  comportamiento  de  las  soluciones  de  la  ecuación  diferencial 
cuando  x  — »  -oo?  ¿Las  soluciones  están  acotadas  cuando  x  — »  oo?  Preguntas  como  éstas, 
en  general,  no  se  pueden  contestar  fácilmente  para  ecuaciones  diferenciales  no  lineales 
de  segundo  orden.  Pero  ciertos  tipos  de  ecuaciones  de  segundo  orden  se  prestan  para 
efectuar  un  análisis  cualitativo  sistemático  y  éstas,  al  igual  que  sus  parientes  de  primer 


*  Algunos  programas  de  solución  numérica  sólo  requieren  que  una  ecuación  diferencial  de  segundo  orden 
se  exprese  en  la  forma  normal  y"  =  f(x,  y,  y1).  La  transformación  de  la  ecuación  única  en  un  sistema  de  dos 
ecuaciones  se  incorpora  en  el  programa  de  cómputo,  dado  que  la  primera  ecuación  del  sistema  siempre  es 
y'  =  u  y  la  segunda  ecuación  es  u'  =  f(x. ,  y,  u). 
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orden  encontradas  en  la  sección  2.1,  son  del  tipo  que  no  tiene  una  dependencia  explícita  y 
en  la  variable  independiente.  Las  EDO  de  segundo  orden  de  la  forma 

Sy 

F(y,y',y")  =  0  o  -¿=/(y,y'), 
dx 

ecuaciones  sin  la  variable  independiente  x,  se  denominan  autónomas.  La  ecuación  dife¬ 
rencial  del  ejemplo  2  es  autónoma  y,  debido  a  la  presencia  del  término  x  en  su  lado  de¬ 
recho,  la  ecuación  del  ejemplo  3  es  no  autónoma.  Para  un  estudio  minucioso  del  tema  de  Figura  3.17  Curva  de  la  solución 

la  estabilidad  de  las  ecuaciones  diferenciales  autónomas  de  segundo  orden  y  de  sistemas  numérica  del  PVI  (1)  del  ejemplo  3 

autónomos  de  ecuaciones  diferenciales,  se  recomienda  al  lector  remitirse  al  capítulo  1 1 . 


y 


EJERCICIOS  3.7  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-6. 


En  los  problemas  1  y  2,  verifique  si  y3  y  y2  son  soluciones  de 
la  ecuación  diferencial  dada  pero  que  y  =  c1yl  +  c¿y2  no  es,  en 
general,  una  solución. 

i  ■  Cy")2  =  y2;  yi  =  e*,  y2  =  eos  x 
2-  yy"  =  c,  (y')2;  yi  =  l,y2  =  x2 


1 7.  En  cálculo,  la  curvatura  de  una  curva  definida  por  una 
función  v  =  f(x)  se  expresa  como 

=  y" 

*  [i  +  (y')2]3/r 

Encuentre  y  =  f(x)  para  la  cual  k  =  1.  [Sugerencia:  Por 
simplicidad,  ignore  las  constantes  de  integración.] 


En  los  problemas  3  a  8,  resuelva  la  ecuación  diferencial  dada 


usando  la  sustitución  u  =  y'. 

3.  y"  +  (y')2  +1=0 

4.  y"  =  1  +  (y')2 

5.  x2y"  +  (y')2  =  0 

6.  (y+l)y"  =  (y')2 

7.  y"  +  2y(y')3  =  0 

00 

II 

9.  Considere  el  problema  de  valor  inicial 

y"  +  yy'  =  0,  y(0)  =  1,  y'(0)  =  -L 


a)  Use  la  ED  y  un  programa  de  solución  numérica 
para  graficar  la  curva  solución. 

b)  Encuentre  una  solución  explícita  del  PVI.  Use  una 
herramienta  graficadora  para  trazar  esta  solución. 


10. 


c)  Encuentre  un  intervalo  de  definición  para  la  solu¬ 
ción  determinada  en  la  parte  b). 

Encuentre  dos  soluciones  del  problema  de  valor  inicial 


(y")2  +  (y')2  =  i. 


V3 

2 


Use  un  programa  de  solución  numérica  para  graficar  las 
curvas  solución. 


En  los  problemas  11  y  12,  muestre  que  la  sustitución  u  =  y’ 
lleva  a  una  ecuación  de  Bernoulli.  Resuelva  esta  ecuación  (vea 
la  sección  2.5). 


Problemas  de  análisis 

1 8.  En  el  problema  1  vimos  que  eos  x  y  ex  eran  soluciones 
de  la  ecuación  no  lineal  (y")2  -  y2  =  0.  Compruebe  que 
sen  x  y  e~x  son  también  soluciones.  Sin  intentar  resolver 
la  ecuación  diferencial,  analice  cómo  se  pueden  encon¬ 
trar  estas  soluciones  explícitas  con  base  en  el  conoci¬ 
miento  de  las  ecuaciones  lineales.  Sin  intentar  verificar 
analice  por  qué  las  combinaciones  lineales  y  =  cqe*  + 
c2e~x  +  c3  eos  x  +  c4  sen  x  y  y  =  c2e~x  +  c4  sen  x  no  son,  en 
general,  soluciones,  pero  las  dos  combinaciones  lineales 
especiales  y  =  cx¡?  +  c2e~x  y  y  =  c3  eos  x  +  c4  sen  x  deben 
satisfacer  la  ecuación  diferencial. 

1 9.  Analice  la  forma  en  que  el  método  de  reducción  de  orden 
considerado  en  esta  sección  puede  aplicarse  a  la  ecuación 
diferencial  de  tercer  orden  y'"  =  \/ 1  +  (y")2.  Desarrolle 
sus  ideas  y  resuelva  la  ecuación. 

20.  Analice  cómo  encontrar  una  familia  biparamétrica  de 
soluciones  que  sea  alternativa  para  la  ecuación  diferen¬ 
cial  no  lineal  y"  =  2x(y')2  del  ejemplo  1.  [Sugerencia: 
Suponga  que  — c?  se  usa  como  la  constante  de  integra¬ 
ción  en  lugar  de  +c2.] 


11.  xy"  =  y'  +  (y')3  1 2.  xy"  =  y'  +  x(y')2 

En  los  problemas  13  a  16,  proceda  como  en  el  ejemplo  3  y 
obtenga  los  primeros  seis  términos  diferentes  de  cero  de  una 
solución  de  la  serie  de  Taylor,  centrada  en  0,  para  el  problema 
de  valor  inicial  dado.  Use  un  programa  de  solución  numérica 
y  una  herramienta  graficadora  para  comparar  la  curva  solución 
con  la  gráfica  del  polinomio  de  Taylor. 

13.  y"  =  x  +  y2,  y(0)  =  l,y'(0)  =  1 

14.  y"  +  y2  =  1,  y(0)  =  2,  y'(0)  =  3 

1 5.  y"  =  x2  +  y2  -  2y',  y(0)  =  1,  y'(0)  =  1 

16.  y"  =  ev,  y(0)  =  0,y'(0)  =  -1 


Modelos  matemáticos 

21.  Movimiento  en  un  campo  de  fuerza  Un  modelo  ma¬ 
temático  para  la  posición  x{t)  de  un  cuerpo  que  se  des¬ 
plaza  de  manera  rectilínea  sobre  el  eje  x  dentro  de  un 
campo  de  fuerza  de  cuadrado  inverso  está  dado  por 

d2x  _  k2 
dt2  x2 

Suponga  que  en  t  =  0  el  cuerpo  parte  desde  el  reposo  de 
la  posición  x  =  x0,  x0  >  0.  Muestre  que  la  velocidad  del 
cuerpo  en  el  tiempo  t  está  dada  por  v2  =  2/r(l/x  -  l/x0). 


3.7  Ecuaciones  no  lineales 
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Use  la  última  expresión  y  un  CAS  para  desarrollar  la 
integración  y  expresar  el  tiempo  t  en  función  de  x. 

22.  Un  modelo  matemático  para  la  posición  x(t )  de  un  obje¬ 
to  en  movimiento  es 

d2x 

— v  +  sen  x  =  0. 
dt2 


jc(0)  =  0,  x'(0)  =  xu  x¡  >  0.  Analice  el  movimiento  del 
objeto  para  t  >  0  y  para  varias  elecciones  de  x¡.  Estudie 
la  ecuación 


d2x  dx 

— T  d - 

dt 2  dt 


senx  =  0 


Use  un  programa  de  solución  numérica  para  investigar  de  igual  manera.  Formule  una  interpretación  física  posi- 

de  manera  gráfica  las  soluciones  de  la  ecuación  sujeta  a  ble  del  término  dxld 


Modelos  lineales:  problemas 
de  valor  inicial 


Figura  3.18  Sistema  resorte-masa 


Figura  3.19  La  dirección  positiva 
está  por  debajo  de  la  posición  de 
equilibrio 


■  Introducción  En  esta  sección  consideraremos  diversos  sistemas  lineales  dinámicos 
en  los  cuales  cada  modelo  matemático  es  una  ecuación  diferencial  lineal  de  segundo  orden 
con  coeficientes  constantes  junto  con  condiciones  iniciales  especificadas  en  el  tiempo  t0 : 

d2y  dy 

a2  +  «t  Yt  +  a°y  =  8 W’  y =  ^0’  y'ko) =  y f 

Recuerde  que  g  es  la  función  de  entrada,  impulsora  o  forzadora,  del  sistema.  La  salida 
o  respuesta  del  sistema  es  una  función  y(t)  definida  en  un  intervalo  I  que  contiene  t0  y 
satisface  tanto  la  ecuación  diferencial  como  las  condiciones  iniciales  en  el  intervalo  I. 


3.8.1 


Sistemas  resorte-masa:  movimiento  libre 
no  amortiguado 


H  Ley  de  Hooke  Suponga  que  un  resorte  flexible  está  suspendido  verticalmente  de  un 
soporte  rígido  y  después  una  masa  m  se  sujeta  a  su  extremo  libre.  La  cantidad  de  estira¬ 
miento  o  elongación  del  resorte  dependerá,  por  supuesto,  de  la  masa;  las  masas  con  dife¬ 
rentes  pesos  estiran  el  resorte  en  diferentes  cantidades.  De  acuerdo  con  la  ley  de  Hooke, 
el  propio  resorte  ejerce  una  fuerza  de  recuperación  F  que  es  contraria  a  la  dirección  de  la 
elongación  y  proporcional  a  la  cantidad  de  elongación  s.  Expresado  de  manera  sencilla, 
F  =  ks,  donde  k  es  una  constante  de  proporcionalidad  llamada  constante  del  resorte.  El 
resorte  está  caracterizado  esencialmente  por  el  número  k.  Por  ejemplo,  si  una  masa  que 
pesa  10  libras  estira  un  resorte  \  pie,  entonces  10  =  k( implica  k  =  20  lb/ft.  Entonces, 
necesariamente,  una  masa  que  pesa,  digamos,  8  libras,  estira  el  mismo  resorte  sólo  \  pie. 


I  Segunda  Ley  de  Newton  Después  de  que  una  masa  m  se  anexa  a  un  resorte,  estira 
el  resorte  por  una  cantidad  s  y  alcanza  una  posición  de  equilibrio  en  la  cual  su  peso  W 
se  balancea  por  la  fuerza  de  recuperación  ks.  Recuerde  que  el  peso  está  definido  por 
W  =  mg,  donde  la  masa  se  mide  en  slugs,  kilogramos  o  gramos  y  g  =  32  ft/s2,  9.8  m/s2 
o  980  cm/s2,  respectivamente.  Como  indica  la  figura  3.18Z?),  la  condición  de  equilibrio 
es  mg  =  ks  o  mg  -  ks  =  0.  Si  la  masa  se  desplaza  por  una  cantidad  x  desde  su  posición 
de  equilibrio,  la  fuerza  de  recuperación  del  resorte  es  entonces  k(x  +  s).  Si  se  supone  que 
no  hay  fuerzas  de  retardo  que  actúen  sobre  el  sistema  y  que  la  masa  vibra  libre  de  otras 
fuerzas  externas  — movimiento  libre —  podemos  igualar  la  segunda  ley  de  Newton  con 
la  fuerza  neta,  o  resultante,  de  la  fuerza  restauradora  y  el  peso: 


m 


d2x 

dt2 


-k(s  +  x)  +  mg  =  -kx  +  mg  -  ks  =  -kx. 


(1) 


En  (1),  el  signo  negativo  indica  que  la  fuerza  restauradora  del  resorte  actúa  en  dirección 
opuesta  al  movimiento.  Además,  podemos  adoptar  la  convención  de  que  los  desplazamien¬ 
tos  medidos  por  debajo  de  la  posición  de  equilibrio  son  positivos.  Vea  la  figura  3.19. 
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■  Ecuación  diferencial  de  movimiento  libre  no  amortiguado  AI  dividir  (1)  entre 
la  masa  m  obtenemos  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  cfx/dt2  +  ( ktrrí)x  =  0  o 

d2x  , 

~r+co2x  =  0,  (2) 

dr 

donde  o»2  =  k/m.  Se  dice  que  la  ecuación  (2)  describe  el  movimiento  armónico  simple 
o  movimiento  libre  no  amortiguado.  Dos  condiciones  iniciales  evidentes  asociadas  con 
(2)  son  x(0)  =  x0,  la  cantidad  de  desplazamiento  inicial,  y  x'(0)  =  x¡,  la  velocidad  inicial 
de  la  masa.  Por  ejemplo,  si  x0  >  0,  x¡  <  0,  la  masa  comienza  desde  un  punto  situado  por 
debajo  de  la  posición  de  equilibrio  con  una  velocidad  impartida  en  forma  ascendente. 
Cuando  x¡  =  0  se  afirma  que  la  masa  se  libera  del  reposo.  Por  ejemplo,  si  x0  <  0,  x¡  =  0, 
la  masa  es  liberada  del  reposo  desde  un  punto  |x0|  unidades  localizado  por  encima  de  la 
posición  de  equilibrio. 

■  Solución  y  ecuación  de  movimiento  Para  resolver  la  ecuación  (2),  observemos 
que  las  soluciones  de  la  ecuación  auxiliar  m2  +  a>2  =  0  son  los  números  complejos  m1  = 
o)í,  m2  =  —(oi.  Por  lo  tanto,  a  partir  de  la  expresión  (8)  de  la  sección  3.3  encontramos  que 
la  solución  general  de  (2)  es 

x{t)  =  Ci  eos  (ot  +  c2  sen  cot.  (3) 

El  periodo  de  vibraciones  libres  descrito  por  (3)  es  T  =  2tt/oi,  y  la  frecuencia  es 
/  =  1  IT  =  u>I2tt.  Por  ejemplo,  para  x(t)  =  2  eos  3í  -  4  sen  3 1  el  periodo  es  277/3  y  la  fre¬ 
cuencia  es  3/27 r.  El  número  anterior  significa  que  la  gráfica  de  x(t)  se  repite  cada  277/3 
unidades;  este  último  número  significa  que  hay  3  ciclos  de  la  gráfica  cada  277  unidades  o, 
de  manera  equivalente,  que  la  masa  experimenta  3/277  vibraciones  completas  por  unidad  de 
tiempo.  Además,  se  puede  mostrar  que  el  periodo  2ttIu>  es  el  intervalo  de  tiempo  entre 
dos  máximos  sucesivos  de  x{t).  Tenga  en  mente  que  un  máximo  de  x(t)  representa  un 
desplazamiento  positivo  que  corresponde  al  logro  de  la  masa  desde  una  distancia  máxi¬ 
ma  calculada  por  debajo  de  la  posición  de  equilibrio,  mientras  un  mínimo  de  x{t)  es  un 
desplazamiento  negativo  que  corresponde  al  logro  de  la  masa  desde  una  altura  máxima 
situada  por  encima  de  la  posición  de  equilibrio.  Nos  referimos  a  cualquiera  de  estos 
casos  como  un  desplazamiento  extremo  de  la  masa.  Por  último,  cuando  las  condiciones 
iniciales  se  usan  para  determinar  las  constantes  ct  y  c2  en  (3),  decimos  que  la  solución 
particular  resultante  o  respuesta  es  la  ecuación  de  movimiento. 


Ejemplo  1  Movimiento  Libre  no  amortiguado 

Una  masa  que  pesa  2  libras  estira  un  resorte  6  pulgadas.  En  t  =  0  la  masa  se  libera  de 
un  punto  situado  8  pulgadas  por  debajo  de  la  posición  de  equilibrio  con  una  velocidad 
ascendente  de  f  pies/s.  Determinar  la  ecuación  de  movimiento  libre. 


Solución  Debido  a  que  estamos  usando  el  sistema  de  unidades  para  ingeniería,  las  me¬ 
diciones  dadas  en  términos  de  pulgadas  se  deben  convertir  a  pies:  6  in.  =  \  ft;  8  in.  =  § 
ft.  Además,  debemos  convertir  las  unidades  de  peso  dadas  en  libras  en  unidades  de  masa. 
De  m  =  W/g  tenemos  m  =  ¿  ¿  slug.  También,  con  base  en  la  ley  de  Hooke,  2  =  k(j) 

implica  que  la  constante  del  resorte  es  k  =  4  lb/ft.  Por  lo  tanto,  (1)  da 


1  d2x 
16  dt2 


=  —  4x  o 


d2x 

— y  +  64x  =  0. 
dt1 


El  desplazamiento  inicial  y  la  velocidad  inicial  son  jc(0)  =  §,  jc'(0)  =  -f ,  donde  el  signo 
negativo  presente  en  la  última  condición  es  consecuencia  de  que  la  masa  está  dada  con 
velocidad  inicial  en  dirección  negativa,  o  ascendente. 

Ahora,  o>2  =  64  o  a>  =  8,  de  manera  que  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  es 


x(t)  =  eos  8í  +  c2  sen  8f. 


(4) 


Al  aplicar  las  condiciones  iniciales  a  x(t)  y  x'it)  se  tiene  cl  =  §  y  c2  =  .  De  esta  forma, 

la  ecuación  del  movimiento  es 


x{t) 


—  eos  8 1 - sen8r. 

3  6 


(5)  □ 
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Figura  3.20  Relación  entre 
c-¡  >  0,  c2  >  0  y  el  ángulo  de  fase  4> 


I  Forma  alternativa  de  x(t)  Cuando  c¡  A  0  y  c2  4  0,  la  amplitud  real  A  de  las  vi¬ 
braciones  libres  no  es  evidente  por  simple  inspección  de  la  ecuación  (3).  Por  ejemplo, 
aunque  la  masa  del  ejemplo  1  en  un  principio  se  desplazó  §  de  pie  más  allá  de  la  posición 
de  equilibrio,  la  amplitud  de  las  vibraciones  es  un  número  mayor  a  f .  Por  lo  tanto,  mu¬ 
chas  veces  es  conveniente  convertir  una  solución  de  la  forma  (3)  a  la  más  simple 


x(t)  =  A  sen(cuí  +  4>), 

donde  y  ^  es  un  ángulo  de  fase  definido  por 


sen  4> 
eos  4 > 


<h 

C2 


(6) 


(7) 


Para  verificar  esto  ampliamos  (6)  mediante  la  fórmula  de  adición  para  la  función  seno: 

A  sen  a)t  eos  4>  +  A  eos  u>t  sen  </>  =  (A  sen  4>)  eos  u>t  +  (A  eos  4>)  sen  u>t.  (8) 


De  la  figura  3.20  se  deduce  que  si  <j>  está  definida  por 


sen  4> 


c  1 

Ve?  +  c\ 


eos  4> 
A 


c  2 

Ve?  +  c\ 


V 

A’ 


entonces  (8)  se  convierte  en 


C1  C2 

A —  eos  u>t  +  A  — 
A  A 


sen  u>t  =  C\  eos  a>t  +  c2  sen  a>t  =  x(t). 


I 


Calcule  de  manera 
cuidadosa  el  ángulo  de 
fase  4). 


Ejemplo  2  Forma  alternativa  de  solución  (5) 

En  vista  del  análisis  anterior,  podemos  escribir  la  solución  (5),  x(t)  =  |  eos  8?  -  ¿  sen 
8í,  en  la  forma  alternativa  x(í)  =  A  sen(8í  +  <!>)■  El  cálculo  de  la  amplitud  es  sencillo, 
A  =  V(2/3 Y  +  (-1/6 Y  =  V 17/36  «  0.69  ft,  pero  se  debe  tener  cuidado  al  calcu¬ 
lar  el  ángulo  de  fase  4>  definido  por  (7).  Con  c,  =  |  y  c2  =  -?  encontramos  tan  <l>  =  -4, 
y  con  una  calculadora  obtenemos  tan_1(^f)  =  -1.326  rad.  Este  no  es  el  ángulo  de  fase: 
tan-1  (-4)  está  ubicado  en  el  cuarto  cuadrante  y,  por  lo  tanto,  contradice  el  hecho  de  que 
sen  4>>  0  y  eos  </>  <  0  porque  c,  >  0  y  c2  <0.  En  consecuencia,  debemos  asumir  que  4>  es 
el  ángulo  del  segundo  cuadrante  </>  =  7r  +  (-1.326)  =  1.816  rad.  Entonces  tenemos 


Vn 

x(t)  = - sen(8í  +  1.816). 


(9) 


El  periodo  de  esta  función  es  T  =  2tt/8  =  tt/4. 


La  figura  3.21a)  ilustra  la  masa  del  ejemplo  2  que  cumple  aproximadamente  dos 
ciclos  completos  de  movimiento.  De  izquierda  a  derecha,  las  primeras  cinco  posiciones 
marcadas  con  puntos  negros  corresponden  a:  la  posición  inicial  de  la  masa  por  debajo  de 
la  posición  de  equilibrio  (x  =  ?),  la  masa  que  cruza  el  punto  de  equilibrio  por  primera 
vez  dirigiéndose  hacia  arriba  (x  =  0),  la  masa  en  su  desplazamiento  extremo  por  encima 
del  punto  de  equilibrio  (x  =  -VT7/6),  la  masa  en  la  posición  de  equilibrio  en  la  segun¬ 
da  vez  que  se  dirige  hacia  abajo  ( x  =  0),  y  la  masa  en  su  desplazamiento  extremo  por  de¬ 
bajo  de  la  posición  de  equilibrio  (x  =  VT7/6).  Los  puntos  señalados  en  la  gráfica  de  (9) 
dada  en  la  figura  3.21¿>)  también  concuerdan  con  las  cinco  posiciones  que  se  acaban  de 
señalar.  No  obstante,  observe  que  en  la  figura  3.21¿>)  la  dirección  positiva  en  el  plano  tx 
es  la  dirección  acostumbrada  hacia  arriba  y,  por  lo  tanto,  es  opuesta  a  la  dirección  positi¬ 
va  indicada  en  la  figura  3.21a).  De  este  modo,  la  gráfica  sólida  coloreada  que  representa 
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b) 

el  movimiento  de  la  masa  en  la  figura  3.2 1¿>)  es  el  reflejo  especular  a  través  del  eje  t  de  la 
curva  mostrada  en  línea  negra  discontinua  en  la  figura  3.21a). 

La  forma  (6)  resulta  muy  útil,  dado  que  es  fácil  encontrar  valores  de  tiempo  para  los 
cuales  la  gráfica  de  x{t)  atraviese  el  eje  t  positivo  (la  línea  x  =  0).  Observe  que  sen(wr  +  <fi ) 
=  0  cuando  u>t  +  4>  =  nir,  donde  n  es  un  entero  positivo. 

■  Sistemas  con  constantes  de  resorte  variables  En  el  modelo  que  se  analizó  líneas 
arriba  asumimos  un  caso  ideal,  una  situación  donde  las  características  físicas  del  resorte 
no  cambian  con  el  tiempo.  No  obstante,  en  el  mundo  real  parece  razonable  esperar  que 
si  un  sistema  resorte -masa  está  en  movimiento  por  un  largo  periodo,  el  resorte  se  debi¬ 
lite;  en  otras  palabras,  la  “constante  del  resorte”  variaría  o,  de  manera  más  específica, 
disminuiría  con  el  paso  del  tiempo.  En  un  modelo  para  la  degradación  de  rigidez, 
la  constante  del  resorte  k  presentada  en  (1)  se  reemplaza  por  la  función  menguante 
K(t)  =  ke~at,  k  >  0,  a  >  0.  La  ecuación  diferencial  lineal  mx"  +  k(r”'x  =  0  no  puede  re¬ 
solverse  mediante  los  métodos  considerados  en  este  capítulo.  Sin  embargo,  podemos 
obtener  dos  soluciones  linealmente  independientes  al  aplicar  los  métodos  del  capítulo  5. 
Vea  el  problema  15  en  los  ejercicios  3.8,  el  ejemplo  3  en  la  sección  5.3,  y  los  problemas 
25  y  26  de  los  ejercicios  5.3. 

Cuando  un  sistema  resorte-masa  está  sujeto  a  un  entorno  donde  la  temperatura  disminu¬ 
ye  rápidamente,  tendría  sentido  reemplazar  la  constante  k  con  K(í)  =  kt,k>  0,  una  función 
que  aumenta  con  el  tiempo.  El  modelo  resultante,  mx'1  +  ktx  =  0,  es  una  forma  de  la  ecua¬ 
ción  diferencial  de  Airy.  Al  igual  que  la  ecuación  para  la  degradación  de  rigidez,  la  ecua¬ 
ción  de  Airy  puede  resolverse  con  los  métodos  del  capítulo  5.  Vea  el  problema  16  en  los 
ejercicios  3.8,  el  ejemplo  2  en  la  sección  5.1,  y  los  problemas  27  a  29  de  los  ejercicios  5.3. 


3.8.2 


Sistemas  resorte-masa:  movimiento  libre 
amortiguado 


El  concepto  de  movimiento  armónico  libre  es  un  tanto  irreal,  dado  que  el  movimiento 
descrito  por  la  ecuación  ( 1 )  asume  que  no  hay  fuerzas  de  retardo  que  actúen  sobre  la 
masa  puesta  en  movimiento.  A  menos  que  la  masa  esté  suspendida  en  un  vacío  perfecto, 
habrá  al  menos  una  fuerza  resistente  debida  al  medio  circundante.  Como  lo  muestra  la 
figura  3.22,  la  masa  podría  estar  suspendida  en  un  medio  viscoso  o  estar  conectada  a  un 
dispositivo  amortiguador  de  aceleración. 


Figura  3.21  Movimiento  armónico 
simple 


- 


b) 

Figura  3.22  Dispositivos 
amortiguadores 
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Figura  3.23  Movimiento  de  un 
sistema  sobreamortiguado 


Figura  3.24  Movimiento  de  un 
sistema  criticamente  amortiguado 


no  amortiguado 


Figura  3.15  Movimiento  de  un 
sistema  subamortiguado 


■  Ecuación  diferencial  de  movimiento  libre  amortiguado  En  el  estudio  de  la 
mecánica,  las  fuerzas  amortiguadoras  que  actúan  sobre  un  cuerpo  se  consideran  propor¬ 
cionales  a  la  potencia  de  la  velocidad  instantánea.  En  particular,  a  lo  largo  del  siguiente 
análisis  asumiremos  que  esta  fuerza  está  determinada  por  un  múltiplo  constante  de  dx/dt. 
Cuando  no  se  aplican  otras  fuerzas  externas  al  sistema,  de  la  segunda  ley  de  Newton  se 
deduce  que 


d2x 

m  — 7  =  —  kx  —  6 
dt2  H 


dx 

dt’ 


(10) 


donde  f3  es  una  constante  de  amortiguamiento  positiva  y  el  signo  negativo  es  consecuen¬ 
cia  de  que  la  fuerza  de  amortiguamiento  actúa  en  dirección  opuesta  al  movimiento. 

Si  se  divide  (10)  entre  la  masa  m,  encontramos  que  la  ecuación  diferencial  del  movi¬ 
miento  libre  amortiguado  es  d2xldr  +  (fi/m)dx/dt  +  ( k/m)x  =  0  o 


dh 

dt2 


dx  i 

+  2A  -f  o)  x  =  0, 

dt 


donde 


2A  =  — , 
m 


ay2  = 


(11) 


(12) 


El  símbolo  2A  se  usa  únicamente  por  conveniencia  algebraica,  dado  que  la  ecuación 
auxiliar  es  m 2  +  2A m  +  u>2  =  0  y  por  lo  tanto  las  raíces  correspondientes  son 


m  |  =  —A  +  \^A2  —  co2,  m2  =  —A  —  Va2  —  or. 

Ahora  podemos  distinguir  tres  casos  posibles  que  dependen  del  signo  algebraico  de 
A2  -  or.  Dado  que  cada  solución  contiene  el  factor  de  amortiguamiento  e~x\  A  >  0,  los 
desplazamientos  de  la  masa  se  vuelven  insignificantes  para  un  largo  periodo. 


Caso  I:  A2  -  o)2  >  0.  En  esta  situación  se  dice  que  el  sistema  está  sobre¬ 
amortiguado  debido  a  que  el  coeficiente  de  amortiguación  ¡3  es  mayor 
cuando  se  compara  con  la  constante  del  resorte  k.  La  correspondiente 
solución  de  (1 1)  es  x{t)  =  cl  em¡‘  +  c2  emJ  o 

X  (r)=  e~x,(cleV>?~ü?t  +  c2e“VA2““2')-  (13) 


Esta  ecuación  representa  un  movimiento  suave  y  no  oscilatorio.  La 
figura  3.23  muestra  dos  gráficas  posibles  de  x{t). 


Caso  II:  A2  -  o>2  =  0.  Se  dice  que  el  sistema  está  críticamente  amortiguado 
debido  a  que  cualquier  disminución  ligera  en  la  fuerza  de  amortigua¬ 
miento  resultaría  en  un  movimiento  oscilatorio.  La  solución  general  de 
(1 1)  es  x{t)  =  Cj  em,‘  +  c2  e’"1'  o 


x(l)  =  e  A'(C|  +  c2t).  (14) 

En  la  figura  3.24  se  presentan  algunas  gráficas  de  movimiento  típicas.  Observe  que  el  mo¬ 
vimiento  es  muy  similar  al  de  un  sistema  sobreamortiguado.  En  (14)  también  es  posible 
advertir  que  la  masa  puede  atravesar  la  posición  de  equilibrio  cuando  mucho  una  vez. 

Caso  III :  A2  -  or  <  0.  En  este  caso  se  dice  que  el  sistema  está  subamortiguado 
porque  el  coeficiente  de  amortiguamiento  es  pequeño  comparado  con 
la  constante  del  resorte.  Las  raíces  mt  y  m2  ahora  son  complejas: 

m¡  =  —A  +  Veo2  —  A2!,  m2  =  —A  —  \/  or  —  A  2¡. 

Por  lo  tanto,  la  solución  general  de  la  ecuación  (1 1)  es 

x(t)  =  e~x'{cx  eos  Veo2  —  \2t  +  c2sen  \/ or  —  A2/).  (15) 

Tal  como  indica  la  figura  3.25,  el  movimiento  descrito  por  ( 15)  es  oscilatorio,  pero  debi¬ 
do  al  coeficiente  e~Xl,  las  amplitudes  de  vibración  — »  0  cuando  t —>  co. 
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Ejemplo  3  Movimiento  sobreamortiguado 

Es  fácil  verificar  que  la  solución  del  problema  de  valor  inicial 

^4  +  5  —  +  4x  =  0,  x(0)  =  1,  x'(0)  =  1 
dt2  dt  y  ’  y  ’ 

es  x(í)  =  -  \e-*.  (16) 

El  problema  se  puede  interpretar  como  la  representación  del  movimiento  sobreamorti¬ 
guado  de  una  masa  en  un  resorte.  La  masa  parte  de  una  posición  localizada  1  unidad  por 
debajo  de  la  posición  de  equilibrio  con  una  velocidad  descendente  de  1  ft/s. 

Para  graficar  x(t)  encontramos  el  valor  de  t  para  el  cual  la  función  tiene  un  punto 
extremo,  es  decir,  el  valor  del  tiempo  al  cual  la  primera  derivada  (velocidad)  es  cero. 
Al  diferenciar  (16)  se  tiene  x'{t)  =  -fe-'  +  fe-4'  de  manera  que  x'(t)  =  0  implica 
e3'  =  §  o  f  =  f  ln  §  =  0.157.  Del  examen  de  la  primera  derivada,  así  como  de  nues¬ 
tra  intuición  física,  se  deduce  que  x(0.157)  =  1.069  ft  es  en  realidad  un  máximo.  En 
otras  palabras,  la  masa  logra  un  desplazamiento  extremo  de  1.069  pies  por  debajo  de  la 
posición  de  equilibrio. 

También  debemos  verificar  si  la  gráfica  cruza  el  eje  í,  es  decir,  si  la  masa  atraviesa  la 
posición  de  equilibrio.  Ello  no  puede  suceder  en  este  caso  dado  que  la  ecuación  x{t)  =  0, 
o  e3'  =  §,  tiene  la  solución  físicamente  irrelevante  t  =  flnf  =  -0.305. 

La  gráfica  de  x(t),  junto  con  otros  datos  pertinentes,  está  dada  en  la  figura  3.26.  □ 


Ejemplo  4  Movimiento  críticamente  amortiguado 

Un  peso  de  8  libras  estira  un  resorte  2  pies.  Asumiendo  que  una  fuerza  amortiguadora 
numéricamente  igual  al  doble  de  la  velocidad  instantánea  actúa  sobre  el  sistema,  deter¬ 
minar  la  ecuación  de  movimiento  si  el  peso  se  libera  desde  la  posición  de  equilibrio  con 
velocidad  ascendente  de  3  pies/s. 


X 


t 

x(t) 

1 

0.601 

1.5 

0.370 

2 

0.225 

2.5 

0.137 

3 

0.083 

b) 


Figura  3.26  Sistema 
sobreamortiguado 


Solución  De  la  ley  de  Hooke,  vemos  que  8  =  k( 2)  da  k  =  4  lb/ft  y  W  =  mg  da 
m  =  j  slug.  Por  lo  tanto,  la  ecuación  diferencial  del  movimiento  es 


1  d2x 
4  dt2 


dx 

dt 


+  16x  =  0. 


(17) 


La  ecuación  auxiliar  para  (17)  es  nr  +  8 m  +  16  =  {m  +  4)2  =  0  de  manera  que  m¡  =  m2 
=  -4.  Entonces  el  sistema  está  críticamente  amortiguado  y 


x(f)  =  c1e-4'  +  c2te~4'. 


(18) 


Si  se  aplican  las  condiciones  iniciales  x(0)  =  0  y  x'(0)  =  -3,  encontramos,  a  su  vez,  que 
c1  =  0  y  c2  =  -3.  Por  lo  tanto,  la  ecuación  de  movimiento  es 

x(t)  =  -3  té^.  (19) 

Para  graficar  x(í)  procedemos  como  en  el  ejemplo  4.  De  x'(í)  =  -3e-4,(l  -  4í) 
vemos  que  x'(í)  =  0  cuando  t  =  1.  El  desplazamiento  extremo  correspondiente  es 
x(^)  =  -3(|)e_1  =  -0.276  ft.  Como  indica  la  figura  3.27,  interpretamos  este  valor 
para  dar  a  entender  que  el  peso  alcanza  una  altura  máxima  de  0.276  pies  por  encima  de  la 
posición  de  equilibrio. 


altura  máxima 
sobre  la  posición 
de  equilibrio 

Figura  3.27  Sistema  criticamente 
amortiguado 


Ejemplo  5  Movimiento  subamortiguado 

Un  peso  de  16  libras  se  adhiere  a  un  resorte  de  5  pies  de  largo.  En  equilibrio,  el  resorte 
mide  8.2  pies.  Si  el  peso  se  impulsa  y  se  libera  del  reposo  en  un  punto  situado  a  2  pies 
sobre  la  posición  de  equilibrio,  encontrar  los  desplazamientos  x(t)  sabiendo  además  que 
el  medio  circundante  ofrece  una  resistencia  numéricamente  igual  a  la  velocidad  instan¬ 
tánea. 
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I  Solución  La  elongación  del  resorte  después  de  agregarle  el  peso  es  de  8.2-5  =  3.2 
pies,  así  que  por  la  ley  de  Hooke  deducimos  que  16  =  k( 3.2)  o  k  =  5  lb/ft.  Además  m  = 
=  i  slug,  en  consecuencia  la  ecuación  diferencial  está  dada  por 


1  d2x 

2  dt 2 


o 


d2x  „  dx 
— o — f  2  — 

dt2  dt 


+ 


l(k  =  0. 


Al  proceder,  encontramos  que  las  raíces  de  m2  +  2 m  +10  =  0  son  ml 
m2  =  -1  -  3¿,  lo  cual  implica  un  sistema  subamortiguado  y 


(20) 
-1  +  3  i  y 


x(t )  =  e  '(cq  eos  3í  +  c2  sen  3 1).  (21) 

Por  último,  las  condiciones  iniciales  x(0)  =  -2  y  x'(0)  =  0  producen  eq  =  -2  y  c2  =  -§, 
entonces  la  ecuación  de  movimiento  es 


x(i) 


—2  eos  3 1  —  —  sen  3r  ). 


(22)  □ 


■  Forma  alternativa  de  x{t)  De  manera  idéntica  al  procedimiento  empleado  en  la 
página  152,  podemos  escribir  cualquier  solución 

x(t)  =  e~>í'(cl  eos  \/ or  —  A 2t  +  c2  sen  \/ or  —  A 2t) 
en  la  forma  alternativa 


Figura  3.28  Movimiento  vertical 
oscilatorio  del  soporte 


x(t)  =  Ae  A'sen  (Veo2  —  A 2t  +  <j>), 


(23) 


donde  A  =  Vcf^ 


ci  y  el  ángulo  de  fase  <f>  se  determina  con  base  en  las  ecuaciones 


,  ci 
sen  ó  =  — , 
A 


c2 

COS  (f>  =  — , 

A 


Ci 

tand)  =  — . 

c2 


El  coeficiente  Ae  Aí  se  denomina  algunas  veces  amplitud  amortiguada  de  las  vibra¬ 
ciones.  Debido  a  que  (23)  no  es  una  función  periódica,  el  número  2  7 7/  \/ oj2  —  A2  se  co¬ 
noce  como  cuasiperiodo  y  —  \2/2tt  es  la  cuasifrecuencia.  El  cuasiperiodo  es  el 
intervalo  de  tiempo  entre  dos  máximos  sucesivos  de  x(t).  El  lector  deberá  verificar,  para 
la  ecuación  de  movimiento  del  ejemplo  5,  que  A  =  2  VTü/3  y  4>  =  4.391.  Por  lo  tanto, 
una  forma  equivalente  de  (22)  es 


x(t)  = 


2V1Q 

3 


e  'sen  (3 1  +  4.391). 


3.8.3 


Sistemas  resorte-masa:  movimiento  forzado 


■  Ecuación  diferencial  del  movimiento  forzado  con  amortiguamiento  Suponga 
ahora  que  tomamos  en  consideración  una  fuerza  externa /(í)  que  actúa  sobre  una  masa 
vibratoria  en  un  resorte.  Por  ejemplo, /(í)  podría  representar  una  fuerza  conducida  que 
ocasiona  movimiento  oscilatorio  vertical  del  soporte  del  resorte.  Vea  la  figura  3.28.  La 
inclusión  de/(í)  en  la  formulación  de  la  segunda  ley  de  Newton  da  la  ecuación  diferen¬ 
cial  del  movimiento  forzado: 


d2x  dx  .  .  /o/i\ 

m  ,  =  -kx  -  B  —  +  flt).  (24) 

dt2  H  dt  Jy  ’ 

Al  dividir  (24)  entre  m  se  tiene 

d  x  dx  c , 

— ir  +  2A - 1-  (ü2x  =  F(t),  (25) 

dt2  dt  y  h 


donde  F(t )  =f(f)/m  y,  como  en  la  sección  anterior,  2A  =  [i/ ni.  co2  =  k/m.  Para  resolver  la 
última  ecuación  no  homogénea  podemos  usar  ya  sea  el  método  de  coeficientes  indeter¬ 
minados  o  la  variación  de  parámetros. 
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Ejemplo  6  Interpretación  de  un  problema  de  valor  inicial 

Interpretar  y  resolver  el  problema  de  valor  inicial 

1  d2x  dx  1 

- ,  +  1.2 - V  2x  =  5cos4r,  x(0)  =  — ,  x'(0)  =  0.  (26) 

5  dt2  dt  u  2  u 


I  Solución  Podemos  interpretar  el  problema  para  representar  un  sistema  vibratorio 
que  consista  en  una  masa  (m  =  1  slug  o  kilogramo)  unida  a  un  resorte  (k  =  2  lb/ft  o 
N/m).  La  masa  se  libera  del  reposo  a  1  unidad  (pies  o  metros)  por  debajo  de  la  posición 
de  equilibrio.  El  movimiento  es  amortiguado  (/3  =  1.2)  y  está  siendo  conducido  por  una 
fuerza  periódica  externa  ( T  =  rr/2  s)  que  comienza  en  t  =  0.  De  manera  intuitiva,  espe¬ 
raríamos  que  incluso  con  el  amortiguamiento,  el  sistema  permaneciera  en  movimiento 
hasta  el  momento  en  que  la  función  forzadora  fuera  “desactivada”,  en  cuyo  caso  las 
amplitudes  disminuirían.  No  obstante,  según  el  problema  dado,  f{t)  =  5  eos  4?  seguirá 
“activa”  por  siempre. 

Primero  multiplicamos  la  ecuación  diferencial  dada  en  (26)  por  5  y  resolvemos 


dx2 
dt 2 


+  6 


dx 

dt 


+  lO.r  =  0 


aplicando  los  métodos  acostumbrados.  Como  m¡  =  -3  +  i,  m2  =  -3  -  i,  se  deduce  que 


xc(t)  =  e  3<(c!  eos  t  +  c2  sen  t). 


Mediante  el  método  de  los  coeficientes  indeterminados,  asumimos  una  solución  particu¬ 
lar  de  la  forma  xp(t)  =  A  eos  4 1  +  B  sen  4 1.  Si  diferenciamos  xp{t)  y  sustituimos  en  la  ED 
obtenemos 


x"  +  6x'p  +  lOXp  =  (-6 A  +  24 5)  eos  4t  +  (-24 A  -  65)  sen  4 1  =  25  eos  4f. 
El  sistema  de  ecuaciones  resultante 


-6 A  +  245  =  25,  -24A  -  65  =  0 


produce  A  =  -  ](l2  y  5  =  5 , .  De  esto  se  deduce  que 

25 
102 


x(t)  =  e  3,(c!  eos  t  +  c2  sen  t )  • 


.  50 

eos  4r  +  —  sen  4 1. 
51 


(27) 


38 


Cuando  establecemos  t  =  0  en  la  ecuación  anterior  obtenemos  cr  =  M .  Al  diferenciar  la 
expresión  y  establecer  después  t  =  0,  también  encontramos  que  c2  =  -ff.  Por  lo  tanto, 
la  ecuación  de  movimiento  es 


38 


86 


51 


51 


25 


50 


(t)  =  e  3,l  —  eos  t - sen  t  ] - eos  4í  H - sen  4 1.  (28) 


102 


51 


■  Términos  transitorio  y  permanente  Cuando  F  es  una  función  periódica,  tal  como 
F(t)  =  F0  sen  y t  o  F(t)  =  F0  eos  yt,  la  solución  general  de  (25)  para  A  >  0  es  la  suma 
de  una  función  no  periódica  xc(t)  y  una  función  periódica  xp(t).  Además,  xr(t)  se  extin¬ 
gue  a  medida  que  el  tiempo  aumenta,  es  decir,  lím,_>oc  xc(t)  =  0.  Por  lo  tanto,  para  un 
periodo  largo,  los  desplazamientos  de  la  masa  están  muy  aproximados  por  la  solución 
particular  xp(t).  Se  dice  que  la  función  complementaria  xc(t)  es  un  término  transitorio 
o  una  solución  transitoria,  y  la  función  xp(t),  la  parte  de  la  solución  que  permanece 
después  de  un  intervalo  de  tiempo,  se  denomina  término  permanente  o  solución  per¬ 
manente.  En  consecuencia,  observe  que  el  efecto  de  las  condiciones  iniciales  sobre 
un  sistema  resorte-masa  conducido  por  F  es  transitorio.  En  la  solución  particular  (28), 
e-3,(^f  eos  t  -  ff  sen  t )  es  un  término  transitorio  y  xp(t )  =  —102  eos  4r  +  5 ,  sen  4f  es  un 
término  permanente.  Las  gráficas  de  estos  dos  términos  y  la  solución  (28)  están  dadas  en 
las  figuras  3.29 a)  y  tí),  respectivamente. 


X 


permanente  xp(t) 


ni  2 
a) 

X 


x(t)  =  transitorio 


n/2 

b) 

Figura  3.29  Gráfica  de  la  solución 
dada  en  (28) 
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X 


41 - I - 1 - 

n  Jt/2 

Figura  3.30  Gráfica  de  la  solución 
del  ejempLo  7  para  diferentes 
valores  de  x¡ 


Ejemplo  7  Soluciones  transitorias  y  permanentes 

La  solución  del  problema  de  valor  inicial 

d^x  dx 

— x  +  2 - V  2x  —  4 cosí  +  2senf,  x(0)  =  0,  x'(0)  =  x., 

dt2  dt  w  w  * 


donde  x¡  es  constante,  está  dada  por 

x(t)  =  (xt  -  2)e~'  sen  t  +  2  sen  t. 


transitorio  permanente 


Las  curvas  solución  para  los  valores  seleccionados  de  la  velocidad  inicial  x¡  se  muestran 
en  la  figura  3.30.  Las  gráficas  permiten  advertir  que  la  influencia  del  término  transitorio 
es  insignificante  cuando  t  >  3ir/2.  □ 


■  Ecuación  diferencial  de  movimiento  forzado  no  amortiguado  Con  una  fuerza 
periódica  impresa  y  ninguna  fuerza  amortiguadora,  no  hay  término  transitorio  en  la  so¬ 
lución  de  un  problema.  También  veremos  que  una  fuerza  periódica  impresa  con  una  fre¬ 
cuencia  cercana  o  igual  a  la  frecuencia  de  las  vibraciones  libres  no  amortiguadas  puede 
ocasionar  un  problema  severo  en  cualquier  sistema  mecánico  oscilatorio. 


Ejemplo  8  Movimiento  forzado  no  amortiguado 

Resolver  el  problema  de  valor  inicial 


drx 
dt 2 


+  co2x  =  F0  sen  yt ,  x(0)  =  0,  x'(0)  =  0, 


(29) 


donde  F0  es  una  constante  y  y  A  cu. 


Solución  La  función  complementaria  es  x c(f)  =  c,  eos  cot  +  c2  sen  cot.  Para  obtener  una 
solución  particular  asumimos  que  xp(t)  =  A  eos  y t  +  B  sen  yt,  entonces 

x"  +  arxp  =  A(co2  -  y2)  eos  yt  +  B(co2  -  y2)  sen  yt  =  F0  sen  yt. 

Al  igualar  los  coeficientes  obtenemos  inmediatamente  A  =  0  y  B  =  /•’,/( oj:  -  y2).  Por  lo 
tanto. 


xp{t) 


F0 

2 - t¡  sen  yt. 


(ü  —  y~ 

Cuando  se  aplican  las  condiciones  iniciales  dadas  a  la  solución  general 


x(f)  =  C[  eos  cot  +  c2  sen  cot  H — z - .  sen  yt 

co  -  y 

se  obtiene  c¡  =  0  y  c2  =  -yF0/co(co2  -  y2).  Por  lo  tanto,  la  solución  es 

F0 


x(í)  = 


,  2  (-y  sen  cot  +  cu  sen  yt),  y  #  co. 


j(cu“  —  y") 


(30)  □ 


I  Resonancia  pura  Aunque  la  ecuación  (30)  no  está  definida  para  y  =  o>,  es  intere¬ 
sante  observar  que  su  valor  limitante  cuando  y  — »  co  puede  obtenerse  al  aplicar  la  regla 
de  L'Hópital.  Este  proceso  limitante  es  análogo  a  “sintonizar”  la  frecuencia  de  la  fuerza 
impulsora  (y/2rr)  con  la  frecuencia  de  vibraciones  libres  (oj/2tt).  De  manera  intuitiva. 
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esperamos  que  en  cierto  tiempo  seamos  capaces  de  incrementar  sustancialmente  las  am¬ 
plitudes  de  vibración.  Para  y  =  u>  definimos  la  solución  como 


x(t) 


—  y  sen  a>t  +  cusen  yt 
fimP’o - —2 - 2\ - 

y—xo  (x)\0)  —  y  ) 


F0  lím 


—  sen  a>t  +  (otcosyt 


y-xu  —2u>y 

—  senwr  +  cot  eos  u>t 
—2cü2 


F„  lím 


— (—y  sen  u>t  +  cu  sen  y  í) 
cly 


f  (w3  -  ioy2) 

ay 


F0  F0 

=  — r  sen  cu t - reos  cuf. 

2 cu2  2cu 


(31) 


Como  era  de  esperarse,  cuando  r  — >  o o  los  desplazamientos  se  vuelven  largos;  de  hecho, 
\x{tn)  \  — >  oo  cuando  tn  =  «rr/cu,  n  =  1,2,...  El  fenómeno  que  acabamos  de  describir  se 
conoce  como  resonancia  pura.  La  gráfica  dada  en  la  figura  3.31  muestra  el  movimiento 
típico  para  este  caso. 

En  conclusión,  se  debe  observar  que  no  hay  necesidad  real  de  usar  un  proceso  limi¬ 
tante  en  (30)  para  obtener  la  solución  de  y  =  cu.  Por  otra  parte,  la  ecuación  (31)  se  dedu¬ 
ce  mediante  la  resolución  del  problema  de  valor  inicial 


d2x 

dt2 


+  afx  =  F0  sen  cur. 


x(0)  =  O,  x'(0)  =  O 


directamente  por  métodos  convencionales. 

Si  los  desplazamientos  de  un  sistema  resorte-masa  fuesen  descritos  en  la  realidad  por 
una  función  como  (31),  el  sistema  fallaría  necesariamente.  Las  largas  oscilaciones  de  la 
masa  al  final  forzarían  el  resorte  más  allá  de  su  límite  elástico.  Podríamos  argumentar 
también  que  el  modelo  resonante  presentado  en  la  figura  3.31  es  completamente  irreal, 
debido  a  que  ignora  los  efectos  de  retardo  de  las  siempre  presentes  fuerzas  amortigua¬ 
doras.  Aunque  es  verdad  que  la  resonancia  pura  no  puede  ocurrir  cuando  se  considera 
la  cantidad  más  pequeña  de  amortiguamiento,  pueden  ocurrir  amplitudes  de  vibración 
largas  e  igualmente  destructivas  (aunque  limitadas  cuando  t  — >  oo).  Vea  el  problema  43 
en  los  ejercicios  3.8. 


Circuito  en  serie  análogo 

■  Circuito  LRC  en  serie  Tal  como  se  mencionó  en  la  introducción  a  este  capítulo,  se 
pueden  describir  muchos  sistemas  físicos  diferentes  mediante  una  ecuación  diferencial 
lineal  de  segundo  orden  que  sea  similar  a  la  ecuación  diferencial  del  movimiento  forzado 
con  amortiguación: 


3.8.4 


d2 x  dx 

m  yy  +  I3  ^  +  **  =  (32) 

Si  i(t)  denota  la  corriente  en  el  circuito  eléctrico  LRC  en  serie  mostrado  en  la  figura 
3.32,  entonces  las  caídas  de  voltaje  a  través  del  inductor,  del  resistor  y  del  capacitor  son 
como  ilustra  la  figura  1.21.  Por  la  segunda  ley  de  Kirchhoff,  la  suma  de  esos  voltajes  es 
igual  al  voltaje  E(t)  aplicado  al  circuito;  es  decir, 

L  +  Ri  +  q  =  E(t).  (33) 

dt  C 


Figura  3.31  Gráfica  de  la 
solución  dada  en  (31)  que  ilustra 
la  resonancia  pura 


C 

Figura  3.32  Circuito  LRC  en  serie 
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Pero  la  carga  q(t )  presente  en  el  capacitor  está  relacionada  con  la  corriente  ¡(í)  por 
i  =  dq/dt,  y  por  lo  tanto  (33)  se  convierte  en  la  ecuación  diferencial  lineal  de  segundo 
orden 

d2q  dq  1 

Ltf+R*  +  cq  =  m  (34) 

La  nomenclatura  usada  en  el  análisis  de  circuitos  es  similar  a  la  que  se  emplea  para 
describir  sistemas  resorte-masa. 

Si  E(t)  =  0,  se  dice  que  las  vibraciones  eléctricas  del  circuito  son  libres.  Dado  que 
la  ecuación  auxiliar  para  (34)  es  Lm2  +  Rm  +  1/C  =  0,  habrá  tres  formas  de  solución  con 
R  =/=  0,  dependiendo  del  valor  del  discriminante  R2  -  4 L/C.  Decimos  que  el  circuito  está 

sobreamortiguado  si  R2  -  4- L/C  >  0, 

críticamente  amortiguado  si  R2  -  4 L/C  =  0 
y  subamortiguado  si  R2  -  4L/C  <  0. 

En  cada  uno  de  estos  tres  casos  la  solución  general  de  (34)  contiene  el  factor  e~Rl,2L  y,  por 
lo  tanto,  q{t)  — >  0  cuando  t  — »  oo.  En  el  caso  subamortiguado,  cuando  ¿/(0)  =  q0,  la  carga 
del  capacitor  oscila  a  medida  que  disminuye;  en  otras  palabras,  el  capacitor  está  cargan¬ 
do  y  descargando  a  medida  que  t  — »  oo.  Cuando  E(t)  =  0  y  R  =  0,  se  dice  que  el  circuito 
no  está  amortiguado  y  las  vibraciones  eléctricas  no  llegan  a  cero  cuando  t  aumenta  sin 
límite;  la  respuesta  del  circuito  es  armónica  simple. 


Ejemplo  9  Circuito  en  serie  subamortiguado 

Encontrar  la  carga  q(t)  presente  en  el  capacitor  de  un  circuito  LRC  en  serie  cuando 
L  =  0.25  henry  (h),  R  =  10  ohms  (O),  C  =  0.001  farad  (f),  E(t)  =  0  volts  (V),  ^(0)  =  q0 
coulonrbs  (C)  e  ¿(0)  =  0  amperes  (A). 

Solución  Dado  que  1/C  =  1 000,  la  ecuación  34  se  convierte  en 

q"  +  \0q'  +  1  000<7  =  0  o  q"  +  40 q'  +  4  000 q  =  0. 

Si  resolvemos  esta  ecuación  homogénea  en  la  forma  acostumbrada,  encontramos  que  el 
circuito  está  subamortiguado  y  q(t)  =  e~20'  (c¡  eos  60f  +  c2  sen  60?).  Al  aplicar  las  condi¬ 
ciones  iniciales,  obtenemos  c1  =  q0  y  c2  =  qj 3.  Por  lo  tanto,  q(t)  =  q0e~20,{c os  60 1  +  sen 
60?).  Mediante  (23),  podemos  escribir  la  solución  anterior  como 


q(f) 


e~m  sen(60?  +  1.249). 


□ 


Cuando  se  aplica  un  voltaje  E(t)  al  circuito,  se  dice  que  las  vibraciones  eléctricas  son 
forzadas.  Para  el  caso  en  que  R  =f=  0,  la  función  complementaria  q,(i)  de  (34)  se  deno¬ 
mina  solución  transitoria.  Si  E(t )  es  periódico  o  una  constante,  entonces  la  solución 
particular  qp(t)  de  (34)  es  una  solución  permanente. 


Ejemplo  10  Corriente  remanente 

Encontrar  la  solución  permanente  qp{t)  y  la  corriente  remanente  en  un  circuito  LRC  en 
serie  cuando  el  voltaje  aplicado  es  E(t)  =  E0  sen  yt. 

Solución  La  solución  permanente  qp(t)  es  una  solución  particular  de  la  ecuación  dife¬ 
rencial 

d2q  dq  1 

L  +  R  ~7f  +  ~r  q  =  E°  sen  yt' 
dt  dt  C 
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Mediante  el  método  de  coeficientes  indeterminados,  asumimos  una  solución  particular 
de  la  forma  qp{t)  =  A  sen  yt  +  B  eos  y t.  Al  sustituir  esta  expresión  en  la  ecuación  diferen¬ 
cial  y  simplificar  e  igualar  los  coeficientes,  se  tiene 

'  EoR 


A  = 


E0\Ly 


Cy 


,  ,  ,  2 L  1 

-y  [Ly  77  + 


R- 


,  B  = 


-y[L2y2 


2  L 


1 


R- 


C  CV  J  '  v  '  c  C2 y2 

Es  conveniente  expresar  Ay  B  en  términos  de  algunos  nuevos  símbolos. 

1  2L  1 

SiX  =  Ly - ,  entonces  X2  =  L2y2 - 1 - ,  ... 

Cy  r  C  C2  y2 

SiZ  =  Vx2  +  R2,  entonces  Z2  =  L2y2  -  —  +  '  ,  +  R2. 

C  C2y2 

Por  lo  tanto,  A  =  E(lX/(-yZ2)  y  B  =  E^RK-yZ2),  de  manera  que  la  carga  permanente  es 

£oX  EcR 

q w)  =  -^-senyf  -  ^cosy/. 

Ahora  la  corriente  remanente  está  dada  por  ip(t)  =  q'p(t): 


ipit)  = 


E0ÍR 


Z  \Z 


X 

;sen  yt - eos  y/  I. 


(35)  □ 


Las  cantidades  X  =  Ly  -  l/(Cy)  y  Z  =  VX2  +  R2  definidas  en  el  ejemplo  10 
se  llaman,  respectivamente,  reactancia  e  impedancia  del  circuito.  Tanto  la  reactancia 
como  la  impedancia  se  miden  en  ohms. 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-6. 


EJERCICIOS  3.8 


IMI  Sistemas  resorte-masa: 
movimiento  libre  no 
amortiguado 

1 .  Una  masa  que  pesa  4  libras  se  sujeta  a  un  resorte  cuya 
constante  del  resorte  es  de  16  lb/ft.  ¿Cuál  es  el  periodo 
del  movimiento  armónico  simple? 

2.  Una  masa  de  20  kilogramos  se  sujeta  a  un  resorte.  Si  la 
frecuencia  del  movimiento  armónico  simple  es  de  2 /ir 
ciclos/s,  ¿cuál  es  la  constante  del  resorte  kl  ¿Cuál  es  la 
frecuencia  del  movimiento  armónico  simple  si  la  masa 
original  se  reemplaza  por  otra  de  80  kilogramos? 

3.  Una  masa  que  pesa  24  libras  se  sujeta  al  extremo  de  un 
resorte  y  lo  estira  4  pulgadas.  En  un  inicio,  la  masa  se 
libera  del  reposo  desde  un  punto  situado  3  pulgadas  por 
encima  de  la  posición  de  equilibrio.  Encuentre  la  ecua¬ 
ción  de  movimiento. 

4.  Determine  la  ecuación  de  movimiento  si  la  masa  del  pro¬ 
blema  3  se  libera  inicialmente  desde  la  posición  de  equili¬ 
brio  con  una  velocidad  inicial  descendente  de  2  ft/s. 

5.  Una  masa  que  pesa  20  libras  estira  un  resorte  6  pulgadas. 
La  masa  se  libera  inicialmente  del  reposo  desde  un  punto 
situado  6  pulgadas  por  debajo  de  la  posición  de  equilibrio. 
á)  Encuentre  la  posición  de  la  masa  en  los  momentos 

t  =  77/12,  77/8,  77/6,  77/4  y  977/32  s. 


b)  ¿Cuál  es  la  velocidad  de  la  masa  cuando  7  =  377/16  s? 
¿Hacia  qué  dirección  va  la  masa  en  ese  instante? 

c)  ¿En  qué  momentos  la  masa  pasa  por  la  posición  de 
equilibrio? 

6.  Una  fuerza  de  400  newtons  estira  un  resorte  2  metros. 
Una  masa  de  50  kilogramos  se  sujeta  al  extremo  del  re¬ 
sorte  e  inicialmente  se  libera  desde  la  posición  de  equi¬ 
librio  con  velocidad  ascendente  de  10  m/s.  Encuentre  la 
ecuación  de  movimiento. 

7.  Otro  resorte  cuya  constante  es  de  20  N/m  está  suspendi¬ 
do  del  mismo  soporte  rígido  pero  paralelo  al  sistema  re¬ 
sorte-masa  del  problema  6.  Una  masa  de  20  kilogramos 
se  sujeta  al  segundo  resorte,  y  ambas  masas  se  liberan 
inicialmente  desde  la  posición  de  equilibrio  con  veloci¬ 
dad  ascendente  de  10  m/s. 

a)  ¿Cuál  masa  exhibe  la  mayor  amplitud  de  movimien¬ 
to? 

b)  ¿Cuál  masa  está  moviéndose  más  rápido  en  í  =  tt/4s?, 
¿en  77/2  s? 

c)  ¿En  qué  momentos  las  dos  masas  alcanzan  la  misma 
posición?  ¿Dónde  se  ubican  las  masas  en  esos  mo¬ 
mentos?  ¿En  qué  direcciones  se  están  moviendo? 

8.  Una  masa  que  pesa  32  libras  estira  un  resorte  2  pies. 
Determine  la  amplitud  y  el  periodo  de  movimiento  si 
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la  masa  inicialmente  es  liberada  desde  un  punto  situado 
1  pie  por  encima  de  la  posición  de  equilibrio  con  velo¬ 
cidad  ascendente  de  2  ft/s.  ¿Cuántos  ciclos  completos 
habrá  cubierto  la  masa  al  final  de  An  segundos? 

9.  Una  masa  que  pesa  8  libras  se  sujeta  a  un  resorte.  Cuando 
se  pone  en  movimiento,  el  sistema  resorte-masa  exhibe 
un  movimiento  armónico  simple.  Determine  la  ecuación 
de  movimiento  si  la  constante  del  resorte  es  de  1  lb/ft  y 
la  masa  se  libera  inicialmente  desde  un  punto  que  está 
6  pulgadas  por  debajo  de  la  posición  de  equilibrio  con 
velocidad  descendente  de  §  ft/s.  Exprese  la  ecuación  de 
movimiento  en  la  forma  dada  en  (6). 

10.  Una  masa  que  pesa  10  libras  estira  un  resorte  |  de  pie. 
Esta  masa  se  quita  y  es  reemplazada  por  otra  de  1.6  slugs, 
que  inicialmente  se  libera  desde  un  punto  situado  a  |  de 
pie  por  encima  de  la  posición  de  equilibrio  con  velocidad 
descendente  de  f  de  ft/s.  Exprese  la  ecuación  de  movi¬ 
miento  en  la  forma  dada  en  (6).  ¿En  qué  momentos  la 
masa  alcanza  un  desplazamiento,  por  debajo  de  la  posi¬ 
ción  de  equilibrio,  numéricamente  igual  a  I  de  amplitud? 

1 1 .  Una  masa  que  pesa  64  libras  estira  un  resorte  0.32  pies. 
La  masa  inicialmente  se  libera  desde  un  punto  que  está 
8  pulgadas  por  encima  de  la  posición  de  equilibrio  con 
velocidad  descendente  de  5  ft/s. 

á)  Encuentre  la  ecuación  de  movimiento. 

b )  ¿Cuáles  son  la  amplitud  y  el  periodo  de  movimiento? 

c)  ¿Cuántos  ciclos  completos  habrá  cubierto  la  masa  al 
final  de  377  segundos? 

d)  ¿En  qué  momento  la  masa  pasa  por  la  posición  de  equi¬ 
librio  cuando  se  dirige  hacia  abajo  por  segunda  vez? 

e)  ¿En  qué  momento  la  masa  alcanza  su  desplazamiento 
extremo  en  cualquier  lado  de  la  posición  de  equilibrio? 

f)  ¿Cuál  es  la  posición  de  la  masa  en  t  =  3  s? 

g)  ¿Cuál  es  la  velocidad  instánea  en  t  =  3  s? 

h)  ¿Cuál  es  la  aceleración  en  t  =  3  s? 

i)  ¿Cuál  es  la  velocidad  instantánea  en  los  momentos 
en  que  la  masa  pasa  por  la  posición  de  equilibrio? 

j)  ¿En  qué  momentos  la  masa  está  5  pulgadas  por  de¬ 
bajo  de  la  posición  de  equilibrio? 

k )  ¿En  qué  momentos  la  masa  está  5  pulgadas  por  debajo 
de  la  posición  de  equilibrio  dirigiéndose  hacia  arriba? 

1 2.  Una  masa  de  1  slug  está  suspendida  de  un  resorte  cuya 
constante  del  resorte  es  de  9  lb/ft.  La  masa  inicialmente 
se  libera  desde  un  punto  ubicado  1  pie  por  encima  de  la 
posición  de  equilibrio  con  velocidad  ascendente  de  V3 
ft/s.  Encuentre  los  momentos  en  que  la  masa  se  dirige 
hacia  abajo  a  velocidad  de  3  ft/s. 

13.  Bajo  algunas  circunstancias,  cuando  dos  resortes  para¬ 
lelos  con  constantes  kt  y  k2  soportan  una  sola  masa,  la 
constante  efectiva  del  resorte  del  sistema  está  dada  por 
k  =  4klk2l(kl  +  k2 ).  Una  masa  que  pesa  20  libras  esti¬ 
ra  un  resorte  6  pulgadas  y  otro  resorte  2  pulgadas.  Los 
resortes  van  unidos  primero  a  un  soporte  común  rígido 
y  después  a  una  placa  metálica.  Como  ilustra  la  figura 


3.33,  la  masa  está  unida  al  centro  de  la  placa  en  la  dis¬ 
tribución  de  doble  resorte.  Determine  la  constante  del 
resorte  efectiva  para  este  sistema.  Encuentre  la  ecuación 
de  movimiento  si  la  masa  se  libera  inicialmente  desde 
la  posición  de  equilibrio  con  velocidad  descendente  de 
2  ft/s. 


Figura  3.33  Sistema  de  doble  resorte  tratado  en  el 
problema  13 


1 4.  Cierta  masa  estira  un  resorte  |  de  pie  y  otro  resorte  \  pie. 
Los  dos  resortes  están  unidos  a  un  soporte  rígido  común 
de  la  manera  indicada  en  el  problema  13  y  en  la  figura 
3.33.  La  primera  masa  se  aparta,  otra  masa  de  8  libras  se 
sujeta  a  la  distribución  de  doble  resorte,  y  el  sistema  entra 
en  movimiento.  Si  el  periodo  de  movimiento  es  77/ 15  se¬ 
gundos,  determine  cuánto  pesa  la  primer  masa. 

15.  Un  modelo  de  un  sistema  resorte-masa  es  4x"  +  e~°ux  =  0. 
Sólo  por  inspección  de  la  ecuación  diferencial,  analice  el 
comportamiento  del  sistema  durante  un  periodo  largo. 

1 6.  Un  modelo  de  un  sistema  resorte-masa  es  4x"  +  tx  =  0. 
Sólo  mediante  la  inspección  de  la  ecuación  diferencial, 
analice  el  comportamiento  del  sistema  durante  un  perio¬ 
do  largo. 


3.8.2 


Sistemas  resorte-masa: 
movimiento  libre  amortiguado 


En  los  problemas  17  a  20,  la  figura  dada  representa  la  gráfica 
de  una  ecuación  de  movimiento  para  un  sistema  resorte-masa 
amortiguado.  Use  la  gráfica  para  determinar 


a)  si  el  desplazamiento  inicial  está  por  encima  o  por  de¬ 
bajo  de  la  posición  de  equilibrio,  y 

b )  cuando  la  masa  se  libera  inicialmente  del  reposo,  si  se 
dirige  hacia  abajo  o  hacia  arriba. 

17. 


Figura  3.34  Gráfica  para  el  problema  17 
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Figura  3.35  Gráfica  para  eL  problema  18 


19. 


t 


Figura  3.36 


Gráfica  para  el  problema  19 


20. 


r 

/ 

i 

Figura  3.37  Gráfica  para  el  problema  20 

21 .  Una  masa  que  pesa  4  libras  está  unida  a  un  resorte  cuya 
constante  es  2  lb/ft.  El  medio  ofrece  una  fuerza  de  amor¬ 
tiguamiento  que  es  numéricamente  igual  a  la  veloci¬ 
dad  instantánea.  La  masa  inicialmente  se  libera  desde 
un  punto  localizado  1  pie  por  encima  de  la  posición  de 
equilibrio  a  velocidad  descendente  de  8  ft/s.  Determine 
el  tiempo  al  cual  la  masa  cruza  la  posición  de  equilibrio. 
Encuentre  el  momento  en  el  cual  la  masa  logra  su  des¬ 
plazamiento  extremo  a  partir  de  la  posición  de  equili¬ 
brio.  ¿Cuál  es  la  posición  de  la  masa  en  ese  instante? 

22.  Un  resorte  de  4  pies  mide  8  pies  de  largo  después  de 
unirlo  a  una  masa  con  peso  de  8  libras.  El  medio  a  través 
del  cual  se  mueve  la  masa  ofrece  una  fuerza  de  amorti¬ 
guamiento  numéricamente  igual  a  V2  veces  la  veloci¬ 
dad  instantánea.  Encuentre  la  ecuación  de  movimiento 
si  la  masa  se  libera  inicialmente  desde  la  posición  de 
equilibrio  con  velocidad  descendente  de  5  ft/s.  Encuentre 
el  momento  en  el  cual  la  masa  logra  su  desplazamiento 
extremo  a  partir  de  la  posición  de  equilibrio.  ¿Cuál  es  la 
posición  de  la  masa  en  ese  instante? 

23.  Una  masa  de  1  kilogramo  se  sujeta  a  un  resorte  cuya  cons¬ 
tante  es  de  16  N/m,  y  todo  el  sistema  se  sumerge  entonces 
en  un  líquido  que  imparte  una  fuerza  de  amortiguamiento 
numéricamente  igual  a  10  veces  la  velocidad  instantánea. 
Determine  las  ecuaciones  de  movimiento  si 


a)  la  masa  se  libera  inicialmente  del  reposo  desde  un 
punto  que  está  1  metro  por  debajo  de  la  posición  de 
equilibrio,  y  después 

b)  la  masa  se  libera  inicialmente  desde  un  punto  que 
está  1  metro  por  debajo  de  la  posición  de  equilibrio 
a  velocidad  ascendente  de  12  m/s. 

24.  En  las  partes  a)  y  b)  del  problema  23,  determine  si  la 
masa  pasa  por  el  punto  de  equilibrio.  En  cada  caso,  en¬ 
cuentre  el  momento  en  el  cual  la  masa  logra  su  despla¬ 
zamiento  extremo  a  partir  de  la  posición  de  equilibrio. 
¿Cuál  es  la  posición  de  la  masa  en  ese  instante? 

25.  Una  fuerza  de  2  libras  estira  un  resorte  1  pie.  Una  masa 
con  peso  de  3.2  libras  se  sujeta  al  resorte,  y  el  sistema 
se  sumerge  entonces  en  un  medio  que  ofrece  una  fuerza 
amortiguadora  numéricamente  igual  a  0.4  veces  la  velo¬ 
cidad  instantánea. 

a)  Encuentre  la  ecuación  de  movimiento  si  la  masa  se 
libera  inicialmente  del  reposo  desde  un  punto  que 
está  1  pie  por  encima  de  la  posición  de  equilibrio. 

b)  Exprese  la  ecuación  de  movimiento  en  la  forma 
dada  en  (23). 

c)  Determine  la  primera  vez  que  la  masa  pasa  por  la 
posición  de  equilibrio  con  dirección  ascendente. 

26.  Después  de  sujetar  una  masa  de  10  libras  de  peso  a  un  re¬ 
sorte  de  5  pies,  el  resorte  mide  7  pies.  Esta  masa  se  separa 
y  reemplaza  por  otra  que  pesa  8  libras.  Todo  el  sistema  se 
coloca  en  un  medio  que  ofrece  una  fuerza  de  amortigua¬ 
miento  numéricamente  igual  a  la  velocidad  instantánea. 

a )  Encuentre  la  ecuación  de  movimiento  si  la  masa  se 
libera  inicialmente  desde  un  punto  que  está  \  pie 
por  debajo  de  la  posición  de  equilibrio  a  velocidad 
descendente  de  1  ft/s. 

b)  Exprese  la  ecuación  de  movimiento  en  la  forma 
dada  en  (23). 

c)  En  qué  momentos  la  masa  cruza  por  la  posición  de 
equilibrio  con  dirección  descendente. 

d )  Grafique  la  ecuación  de  movimiento. 

27.  Una  masa  con  peso  de  10  libras  estira  un  resorte  2  pies. 
La  masa  se  sujeta  a  un  dispositivo  de  amortiguamien¬ 
to  de  velocidad  que  ofrece  una  fuerza  amortiguadora 
numéricamente  igual  a  /3  (/3  >  0)  veces  la  velocidad 
instantánea.  Determine  los  valores  de  la  constante  de 
amortiguamiento  /3  de  manera  que  el  movimiento  pos¬ 
terior  sea  a )  sobreamortiguado,  b)  críticamente  amorti¬ 
guado  y  c)  subamortiguado. 

28.  Una  masa  pesa  24  libras  y  estira  un  resorte  4  pies.  El 
movimiento  siguiente  se  desarrolla  en  un  medio  que 
ofrece  una  fuerza  de  amortiguamiento  numéricamente 
igual  a  ¡3  (fi  >  0)  veces  la  velocidad  instantánea.  Si  la 
masa  se  libera  inicialmente  desde  la  posición  de  equili¬ 
brio  con  velocidad  ascendente  de  2  ft/s,  demuestre  que 
cuando  /3  >  3  V2  la  ecuación  de  movimiento  es 

x(t)  =  — .  e~2/3'/3  senh  — V/32  —  18í. 

v^Ts  3 
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3.8.3 


Sistemas  resorte-masa: 
movimiento  forzado 


29.  Una  masa  de  16  libras  estira  un  resorte  f  de  pie.  La  masa 
inicialmente  es  liberada  del  reposo  desde  un  punto  ubi¬ 
cado  2  pies  por  debajo  de  la  posición  de  equilibrio,  y 
el  movimiento  siguiente  se  desarrolla  en  un  medio  que 
ofrece  una  fuerza  amortiguadora  numéricamente  igual 
a  \  de  la  velocidad  instantánea.  Encuentre  la  ecuación 
de  movimiento  si  la  masa  es  conducida  por  una  fuerza 
externa  igual  a  f(t)  =10  eos  3 1. 

30.  Una  masa  de  1  slug  se  sujeta  a  un  resorte  cuya  constante 
es  de  5  lb/ft.  En  un  inicio,  la  masa  se  libera  desde  1  pie  por 
debajo  de  la  posición  de  equilibrio  a  velocidad  descen¬ 
dente  de  5  ft/s,  y  el  movimiento  subsiguiente  se  desarrolla 
en  un  medio  que  ofrece  una  fuerza  de  amortiguamiento 
numéricamente  igual  al  doble  de  la  velocidad  instantánea. 

a)  Encuentre  la  ecuación  de  movimiento  si  la  masa  es 
conducida  por  una  fuerza  externa  igual  a  f(t)  =12 
eos  2t  +  3  sen  2 1. 

b )  Grafique  las  soluciones  transitoria  y  permanente  en 
los  mismos  ejes  coordenados. 

c)  Grafique  la  ecuación  de  movimiento. 

3 1 .  Cuando  una  masa  de  1  slug  se  sujeta  a  un  resorte,  lo  esti¬ 
ra  2  pies  y  después  descansa  en  su  posición  de  equilibrio. 
Comenzando  en  t  =  0,  una  fuerza  externa  igual  a  f{t)  = 
8  sen  4 1  se  aplica  al  sistema.  Encuentre  la  ecuación  de 
movimiento  si  el  medio  circundante  ofrece  una  fuerza 
de  amortiguamiento  numéricamente  igual  a  8  veces  la 
velocidad  instantánea. 

32.  En  el  problema  3 1  determine  la  ecuación  de  movimiento 
si  la  fuerza  externa  es  f{t)  =  e~‘  sen  4í.  Analice  los  des¬ 
plazamientos  para  t —¥  oo. 

33.  Cuando  una  masa  de  2  kilogramos  se  sujeta  a  un  resorte 
cuya  constante  es  de  32  N/m,  el  resorte  vuelve  a  su  posi¬ 
ción  de  equilibro.  Comenzando  en  t  =  0,  una  fuerza  igual 
a  f(t)  =  68f?-2'  eos  4 1  se  aplica  al  sistema.  Encuentre  la 
ecuación  de  movimiento  en  ausencia  de  amortiguamiento. 

34.  En  el  problema  33,  escriba  la  ecuación  de  movimiento 
en  la  forma  x(t)  =  A  sen (u>t  +</>)  +  Be~2'  sen(4f  +  0). 
¿Cuál  es  la  amplitud  de  las  vibraciones  después  de  un 
tiempo  muy  largo? 

35.  Una  masa  m  se  sujeta  al  extremo  de  un  resorte  cuya 
constante  es  k.  Después  que  la  masa  alcanza  el  equi¬ 
librio,  su  soporte  comienza  a  oscilar  verticalmente  en 
torno  a  una  línea  horizontal  L  de  acuerdo  con  una  fór¬ 
mula  h{t).  El  valor  de  h  representa  la  distancia  en  pies 
medida  desde  L.  Vea  la  figura  3.38. 

d)  Determine  la  ecuación  diferencial  de  movimiento 
si  todo  el  sistema  se  mueve  por  un  medio  que  ofre¬ 
ce  una  fuerza  amortiguadora  numéricamente  igual  a 
/3  (dx/dt). 

b)  Resuelva  la  ecuación  diferencial  calculada  en  la 
parte  a)  si  el  resorte  se  estira  4  pies  debido  a  un  peso 


de  16  libras  y  j8  =  2,  h(t)  =  5  eos  t,  x(0)  =  x'(0) 
=  0. 


L 


soporte 


figura  3.38  Soporte  oscilante  tratado  en  el  problema  35 


36.  Una  masa  de  100  gramos  se  sujeta  a  un  resorte  cuya  cons¬ 
tante  es  de  1600  dinas/cm.  Después  que  la  masa  alcanza 
el  equilibrio,  su  soporte  oscila  de  acuerdo  con  la  fórmula 
h(t)  =  sen  8f,  donde  h  representa  el  desplazamiento  a 
partir  de  la  posición  original.  Vea  el  problema  35  y  la 
figura  3.38. 

a)  En  ausencia  de  amortiguamiento,  determine  la  ecua¬ 
ción  de  movimiento  si  la  masa  parte  desde  el  reposo 
de  la  posición  de  equilibrio. 

b)  ¿En  qué  momentos  la  masa  pasa  por  la  posición  de 
equilibrio? 

c)  ¿En  qué  momentos  la  masa  alcanza  sus  desplaza¬ 
mientos  extremos? 

d)  ¿Cuáles  son  los  desplazamientos  máximos  y  míni¬ 
mos? 

é)  Grafique  la  ecuación  de  movimiento. 


En  los  problemas  37  y  38,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
dado. 


37.  —7  +  4x  =  -5  sen  2?  +  3  eos  2 1,  x(0)  =  -1,  x'(0)  =  1 


38. 


d2x 

dt 

d2x 

dt2 


+  9x  =  5  sen  3 1,  jc(0)  =  2,  x'(0)  =  0 


39.  a)  Demuestre  que  la  solución  del  problema  de  valor 
inicial 


d2 x 
dt 2 


+  urx  =  F0  eos  yt,  x(0)  =  0,  x'(0)  =  0 


es 


x(t) 


(eos  yt  —  eos  wt). 


b) 


Evalúe  lím  , 

y— >0)  O) 


(eos  yt-c os  a>i). 


40.  Compare  el  resultado  obtenido  en  la  parte  b)  del  proble¬ 
ma  39  con  la  solución  obtenida  mediante  variación  de 
parámetros  cuando  la  fuerza  externa  F0  eos  u>t. 

41.  a)  Muestre  que  el  término  x(t)  de  la  parte  a)  del  proble¬ 

ma  39  se  puede  escribir  en  la  forma 


, .  2F0  1  1 

x{t)  =  2 - 2  sen  -  u)t  sen -(y  +  w)í. 
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CAPÍTULO  3  Ecuaciones  diferenciales  de  orden  superior 


b )  Si  definimos  e  =  y(y  —  o»),  demuestre  que  cuando 
e  es  pequeña,  una  solución  aproximada  es 


x(t )  = - senef  senyr. 

2ey 


Cuando  s  es  pequeña,  la  frecuencia  yHir  de  la  fuer¬ 
za  impresa  es  cercana  a  la  frecuencia  oi/2t7  de  vi¬ 
braciones  libres.  Al  ocurrir  esto,  el  movimiento  es 
como  el  indicado  en  la  figura  3.39.  Las  oscilaciones 
de  este  tipo  se  denominan  latidos  y  se  deben  a  que 
la  frecuencia  de  sen  et  es  muy  pequeña  en  compara¬ 
ción  con  la  frecuencia  de  sen  yt.  Las  curvas  en  línea 
discontinua,  o  envolvente  de  la  gráfica  de  x{t),  se 
obtienen  a  partir  de  las  gráficas  de  ±(F0/2ey)  sen  e 
t.  Use  una  herramienta  de  graficación  con  diversos 
valores  de  F0,  e  y  y  para  verificar  la  gráfica  de  la 
figura  3.39. 


b)  La  solución  de  la  parte  a)  tiene  la  forma  x(t)  =  xc{t)  + 
xp(t ).  La  inspección  muestra  que  xc(t)  es  transitorio  y, 
por  lo  tanto,  para  grandes  valores  de  tiempo,  la  solu¬ 
ción  es  aproximada  por  xp(t)  =  g(y)  sen(y?  +  9),  donde 

oíy)  =  - — - 

\V  ~  y2)2  +  4AV' 

Aunque  la  amplitud  g(y)  de  xp(t)  está  limitada  cuan¬ 
do  t  —¥  oo,  demuestre  que  las  oscilaciones  máxi¬ 
mas  ocurrirán  en  el  valor  y¡  =  \/w2  —  2A2.  ¿Cuál 
es  el  valor  máximo  de  g?  Se  dice  que  el  número 
Veo2  -  2  A2/ 2  7 r  es  la  frecuencia  de  resonancia  del 
sistema. 

c)  Cuando  F0  =  2,  m  =  1  y  k  =  4,  g  se  convierten  en 

g(y')  =  - 

V(4  -  y2)2  +  jSV’ 


Figura  3.39  Fenómeno  de  latidos  tratado  en  el  probLema  41 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

42.  ¿Pueden  haber  latidos  cuando  se  agrega  una  fuerza 
amortiguadora  al  modelo  presentado  en  la  parte  a)  del 
problema  39?  Defienda  su  posición  con  gráficas  obteni¬ 
das  a  partir  de  la  solución  explícita  del  problema 

tí2x  dx 

— y  4-  2A —  +  a rx  =  F0  eos  yt,  jc(0)  =  O,  jc'(0)  =  O 
dr  dt 

o  de  las  curvas  solución  trazadas  mediante  un  programa 
de  solución  numérica. 

43.  a)  Muestre  que  la  solución  general  de 

d2x  dx  , 

— 7  +  2A - 1-  (o  x  =  Fn  sen  yt 

dt2  dt  0  r 

es 

x(t)  =  Ae~A'sen(\/ar  —  A2f  +  <f>) 


Elabore  una  tabla  de  valores  de  y1  y  g(yi)  que  co¬ 
rresponda  a  los  coeficientes  de  amortiguamiento 
)3  =  2,  ¡8  =  1,  ¡3  =  f ,  /3  =  f,  y  ¡3  =  Use  una  herra¬ 
mienta  de  graficación  para  obtener  las  gráficas  de  g 
que  correspondan  a  estos  coeficientes  de  amortigua¬ 
miento.  Utilice  los  mismos  ejes  coordenados.  Esta 
familia  de  gráficas  se  denomina  curva  de  resonan¬ 
cia  o  curva  de  repuesta  en  frecuencia  del  sistema. 
¿A  qué  se  está  acercando  yx  cuando  /3  — >  O?  ¿Qué  le 
pasa  a  la  curva  de  resonancia  cuando  /3  — >  O? 

44.  Considere  un  sistema  resorte-masa  no  amortiguado  for¬ 
zado  descrito  por  el  problema  de  valor  inicial 

d2x 

— y  +  urx  =  F0  sen”  yt,  x(0)  =  O,  jc'(O)  =  0. 
dr 

a )  Para  n  =  2,  analice  por  qué  hay  una  sola  frecuencia 
yj/27 r  a  la  cual  el  sistema  esté  en  resonancia  pura. 

b)  Para  n  =  3,  analice  por  qué  hay  dos  frecuencias 
y\l2t t  y  y2/2i7  a  las  cuales  el  sistema  esté  en  reso¬ 
nancia  pura. 

c)  Suponga  u>  =  I  y  F()  =  1.  Use  un  programa  de  solu¬ 
ción  numérica  para  obtener  la  gráfica  de  la  solución 
del  problema  de  valor  inicial  para  n  =  2  y  y  =  yl 
en  la  parte  a).  Obtenga  la  gráfica  de  la  solución  del 
problema  de  valor  inicial  para  n  =  3  que  correspon¬ 
da  a  su  vez  a  y  =  y{  y  y  =  y2  en  la  parte  tí). 


+ 


F0 


Vfú 


y2)2  4-  4A2r 


:sen(y?  4-  6), 


donde  A  =  \/c2  4-  c2  y  los  ángulos  de  fase  <j>  y 
0  están  definidos,  respectivamente,  por  sen  4>  =  cxIA, 
eos  cf>  =  c2/A  y 


sen#  = 

COS0  = 


-2Ay 

V(w2  -  y2)2  +  4A2y2’ 

m2  -  y2 

V(w2  -  y2)2  4-  4A2y2’ 


3.8.4 


Circuito  en  serie  análogo 


45.  Encuentre  la  carga  en  el  capacitor  de  un  circuito  LRC 
en  serie  en  f  =  0.01  s  cuando  L  =  0.05  h,  R  =  2  íl, 
C  =  0.01  f,  E(t)  =  0  V,  q( 0)  =  5  C  e  ¿(0)  =  0  A. 
Determine  la  primera  vez  que  la  carga  en  el  capacitor  es 
igual  a  cero. 


46.  Encuentre  la  carga  en  el  capacitor  de  un  circuito  LRC  en 
serie  cuando  L  =  \  h,  R  =  20  íl,  C  =  f,  E(t)  =  0  V, 
q( 0)  =  4  C  e  í(0)  =  0  A.  En  el  capacitor,  ¿la  carga  nunca 
ha  sido  igual  a  cero? 
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En  los  problemas  47  y  48,  encuentre  la  carga  en  el  capacitor 
y  la  corriente  en  el  circuito  LRC  en  serie  dado.  Determine  la 
carga  máxima  en  el  capacitor. 

47.  L  =  f  h,  R  =  10  O,  C  =  ^  f,  E{t)  =  300  V,  q( 0)  =  0  C, 
¿(0)  =  0  A 

48.  L  =  1  h,  R  =  100  íl,  C  =  0.0004  f,  E(t)  =  30  V, 
q{ 0)  =  0  C,  ¡(0)  =  2  A 

49.  Encuentre  la  carga  permanente  y  la  corriente  remanente 
en  un  circuito  LRC  en  serie  cuando  L  =  1  h,  R  =  2  íl, 
C  =  0.25  f  y  E(t)  =  50  eos  t  V. 

50.  Demuestre  que  la  amplitud  de  la  corriente  remanente 
en  el  circuito  LRC  en  serie  del  ejemplo  10  está  dada  por 
Eq/Z,  donde  Z  es  la  impedancia  del  circuito. 

51 .  Use  el  problema  50  para  demostrar  que  la  corriente  re¬ 
manente  en  un  circuito  LRC  en  serie  cuando  L  =  \  h, 
R  =  20  íl,  C  =  0.001  fy  E(t)  =  100  sen  60/  V,  está  dada 
porzp(í)  =  (4.160)  sen(60r-  0.588). 

52.  Encuentre  la  corriente  remanente  en  un  circuito  LRC  en 
serie  cuando  L  =  \  h,  R  =  20  íl,  C  =  0.001  f  y  E(t)  = 
100  sen  60f  +  200  eos  40f  V. 


53.  Encuentre  la  carga  en  el  capacitor  en  un  circuito  LRC 
en  serie  cuando  L  =  yh,  R  =  10  íl,  C  =  0.01  f,  E(t)  = 
150  V,  q(0)  =  1  Ce  /'(0)  =  0  A.  ¿Cuál  es  la  carga  en  el 
capacitor  después  de  un  largo  tiempo? 

54.  Muestre  que  si  L,  R,  C  y  E0  son  constantes,  entonces  la 
amplitud  de  la  corriente  remanente  del  ejemplo  10  es  un 
máximo  cuando  y  =  1/VZC.  ¿Cuál  es  la  amplitud 
máxima? 

55.  Muestre  que  si  L,  R,  E0  y  y  son  constantes,  entonces  la 
amplitud  de  la  corriente  remanente  del  ejemplo  10  es  un 
máximo  cuando  la  capacitancia  es  C  =  1  /Ly2. 

56.  Encuentre  la  carga  en  el  capacitor  y  la  corriente  en  un 
circuito  LC  cuando  L  =  0.1  h,  C  =  0.1  f,  E(t)  =  100  sen 
ytV,q(0)  =  0Cez(0)  =  0A. 

57.  Encuentre  la  carga  en  el  capacitor  y  la  corriente  en  un 
circuito  LC  cuando  E(t)  =  E0  eos  yt  V,  q(0)  =  q0  C  e 
i(  0)  =  ¿o  A. 

58.  En  el  problema  57,  encuentre  la  corriente  cuando  el  cir¬ 
cuito  está  en  resonancia. 


Modelos  lineales:  problemas  de  valores 
en  la  frontera 


eje  de  simetría 
a) 


Figura  3.40  Deflexión  de  una  viga 
homogénea 


■  Introducción  La  sección  anterior  estuvo  dedicada  a  sistemas  en  los  cuales  un 
modelo  matemático  de  segundo  orden  está  acompañado  por  las  condiciones  iniciales 
prescritas  — es  decir,  las  condiciones  laterales  especificadas  en  la  función  desconocida  y 
su  primera  derivada  en  un  solo  punto — .  Pero  con  frecuencia  la  descripción  matemática 
de  un  sistema  físico  demanda  que  resolvamos  una  ecuación  diferencial  lineal  homogénea 
sujeta  a  condiciones  de  frontera  — esto  es,  condiciones  especificadas  en  la  función  des¬ 
conocida,  o  en  una  de  sus  derivadas,  o  incluso  en  una  combinación  lineal  de  la  función 
desconocida  y  una  de  sus  derivadas,  en  dos  (o  más)  puntos  diferentes — . 


■  Deflexión  de  una  viga  Muchas  estructuras  se  construyen  mediante  vigas,  o  trave- 
saños,  y  éstas  se  pandean  o  distorsionan  bajo  su  propio  peso  o  por  influencia  de  alguna 
fuerza  externa.  Como  veremos  ahora,  esta  deflexión  y(x)  se  rige  por  una  ecuación  dife¬ 
rencial  lineal  de  cuarto  orden  relativamente  simple. 

Para  comenzar,  asumamos  que  una  viga  de  longitud  L  es  homogénea  y  tiene  cortes 
transversales  uniformes  a  lo  largo.  En  ausencia  de  cualquier  carga  en  la  viga  (incluido  su 
peso),  una  curva  que  une  los  centroides  de  todos  sus  cortes  transversales  es  una  línea  recta 
llamada  eje  de  simetría.  Vea  la  figura  3.40//).  Si  una  carga  se  aplica  a  la  viga  en  un  plano 
vertical  que  contenga  el  eje  de  simetría,  la  viga,  como  ilustra  la  figura  3.40¿>),  experimenta 
una  distorsión,  y  la  curva  que  conecta  los  centroides  de  todos  los  cortes  transversales  se 
denomina  curva  de  deflexiones  o  curva  elástica.  La  curva  de  deflexiones  se  aproxima 
a  la  forma  de  la  viga.  Ahora  suponga  que  el  eje  x  coincide  con  el  eje  de  simetría  y  que  la 
deflexión  y(x),  medida  desde  su  eje,  es  positiva  si  es  descendente.  En  la  teoría  de  la  elas¬ 
ticidad  se  mostró  que  el  momento  de  flexión  M(x)  en  un  punto  x  a  lo  largo  de  la  viga  está 
relacionado  con  la  carga  por  unidad  de  longitud  w(x)  mediante  la  ecuación 

d2M 

■  w{x)-  m 

Además,  el  momento  de  flexión  M(x)  es  proporcional  a  la  curvatura  k  de  la  curva  elás¬ 
tica 


M(x)  =  EIk, 


(2) 
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donde  E  e  1  son  constantes;  E  es  el  módulo  de  Young  de  elasticidad  del  material  de  la 
viga,  e  1  es  el  momento  de  inercia  de  un  corte  transversal  de  la  viga  (con  respecto  a  un  eje 
conocido  como  eje  neutral).  El  producto  El  se  denomina  rigidez  flexionante  de  la  viga. 

Ahora,  con  base  en  el  cálculo,  la  curvatura  está  dada  por  k  =  /'/[l  +  (y')2]3/2.  Cuando  la 
deflexión  y(x)  es  pequeña,  la  pendiente  y'  ~  0  y,  por  lo  tanto,  [1  +  (v')2]3/2  ~  1.  Si  k  ~  y", 
la  ecuación  (2)  se  convierte  en  M  =  El  y".  La  segunda  derivada  de  esta  última  expresión  es 


d2M 

dx1 


d_ 

dx 2 


(3) 


Mediante  el  resultado  que  se  proporciona  en  (1),  reemplace  d2M/dx2  en  (3);  así  vemos 
que  la  deflexión  y(x)  satisface  la  ecuación  diferencial  de  cuarto  orden 

dAy 

El  ~T4  —  H'(x).  (4) 

dx 

Las  condiciones  de  frontera  asociadas  con  la  ecuación  (4)  dependen  de  cómo  están 
soportados  los  extremos  de  la  viga.  Una  viga  en  voladizo  está  embebida  o  empotrada 
en  un  extremo  y  libre  en  el  otro.  Un  trampolín,  un  brazo  extendido,  el  ala  de  un  avión  y 
un  balcón  son  ejemplos  comunes  de  tales  vigas,  pero  también  los  árboles,  las  astas  ban¬ 
dera,  los  rascacielos  y  el  monumento  a  George  Washington  pueden  actuar  como  vigas 
en  voladizo;  ello  se  debe  a  que  están  embebidos  en  un  extremo  y  expuestos  a  la  fuerza 
flexionante  del  viento  en  el  otro  extremo.  Para  una  viga  en  voladizo,  la  deflexión  y(x) 
debe  satisfacer  las  siguientes  dos  condiciones  en  el  extremo  embebido  x  =  0: 

•  y(0)  =  0  dado  que  no  hay  deflexión,  y 

*  y'(0)  =  0  dado  que  la  curva  de  deflexiones  es  tangente  al  eje  x  (en  otras  palabras,  la 

pendiente  de  la  curva  de  deflexiones  es  cero  en  este  punto).  *  =  0  x  =  L 

En  x  =  L  las  condiciones  de  extremo  libre  son  a )  Embebida  en  ambos  extremos. 


•  y"(L )  =  0  dado  que  el  momento  de  flexión  es  cero,  y 

•  y"\L)  =  0  dado  que  la  fuerza  cortante  es  cero. 

La  función  F  (x)  =  dM/dx  =  El  cf’yldx2  se  denomina  fuerza  cortante.  Si  un  extremo  de 
una  viga  está  simplemente  apoyado  o  articulado  (también  se  le  llama  extremo  apoya¬ 
do),  entonces  debemos  tener  y  =  0  y  y"  =  0  en  ese  extremo.  La  tabla  siguiente  resume 
las  condiciones  de  frontera  asociadas  con  (4).  Vea  la  figura  3.41. 

Extremos  de  la  viga  Condiciones  de  frontera 

embebidos  y  =  0,  y'  =0 

libre  y"  =  0,  y'"  =  0 

simplemente  apoyados  y  =  0,  y"  =  0 
o  articulados 


x  =  0 


x  —  L 


b )  Viga  en  voladizo:  embebida 
en  el  extremo  izquierdo, 
libre  en  el  extremo  derecho. 

ZT - "A 

x  =  0  x  =  L 


c)  Simplemente  apoyada  en  ambos 
extremos. 


Figura  3.41  Vigas  con  extremos 
en  diversas  condiciones 

Ejemplo  1  Una  viga  embebida 

Una  viga  de  longitud  L  está  embebida  en  ambos  extremos.  Encontrar  la  deflexión  de  la 
viga  si  la  carga  constante  w0  se  distribuye  de  manera  uniforme  a  todo  lo  largo,  es  decir, 
w(x)  =  wü,  0  <x  <  L. 


Solución 


De  (4),  vemos  que  la  deflexión  y(x)  satisface 


dAy 

EI~d^~  W°' 


Como  la  viga  está  embebida  tanto  en  su  extremo  izquierdo  (x  =  0)  como  en  el  derecho 
(x  =  L ),  no  hay  deflexión  vertical  y  la  línea  de  deflexión  es  horizontal  en  estos  puntos. 
Por  lo  tanto,  las  condiciones  de  frontera  son 


y(0)  =  0,  y'(0)  =  0,  y(L)  =  0,  y'(L)  =  0. 
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0.5 


y 

Figura  3.42  Curva  de  deflexiones 
para  el  ejemplo  1 


Podemos  resolver  la  ecuación  diferencial  no  homogénea  en  la  forma  acostumbrada  (en¬ 
contrar  yc  mediante  la  observación  de  que  m  =  0  es  una  raíz  de  multiplicidad  cuatro  de 
la  ecuación  auxiliar  m 4  =  0,  y  determinar  entonces  una  solución  particular  yp  mediante 
coeficientes  indeterminados),  o  simplemente  integrar  la  ecuación  dAy/dxA  =  w0IEI  cuatro 
veces  de  modo  sucesivo.  De  cualquier  forma  encontramos  que  la  solución  general  de  la 
ecuación  y  =  yc  +  yp  es 

y(x)  =  cj  +  c2x  +  c3x2  +  c4x3  +  J^x4. 


Ahora  las  condiciones  y(0)  =  0  y  y'(0)  =  0  dan,  a  su  vez,  c,  =  0  y  c2  =  0.  Mientras  que 

W0 

las  condiciones  restantes  y(L)  =  0  y  y'(L)  =  0  aplicadas  a  y(x)  =  c^x2  +  c4x3  +  jy/.j  x* 
producen  las  ecuaciones  simultáneas 


c3L2  +  c4Ú  +  ——^—L4  =  0 
3  4  24£7 

,  w0 

3  c3L  +  3  c4L2  +  —  Ü  =  0. 

6  El 

Cuando  se  resuelve  este  sistema  resulta  c3  =  w0L2/24EI  y  c4  =  -wnL/\ 2EI.  Por  lo  tanto, 
la  deflexión  es 


y(x) 


WqL2  WqL  wo 

- xr - x  H - x 

24  El  Y2EI  24  El 


w0  j 

o  .  Al  elegir  w0  =  24EI  y  L  =  1,  obtenemos  la  gráfica  de  la 

curva  de  deflexiones  mostrada  en  la  figura  3.42. 


■  Valores  propios  y  fundones  propias  Muchos  problemas  aplicados  demandan 
resolver  un  problema  en  dos  puntos  de  valores  en  la  frontera  donde  se  involucre  una 
ecuación  diferencial  lineal  que  contenga  un  parámetro  A.  Buscamos  valores  de  A  para  los 
cuales  el  problema  de  valores  en  la  frontera  tenga  soluciones  no  triviales. 


Ejemplo  2  Soludones  no  triviales  de  un  PVF 

Resolver  el  problema  de  valores  en  la  frontera 

y"  +  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y(L)  =  0. 

Soludón  Consideremos  tres  casos:  A  =0,  A<0yA>0. 

Caso  I:  Para  A  =  0,  la  solución  de  la  ED  y"  =  0  es  y  =  c¡x  +  c2.  Al  aplicar  las 

condiciones  de  frontera  y(0)  =  0  y  y(L)  =  0  a  esta  solución  se  produ¬ 

cen,  a  su  vez,  c2  =  0  y  c3  =  0.  Por  lo  tanto,  para  A  =  0,  la  única  solución 
del  problema  de  valores  en  la  frontera  es  la  solución  trivial  y  =  0. 

Caso  II:  Para  A  <  0,  es  conveniente  escribir  A  =  -a2,  donde  a  >  0.  Con  esta 

nueva  notación,  la  ecuación  auxiliar  es  m2  -  a2  =  0  y  tiene  raíces  m¡  = 
a  y  m2  =  -a.  Debido  a  que  el  intervalo  donde  estamos  trabajando  es 
finito,  elegimos  escribir  la  solución  general  de  y"  -  a2y  =  0  en  la  forma 
hiperbólica  y  =  c¡  cosh  ax  +  c2  senh  ax.  De  y(0)  =  0  vemos  que 

y(0)  =  Ci  cosh  0  +  c2  senh  0  =  cq  •  1  +  c2  ■  0  =  cq 

implica  que  c1  =  0.  Por  lo  tanto,  y  =  c2  senh  ax.  La  segunda  condición 
de  frontera  y(L)  =  0  requiere  entonces  c2  senh  aL  =  0.  Cuando  a  A  0, 
senh  aL  ¥=  0,  y  por  ende  estamos  obligados  a  elegir  c2  =  0.  Una  vez 
más  la  única  solución  del  PVF  es  la  solución  trivial  y  =  0. 
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Caso  III :  Para  A  >  O  escribimos  A  =  a2,  donde  a  >  0.  La  ecuación  auxiliar 
m2  +  a2  =  0  ahora  tiene  raíces  complejas  ml  =  ia  y  m2  =  —ia,  y  por  lo 
tanto  la  solución  general  de  la  ED  v"  +  ory  =  0  es  y  =  c1  eos  ax  +  c2  sen 
ax.  Como  antes,  y(0)  =  0  produce  ct  =  0  y  así  y  =  c2  senax.  Entonces 
y(L)  =  0  implica 


c2  sen  aL  =  0. 


Si  c2  =  0,  entonces  necesariamente  y  =  0.  Pero  esta  vez  podemos  re¬ 
querir  que  c2  +  0  pues  sen  aL  =  0  se  satisface  siempre  que  aL  sea  un 
múltiplo  entero  de  77: 


aL  =  mr  o  a 


mr 

-  o 

L 


n  =  1,2,3,... 


Por  lo  tanto,  cualquier  número  real  diferente  de  cero,  c2,  y  =  c2sen(mrx/L) 
es  una  solución  del  problema  para  cada  n.  Como  la  ecuación  diferencial 
es  homogénea,  cualquier  múltiplo  constante  de  una  solución  es  también 
una  solución.  Entonces  podemos  tomar  simplemente  c2  =  1.  En  otras 
palabras,  para  cada  número  de  la  secuencia 

772  4772  9ir2 

Ai  -  ~f>  A2  -  ““ r,  A3  -  ^2  > 


la  función  correspondiente  en  la  secuencia 

7 T  277  377 

y.  =  sen — ,  y,  =  sen — ,  y,  =  sen — ,  . . . , 

L  L  L 

es  una  solución  no  trivial  del  problema  original. 

Los  números  A„  =  n  2tt2/L2,  n  =  1,  2,  3, . . .  para  los  cuales  el  problema  de  valores  en 
la  frontera  del  ejemplo  2  no  tiene  una  solución  trivial  se  conocen  como  valores  caracte¬ 
rísticos  o,  más  comúnmente,  valores  propios.  Las  soluciones  que  dependen  de  estos  va¬ 
lores  de  A,„  y„  =  c2  sen(mrx/L)  o  simplemente  yn  =  sen(rnrx/L),  se  denominan  funciones 
características  o  funciones  propias. 

■  Pandeo  de  una  columna  delgada  vertical  En  el  siglo  xviii,  Leonhard  Euler  fue 
uno  de  los  primeros  matemáticos  en  estudiar  un  problema  de  valores  en  la  frontera 
cuando  analizó  cómo  una  delgada  columna  elástica  se  pandeaba  bajo  una  fuerza  axial 
compresiva. 

Considere  una  columna  vertical  larga  y  delgada  de  corte  transversal  uniforme  y  lon¬ 
gitud  L.  Digamos  que  y(x)  denota  la  deflexión  de  la  columna  cuando  una  fuerza,  o  carga, 
vertical  compresiva  P  se  aplica  a  su  parte  superior,  como  indica  la  figura  3.43.  Al  compa¬ 
rar  los  momentos  de  flexión  en  cualquier  punto  a  lo  largo  de  la  columna  obtenemos 

d2  y 

EId¿  =  ~Py  °  EI^  +  Py  =  °’  (5) 


a)  b ) 


Figura  3.43  Columna  elástica 
pandeándose  bajo  una  fuerza 
compresiva 


donde  E  es  el  módulo  de  Young  de  la  elasticidad  e  /  es  el  momento  de  inercia  de  un  corte 
transversal  en  relación  con  la  línea  vertical  a  través  de  su  centroide. 


Ejemplo  3  La  carga  de  Euler 

Encontrar  la  deflexión  de  una  delgada  columna  homogénea  vertical  de  longitud  L  sujeta 
a  una  carga  axial  constante  P  si  la  columna  está  articulada  en  ambos  extremos. 

Solución  El  problema  de  valores  en  la  frontera  a  ser  resuelto  es 
d2  y 

El^y  +  Py  =  0,  y(0)  =  0,  y(L )  =  0. 
dx~ 

Primero  observe  que  y  =  0  es  una  solución  perfectamente  buena  de  este  problema.  Esta 
solución  tiene  una  interpretación  intuitiva  simple:  si  la  carga  P  no  es  lo  suficientemente 
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XXX 


a)  b)  c ) 

Figura  3.44  Curvas  de  deflexión 
para  las  fuerzas  compresivas  Pv 
Pz.Pi 


x  x  +  Ax 

c) 


Figura  3.45  Cuerda  rotatoria 
y  fuerzas  que  actúan  sobre  esta 
cuerda 


170 


grande,  no  hay  deflexión.  Entonces  la  pregunta  es:  ¿para  qué  valores  de  P  se  flexionará 
la  columna?  En  términos  matemáticos,  ¿para  qué  valores  de  P  el  problema  dado  de  valo¬ 
res  en  la  frontera  posee  soluciones  no  triviales? 

Si  se  escribe  A  =  PIEI  vemos  que 

y"  +  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y(L)  =  0 

es  igual  al  problema  del  ejemplo  2.  Con  base  en  el  caso  III  de  este  análisis  vemos  que  las 
curvas  de  deflexión  son  yjx)  =  c2  sen(nnxlL),  que  corresponden  a  los  valores  propios 
A„  =  PJEI  =  w27r"'2/L2,  n  =  1, 2,  3, . . .  Físicamente,  esto  significa  que  la  columna  se  pan¬ 
deará  o  flexionará  sólo  cuando  la  fuerza  compresiva  sea  uno  de  los  valores  Pn  =  n2ir2EI/L2, 
n  =  1,  2,  3, . . .  Estas  fuerzas  diferentes  se  denominan  cargas  críticas.  La  curva  de  de¬ 
flexión  que  corresponde  a  la  carga  crítica  más  pequeña  P¡  =  ir  Eli  L2,  denominada  carga 
de  Euler,  es  yj(x)  =  c2  sen (irx/L)  y  se  conoce  como  el  primer  modo  de  pandeo. 

Las  curvas  de  deflexión  del  ejemplo  3  que  corresponden  a  n  =  1,  n  =  2  y  n  =  3  se  mues¬ 
tran  en  la  figura  3.44.  Observe  que  si  la  columna  original  tiene  alguna  clase  de  restricción 
física  encima  enx  =  L/2,  entonces  la  carga  crítica  más  pequeña  será  P2  =  4ir2EI/L2  y  la  curva 
de  deflexión  será  como  indica  la  figura  3 .44¿>).  Si  se  ponen  restricciones  sobre  la  columna  en 
x  =  L/3  y  en  x  =  2L/3,  entonces  la  columna  no  se  pandeará  sino  hasta  que  se  aplique  la 
carga  crítica  P3  =  9ir2EllL 2  y  la  curva  de  deflexión  sea  como  ilustra  la  figura  3.44c).  Vea 
el  problema  25  en  los  ejercicios  3.9. 

■  Cuerda  rotatoria  La  ecuación  diferencial  lineal  simple  de  segundo  orden 

y"  +  Ay  =  0  (6) 

ocurre  una  y  otra  vez  como  un  modelo  matemático.  En  la  sección  3.8  vimos  la  expresión 
(6)  en  las  formas  d2x/dt2  +  ( k/m)x  =  0  y  cfqldt2  +  ( ULC)q  =  0  como  modelos  del  movi¬ 
miento  armónico  simple  de  un  sistema  resorte-masa  y  de  la  respuesta  armónica  simple 
de  un  circuito  en  serie,  respectivamente.  Cuando  en  (5)  el  modelo  para  la  deflexión  de 
una  columna  delgada  se  escribe  como  d^/dx2  +  ( P/EI)y  =  0  resulta  evidente  que  es  el 
mismo  que  (6).  Una  vez  más  encontramos  la  ecuación  básica  (6)  en  esta  sección:  como 
un  modelo  que  define  la  curva  de  deflexión  o  la  forma  y(x)  asumida  por  una  cuerda  rota¬ 
toria.  La  situación  física  es  semejante  a  cuando  dos  personas  sostienen  una  cuerda  para 
saltar  y  la  giran  de  manera  sincronizada.  Vea  la  figura  3.45  en  las  partes  a)  y  b). 

Suponga  que  una  cuerda  de  longitud  L  y  densidad  lineal  constante  p  (masa  por  uni¬ 
dad  de  longitud)  se  estira  a  lo  largo  del  eje  x  y  se  fija  en  x  =  0  y  x  =  L.  Asuma  que  la 
cuerda  gira  entonces  en  relación  con  ese  eje  a  velocidad  angular  constante  a».  Considere 
un  tramo  de  la  cuerda  en  el  intervalo  [x,  x  +  Ax],  donde  Ax  es  pequeño.  Si  la  magnitud 
T  de  la  tensión  T,  la  cual  actúa  de  manera  tangencial  a  la  cuerda,  es  constante  a  lo  largo 
de  la  cuerda,  entonces  la  ecuación  diferencial  deseada  se  puede  obtener  al  igualar  las 
dos  diferentes  formulaciones  de  la  fuerza  neta  que  actúa  sobre  la  cuerda  en  el  intervalo 
[x,  x  +  Ax].  Primero,  a  partir  de  la  figura  3.45c)  vemos  que  la  fuerza  vertical  neta  es 

F  =  T  sen  92-T  sen  0l  (7) 

Cuando  los  ángulos  y  d2  (medidos  en  radianes)  son  pequeños,  tenemos  sen  f)2  ~  tan  d2  y 
sen  d3  ~  tan  8lm  Además,  como  tan  02  y  tan  f)¡  son,  a  su  vez,  pendientes  de  las  líneas  que 
contienen  los  vectores  T2  y  T¡,  también  podemos  escribir 

tan  02  =  y'(x  +  Ax)  y  tan  dx  =  y'(x). 

Por  lo  tanto,  (7)  se  convierte  en 

F  ~  T[y'(x  +  Ax)  -y'(x)].  (8) 

Segundo,  podemos  obtener  una  forma  diferente  de  esta  misma  fuerza  neta  mediante  la 
segunda  ley  de  Newton,  F  =  ma.  Aquí  la  masa  de  la  cuerda  en  el  intervalo  es  m  =  pAx; 
la  aceleración  centrípeta  de  un  cuerpo  que  gira  con  velocidad  angular  a>  en  un  círculo  de 
radio  r  es  a  =  ror.  Con  Ax  pequeña  tomamos  r  =  y.  Por  lo  tanto,  la  fuerza  neta  vertical 
también  es  aproximada  por 

F  ~  -(pAx)yw2,  (9) 
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donde  el  signo  menos  proviene  de  que  la  aceleración  apunta  en  dirección  opuesta  a  la 
dirección  positiva  y.  Ahora,  al  igualar  (8)  y  (9)  tenemos 


cociente  de  diferencias 


T[y’(x  +  Ax)  —  y'(x)]  =  —(pAx)ya>2  o  T 


/(* 


Ax)  A  y'(-v) 

+  pu  y  =  0.  (io) 


Para  Ax  cercano  a  cero,  el  cociente  de  diferencias  en  (10)  es  aproximadamente  la  segun¬ 
da  derivada  d2y/dx2.  Finalmente  llegamos  al  modelo 

d2y 

f-4  +  par  y  =  0.  (11) 

dx~ 

Dado  que  la  cuerda  está  anclada  en  sus  extremos  x  =  0  y  x  =  L,  esperamos  que  la  so¬ 
lución  y(x)  de  la  ecuación  (11)  también  satisfaga  las  condiciones  de  frontera  y(0)  =  0  y 
y(L)  =  0. 


Comentarios 


i)  En  la  sección  12.5,  abordaremos  con  mayor  detalle  el  tema  de  valores  propios  y 
funciones  propias  para  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  segundo  orden. 

ii )  Los  valores  propios  no  siempre  son  tan  fáciles  de  encontrar  como  en  el  ejemplo 
2;  es  probable  que  tenga  que  aproximar  raíces  de  ecuaciones  tales  como  tan  x  =  -x 
o  eos  x  cosh  x  =  1.  Vea  los  problemas  34  a  38  en  los  ejercicios  3.9. 

iii)  Las  condiciones  de  frontera  pueden  llevarnos  a  un  sistema  algebraico  homogé¬ 
neo  de  ecuaciones  lineales  donde  las  incógnitas  sean  los  coeficientes  c¡  en  la  solu¬ 
ción  general  de  la  ED.  Tal  sistema  siempre  es  consistente,  pero  con  el  fin  de  obtener 
una  solución  no  trivial  (en  el  caso  de  que  el  número  de  ecuaciones  sea  igual  al  de 
incógnitas)  debemos  tener  la  determinante  de  los  coeficientes  igual  a  cero.  Vea  los 
problemas  19  y  20  en  los  ejercicios  3.9. 


EJERCICIOS  3.9  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-7. 


Deflexión  de  una  viga 

En  los  problemas  1  a  5  resuelva  la  ecuación  (4)  sujeta  a  las 
condiciones  de  frontera  apropiadas.  La  viga  tiene  longitud  L  y 
w0  es  una  constante. 

1. a)  La  viga  está  embebida  en  su  extremo  izquierdo  y 

libre  en  su  lado  derecho,  y  w(x)  =  w0,  0  <  x  <  L. 
b )  Use  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  la 
curva  de  deflexión  cuando  w0  =  24 El  y  L  =  1 . 

2.  d)  La  viga  está  simplemente  apoyada  en  ambos  extre¬ 

mos,  y  w(x)  =  w0,  0  <  x  <  L. 
b)  Use  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  la 
curva  de  deflexión  cuando  w0  =  24EI  y  L  =  1 . 

3.  a)  La  viga  está  embebida  en  su  extremo  izquierdo  y 

simplemente  apoyada  en  su  extremo  derecho,  y  w(x) 
=  w0,  0  <  x  <  L. 

b )  Use  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  la 
curva  de  deflexión  cuando  w0  =  4 8 ¿Y  y  L  =  1 . 

4.  a)  La  viga  está  embebida  a  su  izquierda  y  apoyada 

simplemente  en  su  extremo  derecho,  y  w(x)  =  w0 
sen  (ttx/L),  0  <x  <  L. 

b )  Use  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  la 
curva  de  deflexión  cuando  w0  =  2 tt'EI  y  L  =  1 . 


c)  Use  la  aplicación  de  un  CAS  para  encontrar  raíces 
(o  calculadora  gráfica)  y  en  la  gráfica  de  la  parte  b) 
aproxime  el  punto  donde  ocurre  la  deflexión  máxi¬ 
ma.  ¿Cuál  es  la  deflexión  máxima? 

5.  a)  La  viga  está  simplemente  apoyada  en  ambos  extre¬ 

mos,  y  w(x)  =  WqX,  0  <  x  <  L. 

b)  Use  una  herramienta  graficadora  para  trazar  la  curva 
de  deflexión  cuando  w0  =  36 El  y  L  =  1. 

c)  Use  la  aplicación  de  un  CAS  para  encontrar  raíces 
(o  calculadora  gráfica)  y  en  la  gráfica  de  la  parte  b) 
aproxime  el  punto  donde  ocurre  la  deflexión  máxi¬ 
ma.  ¿Cuál  es  la  deflexión  máxima? 

6.  a )  Encuentre  la  deflexión  máxima  para  la  viga  en  vola¬ 

dizo  del  problema  1 . 

b)  ¿Cómo  se  compara  la  deflexión  máxima  de  una  viga 
de  la  mitad  de  largo  con  el  valor  calculado  en  la 
parte  a)? 

c)  Encuentre  la  deflexión  máxima  de  la  viga  simple¬ 
mente  apoyada  del  problema  2. 

i i)  ¿Cómo  se  compara  la  deflexión  máxima  de  la  viga 
apoyada  simplemente,  y  calculada  en  la  parte  c), 
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con  el  valor  de  la  deflexión  máxima  de  la  viga  em¬ 
bebida  del  ejemplo  1? 

7.  Una  viga  en  voladizo  de  longitud  L  está  embebida  en 
su  extremo  derecho,  y  en  su  extremo  libre  se  aplica  una 
fuerza  tensora  de  P  libras.  Cuando  el  origen  es  tomado 
en  su  extremo  libre,  como  indica  la  figura  3.46,  se  puede 
mostrar  la  deflexión  y(x)  de  la  viga  para  satisfacer  la 
ecuación  diferencial 

Ely"  =  Py  ~  w(x)j. 

Encuentre  la  deflexión  de  la  viga  en  voladizo  si  w(x)  = 
t%r,  0  <x<L,y  y(0)  =  0,  y'(L)  =  0. 


Figura  3.46  Deflexión  de  una  viga  en  voladizo,  problema  7 

8.  Cuando  una  fuerza  compresiva  y  no  una  tensora  se  apli¬ 
ca  al  extremo  libre  de  la  viga  del  problema  7,  la  ecua¬ 
ción  diferencial  de  la  deflexión  es 

Ely"  =  -Py  -  w(x)|. 

Resuelva  esta  ecuación  si  w(x )  =  WqX,  0  <  x  <  L  y 
v(0)  =  0,  y'(L)  =  0. 


Valores  propios  y  funciones  propias 

En  los  problemas  9  a  1 8  encuentre  los  valores  propios  y  las  fun¬ 
ciones  propias  para  el  problema  de  valores  en  la  frontera  dado. 

9.  y"  +  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y(ir)  =  0 

10.  y"  +  Ay  =  0,  y'(0)  =  0,  y(ir/ 4)  =  0 

1 1 .  y"  +  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y(L)  =  0 

12.  y"  +  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y'O/2)  =  0 

13.  y"  +  Ay  =  0,  y'(0)  =  0,  yO)  =  0 

14.  y"  +  Ay  =  0,  y(  —  tt)  =  0,  y(7r)  =  0 

15.  y"  +2y'  +  (A  +  l)y  =  0,  y(0)  =  0,  y(5)  =  0 

16.  y"  +  (A  +  l)v  =  0,  y'(0)  =  0,  y'(l)  =  0 

1 7.  x2y"  +  xy'  +  Ay  =  0,  y(  1)  =  0,  y(é")  =  0 

18.  x2y"  +  xy’  +  Ay  =  0,  y'(e~l)  =  0,  y(l)  =  0 

En  los  problemas  19  y  20  encuentre  los  valores  propios  y  las 
funciones  propias  para  el  problema  de  valores  en  la  frontera 
dado.  Considere  sólo  el  caso  A  =  a4,  a  >  0. 

19.  y(4)  -  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y"(0)  =  0, 
y(l)  =  0,  y"(l)  =  0 

20.  y(4)  -  Ay  =  0,  y'(0)  =  0,  y"'(0)  =  0, 

y(7r)  =  0,  y"(7r)  —  0 


Pandeo  de  una  columna  delgada 

21.  Considere  la  figura  3.44.  ¿Dónde  se  deben  colocar  las 
restricciones  físicas  sobre  la  columna  si  deseamos  que 
la  carga  crítica  sea  P41  Trace  la  curva  de  deflexión  que 
corresponda  a  esta  carga. 

22.  Las  cargas  críticas  de  las  columnas  delgadas  dependen  de 
las  condiciones  de  los  extremos  de  las  columnas.  En  el 
ejemplo  3,  el  valor  Pl  de  la  carga  de  Euler  se  derivó  bajo  el 
supuesto  de  una  columna  articulada  en  ambos  extremos. 
Suponga  que  una  columna  delgada  homogénea  vertical 
está  embebida  en  su  base  (x  =  0)  y  libre  en  su  parte  superior 
(x  =  L),  y  que  una  carga  axial  constante  P  se  aplica  sobre  su 
extremo  libre.  Esta  carga  ocasiona  una  pequeña  deflexión 
S  como  ilustra  la  figura  3.47,  pero  no  la  causa.  En  cual¬ 
quier  caso,  la  ecuación  diferencial  para  la  deflexión  y(x)  es 

d2y 

El — -y  +  Py  =  P8. 
dx1  y 


a)  ¿Cuál  es  la  deflexión  pronosticada  cuando  8  =  0? 

b)  Cuando  8  7=  0,  demuestre  que  la  carga  de  Euler  para 
esta  columna  es  un  cuarto  de  la  carga  de  Euler  para  la 
columna  articulada  del  ejemplo  3. 


*  =  0 


y 


Figura  3.47  Deflexión  de  una 
columna  vertical,  problema  22 


23.  Tal  como  se  mencionó  en  el  problema  22,  la  ecuación 
diferencial  (5)  que  rige  la  deflexión  y(x)  de  una  columna 
elástica  sujeta  a  una  fuerza  axial  compresiva  constante  P 
es  válida  sólo  cuando  los  extremos  de  la  columna  están 
articulados.  En  general,  la  ecuación  diferencial  que  rige 
la  deflexión  de  la  columna  está  dada  por 


dr^ 

dx 2  V 


í  d2y 

I  El  — 


dx2 


+  P 


d2y 

dx2 


=  0. 


Asuma  que  la  columna  es  uniforme  (El  es  una  constante) 
y  tiene  los  extremos  articulados.  Demuestre  que  la  solu¬ 
ción  de  esta  ecuación  diferencial  de  cuarto  orden  sujeta  a 
las  condiciones  de  frontera  y(0)  =  0,  y"(0)  =  0,  y(L)  =  0, 
y"(L )  =  0  es  equivalente  al  análisis  del  ejemplo  3. 

24.  Suponga  que  una  columna  elástica  delgada  uniforme  está 
articulada  en  el  extremo  x  =  0y  embebida  en  el  extremo 
x  =  L. 


a)  Use  la  ecuación  diferencial  de  cuarto  orden  dada  en 
el  problema  23  para  encontrar  los  valores  propios 
A„,  las  cargas  críticas  P,„  la  carga  de  Euler  Pl  y  las 
deflexiones  yn(x). 

b )  Use  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  el 
primer  modo  de  pandeo. 
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Cuerda  rotatoria 

25.  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera  intro¬ 
ducido  en  la  construcción  del  modelo  matemático  para 
representar  la  forma  de  una  cuerda  rotatoria: 
d2y 

Td^  +  PC°2y  =  °’  ^  =  °’  =  °' 


Para  las  constantes  T  y  p  defina  las  velocidades  críticas 
de  rotación  angular  o>„  como  los  valores  de  u>  para  los 
cuales  el  problema  de  valores  en  la  frontera  tenga  solu¬ 
ciones  no  triviales.  Encuentre  las  velocidades  críticas  a>„ 
y  las  deflexiones  correspondientes  yn(x). 

26.  Cuando  la  magnitud  de  la  tensión  T  no  es  constante,  en¬ 
tonces  el  modelo  para  la  curva  de  deflexión  o  forma  y(x) 
que  asume  una  cuerda  rotatoria  está  dado  por 


d 

dx 


+  pco2y  =  0. 


Suponga  que  1  <  x  <  e  y  T(x)  =  x2. 

a)  Si  y(l)  =  0,  y(e)  =  0  y  por  >  0.25  demuestre  que 
las  velocidades  críticas  de  la  rotación  angular  son  u>n  = 


1 

2 


V(4  n2Tr2  +  l)/p  y  las  deflexiones  correspondien¬ 


tes  son 


y„(x)  =  c2x  1/2sen(n7rln.r),  n  =  1,  2,  3, ...  . 

b)  Use  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  las 
curvas  de  deflexión  en  el  intervalo  [1,  e]  para  n  =  1, 
2,  3.  Elija  c2  =  1. 


Problemas  diversos  de  valores  en  la  frontera 

27.  Temperatura  en  una  esfera  Considere  dos  esferas  de 
radios  concéntricos  r  =  a  y  r  =  b,  a  <  b.  Vea  la  figura 
3.48.  En  la  región  localizada  entre  las  esferas,  la  tempe¬ 
ratura  u(r)  se  determina  a  partir  del  problema  de  valores 
en  la  frontera 


Figura  3.48  Esferas  concéntricas  para  el  problema  27 


28.  Temperatura  en  un  anillo  La  temperatura  u(r)  en  el 
anillo  circular  mostrado  en  la  figura  3.49  se  determina  a 
partir  del  problema  de  valores  en  la  frontera 


d2u  du 

r  — y  -I - =  0, 

dr  dr 


a(o)  =  u0,  u(b )  = 


n, 


donde  u0  y  u1  son  constantes.  Muestre  que 


Problemas  de  análisis 

29.  Movimiento  armónico  simple  El  modelo  mx"  +  kx  =  0 

para  el  movimiento  armónico  simple,  analizado  en  la 
sección  5.1,  puede  relacionarse  con  el  ejemplo  2  de  esta 
sección. 

Considere  un  sistema  resorte-masa  libre  no  amorti¬ 
guado  para  el  cual  la  constante  del  resorte  es,  digamos, 
k  =  10  lb/ft.  Determine  las  masas  m„  que  puedan  sujetar¬ 
se  al  resorte  de  manera  que  cuando  cada  masa  se  libere 
en  la  posición  de  equilibrio  en  t  =  0  con  velocidad  dife¬ 
rente  de  cero  v0,  pase  por  la  posición  de  equilibrio  en  t  = 
1  segundo.  ¿Cuántas  veces  atravesará  cada  masa  mn  la 
posición  de  equilibrio  en  el  intervalo  de  tiempo  0  <  t  <  1  ? 

30.  Movimiento  amortiguado  Asuma  que  el  modelo  para 
el  sistema  resorte-masa  presentado  en  el  problema  29  se 
reemplaza  por  mx!'  +  2x'  +  kx  =  0.  En  otras  palabras,  el 
sistema  es  libre  pero  está  sujeto  a  un  amortiguamiento 
numéricamente  igual  al  doble  de  la  velocidad  instantánea. 
Con  las  mismas  condiciones  iniciales  y  la  constante  del 
resorte  del  problema  29,  investigue  si  puede  encontrarse 
una  masa  m  que  pase  por  el  punto  de  equilibrio  en  t  =  1 
segundo. 

En  los  ejercicios  3 1  y  32  determine  si  es  posible  encontrar  los 
valores  y0  y  y¡  (problema  31)  y  valores  de  L  >  0  (problema  32) 
de  manera  que  el  problema  de  valores  en  la  frontera  dado  tenga 
a)  precisamente  una  solución  no  trivial,  b)  más  de  una  solu¬ 
ción,  c)  ninguna  solución,  d)  la  solución  trivial. 

31.  y"  +  16v  =  0,  y(0)  =  y0,  y(jrl2)  =  y, 

32.  y"  +  16y  =  0,  y(0)  =  1,  y(L)  =  1 

33.  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera 

y"  +  Ay  =  0,  y(-ir)  =  y(rr),  y'(-ir)  =  y'( tt). 

a)  El  tipo  de  condiciones  de  frontera  especificadas  se 
denomina  condiciones  periódicas  de  frontera. 
Proporcione  una  interpretación  geométrica  de  estas 
condiciones. 

b)  Encuentre  los  valores  propios  y  las  funciones  pro¬ 
pias  del  problema. 

c)  Use  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  al¬ 
gunas  de  las  funciones  propias.  Verifique  su  inter¬ 
pretación  geométrica  de  las  condiciones  de  frontera 
dadas  en  la  parte  a). 
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34.  Demuestre  que  los  valores  y  funciones  propios  de  un 
problema  de  valores  en  la  frontera 

y"  +  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y(l)  +  v'(l)  =  0 
son  A„  =  a2,  y  yn  =  sen  a„x,  respectivamente,  donde 
an,  n  =  1,  2,  3,  .  .  .  son  las  raíces  positivas  consecutivas 
de  la  ecuación  tan  a  =  —a. 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

35.  Use  un  CAS  para  trazar  las  gráficas  y  demostrar  que  la 
ecuación  tan  a  =  —a  del  problema  34  tiene  un  número 
infinito  de  raíces.  Explique  por  qué  se  pueden  ignorar  las 
raíces  negativas  de  la  ecuación.  También,  ¿por  qué  A  =  0 


no  es  un  valor  propio  aunque  a  =  0  sea  una  solución 
evidente  de  la  ecuación  tan  a  =  —  a? 

36.  Use  la  aplicación  apropiada  de  un  CAS  para  encontrar 
raíces  y  aproximar  los  primeros  cuatro  valores  propios 
Ab  A2,  A 3  y  A4para  el  BVP  del  problema  34. 

En  los  problemas  37  y  38  encuentre  los  valores  propios  y  las 
funciones  propias  del  problema  de  valores  en  la  frontera  dado. 
Utilice  un  CAS  para  aproximar  los  primeros  cuatro  valores 
propios  Ab  A2,  A3  y  A4. 

37.  y"  +  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y(l)  -  §y'(  1)  =  0 

38.  y(4)  -  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0,  y(l)  =  0,  y'(l)  =  0 
[Sugerencia:  Considere  sólo  A  =  a4,  a  >  0.] 


3.10  Modelos  no  lineales 


■  Introducción  En  esta  sección  examinamos  varios  modelos  matemáticos  no  lineales 
de  orden  superior.  Podemos  resolver  algunos  de  estos  modelos  empleando  el  método  de 
sustitución  presentado  en  la  página  146.  En  ciertos  casos,  cuando  el  modelo  no  se  puede 
resolver,  mostramos  cómo  una  ecuación  diferencial  no  lineal  puede  reemplazarse  por 
una  ecuación  diferencial  lineal  mediante  un  proceso  llamado  linealización. 


■  Resortes  no  lineales 

sección  3.8  tiene  la  forma 


El  modelo  matemático  ilustrado  en  la  expresión  (1)  de  la 


+  F(x)  =  0, 


(1) 


donde  F  (x)  =  kx.  Dado  que  x  denota  el  desplazamiento  de  la  masa  desde  su  posición 
de  equilibrio,  F  (x)  =  kx  es  la  ley  de  Hooke,  es  decir,  la  fuerza  ejercida  por  el  resorte 
que  tiende  a  restaurar  la  masa  a  su  posición  de  equilibrio.  Un  resorte  que  actúa  bajo  una 
fuerza  de  recuperación  F  (x)  =  kx  se  denomina,  de  modo  natural,  resorte  lineal.  Pero  los 
resortes  rara  vez  son  perfectamente  lineales.  Dependiendo  de  cómo  estén  construidos  y 
del  material  usado,  un  resorte  puede  variar  de  “blando”  o  suave  hasta  “rígido”  o  duro,  de 
manera  que  su  fuerza  de  recuperación  puede  variar  desde  algo  baja  hasta  cierta  magnitud 
situada  por  encima  de  lo  que  establece  la  ley  lineal.  En  el  caso  del  movimiento  libre,  si 
asumimos  que  un  resorte  no  sujeto  a  degradación  posee  algunas  características  lineales, 
entonces  podría  ser  razonable  suponer  que  la  fuerza  de  recuperación  F(x )  de  un  resorte 
es  proporcional,  digamos,  al  cubo  del  desplazamiento  x  de  la  masa  más  allá  de  su  posi¬ 
ción  de  equilibrio,  o  que  F  (x)  es  una  combinación  lineal  de  potencias  del  desplazamien¬ 
to  como  las  dadas  por  la  función  no  lineal  F  (x)  =  kx  +  Aqx3.  Un  resorte  cuyo  modelo 
matemático  incorpora  una  fuerza  de  recuperación,  tal  como 

d2x 

m  — y  +  kx  +  /qx3  =  0,  (2) 


d2x  , 
m  — y  +  kx  =  0 
dt2 


dt 2 


se  denomina  resorte  no  lineal.  Además,  examinamos  modelos  matemáticos  en  los 
cuales  el  amortiguamiento  impartido  al  movimiento  era  proporcional  a  la  velocidad 
instantánea  dx/dt,  y  la  fuerza  de  recuperación  de  un  resorte  estaba  dada  por  la  función 
lineal  F  (x)  =  kx.  Pero  éstos  eran  simplemente  supuestos;  en  situaciones  más  realistas,  el 
amortiguamiento  podría  ser  proporcional  a  alguna  potencia  de  la  velocidad  instantánea 
dx/dt.  La  ecuación  diferencial  no  lineal 


+  ¿3 


dx 

- h  kx  —  0 

dt 


(3) 


es  un  modelo  de  un  sistema  resorte-masa  libre  con  amortiguamiento  proporcional  al 
cuadrado  de  la  velocidad.  Podemos  visualizar  entonces  otro  tipo  de  modelos:  amortigua¬ 
miento  lineal  y  fuerza  de  recuperación  no  lineal,  amortiguamiento  no  lineal  y  fuerza  de 
recuperación  no  lineal,  y  así  sucesivamente.  El  punto  es,  las  características  no  lineales 
de  un  sistema  físico  llevan  a  un  modelo  matemático  no  lineal. 
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Observe  en  (2)  que  tanto  F(x)  =  Ax3  como  F{x)  =  kx  +  kxx2  son  funciones  impares 
de  x.  Para  saber  por  qué  una  función  polinomial  que  contiene  sólo  potencias  impares  de 
x  ofrece  un  modelo  razonable  para  la  fuerza  de  recuperación,  expresemos  F  como  una 
serie  de  potencias  centrada  en  la  posición  de  equilibrio  x  =  0: 

F(x )  =  c0  +  C\X  +  CjX2  +  c3x3  +  •  •  ■ . 


Cuando  los  desplazamientos  de  x  son  pequeños,  los  valores  de  x"  son  insignificantes 
para  una  n  lo  bastante  grande.  Si  truncamos  la  serie  de  potencias  en,  digamos,  el  término 
cuarto,  entonces 


F(x )  =  c0  +  c¡x  +  c2xr  +  C3X3. 


Con  el  fin  de  que  las  fuerzas  localizadas  en  x  >  0  (F(x)  =  c0  +  c,x  +  c2x2  +  c3x3)  y 
-x  <  0  (F(-x)  =  c0  -  c¡x  +  c2xr  -  c3x3)  tengan  igual  magnitud  pero  actúen  en  direccio¬ 
nes  opuestas,  debemos  tener  F(-x)  =  -F(x).  Como  esto  significa  que  F  es  una  función 
impar,  debemos  tener  c0  =  0  y  c2  =  0,  y  por  lo  tanto  F(x)  =  c3x  +  c3x3.  Hemos  usado 
solamente  los  primeros  dos  términos  de  la  serie,  el  mismo  argumento  produce  la  función 
lineal  F(x)  =  c¡x.  Para  fines  de  análisis  escribiremos  c¡  =  k  y  c2  =  kx.  Se  dice  que  una 
fuerza  de  recuperación  con  potencias  mixtas  como  F{x)  =  kx  +  ktx2,  y  las  vibraciones 
correspondientes,  es  asimétrica. 

I  Resortes  suaves  y  duros  Veamos  con  detenimiento  la  ecuación  (1)  para  el  caso  en 
que  la  fuerza  de  recuperación  está  dada  por  F{x)  =  kx  +  A,x3,  k  >  0.  Se  dice  que  el  resorte 
es  duro  si  kx  >  0  y  suave  si  k¡  <  0.  Las  gráficas  de  tres  tipos  de  fuerzas  de  recuperación 
aparecen  en  la  figura  3.50.  El  siguiente  ejemplo  ilustra  estos  dos  casos  especiales  de  la 
ecuación  diferencial  m  cfxldt2  +  kx  +  Apt3  =  0,  m  >  0,  k  >  0. 


Ejemplo  1  Comparación  de  resortes  duros  y  suaves 

Las  ecuaciones  diferenciales 


d2x  , 

— 7  +  x  +  x  =  0 
dt2 

(4) 

y 

drx  , 

— 7  +  x  -  x  =  0 
dt 2 

(5) 

son  casos  especiales  de  las  expresiones  (2)  y  modelos  de  resorte  duro  y  resorte  suave, 
respectivamente.  La  figura  3.51a)  muestra  dos  soluciones  de  (4)  y  la  figura  3.51  h)  dos 
soluciones  de  (5)  obtenidas  con  ayuda  de  un  programa  de  solución  numérica.  Las  cur¬ 
vas  mostradas  en  negro  son  soluciones  que  satisfacen  las  condiciones  iniciales  x(0)  = 
2,  x'(0)  =  -3;  las  dos  curvas  a  color  son  soluciones  que  satisfacen  x(0)  =  2,  x'(0)  =  0. 
Estas  curvas  de  solución,  sin  lugar  a  dudas,  sugieren  que  en  el  resorte  duro  el  movimien¬ 
to  de  una  masa  es  oscilatorio,  mientras  el  movimiento  de  una  masa  en  el  resorte  suave  no 
lo  es.  Pero  debemos  ser  cuidadosos  cuando  formulemos  conclusiones  basadas  en  un  par 
de  curvas  de  solución.  En  el  capítulo  1 1  obtendremos  un  panorama  más  completo  sobre 
la  naturaleza  de  las  soluciones  de  estas  dos  ecuaciones. 

I  Péndulo  no  lineal  Cualquier  objeto  que  se  balancee  hacia  delante  y  hacia  atrás  se 
denomina  péndulo  físico.  El  péndulo  simple  es  un  caso  especial  del  péndulo  físico  y 
consiste  en  una  barra  de  longitud  l  a  la  cual  se  le  une  una  masa  m  en  un  extremo.  Cuando 
se  describe  el  movimiento  de  un  péndulo  simple  en  un  plano  vertical,  hacemos  supuestos 
simplificadores  acerca  de  que  la  masa  de  una  barra  es  insignificante  y  de  que  no  están 
actuando  sobre  el  sistema  fuerzas  conductoras  ni  amortiguadoras.  En  la  figura  3.52  se 
muestra  el  desplazamiento  del  ángulo  0  del  péndulo  medido  desde  la  vertical,  y  se  consi¬ 
dera  positivo  cuando  se  mide  hacia  la  derecha  de  OP  y  negativo  al  medirlo  a  la  izquierda 
de  OP.  Ahora  recuerde  que  el  arco  5  de  un  círculo  de  radio  /  está  relacionado  con  el  ángu¬ 
lo  central  0  mediante  la  fórmula  s  =  10.  Por  lo  tanto,  la  aceleración  angular  es 

_d2s_  d20 

Cl  ,  O  l  ,  o  • 


Figura  3.50  Resortes  suaves  y 
duros 


a)  Resorte  duro 


b)  Resorte  suave 


Figura  3.51  Curvas  de  solución 
numérica 
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De  la  segunda  ley  de  Newton  tenemos 


Figura  3.52  PénduLo  simple 


Figura  3.53  Curvas  solución 
numéricas  en  a);  péndulo  oscilante 
en  b);  péndulo  giratorio  en  c) 


F  =  ma  =  mi  — t- 
dt 2 

En  la  figura  3.52  vemos  que  la  magnitud  del  componente  tangencial  de  la  fuerza  debida 
al  peso  W  es  mg  sen  0.  En  dirección,  esta  fuerza  es  -mg  sen  0,  dado  que  apunta  hacia  la 
izquierda  para  8  >  0  y  hacia  la  derecha  para  8  <  0.  Igualamos  las  dos  versiones  diferentes 
de  la  fuerza  tangencial  para  obtener  mi  d28/dt2  =  -mg  sen  8  o 


cP0_ 

dt 2 


ysen0  =  0, 


(6) 


H  Linealización  Debido  a  la  presencia  de  sen  8,  el  modelo  presentado  en  (6)  es  no 
lineal.  En  un  intento  por  entender  el  comportamiento  de  las  soluciones  de  las  ecuaciones 
diferenciales  no  lineales  de  orden  superior,  a  veces  pretendemos  simplificar  el  problema 
al  reemplazar  los  términos  no  lineales  por  ciertas  aproximaciones.  Por  ejemplo,  las  se¬ 
ries  de  Maclaurin  para  sen  8  están  dadas  por 

03  05 

sen0  =  8 - 1 - •••, 

3!  5! 

y,  por  lo  tanto,  si  usamos  la  aproximación  sen  8  —  8  -  03/ 6  la  ecuación  (6)  se  convierte  en 
d2d/dt2  +  ( g/l)8  +  ( g/6l)8 3  =  0.  Observe  que  esta  última  ecuación  es  la  misma  que  la 
segunda  ecuación  lineal  dada  en  (2)  con  m  =  1,  k  =  gil  y  kx  =  -g/61.  No  obstante,  si  asu¬ 
mimos  que  los  desplazamientos  8  son  lo  bastante  pequeños  como  para  justificar  usando 
el  reemplazo  sen  8  —  8,  entonces  (6)  se  transforma  en 


d20  g 
~tt  +  y  0  =  0. 
dr  l 


(7) 


Vea  el  problema  14  en  los  ejercicios  3.10.  Si  establecemos  co2  =  gil  reconocemos  a  (7) 
como  la  ecuación  diferencial  (2)  de  la  sección  3.8  que  es  el  modelo  para  vibraciones 
libres  no  amortiguadas  de  un  sistema  resorte-masa  lineal.  En  otras  palabras,  (7)  es  nue¬ 
vamente  la  ecuación  lineal  básica  y"  +  \  =  0  analizada  en  la  página  168  de  la  sección 
3.9.  En  consecuencia,  decimos  que  la  ecuación  (7)  es  una  linealización  de  la  ecuación  (6). 
Dado  que  la  solución  general  de  (7)  es  0(í)  =  cq  eos  a>  t  +  c2  sen  a>t,  esta  linealización 
sugiere  que  para  condiciones  iniciales  sensibles  a  oscilaciones  pequeñas,  el  movimiento 
del  péndulo  descrito  en  (6)  será  periódico. 


Ejemplo  2  Dos  problemas  de  valor  inicial 

Las  gráficas  de  la  figura  3.53a)  se  obtuvieron  con  ayuda  de  un  programa  de  solución 
numérica  y  representan  curvas  solución  de  la  ecuación  (6)  cuando  ur  =  1.  La  curva  a 
color  representa  la  solución  de  (6)  que  satisface  las  condiciones  iniciales  0(0)  =  0'(O) 

=  \  y  la  curva  negra  es  la  solución  de  (6)  que  satisface  las  condiciones  iniciales  0(0)  = 
2,  0'( 0)  =  2.  La  curva  a  color  representa  una  solución  periódica:  el  péndulo  oscila  hacia 
atrás  y  hacia  delante  como  ilustra  la  figura  3.53 b)  con  amplitud  aparente  A  <  1.  La  curva 
negra  muestra  que  0  aumenta  sin  límite  conforme  el  tiempo  aumenta:  el  péndulo,  a  partir 
del  mismo  desplazamiento  inicial,  tiene  velocidad  inicial  de  magnitud  lo  suficientemente 
grande  como  para  llegar  a  la  parte  superior;  en  otras  palabras,  el  péndulo  está  oscilando 
alrededor  de  su  pivote  según  muestra  la  figura  3.53c).  En  ausencia  de  amortiguamiento, 
en  cada  caso  el  movimiento  continúa  de  manera  indefinida. 

I  Cables  de  teléfono  La  ecuación  diferencial  de  primer  orden 

dy  _  W 
dx  7j 

es  la  ecuación  (17)  de  la  sección  1.3.  Esta  ecuación  diferencial,  establecida  con  ayuda 
de  la  figura  1.26,  página  27,  sirve  como  un  modelo  matemático  para  la  forma  de  un 
cable  flexible  cuando  sostiene  una  carga  vertical  y  está  suspendido  entre  dos  soportes 
verticales.  En  los  ejercicios  2.2,  quizá  usted  haya  resuelto  esta  ED  simple  bajo  el  su- 
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puesto  de  que  la  carga  vertical  sostenida  por  los  cables  de  un  puente  suspendido  era  el 
peso  de  una  superficie  horizontal  de  carretera  distribuida  uniformemente  a  lo  largo  del 
eje  x.  Con  W  =  pw,  p  el  peso  por  unidad  de  longitud  de  la  carretera,  la  forma  de  cada 
cable  sostenido  entre  los  soportes  verticales  se  vuelve  parabólica.  Ahora  estamos  en  po¬ 
sición  de  determinar  la  forma  de  un  cable  flexible  uniforme  que  cuelga  por  efecto  de  su 
propio  peso,  tal  como  un  cable  tendido  entre  dos  postes  telefónicos.  La  carga  vertical  es 
ahora  el  propio  cable  y,  por  lo  tanto,  si  p  es  la  densidad  lineal  del  cable  (medida,  diga¬ 
mos,  en  lb/ft)  y  s  es  la  longitud  del  segmento  PlP2  ilustrado  en  la  figura  1.26,  entonces 
W  =  ps.  Por  lo  tanto, 


dy  ps 
dx  7j 


(8) 


Dado  que  la  longitud  de  arco  entre  los  puntos  Pl  y  P2  está  dada  por 


del  teorema  fundamental  del  cálculo  se  deduce  que  la  derivada  de  (9)  es 


(9) 


(10) 


Al  diferenciar  (8)  con  respecto  axy  aplicar  ( 10)  obtenemos  la  ecuación  de  segundo  orden 

d2y 


d2y 

dx2 


p  ds 
7j  dx 


dx2 


(11) 


En  el  ejemplo  siguiente,  resolvemos  (11)  y  mostramos  que  la  curva  asumida  por  el 
cable  suspendido  es  una  catenaria.  Antes  de  seguir  observe  que  la  ecuación  diferencial 
de  segundo  orden  (1 1)  es  una  de  esas  ecuaciones  con  la  forma  F(x,  y' ,  y")  =  0  analizada 
en  la  sección  3.7.  Recuerde  que  tenemos  oportunidad  de  resolver  una  ecuación  de  este 
tipo  si  reducimos  el  orden  de  la  ecuación  mediante  la  sustitución  u  =  y’. 


Ejemplo  3  Un  problema  de  valor  inicial 

En  la  figura  1.26,  a  partir  de  la  posición  del  eje  y  puede  advertirse  que  las  condicio¬ 
nes  iniciales  asociadas  con  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  dada  en  (11)  son 
y(0)  =  a  y  y'(0)  =  0.  Si  sustituimos  u  =  y',  la  última  ecuación  de  (11)  se  convierte  en 
du  p  / - y 

—  =  — V 1  +  u  .  Al  separar  las  variables, 
dx  7j 


du 

-  \/ 1  +  ir 


resulta  en  senh  'u 


P  , 

— X  +  Ci. 

7j 


Ahora,  y'(0)  =  0  es  equivalente  a  n(0)  =  0.  Dado  que  senh  *0  =  0,  encontramos  c¡  =  0 
y,  por  lo  tanto,  u  =  senh  (pxíl]).  Por  último,  al  integrar  ambos  lados  de 


dy  p  7j  p 

—  =  senh  — x  obtenemos  y  =  —  cosh  — x  +  c2. 

dx  ^  p  ^  2 


Mediante  y(0)  =  a,  cosh  0  =  1,  la  última  ecuación  implica  c2  =  a  -  7\/p.  Por  lo  tanto, 
vemos  que  la  forma  del  cable  colgante  está  dada  por  y  =  (7j/p)  cosh(pv/7j)  +  a  —  7j/&).  □ 


En  el  ejemplo  3,  si  fuimos  lo  bastante  cuidadosos  al  elegir  a  =  7j/p,  entonces  la  solu¬ 
ción  del  problema  habrá  sido  simplemente  el  coseno  hiperbólico  y  =  (7j/p)  cosh  (pxíl]  ). 
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Figura  3.54  La  distancia  hasta  el 
cohete  es  grande  en  comparación 
con  R 


I  Movimiento  de  un  cohete  En  la  sección  1.3  vimos  que  la  ecuación  diferencial  de 
un  cuerpo  en  caída  libre,  y  de  masa  m,  cerca  de  la  superficie  de  la  Tierra  está  dada  por 

d2s 


d2s 

=  —mg  o  simplemente 


, 


donde  s  representa  la  distancia  desde  la  superficie  de  la  Tierra  hasta  el  objeto,  y  la  di¬ 
rección  positiva  se  considera  ascendente.  En  otras  palabras,  aquí  el  supuesto  básico  es 
que  la  distancia  s  hasta  el  objeto  es  pequeña  cuando  se  le  compara  con  el  radio  R  de  la 
Tierra;  dicho  de  otra  forma,  la  distancia  y  desde  el  centro  de  la  Tierra  hasta  el  objeto  es 
casi  la  misma  que  R.  Si,  por  otro  lado,  la  distancia  y  hasta  un  objeto,  como  un  cohete  o 
una  sonda  espacial,  es  grande  en  comparación  con  R,  entonces  combinamos  la  segunda 
ley  de  Newton  para  el  movimiento  y  su  ley  de  la  gravitación  universal  para  derivar  una 
ecuación  diferencial  en  la  variable  y. 

Suponga  que  se  lanza  un  cohete  verticalmente  hacia  arriba  desde  el  suelo,  como  ilus¬ 
tra  la  figura  3.54.  Si  la  dirección  positiva  es  ascendente  y  se  ignora  la  resistencia  del  aire, 
entonces  la  ecuación  diferencial  de  movimiento  después  de  la  quema  de  combustible  es 


m  — 7  =  —  Ár 
dt2 


Mm 

T 


cfy  M 

~d?~  y2’ 


(12) 


donde  k  es  una  constante  de  proporcionalidad,  y  es  la  distancia  desde  el  centro  de  la 
Tierra  hasta  el  cohete,  M  es  la  masa  de  la  Tierra  y  m  la  masa  del  cohete.  Para  determinar 
la  constante  k,  aplicamos  el  hecho  de  que  cuando  y  =  R,  kMmIR 2  =  mg  o  k  =  gR2/M.  Por 
lo  tanto,  la  última  ecuación  dada  en  (12)  se  convierte  en 

d2y  _  R2 

8V  w 


Vea  el  problema  14  en  los  ejercicios  3.10. 


I  Masa  variable  En  el  análisis  anterior,  advierta  que  describimos  el  movimiento  del 
cohete  después  de  que  ha  quemado  todo  su  combustible,  cuando  presumiblemente  su 
masa  m  es  constante.  Por  supuesto,  durante  su  ascenso  con  combustible,  la  masa  total  del 
cohete  varía  a  medida  que  el  combustible  se  consume.  La  segunda  ley  del  movimiento, 
desarrollada  originalmente  por  Newton,  establece  que  cuando  un  cuerpo  de  masa  m  atra¬ 
viesa  un  campo  de  fuerza  a  velocidad  v,  la  tasa  de  cambio  de  la  cantidad  de  movimiento 
del  cuerpo  mv  es  igual  a  la  fuerza  F  neta  o  aplicada  que  actúa  sobre  el  cuerpo: 


F  = 


(14) 


Si  m  es  constante,  entonces  ( 14)  produce  la  más  familiar  forma  F  =  mdvldt  =  ma,  donde 
a  es  la  aceleración.  Usamos  la  forma  de  la  segunda  ley  de  Newton  dada  en  (14)  en  el 
siguiente  ejemplo,  en  el  cual  la  masa  m  del  cuerpo  es  variable. 


Ejemplo  4  Cadena  jalada  hada  arriba  por  una  fuerza  constante 

Una  cadena  uniforme  de  10  pies  de  longitud  está  enrollada  holgadamente  en  el  suelo. 
Un  extremo  de  la  cadena  es  jalado  de  manera  vertical  hacia  arriba  mediante  una  fuerza 
constante  de  5  libras.  La  cadena  pesa  1  libra  por  pie.  Determinar  la  altura  del  extremo 
situado  por  encima  del  suelo  en  el  tiempo  t.  Vea  la  figura  1.36  y  el  problema  21  en  los 
ejercicios  1.3. 

Solución  Supongamos  que  x  =  x(t)  denota  la  altura  del  extremo  de  la  cadena  en  el  aire 
en  el  tiempo  t,  v  =  dx/dt,  y  que  la  dirección  positiva  es  ascendente.  Para  ese  tramo  de  la 
cadena  en  el  aire  en  el  tiempo  í,  contamos  con  las  siguientes  cantidades  variables: 

peso:  W  =  (xft)  •  (1  lb/ft)  =  x 
masa:  m  =  W/g  =  x/32, 
fuerza  neta:  F  =  5  — W=5—x. 
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Por  lo  tanto,  a  partir  de  ( 14)  tenemos, 


d 

dt 


=  5  —  x  o 


Regla  del  producto 

dx 

+  v  —  =  160  —  32x. 
dt 


(15) 


Puesto  que  v  =  dxldt,  la  última  ecuación  se  convierte  en 

( fy  (  dx  V 

+U)  +  32jc=16°-  <16) 

La  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segundo  orden  (16)  tiene  la  forma  F(x,  x' ,  x") 
=  0,  la  cual  es  la  segunda  de  las  dos  formas  consideradas  en  la  sección  3.7  que  posi¬ 
blemente  se  pueden  solucionar  mediante  reducción  de  orden.  Con  el  fin  de  resolver 
(16),  regresamos  a  (15)  y  usamos  v  =  x'  junto  con  la  regla  de  la  cadena.  Con  base 
dv  dv  dx  dv 

en  —  = - =  v  —  la  segunda  ecuación  en  (15)  puede  escribirse  de  nuevo  como 

dt  dx  dt  dx 


xv - h  v2  =  160  —  32x.  (17) 

dx 

A  simple  vista  (17)  podría  parecer  difícil,  dado  que  no  puede  caracterizarse  como  nin¬ 
guna  de  las  ecuaciones  de  primer  orden  resueltas  en  el  capítulo  2.  No  obstante,  si  (17)  se 
escribe  de  nuevo  en  la  forma  diferencial  M(x,  v)dx  +  N(x,  v)dv  =  0,  observamos  que  la 
ecuación  inexacta 


(v2  +  32x-  \&S)dx  +  xvdv  =  0  (18) 

se  puede  transformar  en  una  ecuación  exacta  al  multiplicarla  por  un  factor  de  integra¬ 
ción .*  Cuando  (18)  se  multiplica  por  fi(x)  =  x,  la  ecuación  resultante  es  exacta  (verifí- 
quelo).  Si  identificamos  df/dx  =  xv2  +  32jt  -  160x,  df/dv  =  x2v,  y  después  procedemos 
como  en  la  sección  2.4,  llegamos  a 

1  -  ,  32  ,  , 

—  x~v“  H - x3  —  80x2  =  cy  (19) 

2  3 


De  la  condición  inicial  x(0)  =  0  se  deduce  que  c,  =  0.  Ahora,  al  resolver  (x2v2  +  y  x3 
-  80x2  =  0  para  v  =  dxldt  >  0  obtenemos  otra  ecuación  diferencial. 


dx 

dt 


que  se  puede  resolver  por  separación  de  variables.  El  lector  deberá  verificar  si 


t  +  c2. 


(20) 


Esta  vez  la  condición  inicial  x(0)  =  0  implica  c2  =  -3\/To/8.  Por  último,  si  elevamos 
al  cuadrado  ambos  lados  de  (20)  y  resolvemos  para  x  llegamos  al  resultado  que  buscá¬ 
bamos, 


x{t) 


(21)  □ 


Vea  el  problema  15  en  los  ejercicios  3.1 1. 


*Consulte  la  página  64  en  la  sección  2.4. 


3.10  Modelos  no  lineales 
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EJERCICIOS  3.10  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-7. 


Al  maestro 

Además  de  los  problemas  24  y  25,  todos  o  parte  de  los  proble¬ 
mas  1  a  6,  8  a  13,  15,  17  y  23  pueden  servir  como  tarea  para  el 
laboratorio  de  cómputo. 


ción,  use  un  programa  de  solución  numérica  para  obtener  las 
curvas  solución  que  satisfagan  las  condiciones  iniciales  dadas. 


9. 


d2x  dx 

— T  5 - 

dt~  dt 


+  x  +  x3  =  0, 


Resortes  no  lineales 


En  los  problemas  1  a  4,  la  ecuación  diferencial  dada  es  modelo 
de  un  sistema  resorte-masa  no  amortiguado  en  el  cual  la  fuerza 
de  recuperación  F(x )  en  (1)  es  no  lineal.  En  cada  ecuación, 
use  un  programa  de  solución  numérica  para  graficar  las  curvas 
solución  que  satisfagan  las  condiciones  iniciales  dadas.  Si  las 
soluciones  parecen  ser  periódicas,  emplee  la  curva  solución 
para  estimar  el  periodo  T  de  las  oscilaciones. 


drx 

dr 


-  +  x3  =  0, 


x(0)  =  1,  x'(0)  =  1;  40)  =  -,  4(0)  = 

d2x  , 

2.  —  +  4x-  164  =  0, 
dt2 


-1 


40) 

=  -3, 

x'(0)  =  4; 

drx 

dx 

— 

H - 

+  x  -  x3  =  0. 

dt 2 

dt 

40) 

=  0, 

4(0)  =  |; 

40)  =  0,  4(0)  =  -8 

40)  =  -1,  4(0)  =  1 


11.  El  modelo  mx"  +  kx  +  kyx3  =  F0  eos  u>t  de  un  sistema 
resorte-masa  conducido  de  manera  periódica  y  no  amor¬ 
tiguado  se  denomina  ecuación  diferencial  de  Duffing. 
Considere  el  problema  de  valor  inicial  4'  +  x  +  kxx 3  =  5 
eos  t,  .40)  =  1,  4(0)  =  0.  Use  un  programa  de  solución 
numérica  para  estudiar  el  comportamiento  del  sistema 
para  valores  de  kx  >  0  que  van  de  =  0.01  a  kx  =  100. 
Exprese  sus  conclusiones. 

12.  a)  Encuentre  valores  de  kx  <  0  para  los  cuales  el  siste¬ 

ma  del  problema  1 1  sea  oscilatorio. 
b)  Considere  el  problema  de  valor  inicial 


40)  =  1,  4(0)  =  1;  40)  =  -2,  4(0)  =  2 

d2x  - 

3.  — x  +  2x  -  x2  =  0, 
dt2 

,  3  , 

40)  =  1,4(0)  =  1;  40)  =  -,  4(0)  =  -1 

drx 

4.  —y  +  .te001*  =  0, 
dt 2 

40)  =  1,4(0)  =  1;  40)  =  3,  4(0)  =  -1 

5.  En  el  problema  3,  suponga  que  la  masa  se  libera  desde 
su  posición  inicial  40)  =  1  con  velocidad  inicial  4(0) 
=  x¡.  Use  un  programa  de  solución  numérica  para  esti¬ 
mar  el  valor  más  pequeño  de  Lv,  I  en  el  cual  el  movimien¬ 
to  de  la  masa  sea  no  periódico. 

6.  En  el  problema  3,  suponga  que  la  masa  se  libera  desde  una 
posición  inicial  x(0)  =  x0  con  velocidad  inicial  4(0)  =  1 . 
Use  un  programa  de  solución  numérica  para  estimar  un 
intervalo  a  <  xQ  <  b  donde  el  movimiento  sea  oscilatorio. 

7.  Encuentre  una  linealización  de  la  ecuación  diferencial 
dada  en  el  problema  4. 

8.  Considere  el  modelo  de  un  sistema  resorte-masa  no  li¬ 
neal  y  no  amortiguado  dado  por  x"  +  8x  -  6x3  +  x5  =  0. 
Use  un  programa  de  solución  numérica  para  analizar  la 
naturaleza  de  las  oscilaciones  del  sistema  que  corres¬ 
ponda  a  las  condiciones  iniciales: 

.40)  =  1, 4(0)  =  1;  x(0)  =  -2, 4(0)  =  1 ; 

x(0)  =  V2,  x'(0)  =  1;  x(0)  =  2,  x'(0)  =  f ; 

.40)  =  2, 4(0)  =  0;  x(0)  =  -V2, 4(0)  =  -1. 

En  los  problemas  9  y  10,  la  ecuación  diferencial  dada  es  modelo 
de  un  sistema  resorte-masa  amortiguado  no  lineal.  Pronostique  el 
comportamiento  de  cada  sistema  cuando  t  — >  00.  En  cada  ecua- 


3 

x"  +  x  +  /c,x3  =  eos  —  t,  x(0)  =  0,  x'(0)  =  0. 

Encuentre  valores  para  k{<  0  para  los  cuales  el  sis¬ 
tema  sea  oscilatorio. 

Péndulo  no  lineal 

1 3.  Considere  el  modelo  del  péndulo  libre  no  lineal  amorti¬ 
guado  dado  por 

d20  dO  , 

— 7  +  2A-  ■  +  orsend  =  0. 
dt 2  dt 

Use  un  programa  de  solución  numérica  para  investigar 
si  en  los  casos  A2  —  or  >  0  y  A2  —  cu2  <  0  el  movimiento 
corresponde,  respectivamente,  a  las  condiciones  de  so¬ 
breamortiguamiento  y  subamortiguamiento  analizadas 
en  la  sección  3.8  para  sistemas  resorte-masa.  Elija  las 
condiciones  y  valores  iniciales  apropiados  de  A  y  u>. 

Movimiento  de  cohete 

1 4.  a)  Use  la  sustitución  v  =  dy/dt  para  resolver  (13)  para  v 
en  función  de  y.  Asuma  que  mientras  quema  su  com¬ 
bustible,  la  velocidad  del  cohete  es  v  =  v0  y  que  y  ~ 
R  en  ese  instante,  muestre  que  el  valor  aproximado  de 
la  constante  de  integración  c  es  c  =  —gR  +  |v02. 

b)  Use  la  solución  de  v  determinada  en  la  parte  a)  para 
mostrar  que  la  velocidad  de  escape  del  cohete  está 
dada  por  v0  =  “s/lgR.  [Sugerencia:  Tome  y  — »  00  y 
asuma  v  >  0  para  todo  tiempo  ?.] 

c)  El  resultado  de  la  parte  b)  es  aplicable  a  todo  cuer¬ 
po  existente  en  el  Sistema  Solar.  Use  los  valores 
g  =  32  ft/s2  y  R  =  4000  para  mostrar  que  la  veloci¬ 
dad  de  escape  desde  la  Tierra  es  (aproximadamente) 
v0  =  25  000  mi/h. 
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d)  Encuentre  la  velocidad  de  escape  desde  laLuna  si  la  ace¬ 
leración  de  la  gravedad  es  de  0. 165g  y  R  =  I  080  millas. 


Masa  variable 

15.  a)  En  el  ejemplo  4,  ¿qué  cantidad  de  cadena  intuiría  usted 
que  podría  levantar  la  fuerza  constante  de  5  libras? 

b )  ¿Cuál  es  la  velocidad  inicial  de  la  cadena? 

c)  ¿Por  qué  el  intervalo  de  tiempo  que  corresponde  a 
x(t )  >  0  no  es  el  intervalo  /  de  definición  de  la  solu¬ 
ción  (21)?  Determine  el  intervalo  I.  ¿Qué  cantidad 
de  cadena  se  levanta  en  realidad?  Explique  cualquier 
diferencia  entre  esta  respuesta  y  su  pronóstico  de  la 
parte  a). 


1 6.  Una  cadena  uniforme  de  longitud  L,  medida  en  pies,  se 
sostiene  verticalmente  de  manera  que  el  extremo  inferior 
apenas  toca  el  piso.  La  cadena  pesa  2  lb/ft.  El  extremo 
superior  que  está  sostenido  se  libera  del  reposo  en  t  =  0 
y  la  cadena  cae  directamente  hacia  abajo.  Vea  la  figura 
1.38.  Tal  como  vimos  en  el  problema  22  de  los  ejercicios 
1 .3,  si  x(t )  denota  la  longitud  de  la  cadena  en  el  piso  en  el 
tiempo  t,  se  ignora  la  resistencia  del  aire,  y  la  dirección 
positiva  se  toma  como  descendente,  entonces 

\2 


(L 


d2x 


x)  — r 
dt2 


=  Lg. 


a)  Resuelva  para  v  en  términos  de  x,  y  para  x  en  térmi¬ 
nos  de  t.  Exprese  v  en  términos  de  t. 

b )  Determine  cuánto  tiempo  le  tomará  a  la  cadena  caer 
por  completo  al  piso. 

c)  ¿Qué  velocidad  pronostica  el  modelo  encontrado 
en  la  parte  a)  para  el  extremo  superior  de  la  cadena 
cuando  éste  toca  el  piso? 

1 7.  Un  tramo  de  una  cadena  uniforme  de  8  pies  de  longitud 
está  enrollado  holgadamente  alrededor  de  una  clavija  colo¬ 
cada  a  orillas  de  una  plataforma  horizontal  alta,  y  el  tramo 
restante  de  la  cadena  cuelga  en  reposo  sobre  la  orilla  de  la 
plataforma.  Suponga  que  la  longitud  de  la  parte  colgante 
es  de  3  pies  y  que  la  cadena  pesa  2  lb/ft.  Partiendo  de 
t  =  0,  el  peso  del  tramo  saliente  ocasiona  que  la  cadena 
de  la  plataforma  se  desenrolle  lentamente  y  caiga  al  piso. 

a)  Ignore  cualquier  fuerza  resistiva  y  suponga  que  la 
dirección  positiva  es  descendente.  Si  x(t)  denota  la 
longitud  de  la  cadena  colgante  de  la  plataforma  en 
el  tiempo  t  >  0  y  v  =  dxldt,  encuentre  una  ecuación 
diferencial  que  relacione  a  v  con  x. 

b)  Proceda  como  en  el  ejemplo  4  y  resuelva  para  v  en 
términos  de  x  al  encontrar  un  factor  de  integración 
adecuado. 

c)  Exprese  el  tiempo  t  en  términos  de  x.  Use  un  CAS 
para  ayudarse  a  determinar  el  tiempo  que  le  toma  a 
un  segmento  de  7  de  pies  de  cadena  desenrollarse 
por  completo,  es  decir,  caer  de  la  plataforma. 

1 8.  Un  tramo  de  una  cadena  uniforme  de  8  pies  de  longitud 
yace  extendido  sobre  una  plataforma  horizontal  alta,  y  el 


tramo  restante  cuelga  por  la  orilla  de  la  plataforma  como 
indica  la  figura  3.55.  Suponga  que  la  longitud  de  la  parte 
saliente  es  de  3  pies,  y  la  cadena  pesa  2  lb/ft.  El  extremo 
de  la  cadena  sobre  la  plataforma  se  sostiene  hasta  ser 
liberado  desde  el  reposo  en  t  =  0,  y  la  cadena  comienza 
a  deslizarse  por  la  plataforma  debido  al  peso  de  la  parte 
colgante. 


a)  Ignore  cualquier  fuerza  resistiva  y  suponga  que  la 
dirección  positiva  es  descendente.  Si  x(t)  denota  la 
longitud  de  la  cadena  saliente  de  la  plataforma  en  el 
tiempo  t  >  0  y  v  =  dxldt ,  demuestre  que  v  está  rela- 

dv 

cionado  con  x  por  la  ecuación  diferencial  v  —  =  4x. 

dx 

b)  Resuelva  para  v  en  términos  de  x,  y  para  x  en  térmi¬ 
nos  de  t.  Exprese  v  en  términos  de  t. 

c )  Aproxime  los  tiempos  que  le  toma  a  la  cadena  desli¬ 
zarse  completamente  de  la  plataforma  partiendo  del 
reposo.  Encuentre  la  velocidad  a  la  cual  el  extremo 
de  la  cadena  abandona  la  orilla  de  la  plataforma. 


d)  Suponga  que  la  cadena  tiene  L  pies  de  longitud  y 
pesa  un  total  de  W  libras.  Si  en  t  =  0  la  parte  sa¬ 
liente  es  x0  pies,  demuestre  que  la  velocidad  a  la 
cual  el  extremo  de  la  cadena  abandona  la  orilla  de  la 


plataforma  es  v(L) 


Figura  3.55  Cadena  deslizándose,  problema  18 

Modelos  matemáticos  diversos 

19.  Curva  de  persecución  En  un  ejercicio  naval,  una  em¬ 
barcación  Si  es  perseguida  por  un  submarino  S2,  como 
indica  la  figura  3.56.  El  barco  Si  sale  del  punto  (0,  0) 
en  t  =  0  y  sigue  un  curso  en  línea  recta  (el  eje  y)  a  ve¬ 
locidad  constante  v¡.  El  submarino  S2  mantiene  con¬ 
tacto  visual  con  el  barco  Sj,  indicado  por  la  línea  recta 
discontinua  L  en  la  figura,  mientras  navega  a  velocidad 
constante  v2  a  lo  largo  de  una  curva  C.  Suponga  que  S2 
parte  del  punto  (a,  0),  a  >  0,  en  t  =  0  y  que  L  es  tangente 
a  C.  Determine  un  modelo  matemático  que  describa  la 
curva  C.  Encuentre  una  solución  explícita  de  la  ecuación 
diferencial.  Por  comodidad,  defina  r  =  v1/v2.  Determine 
si  las  trayectorias  de  Si  y  S2  se  intersecarán  alguna  vez 
considerando  los  casos  r>l,r<lyr  =  1.  Sugerencia: 
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dt  dt  ds 

—  = - ,  donde  5  es  la  longitud  del  arco  medida  a  lo 

dx  ds  dx 

largo  de  C.] 


x  Figura  3.56  Curva 
de  persecución, 
problema  19 

20.  Curva  de  persecución  En  otro  ejercicio  naval,  un 
destructor  5j  persigue  a  un  submarino  sumergido  S2. 
Suponga  que  en  (9,  0)  del  eje  x  S)  detecta  a  S2  en  (0,  0),  y 
que  S2  detecta  de  manera  simultánea  a  Sj.  El  capitán  del 
destructor  asume  que  el  submarino  tomará  una  acción 
evasiva  inmediata  y  concluye  que  su  nuevo  curso  proba¬ 
ble  es  la  línea  recta  indicada  en  la  figura  3.57.  Cuando 
Si  está  en  (3,  0),  cambia  su  curso  de  línea  recta  al  origen 
por  una  curva  de  persecución  C.  Suponga  que  la  velo¬ 
cidad  del  destructor  es,  en  todo  momento,  una  constan¬ 
te  de  30  mi/h  y  que  la  velocidad  del  submarino  es  una 
constante  de  15  mi/h. 

a )  Explique  por  qué  el  capitán  espera  que  Sj  alcance 
(3,  0)  antes  de  ordenar  un  cambio  de  curso  hacia  C. 

b )  Mediante  coordenadas  polares,  encuentre  una  ecua¬ 
ción  r  =  /(0)  para  la  curva  C. 

c)  Si  T  denota  el  tiempo,  medido  desde  la  detección 
inicial,  al  cual  el  destructor  intercepta  al  submarino, 
encuentre  el  límite  superior  para  T. 


Figura  3.57  Curva 
de  persecución, 
problema  20 


Problemas  de  análisis 


21 .  Analice  por  qué  en  la  ecuación  (3)  el  término  de  amorti¬ 
guamiento  se  escribe  como 


dx 

dt 


dx 

dt 


en  lugar  de 


22.  a)  Experimente  con  una  calculadora  para  encontrar  un 

intervalo  0  <  0  <  0b  donde  0  se  mida  en  radianes, 
para  el  cual  usted  piensa  que  sen  0  ~  0  es  una  es¬ 
timación  muy  buena.  Después,  use  una  herramienta 
de  graficación  para  trazar  las  gráficas  de  y  =  x  y  y 
=  sen  x  en  los  mismos  ejes  coordenados  que  para  0 
<  x  <  tt/2.  ¿Las  gráficas  confirman  sus  observacio¬ 
nes  con  la  calculadora? 

b)  Use  un  programa  de  solución  numérica  para  trazar 
las  curvas  solución  de  los  problemas  de  valor  inicial 
d20 

+  sen  0  =  0,  0(0)  =  0„,  0'(O)  =  0 
d20 

y  +  0  =  0,  0(0)  =  0O,  0'(O)  =  0 

para  diversos  valores  de  0O  en  el  intervalo  0  <  0  <  0 , 
encontrados  en  el  inciso  a).  A  continuación,  trace  las 
curvas  de  solución  de  los  problemas  con  valores  ini¬ 
ciales  para  distintos  valores  0O  para  los  cuales  0O  >  0 

23.  a)  Considere  un  péndulo  no  lineal  cuyas  oscilaciones 

están  definidas  por  (6).  Use  un  programa  de  solución 
numérica  para  determinar  si  un  péndulo  de  longitud  l 
oscilará  más  rápido  en  la  Tierra  o  en  la  Luna.  Aplique 
las  mismas  condiciones  iniciales,  pero  seleccionadas 
de  manera  que  el  péndulo  oscile  de  atrás  para  adelante. 

b )  ¿En  qué  lugar  de  la  parte  a )  tendrá  el  péndulo  mayor 
amplitud? 

c)  En  a)  y  b ),  ¿las  conclusiones  son  las  mismas  cuando 
se  usa  el  modelo  lineal  (7)? 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

24.  Considere  el  problema  de  valor  inicial 

d20  77  1 

^  +  sen0  =  0,  0(0)  =  — ,  0'(O)  = 

para  el  péndulo  no  lineal.  Dado  que  no  podemos  resolver 
la  ecuación  diferencial,  no  encontramos  soluciones  ex¬ 
plícitas  para  este  problema.  Pero  suponga  que  deseamos 
determinar  el  primer  tiempo  q  >  0  en  cual  el  péndulo  de 
la  figura  3.52  comienza  desde  una  posición  inicial  a  la 
derecha  y  alcanza  la  posición  OP,  es  decir,  encuentra  la 
primera  raíz  positiva  de  0(f)  =  0.  En  este  problema  y  en 
el  siguiente  examinamos  diversas  formas  de  proceder. 

a)  Calcule  ti  mediante  la  resolución  del  problema  li¬ 
neal  d2e/dt2  +  0  =  0,  0(0)  =  77/12,  0'(O)  =  -l 

b)  Use  el  método  ilustrado  en  el  ejemplo  3  de  la  sec¬ 
ción  3.7  y  encuentre  los  primeros  cuatro  términos 
diferentes  de  cero  para  una  solución  de  la  serie  de 
Taylor  0(í)  centrada  en  0  para  el  problema  de  valor 
inicial  no  lineal.  Proporcione  los  valores  exactos  de 
todos  los  coeficientes. 

c)  Use  los  primeros  dos  términos  de  la  serie  de  Taylor  de¬ 
terminada  en  la  parte  b )  para  aproximar  t{. 

d)  Use  los  tres  primeros  términos  de  la  serie  de  Taylor  em¬ 
pleada  en  la  parte  b)  para  aproximar  q. 

é)  Use  la  aplicación  apropiada  de  un  CAS  (o  una  calcula¬ 
dora  gráfica)  para  buscar  raíces  y  los  primeros  cuatro 
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términos  de  la  serie  de  Taylor  empleada  en  la  parte  b ) 
para  aproximar  t¡. 

f)  En  esta  parte  del  problema,  recurra  a  los  comandos  de 
Mathematica  que  le  permiten  aproximar  la  raíz  El 
procedimiento  se  puede  modificar  con  facilidad  de  ma¬ 
nera  que  pueda  aproximarse  cualquier  raíz  de  0(7)  =  0. 
(Si  usted  no  cuenta  con  Mathematica,  adapte  el  proce¬ 
dimiento  dado  encontrando  la  sintaxis  correspondiente 
para  el  CAS  que  tenga  a  la  mano.)  Reproduzca  de  modo 
preciso  y  después,  a  su  vez,  ejecute  cada  línea  en  la  se¬ 
cuencia  de  comandos  dada. 

sol  =  NDSolve[{y"[t]  +  Sin[y[t]}  =  =  0, 
ytO]  =  =  Pi/12,  y'[0]  =  =  -1/3} , 
y,  { t,  0,  5}  ]//Flatten 
solution  =  y[t]/.sol 
Clear[y] 

y[t_J:  =  Evaluate[solution] 
y[t] 

grl  =  Plot[y[t],  { t,  0,  5}  ] 

root  =  FindRoot[y[t]  =  =  0,  {  t,  1}  ] 

g)  Modifique  adecuadamente  la  sintaxis  de  la  parte  /) 
y  encuentre  las  dos  siguientes  raíces  positivas  de 
0(0  =  0. 

25.  Considere  un  péndulo  que  se  libera  del  reposo  desde  un 
desplazamiento  inicial  de  0O  radianes.  Cuando  resuelva 
el  modelo  lineal  (7)  sujeto  a  las  condiciones  iniciales 
0(0)  =  0O,  0'(O)  =  0  obtendrá  0(0  =  0O  eos  Vg/lt.  El 
periodo  de  oscilaciones  pronosticado  por  este  mode¬ 
lo  se  expresa  mediante  la  conocida  fórmula  T  =  2 ir/ 


\TgJl  =  27 rS/lfg.  En  esta  fórmula,  lo  interesante  para 
T  es  que  no  depende  de  la  magnitud  del  desplazamien¬ 
to  inicial  0O.  En  otras  palabras,  el  modelo  lineal  pro¬ 
nostica  que  el  tiempo  que  le  tomaría  al  péndulo  oscilar 
desde  su  desplazamiento  inicial  de,  digamos,  0O  =  ttI2 
(=  90°)  hasta  -77/2  y  regresar  de  nuevo  sería  exactamen¬ 
te  el  mismo  que  tardaría  en  desplazarse  desde,  digamos, 
0O  =  7r/360  (=  0.5°)  hasta  -77/360.  Esto  no  es  lógico 
desde  el  punto  de  vista  intuitivo;  el  periodo  real  debe 
depender  de  0O. 

Si  asumimos  que  g  =  32  ft/s2  y  l  =  32  ft,  enton 
ces  el  periodo  de  oscilación  del  modelo  lineal  es  T  = 
277  s.  Comparemos  este  último  número  con  el  periodo 
pronosticado  por  el  modelo  no  lineal  cuando  0O  =  77/4. 
Mediante  un  programa  de  solución  numérica  capaz  de 
generar  datos  concretos,  aproxime  la  solución  de 

d20  .  .  77 

— r+  sen  0  =  0,  0(0)=-,  0  (0)  =  0 

dt2  W  4  w 

en  el  intervalo  0  s  f  <  2.  Tal  como  en  el  problema  24, 
si  6  denota  la  primera  vez  que  el  péndulo  llega  a  la  po¬ 
sición  OP  en  la  figura  3.52,  entonces  el  periodo  del  pén¬ 
dulo  no  lineal  es  4t¡.  Aquí  presentamos  otra  forma  de 
resolver  la  ecuación  0(7)  =  0.  Experimente  con  pasos 
pequeños  y  anticipe  el  tiempo  comenzando  en  t  =  0 
y  terminando  en  t  =  2.  Con  base  en  datos  concretos, 
observe  el  tiempo  q  en  que  0(7)  cambia,  para  la  primera 
vez,  de  positivo  a  negativo.  Use  el  valor  tl  para  determi¬ 
nar  el  verdadero  valor  del  periodo  del  péndulo  no  lineal. 
Calcule  el  porcentaje  relativo  de  error  en  el  periodo  esti¬ 
mado  mediante  T  =  2ir. 


I  Resolución  de  sistemas  de  ecuaciones  N 

Lineales , 

■  Introducción  Concluimos  este  capítulo  como  lo  hicimos  en  el  capítulo  2,  con  siste¬ 
mas  de  ecuaciones  diferenciales.  Pero  a  diferencia  de  la  sección  2.9,  en  el  análisis  presen¬ 
tado  a  continuación  realmente  resolveremos  sistemas. 

■  Sistemas  acoplados  y  ecuaciones  diferenciales  acopladas  En  la  sección  2.9 
examinamos  brevemente  algunos  modelos  matemáticos  que  fueron  sistemas  de  ecuaciones 
diferenciales  ordinarias  de  primer  orden  lineales  y  no  lineales.  En  la  sección  3.8  vimos  que 
los  modelos  matemáticos  que  describen  el  desplazamiento  de  una  masa  en  un  solo  resorte, 
corrientes  en  circuitos  en  serie  y  la  carga  de  un  capacitor  en  un  circuito  en  serie,  estaban 
compuestos  por  una  sola  ecuación  diferencial.  Cuando  los  sistemas  físicos  están  acoplados 
— por  ejemplo,  si  dos  o  más  tanques  mezcladores  están  conectados,  si  dos  o  más  sistemas 
resorte-masa  están  unidos  o  si  los  circuitos  se  ensamblan  para  formar  una  red —  sus  mode¬ 
los  matemáticos  generalmente  están  compuestos  por  un  conjunto  de  ecuaciones  diferencia¬ 
les  acopladas,  en  otras  palabras,  por  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales. 

No  intentamos  resolver  ninguno  de  los  sistemas  considerados  en  la  sección  2.9.  Los 
mismos  comentarios  que  se  hicieron  en  las  secciones  3.7  y  3.10  se  aplican  también  a  sis¬ 
temas  de  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  no  lineales,  es  decir,  resulta  casi  imposible 
resolver  esos  sistemas  de  manera  analítica.  Sin  embargo,  sistemas  lineales  con  coeficientes 
constantes  sí  pueden  ser  resueltos.  El  método  que  examinaremos  en  esta  sección  para  re¬ 
solver  sistemas  lineales  con  coeficientes  constantes  simplemente  desacopla  el  sistema  en 
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á)  equilibrio  b)  movimiento  c)  fuerzas 


Figura  3.58  Sistemas  resorte- 
masa  acoplados 
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ecuaciones  diferenciales  ordinarias  lineales  distintas  en  cada  variable  independiente.  Por  lo 
tanto,  esta  sección  ofrece  la  oportunidad  de  practicar  lo  aprendido  antes  en  el  capítulo. 

Antes  de  proceder,  continuemos  de  la  misma  forma  en  que  lo  hicimos  en  la  sección 
3.8  al  considerar  un  sistema  resorte-masa,  pero  esta  vez  derivemos  un  modelo  matemáti¬ 
co  que  describa  los  desplazamientos  verticales  de  dos  masas  en  un  sistema  resorte-masa 
acoplado. 

I  Sistema  resorte-masa  acoplado  Suponga  que  dos  masas  mt  y  m2  están  unidas  a 
dos  resortes  Ay  B  de  masa  insignificante  cuyas  constantes  del  resorte  son  k¡  y  k2,  respec¬ 
tivamente.  Como  ilustra  la  figura  3.58a),  el  resorte  A  está  sujeto  a  un  soporte  rígido  y  el 
resorte  B  a  la  parte  inferior  de  la  masa  m¡.  Digamos  que  Xy(t)  y  x2(t)  denotan  los  desplaza¬ 
mientos  verticales  de  las  masas  a  partir  de  sus  posiciones  de  equilibrio.  Cuando  el  sistema 
está  en  movimiento,  figura  3.58 b),  el  resorte  B  queda  sujeto  a  una  elongación  y  a  una  com¬ 
presión;  por  lo  tanto,  la  elongación  neta  resulta  ser  x2  -  x¡.  En  consecuencia,  de  la  ley  de 
Hooke  se  deduce  que  los  resortes  Ay  B  ejercen  fuerzas  -kyXy  y  k2(x2  -  xy),  respectivamen¬ 
te,  en  m-y.  Si  no  hay  amortiguamiento  ni  se  aplican  fuerzas  externas  al  sistema,  entonces  la 
fuerza  neta  sobre  m{  es  -kyXy  +  k2(x2  -  Xy).  Con  base  en  la  segunda  ley  de  Newton  podemos 
escribir 

d2x  i 

m i  —y:  =  -kyXy  +  k2(x2  -  Xy). 

Asimismo,  la  fuerza  neta  ejercida  sobre  la  masa  m2  se  debe  únicamente  a  la  elongación 
neta  del  resorte  B\  es  decir,  -k2(x2  - xt).  Entonces  tenemos 

d2x  2 

m2  —yr  =  ~HX2  ~  x y). 

En  otras  palabras,  el  movimiento  del  sistema  acoplado  está  representado  por  el  sistema 
de  ecuaciones  lineales  de  segundo  orden 

m.yXy  =  —kyXy  +  k2(x2  ~  X-!) 

(1) 

. 

Una  vez  ilustrada  la  idea  principal  a  tratar  en  esta  sección,  regresaremos  al  sistema  (1). 

■  Eliminación  sistemática  El  método  de  eliminación  sistemática  para  resolver  sis¬ 
temas  de  ecuaciones  lineales  con  coeficientes  constantes  está  basado  en  el  principio  alge¬ 
braico  de  eliminación  de  variables.  El  análogo  de  multiplicar  una  ecuación  algebraica  por 
una  constante  es  operar  en  una  EDO  con  alguna  combinación  de  derivadas.  El  proceso  de 
eliminación  se  acelera  al  escribir  nuevamente  cada  ecuación  de  un  sistema  empleando  una 
notación  de  operador  diferencial.  De  la  sección  3.1  recuerde  que  una  sola  ecuación  lineal 

any(n)  +  an- 1/1-11  +  ■  ■  •  +  ayy'  +  a0y  =  g(t), 

donde  las  a¡,  i  =  0,  1, . . . ,  n  son  constantes,  la  podemos  escribir  como 

{a„Dn  +  an_  |D"  “ 1  +  •  •  ■  +  ayD  +  aQ)y  =  g(t). 

Si  un  operador  diferencial  de  n-ésimo  orden  anD"  +  an  _  {Dn ~  1  +  •  •  •  +  a , I)  +  a0  se  fac- 
toriza  en  distintos  operadores  diferenciales  de  orden  inferior,  entonces  los  factores  se 
conmutan.  Ahora,  por  ejemplo,  para  escribir  nuevamente  el  sistema 

x"  +  2x'  +  y"  =  x  +  3y  +  sen  t 

x'  +  y'  =  -Ax  +  2y  +  e~' 

en  términos  del  operador  D ,  primero  llevamos  todos  los  términos  que  involucran  las  va¬ 
riables  dependientes  a  un  lado  y  agrupamos  las  variables  semejantes: 

x"  +  2x'  -  x  +  y"  -3 y  =  sen  t  ( D 1  +  2D-  l)jr  +  ( D 2  -  3)y  =  sen  t 

de  manera  que 

x'  -  4.v  +  y'  -2 y  =  e~‘  ( D  -  A)x  +  (D  -  2 )y  =  e~' 
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I  Solución  de  un  sistema  Una  solución  de  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 
es  un  conjunto  de  funciones  lo  suficientemente  diferenciables  x  =  </),(/),  y  =  <j>2(í),  z 
=  <¿>3(í),  y  así  sucesivamente,  que  satisface  cada  ecuación  presente  en  el  sistema  en  un 
intervalo  común  1. 


I  Método  de  solución  Considere  el  sistema  simple  de  ecuaciones  lineales  de  primer 
orden 


dx 

dt 

dy 

dt 


3>’ 

2x 


o,  de  manera  equivalente, 


Dx  —  3y  =  0 
2x  —  Dy  =  0. 


(2) 


Si  se  opera  en  la  primera  ecuación  de  (2)  mediante  D  mientras  la  segunda  se  multiplica  por 
-3  y  después  con  la  suma  se  elimina  y  del  sistema  se  obtiene  D2 x  -  6x  =  0.  Dado  que  las 
raíces  de  la  ecuación  auxiliar  de  la  última  ED  son  m,  =  V6  y  m2  =  —  V  6 ,  obtenemos 


x  (í)  =  cxe~^  +  c2e^'. 


(3) 


Si  se  multiplica  la  primera  ecuación  de  (2)  por  2  mientras  se  opera  en  la  segunda  me¬ 
diante  D  y  después  se  resta,  se  obtiene  la  ecuación  diferencial  para  y,  D2y  -  6  y  =  0.  De 
inmediato  se  deduce  que 

y(t)  =  c3e_v®í  +  c^.  (4) 

Ahora,  (3)  y  (4)  no  satisfacen  el  sistema  (2)  para  cada  opción  de  cb  c2,  c3  y  c4  debido  a 
que  el  propio  sistema  impone  una  restricción  sobre  la  cantidad  de  parámetros  que  puede 
elegirse  de  manera  arbitraria  en  una  solución.  Para  ver  esto,  observe  que  después  de 
sustituir  xit)  y  y(t)  en  la  primera  ecuación  del  sistema  original,  (2)  da,  luego  de  la  sim¬ 
plificación, 

(— y/écx  —  3  c3)e-^'  +  (\Zóc2  —  3c4)e^  =  0. 

Dado  que  la  última  expresión  ha  de  ser  cero  para  todos  los  valores  de  t,  debemos  tener 
-  Vóc,  -  3c3  =  0  y  Vóc2  -  3c4  =  0.  Por  lo  tanto,  escribimos  c3  y  un  múltiplo  de  tq  y  c4 
como  múltiplo  de  c2: 

c3  =  — —  c,  y  c4  =  -y  c2.  (b) 

En  consecuencia,  concluimos  que  una  solución  del  sistema  debe  ser 

x{t)  =  ce-'*  +  y{t)  =  +  ^c2eV6t- 

Se  le  exhorta  a  sustituir  (3)  y  (4)  en  la  segunda  ecuación  de  (2)  y  verificar  que  la 
misma  relación  (5)  se  mantenga  entre  las  constantes. 


V6  V6 


Esto  es  importante. 


Ejemplo  1  Solución  por  eliminación 

Resolver  Dx  +  (D  +  2jy  =  0 

(D  -  3)x  -  2y=0.  (6) 

Solución  Se  opera  en  la  primera  ecuación  mediante  D  -  3  y  en  la  segunda  mediante  D 
y  después  se  elimina  x  del  sistema  por  sustracción.  Se  deduce  que  la  ecuación  diferencial 
para  y  es 

[(D  -  3 )(D  +  2)  +  2 D]y  =  0  o  (D2  +  D  -  6)y  =  0. 

Dado  que  la  ecuación  característica  de  esta  última  ecuación  diferencial  es  m2  +  m  -  6  = 
(/)?  -  2 )(m  +  3)  =  0,  obtenemos  la  solución 

y(t)  =  cxe2'  +  c2e~3‘.  (7) 

Al  eliminar  y  de  una  forma  similar  se  obtiene  (D1  +  D  -  6)x  =  0,  de  donde  encontramos 

x(t)  =  c3e2'  +  c4e~3'.  (8) 

Tal  como  se  advirtió  en  el  análisis  anterior,  una  solución  de  (6)  no  contiene  cuatro  cons¬ 
tantes  independientes.  Si  se  sustituye  (7)  y  (8)  en  la  primera  ecuación  de  (6)  resulta 
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ue  un  camino  más 


\ 


y 


(4 c:  +  2 c3)e2'  +  (— c2  -  3c4)<?  3f  =  0. 

De  4c ,  +  2c3  =  0  y  -c2  -  3c4  =  O  obtenemos  c3  =  -2c ¡  y  cA  =  -  \c2-  De  acuerdo  con 
esto,  una  solución  del  sistema  es 

x(t)  =  -2c1e2f-^-c2e-3',  y(t)  =  cxe2'  +  c2e“3'. 

Dado  que  fácilmente  podríamos  resolver  sólo  para  c3  y  c4  en  términos  de  c,  y  c2,  la 
solución  del  ejemplo  1  se  puede  escribir  en  la  forma  alternativa 

x(t )  =  c3e2'  +  c4e-3',  y(t)  =  -  — c3e2'  ~  3 c4e-3'. 

Algunas  veces  conviene  estar  atento  cuando  se  resuelven  sistemas.  Hemos  resuelto  pri¬ 
mero  para  x,  después  se  podría  encontrar  y,  junto  con  la  relación  entre  las  constantes, 
mediante  la  última  ecuación  dada  en  (6).  Deberá  verificarse  que  sustituir  x(t)  en  v  =  , 
(Dx  -  3x)  produce  y  =  -\  c3e2'  -  3 c4e-3'. 


Ejemplo  2  Solución  por  eliminación 

Resolver  x'  -  4x  +  y"  =  t2 

x'  +  x  +  y'  =  0.  (9) 


Solución  Primero  escribimos  el  sistema  en  la  notación  de  operador  diferencial: 

(D  -  4)x  +  D2y=t2 
(D  +  \)x  +  Dy  =  0. 


(10) 


Después,  al  eliminar  x,  obtenemos 

[(D  +1)D2-(D-  4)D]y  =  (D  +  1  )?2  -  (D  -  4)0 
o  (D3  +  4  D)y  =  r  +  2t. 

Dado  que  las  raíces  de  la  ecuación  auxiliar  m(nr  +  4)  =  0  son  ml  =  0,  m2  =  2 i  y  m3  = 
-2 i,  la  función  complementaria  es 


yc  =  c3  +  c2  eos  2 1  +  c3  sen  2 1. 


Para  determinar  la  solución  particular  yp  usamos  coeficientes  indeterminados  al  asumir 
yp  =  Ai  '  +  Bt2  +  Ct.  Por  lo  tanto, 

y'  =  3At2  +  2  Bt  +  C,  yp  =  6 At  +  2  B,  y mp  =  6 A, 

y;  +  4y;  =  nAt2  +  m + óa  +  4c  =  t 2  +  it. 

La  última  ecuación  implica  12A  =  1,  8fi  =  2,  6A  +  4 C  =  0,  y  en  consecuencia  A  =  ¡2, 
B  =  \ ,  C  =  - 1 .  Así  que 

1,1,1 

>'  =  >’c  +  yP  =  í'i  +  c2  eos  2f  +  c3  sen  2í  +  —  í3  +  - 1  -  - 1.  (11) 

1 Z  4  o 

Al  eliminar  y  del  sistema  (9)  se  tiene 

[(D  -  4)  -  D(D  +  l)]x  =  í2  o  (D2  +  4)x  =  -t2. 

Debe  ser  evidente  que 

xc  =  c4  eos  2 1  +  c¡  sen  2 1 

y  que  los  coeficientes  indeterminados  pueden  aplicarse  a  una  solución  particular  de  la 
forma  xp  =  At  +  Bt  +  C.  En  este  caso,  las  derivaciones  y  operaciones  algebraicas  acos¬ 
tumbradas  producen  xp  =  f 2  +  | ,  y  así 

1  9  1 

x  =  xc  +  xp  =  c4  eos  2 1  +  c5  sen  2t  -  —  t~  +  —.  (12) 
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Ahora,  c4  y  c¡  pueden  expresarse  en  términos  de  c2  y  c3  al  sustituir  (11)  y  (12)  en  cual¬ 
quier  ecuación  de  (9).  Al  utilizar  la  segunda  ecuación  encontramos,  después  de  combinar 
términos, 

(c5  -  2c4  -  2c2)  sen  2 1  +  (2c5  +  c4  +  2c3)  eos  2t  =  0 

de  manera  que  c5  -  2 c4  -  2c2  =  0  y  2c5  +  c4  +  2c3  =  0.  Al  resolver  para  c4  y  c5  en  térmi¬ 
nos  de  c2  y  c3  se  tiene  c4  =  -3  (4c2  +  2c3)  y  c¡  =  |  (2c2  -  4c3).  Por  último,  una  solución  de 
(9)  sería 

1  1  1,1 

x(f)  =  -  —  (4c2  +  2c3)  eos  2 1  +  —  (2 c2  -  4 c3)  sen  2t  -  —  r  +  — , 

5  5  4  8 

1,1,1 

v(f)  =  c.  +  c7  eos  2 1  +  c3  sen  2 1  +  —  t  +  —  t  -  —  t. 

712  3  12  4  8 


Ejemplo  3  Nuevo  enfoque  para  un  modelo  matemático 

En  la  expresión  (3)  de  la  sección  2.9  vimos  que  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 
lineales  de  primer  orden  describió  la  cantidad  de  libras  de  sal  x/í)  y  x2(t)  de  una  mezcla 
de  salmuera  que  fluye  entre  dos  tanques.  En  esa  ocasión  no  pudimos  resolver  el  sistema. 
Pero  ahora,  en  términos  de  operadores  diferenciales,  el  sistema  es 

(  2  \  1 

V  25 /  1  50  2 

2  (  2\ 

- x,  +  [  D  -i - )  x,  =  0. 

25  1  V  25/  " 

Si  se  opera  en  la  primera  ecuación  mediante  D  +  se  multiplica  la  segunda  ecuación 
por^j ,  se  suma,  y  después  se  simplifica,  resulta 

(625 D1  +  100Í)  +  3)xj  =  0. 

A  partir  de  la  ecuación  auxiliar  625 nr  +  100 m  +  3  =  (25 m  +  1)(25 m  +  3)  =  0  de  inme¬ 
diato  advertimos  que 

x/r)  =  cxe~ 1125  +  c2e~3"25. 

De  manera  similar  encontramos  (625 D2  +  1 00/2  +  3)x2  =  0  y,  por  lo  tanto, 

x2(í)  =  c3e~"25  +  cAe~3"25. 

Al  sustituir  x,(0  y  x2(t)  en,  digamos,  la  primera  ecuación  del  sistema,  se  obtiene 
(2Cl  -  c3)e_,/25  +  (-2c2  -  c4)e_3í/25  =  0. 

A  partir  de  la  última  ecuación  encontramos  c3  =  2c  ¡  y  c4  =  -2 c2.  Por  lo  tanto,  una  solu¬ 
ción  del  sistema  es 

X|  (t)  =  cxe'ai  +  c2e~3’125,  x2(t)  =  2  c^""25  -  2  c2e~3,n5. 


En  el  análisis  original  asumimos  que  las  condiciones  iniciales  fueron  x/0)  =  25 
y  x2(0)  =  0.  Cuando  se  aplican  estas  condiciones  a  la  solución  tenemos  c,  +  c2  =  25  y 
2c !  -  2 c2  =  0.  Al  resolver  de  manera  simultánea  estas  ecuaciones  resulta  cx  =  c2  =  y . 
Por  último,  una  solución  del  problema  de  valor  inicial  es 

xl(í)  =  ^e-"25  +  ye-3f/25,  x2(t)  =  25e-"23  -  25e~3"25. 

En  nuestro  siguiente  ejemplo  resolveremos  (1)  bajo  el  supuesto  de  que  kx  =  6,  k2  =  4, 
ml  =  1  y  m2  =  1. 


Ejemplo  4  Un  caso  especial  del  sistema  (1) 

Resolver  x"  +  10x!  -  4x2  =  0 

4x[  +  x2  +  4x2  =  0 

sujeto  ax/0)  =  0,  x¡(0)  =  1,  x2(0)  =  0,  x2(0)  =  -1. 


3.11  Resolución  de  sistemas  de  ecuaciones  lineales 
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Solución  Si  usamos  la  eliminación  en  la  forma  equivalente  del  sistema 


( D 1  +  10)jcj  -  4x2  =  0 

4x,  +  (D2  +  4)x2  =  0 
encontramos  que  x¡  y  x2  satisfacen,  respectivamente, 

(tí1  +  2  )(D2  +  I2)xi  =  0  y  (D2  +  2  )(D2  +  12)x2  =  0. 


a)  x,(t) 

x2 

a4F  7\  1  1  1  7  1-7 

0.2  - 

° - : — \  C  I  i - /  \ - /  t 

-0.2  i,  I  I  '  '  \ 

-0.4  -  \J  V  v 

0  2.5  5  7.5  10  12.5  15 

b)  x2(t) 

Figura  3.59  Desplazamientos  de 
las  dos  masas. 


Por  lo  tanto,  encontramos 


Xi(í)  =  c,  eos  V2 1  +  c2  sen  V2 1  +  c3  eos  2V3í  +  c4  sen  2  V3 / 
x2(í)  =  c5  eos  V2í  +  c6  sen  V2í  +  c7  eos  2  V3f  +  c8  sen  2  V3í 

Al  sustituir  ambas  expresiones  en  la  primera  ecuación  de  (13)  y  simplificar,  finalmente 
se  tiene  c¡  =  2c, ,  c6  =  2c2,  c7  =  — |c3,  c8  =  -2  c4.  Por  lo  tanto,  una  solución  de  (13)  es 


X](í)  =  Cj  eos  V2í  +  c2  sen  V2 r  +  c3  eos  2  V3í  +  c4  sen  2  V3í 

x2(f)  =  2Cl  eos  V2í  +  2c2  sen  \/2t  -\c-¡  eos  2  V3 1  -  \  c4  sen  2  V3 1. 

Entonces  las  condiciones  estipuladas  inicialmente  implican  c,  =  0,  c2  =  -\/2/10, 
c3  =  0,  c4  =  V3/5.  Y  entonces  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  es 


x,(t)  = 
x2(t)  = 


— sen  \Í2t  +  -^-^sen2\//3í 

10  5 

\/~2  /  y/3  ./ 

— —  senV2r - j-^-sen2V3f. 


(14) 


En  la  figura  3.59,  las  gráficas  de  x,  y  x2  revelan  el  complicado  movimiento  oscilatorio  de 
cada  masa.  □ 


Volveremos  a  analizar  el  ejemplo  4  de  la  sección  4.6,  entonces  resolveremos  (13) 
mediante  la  transformada  de  Laplace. 


EJERCICIOS  3.11 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-7. 


En  los  problemas  1  a  20,  resuelva  el  sistema  de  ecuaciones  dife¬ 
renciales  dado  mediante  eliminación  sistemática. 


dx 

dx 

1. 

—  =  2x  —  y 
dt 

2.  —  =  4x  +  7v 
dt 

cfy  _ 

dy  9 
—  =  x  —  2y 

di 

X 

dt 

dx 

dx 

3. 

—  =  -y  +  t 
dt 

4. - 4v  =  1 

di 

dy 

—  =  x  —  t 

dy 

- h  X  =  2 

dt 

dt 

5. 

C D 2  +  5)x  -  2y  =  0 

-2x  +  ( D 2  +  2  )y  =  0 

6. 

(D  +  l)x  +  (D  -  l)y  =  2 

3x  +  (D  +  2) y  =  -1 

d2x 

7.  — r  =  4y  +  e’  8. 

dt2  y 

d2y 

— y  =  4x  —  e 
dt 2 

9.  Dx  +  D2y  =  e3' 

(D  +  1)jc  +  (D  -  l)y  =  4e3' 

10.  D2x  -  Dy  =  t 

(D  +  3)x  +  (D  +  3)y  =  2 

11.  (Z32-l)x-  y  =  0 


d2x  dy 
dt 2  dt 


=  — 5x 


dx  dy 

- b  -  — 

dt  dt 


— x  +  4_v 


(D-  l)x  +  Dy  =  0 
12.  (2D2-D-  \)x-(2D+  l)y  =  1 
(D  -  l)x  +  Dy  =  -1 
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proyectil  pero  opuesta  a  su  movimiento.  Vea  la  figura 
3.61.  Resuelva  el  sistema.  [Sugerencia:  k  es  un  múltiplo 
de  la  velocidad,  digamos,  cv.] 


dx  dy 

13.  2 - 5x  +  —  =  e 

dt  dt 


dx  dy 

—  -  x  +  -f-  =  5e' 
dt  dt 

dx  dy 

14.  —  +  — 

dt  dt 


d2x  dx 

- y  H - V  x  +  y 

dt 2  dt 


=  0 


15.  (D  -  l)x  +  (D2  +  1  )y  =  1 
(D2  -  V)x  +  (D  +  l)y  =  2 

1 6.  D2x  -  2 (D2  +  D)y  =  sen  t 


x  + 

17.  Dx  =  y 

Dy  =  z 
Dz  =  x 
dx 

'9.  -  =  6y 

^  4. 

—  =  X  +  Z 

dt 


Dy  =  0 


18. 


Dx  +  z  =  e‘ 

(D  -  1  )x  +  Dy  +  Dz  =  0 
x  +  2y  +  Dz  =  el 


dx 

20.  —=  -x  +  z 
dt 


dz 

dt 


=  x  +  y 


dy 

dt 

dz 

dt 


=  -y  +  z 
=  —x  +  y 


En  los  ejercicios  21  y  22  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
dado. 


dx 

21.  —  =  — 5jc  —  y 

dy  . 

j,=Ax-y 

jc(1)  =  0,  y(l)  =  1 


22.  —  = 


dx 

dt 


y 


i 


dy 

—  =  -3x  +  2 y 
dt 

x(0)  =  0,  y(0)  =  0 


Modelos  matemáticos 


23.  Movimiento  de  un  proyectil  Un  proyectil  disparado 
desde  un  arma  tiene  un  peso  de  w  =  mg  y  velocidad  v 
tangente  a  su  trayectoria  de  movimiento.  Ignore  la  re¬ 
sistencia  del  aire  y  todas  las  demás  fuerzas  que  actúan 
sobre  el  proyectil,  salvo  su  peso,  y  determine  un  sistema 
de  ecuaciones  diferenciales  que  describan  la  trayectoria 
del  movimiento.  Vea  la  figura  3.60.  Resuelva  el  sistema. 
[Sugerencia:  Aplique  la  segunda  ley  de  Newton  del  mo¬ 
vimiento  en  las  direcciones  x  y  y.] 


Figura  3.60  Trayectoria 
del  proyectil  del  problema  23 


24.  Movimiento  de  un  proyectil  con  resistencia  del  ai¬ 
re  Determine  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 
que  describa  la  trayectoria  del  movimiento  planteado  en 
el  problema  23  si  la  resistencia  del  aire  retarda  la  fuerza 
k  (de  magnitud  k)  que  actúa  tangente  a  la  trayectoria  del 


V 


Figura  3.61  Fuerzas  descritas 
en  el  problema  24 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

25.  Considere  la  solución  xx(t)  y  x2(t)  del  problema  de  valor 
inicial  dado  al  final  del  ejemplo  3.  Use  un  CAS  para 
graficar  xx(t)  y  x2(t)  en  el  mismo  plano  coordenado  en 
el  intervalo  [0,  100].  En  el  ejemplo  3,  jc^í)  denota  la 
cantidad  de  libras  de  sal  presentes  en  el  tanque  A  en  el 
momento  f,  y  x2(t )  representa  las  libras  de  sal  disueltas 
en  el  tanque  B  en  el  tiempo  t.  Vea  la  figura  2.52.  Use  una 
aplicación  apropiada  para  buscar  raíces  y  determinar 
cuando  el  tanque  B  contiene  más  sal  que  el  tanque  A. 

26.  a)  Relea  el  problema  8  de  los  ejercicios  2.9.  En  ese 

problema  se  le  pidió  demostrar  que  el  sistema  de 
ecuaciones  diferenciales 

dx !  1 

dt  ~  ~  50  Xl 
dx2  1  2 

dt  ~  50  Vl  ~  75  *2 

dx3  2  1 

dt  75  2  25 

era  un  modelo  empleado  para  ilustrar  las  cantidades 
de  sal  presentes  en  los  tanques  mezcladores  conecta¬ 
dos  A,  B  y  C  mostrados  en  la  figura  2.58.  Resuelva  el 
sistema  sujeto  a  ^i(0)  =  15,  x2(t)  =  10,  x3(t)  =  5. 

b)  Use  un  CAS  para  graficar  x^t),  x2(t)  y  x3(t)  en  el 
mismo  plano  coordenado  en  el  intervalo  [0,  200]. 

c)  Dado  que  sólo  se  bombea  agua  pura  hacia  el  tanque 
A,  es  lógico  pensar  que  la  sal  finalmente  será  enjua¬ 
gada  de  los  tres  tanques.  Use  un  buscador  de  raíces 
de  un  CAS  para  determinar  el  tiempo  en  que  la  can¬ 
tidad  de  sal  presente  en  cada  tanque  es  menor  que  o 
igual  a  0.5  libras.  ¿Cuándo  serán  las  cantidades  de 
sal  xi (t),  x2{t)  y  x3(t)  simultáneamente  menores  que 
o  iguales  a  0.5  libras? 

27.  a)  Use  la  eliminación  sistemática  para  resolver  el  sistema 

(1)  del  arreglo  resorte-masa  acoplado  cuando  =  4, 
k2  =  2,  m¡  =  2  y  m2  =  1,  y  las  condiciones  iniciales 
son  x,(0)  =  2,  x¡(0)  =  l,x2(0)  =  -1,4(0)  =  1. 

b)  Use  un  CAS  para  trazar  las  gráficas  de  x^t)  y  x2(t) 
en  el  plano  tx.  ¿Cuál  es  la  diferencia  fundamental 
entre  los  movimientos  de  las  masas  m,  y  m2  exa¬ 
minadas  en  este  problema  y  los  movimientos  de  las 
masas  ilustradas  en  la  figura  3.59? 

c)  Como  ecuaciones  paramétricas,  trace  jc,  (4)  y  x2(t)  en 
el  plano  xtx2.  La  curva  definida  por  estas  ecuaciones 
paramétricas  se  denomina  curva  de  Lissajous. 


3.11  ResoLución  de  sistemas  de  ecuaciones  lineales 
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EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  3 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares 
seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-8. 


Resuelva  los  ejercicios  1  a  8  sin  remitirse  al  texto.  Llene  el  espa¬ 
cio  en  blanco  o  responda  verdadero  o  falso. 

1 .  La  única  solución  del  problema  de  valor  inicial  y"  +  x2y 

=  0,  y(0)  =  0,  /  (O),  =  0  es _ . 

2.  Para  el  método  de  coeficientes  indeterminados,  la  forma 

asumida  de  la  solución  particular  yp  para  y"  -  y  =  1  +  ex 
es _ . 

3.  Un  múltiplo  constante  de  una  solución  de  una  ecuación 

diferencial  lineal  también  es  una  solución. _ 

4.  Si/!  y/2  son  funciones  linealmente  independientes  en  un 

intervalo  I,  entonces  su  wronskiano  W  (/j,/2)  =f=  0  para 
toda  x  en  I. _ 

5.  Si  un  peso  de  10  libras  estira  un  resorte  2.5  pies,  un  peso 

de  32  libras  lo  estirará _ pies. 

6.  El  periodo  del  movimiento  armónico  simple  de  un  peso 

de  8  libras  sujeto  a  un  resorte  cuya  constante  es  de  6.25 
lb/ft  es _ segundos. 

7.  La  ecuación  diferencial  que  describe  el  movimiento  de 

una  masa  sujeta  a  un  resorte  es  x"  +  16x  =  0.  Si  la  masa 
se  libera  en  t  =  0  desde  1  metro  por  encima  de  la  posi¬ 
ción  de  equilibrio  con  velocidad  descendente  de  3  m/s, 
la  amplitud  de  las  vibraciones  es  de _ metros. 

8.  Si  el  movimiento  armónico  simple  se  describe  median¬ 
te  x(t)  =  ( V2/2)  sen  (2 1  +  <f>),  el  ángulo  de  fase  <f>  es 
_ cuando  x(0)  =  y  x'(0)  =  1. 

9.  Proporcione  un  intervalo  en  el  cual  f¡(x)  =  x2  y  /2(x) 
=  x  Ixl  sean  linealmente  independientes.  Después  pro¬ 
porcione  un  intervalo  en  el  cual/  y  f2  sean  linealmente 
dependientes. 

10.  Sin  ayuda  del  wronskiano,  determine  si  el  conjunto  de 
funciones  dado  es  linealmente  independiente  o  lineal¬ 
mente  dependiente  en  el  intervalo  indicado 

a)  /i(x)  =  ln  x,  /2(x)  =  ln  x2,  (0,  00) 

b)  /i(x)  =  x",  /2(x)  =  x"  +  \  n  =  1,2,...,  (-00,  00) 

c)  fi(x)  =  x,  /2(x)  =  x  +  1,  (-00,  00) 

d)  fi(x)  =  eos  (x  +  tt/2),  /2(x)  =  sen  x,  (-00,  00) 

e)  Mx)  =  0,  /2(x)  =  x,  (-5,  5) 

f)  Mx)  =  2,  f2(x)  =  2x,  (-oc,  00) 

g)  Mx)  =  X2,  Mx)  =  l-x2,  Mx)  =  2  +  X2,  (-00,  00) 

h)  Mx)  =xex+\  Mx)  =  (4x  -  5)e* ,  /3(x)  =  xe*, 

(-00,  00) 

1 1 .  Suponga  que  m1  =  3,  m2  =  -5  y  m3  =  1  son  raíces  de  mul¬ 
tiplicidad  uno,  dos  y  tres,  respectivamente,  de  una  ecua¬ 
ción  auxiliar.  Escriba  la  solución  general  de  la  ecuación 
diferencial  lineal  homogénea  correspondiente  si  ésta  es 

a)  una  ecuación  con  coeficientes  constantes, 

b)  una  ecuación  de  Cauchy-Euler. 


12.  Encuentre  una  ecuación  diferencial  de  Cauchy-Euler 
ax2y"  +  bxy'  +  cy  =  0,  donde  a,  b  y  c  sean  constantes 
reales,  sabiendo  que: 

a)  W|  =  3  y  m2  =  -1  son  raíces  de  su  ecuación  auxi¬ 
liar, 

b)  m¡  =  i  es  una  raíz  compleja  de  su  ecuación  auxiliar. 

En  los  problemas  13  a  28,  use  los  procedimientos  desarrollados 
en  este  capítulo  para  encontrar  la  solución  general  de  cada  ecua¬ 
ción  diferencial. 

13.  y"  -  2y'  -  2y  =  0 

14.  2y"  +  2/  +  3 y  =  0 

15.  y'"  +  10/' +  25/  =  0 

16.  2y"'  +  9 y"  +  1 2/  +  5y  =  0 

17.  3/"  +  lOv"  +  15/  +  4y  =  0 

1 8.  2y(4)  +  3/"  +  2 y"  +  6y'  -  4y  =  0 

19.  y"-3y'  +  5y  =  4x3-2x 

20.  y"-2y'+y  =  xV 

21.  /"  -  5/  +  6/  =  8 +  2  sen  x 

22.  y'"  -  y"  =  6 

23.  y"  -  2 y'  +  2y  =  e*  tan  x 


25.  óx2/'  +  5xy'  -  y  =  0 

26.  2X3/"  +  19x2y"  +  39xy'  +  9y  =  0 

27.  x-y"  -  4 xy'  +  6y  =  2x4  +  x2 

28.  x2y"  -xy'  +y  =  x3 

29.  Escriba  la  forma  de  la  solución  general  y  =  yc  +  yp  de  la 
ecuación  diferencial  dada  en  los  dos  casos  u>  ¥=  a  y  u>  =  a. 
No  determine  los  coeficientes  en  yp. 

a)  y"  +  a)2y  =  sen  ax 

b)  y"  -  oj2y  =  eax 

30.  a)  Dado  que  y  =  sen  x  es  una  solución  de  yt4)  +  2/"  + 

1  ly"  +  2y'  +  lOy  =  0,  encuentre  la  solución  gene¬ 
ral  de  la  ED  sin  ayuda  de  una  calculadora  o  una 
computadora. 

b)  Encuentre  la  ecuación  diferencial  lineal  de  segundo 
orden  con  coeficientes  constantes  para  los  cuales 
yi  =  1  yy,  =  e~x  sean  soluciones  de  la  ecuación 
homogénea  asociada  y  yp  =  ix2  -  x  sea  una  solución 
particular  de  la  ecuación  no  homogénea. 

31.  a)  Escriba  la  solución  general  de  la  ED  de  cuarto  orden 

y<4)  -  2y"  +  y  =  0  totalmente  en  términos  de  funcio¬ 
nes  hiperbólicas. 

b)  Escriba  la  forma  de  una  solución  particular  de  y(4) 
-  2 y"  +  y  =  senh  x. 

32.  Considere  la  ecuación  diferencial  x2y"  -  (x2  +  2x)y'  + 
(x  +  2)y  =  x3.  Verifique  si  y,  =  x  es  una  solución  de  la 
ecuación  homogénea  asociada.  Después,  demuestre  que 
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el  método  de  reducción  de  orden  analizado  en  la  sección 
3.2  lleva  tanto  a  una  segunda  solución  y2  de  la  ecua¬ 
ción  homogénea  como  a  una  solución  particular  yp  de  la 
ecuación  no  homogénea.  Conforme  la  solución  general 
de  la  ED  en  el  intervalo  (0,  oo). 

En  los  problemas  33  a  38,  resuelva  la  ecuación  diferencial  dada 
sujeta  a  las  condiciones  indicadas. 

33.  y"  -  2y'  +  2y  =  0,  =  0,  y(v)  =  -1 

34.  y"  +  2/  +  y  =  0,  y(-l)  =  0,  /(O)  =  0 

35.  y"  -y  =  x  +  sen  x,  y(0)  =  2,  y'(0)  =  3 

36.  y"  +  y  =  sec3x,  y(0)  =  1,  y'(0)  =  \ 

37.  y’ y"  =  4x,  y(  1)  =  5,  y'(l)  =  2 

38.  2 y"  =  3y2,  y( 0)  =  1,  y'(0)  =  1 

39.  a )  Use  un  CAS  para  ayudarse  a  encontrar  las  raíces  de 

la  ecuación  auxiliar  para  12y(4)  +  64/"  +  59/  -  23/ 
-  12y  =  0.  Escriba  la  solución  general  de  la  ecua¬ 
ción. 

b )  Resuelva  la  ED  de  la  parte  a)  sujeta  a  las  condicio¬ 
nes  iniciales  y(0)  =  -1,  y'(0)  =  2,  /'(O)  =  5,  /"(0) 
=  0.  Use  un  CAS  para  resolver  los  sistemas  resul¬ 
tantes  de  cuatro  ecuaciones  en  cuatro  incógnitas. 

40.  Encuentre  un  miembro  de  la  familia  de  soluciones  de 
xy"  +  v'  +  Vx  =  0  cuya  gráfica  sea  tangente  al  eje  x  en 
x  =  1.  Use  una  herramienta  graficadora  para  obtener  la 
curva  solución. 


En  los  problemas  41a  44,  aplique  la  eliminación  sistemática 
para  resolver  el  sistema  dado. 


41. 


dx  dy 
-  +  - 

dt  dt 


=  2x  +  2y  +  1 


2x  +  y  +  t  -  2 


dx  dy 

—  +  2— 
dt  dt 


y  +  3 


43.  (D  -  2)x  -y  =  -é 

-3x  +  {D-  4 )y  =  -le' 

44.  ( D  +  2)x  +  (D  +  l)v  =  sen  2 1 
5x  +  (D  +  3)y  =  eos  2? 


dy 

—  =  3x  +  4y  -  4? 
dt 


45.  Un  sistema  resorte-masa  libre  no  amortiguado  oscila 
con  un  periodo  de  3  s.  Cuando  se  eliminan  8  libras  del 
resorte,  el  sistema  tiene  entonces  un  periodo  de  2  s. 
¿Qué  peso  tenía  originalmente  la  masa  en  el  resorte? 


46.  Un  peso  de  12  libras  estira  un  resorte  2  pies.  El  peso  se 
libera  desde  un  punto  que  está  1  pie  por  debajo  de  la 
posición  de  equilibrio  a  velocidad  ascendente  de  4  ft/s. 
d)  Encuentre  la  ecuación  que  describe  el  movimiento 
armónico  simple  resultante. 

b )  ¿Cuáles  son  la  amplitud,  el  periodo  y  la  frecuencia 
del  movimiento? 

c)  ¿En  qué  momentos  el  peso  regresa  al  punto  que  está 
a  1  pie  por  debajo  de  la  posición  de  equilibrio? 

d)  ¿En  qué  momentos  cruza  el  peso  la  posición  de 
equilibrio  moviéndose  hacia  arriba?,  ¿y  al  moverse 
hacia  abajo? 


é)  ¿Cuál  es  la  velocidad  del  peso  en  t  =  377/16  s? 

/)  ¿En  qué  momentos  la  velocidad  es  de  cero? 

47.  Un  resorte  tiene  constante  k  =  2  y  está  suspendido  en  un 
líquido  que  ofrece  una  fuerza  de  amortiguamiento  igual 
a  cuatro  veces  la  velocidad  instantánea.  Si  una  masa  m 
está  suspendida  del  resorte,  determine  los  valores  de  m 
para  los  cuales  el  movimiento  libre  subsiguiente  es  no 
oscilatorio. 

48.  Un  peso  de  32  libras  estira  un  resorte  6  pulgadas.  El  peso 
se  mueve  a  través  de  un  medio  que  ofrece  una  fuerza 
amortiguadora  igual  a  /3  veces  la  velocidad  instantánea. 
Determine  los  valores  de  ¡3  para  los  cuales  el  sistema 
exhibirá  movimiento  oscilatorio. 


49.  Un  circuito  en  serie  contiene  una  inductancia  de  L  = 
1  h,  una  capacitancia  de  C  =  10-4  f,  y  una  fuerza  electro¬ 
motriz  de  E(t )  =100  sen  50?  V.  En  un  inicio,  la  carga  q  y 
la  corriente  i  son  cero. 

a)  Encuentre  la  ecuación  para  la  carga  en  el  momento  t. 

b)  Encuentre  la  ecuación  para  la  corriente  en  el  mo¬ 
mento  t. 

c )  Encuentre  los  momentos  para  los  cuales  la  carga  en 
el  capacitor  es  de  cero. 

50.  Demuestre  que  la  corriente  ¿(í)  en  un  circuito  LRC  en 
serie  satisface  la  ecuación  diferencial 


d2i  di  1  , 

L  — y  +  R - 1 - i  =  E  (?), 

dt1  dt  C  w 


donde  E'(t)  denota  la  derivada  de  E(t). 

5 1 .  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera 

y"  +  Xy  =  o,  y(0)  =  y(277),  y'(0)  =  /(  2tt). 


Demuestre  que  salvo  para  el  caso  de  X  =  0,  existen  dos 
funciones  propias  independientes  que  corresponden  a 
cada  valor  propio. 

52.  Una  cuenta  está  restringida  a  deslizarse  sin  fricción  por 
una  barra  de  longitud  L.  La  barra  gira  en  un  plano  ver¬ 
tical  a  velocidad  angular  constante  u>  en  torno  a  un  eje 
P  fijo  localizado  en  el  punto  medio  de  la  barra,  pero  el 
diseño  del  eje  le  permite  a  la  cuenta  moverse  a  lo  largo 
de  toda  la  barra.  Digamos  que  r(t)  denota  la  posición  de 
la  cuenta  en  relación  con  su  sistema  coordenado  gira¬ 
torio,  como  ilustra  la  figura  3.62.  Con  el  fin  de  aplicar 
la  segunda  ley  de  Newton  del  movimiento  a  este  marco 
de  referencia  giratorio,  es  necesario  usar  el  hecho  de 
que  la  fuerza  neta  que  actúa  sobre  la  cuenta  es  la  suma 
de  las  fuerzas  reales  (en  este  caso,  la  fuerza  debida  a  la 
gravedad)  y  las  fuerzas  inerciales  (coriolis,  transversa  y 
centrífuga).  Las  operaciones  matemáticas  son  un  tanto 
complicadas,  así  que  sólo  damos  la  ecuación  diferencial 
resultante  para  r. 


=  mu>2r  -  mg  sen  ( wt ). 
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Figura  3.62  Barra  giratoria  para  el  problema  52 

a)  Resuelva  la  ED  anterior  sujeta  a  las  condiciones 
iniciales  r( 0)  =  r0,  r'( 0)  =  v0. 

b )  Determine  las  condiciones  iniciales  en  que  la  cuen¬ 
ta  exhibe  el  movimiento  armónico  simple.  ¿Cuál 
es  la  longitud  L  mínima  de  la  barra  en  la  cual  se 
puede  presentar  el  movimiento  armónico  simple  de 
la  cuenta? 

c)  Para  condiciones  iniciales  diferentes  a  las  obteni¬ 
das  en  la  parte  b),  la  cuenta  debe  salir  finalmente  de 
la  barra.  Explique  esto  mediante  la  solución  r(f)  de  la 
parte  a). 

d)  Suponga  que  cu  =  1  rad/s.  Use  una  herramienta  gra- 
ficadora  para  trazar  la  gráfica  de  la  solución  r(í) 
bajo  las  condiciones  iniciales  r(0)  =  0,  r'( 0)  =  v0, 
donde  v0  es  0,  10,  15,  16,  16.1  y  17. 

e)  Suponga  que  la  longitud  de  la  barra  es  L  =  40  pies. 
Para  cada  par  de  condiciones  iniciales  dado  en  la 
parte  d),  utilice  un  buscador  de  raíces  para  encontrar 
el  tiempo  total  que  la  cuenta  permanece  en  la  barra. 

53.  Suponga  que  una  masa  m  yace  sobre  una  superficie 

plana,  seca,  sin  fricción,  y  está  sujeta  al  extremo  libre 

de  un  resorte  cuya  constante  es  k.  En  la  figura  3.63 a),  la 


masa  se  muestra  en  la  posición  de  equilibrio  x  =  0,  es 
decir,  el  resorte  no  se  estira  ni  comprime.  Según  la  figu¬ 
ra  3.63b),  el  desplazamiento  x(t)  de  la  masa  hacia  la  de¬ 
recha  de  la  posición  de  equilibrio  es  positivo  y  negativo 
hacia  la  izquierda.  Derive  una  ecuación  diferencial  para 
el  movimiento  horizontal  libre  (deslizante)  de  la  masa. 
Examine  la  diferencia  entre  derivar  esta  ED  y  el  análisis 
que  lleva  a  (1)  en  la  sección  3.8. 


soporte 

rígido 


Figura  3.63  Sistema  deslizante  resorte-masa 
para  el  problema  53 

54.  En  el  problema  53,  ¿cuál  es  la  ecuación  diferencial  de 
movimiento  si  la  fricción  cinética  (pero  ninguna  otra 
fuerza  amortiguadora)  actúa  sobre  la  masa  deslizante? 
[Sugerencia:  Asuma  que  la  magnitud  de  la  fuerza  de 
fricción  cinética  es  fk  =  fimg,  donde  mg  representa  el 
peso  de  la  masa  y  la  constante  /i  >  0  el  coeficiente  de 
fricción  cinética.  Entonces  considere  dos  casos  x'  >  0 
x'  <  0.  Interprete  estos  casos  físicamente.] 
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CAPÍTULO 


La  transformada  de  Laplace 


Estructura  del  capítulo 

N 

4.1 

Definición  de  La  transformada  de  Laplace 

> 

4.2 

La  transformada  inversa  y  transformadas  de  derivadas 

4.2.1  Transformadas  inversas 

4.2.2  Transformadas  de  derivadas 

4.3 

Teoremas  de  traslación 

4.3.1  Traslación  en  el  eje  s 

4.3.2  Traslación  en  el  eje  t 

4.4 

Propiedades  operacionales  adicionales 

4.4.1  Derivadas  de  transformadas 

4.4.2  Transformadas  de  integrales 

4.4.3  Transformada  de  una  función  periódica 

4.5 

La  función  delta  de  Dirac 

4.6 

Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  lineales 

Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  4 

_ J 

En  Los  modelos  matemáticos  lineales  desarrollados  para  un  sistema  fí¬ 
sico,  tal  como  un  sistema  resorte-masa  o  un  circuito  eléctrico  en  serie, 
la  entrada  o  función  impulsora  representa  o  una  fuerza  externa /(f)  o 
un  voltaje  aplicado  E(t).  En  la  sección  3.8  consideramos  problemas  en 
Los  cuales  las  funciones  /y  E  eran  continuas.  No  obstante,  funciones 
impulsoras  discontinuas  no  son  raras  (vea  las  figuras  4.37  a  4.42). 
Resolver  la  ecuación  diferencial  del  sistema  puede  resultar  difícil  cuan¬ 
do  se  utilizan  las  herramientas  analizadas  en  el  capítulo  3.  La  transfor¬ 
mada  de  Laplace,  que  se  estudia  en  este  capítulo,  es  una  herramienta 
invaluable  que  simplifica  la  solución  de  problemas  como  éstos. 
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4.1  Definición  de  la  transformada  de  Laplace 


■  Introducción  En  el  curso  de  cálculo  elemental,  usted  aprendió  que  la  diferenciación 
y  la  integración  son  transformadas,  lo  cual  significa,  a  grandes  rasgos,  que  estas  opera¬ 
ciones  transforman  una  función  en  otra.  Por  ejemplo,  la  función /(x)  =  x2  se  transforma, 
según  sea  el  caso,  en  una  función  lineal,  en  una  familia  de  funciones  polinomiales  cúbicas, 
y  en  una  constante  gracias  a  operaciones  de  diferenciación,  integración  indefinida  e  inte¬ 
gración  definida: 


— x2  =  2x, 


—  x3  +  c, 


f 3 

x2  dx 
-'o 


9. 


Además,  estas  dos  transformadas  poseen  la  propiedad  de  linealidad:  ello  significa  que 
la  transformada  de  una  combinación  lineal  de  funciones  es  una  combinación  lineal  de  las 
transformadas.  Para  las  constantes  a  y  j8. 


—  [af(x)  +  ¡3g(x)]  =  af(x)  +  P  g\x) 

[af(x)  +  Pg(x)]  dx  =  a  f{x)dx  +  p  g(x)  dx 


[af(x)  +  Pg(x)]  dx  =  a 


/(x)  dx  +  P 


g(x)  dx 


siempre  que  existan  cada  derivada  y  cada  integral.  En  esta  sección  examinaremos  un  tipo 
especial  de  transformada  integral  llamada  transformada  de  Laplace.  Además  de  poseer 
la  propiedad  de  linealidad,  la  transformada  de  Laplace  tiene  muchas  otras  propiedades 
interesantes  que  la  hacen  muy  útil  para  resolver  problemas  lineales  de  valor  inicial. 

Si/(x,  y)  es  una  función  de  dos  variables,  entonces  una  integral  definida  de/con  res¬ 
pecto  a  una  de  las  variables  produce  una  función  de  la  otra  variable.  Por  ejemplo,  si  y  se 
mantiene  constante  vemos  que  J-2  2xy2  dx  =  3y2.  De  manera  similar,  una  integral  defini¬ 
da,  tal  como  K(s,  t)f(t)dt  transforma  a  una  función /(í)  en  una  función  de  la  variable 
i.  A  nosotros  nos  interesan  en  particular  las  transformadas  integrales  de  este  último 
tipo,  donde  el  intervalo  de  integración  es  el  intervalo  [0,  oo)  no  acotado. 


■  Definición  básica  Si/(x)  está  definida  para  í  >  0,  entonces  la  integral  impropia 
f™K(s,  t)f(t )  dt  está  definida  como  un  límite: 


'  OO 

K(s,  t)f(t)  dt 
-'o 


lím 

b—>  oo  ^ 


K(s,  t)f(t)dt. 


(1) 


Si  existe  el  límite,  se  dice  que  la  integral  existe  o  es  convergente;  si  no  hay  límite,  la 
integral  no  existe  y  se  afirma  que  es  divergente.  Este  límite,  en  general,  existe  sólo  para 
ciertos  valores  de  la  variable  s.  La  elección  K(s,  t )  =  e~s'  produce  una  transformada  inte¬ 
gral  especialmente  importante. 


Cuando  la  integral  definitoria  (2)  converge,  el  resultado  es  una  función  de  i.  En  el 
análisis  general,  cuando  utilicemos  letras  minúsculas  nos  referiremos  a  la  función  que 
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se  va  a  transformar,  y  letras  mayúsculas  denotarán  su  transformada  de  Laplace;  por 
ejemplo, 

^  {/(/)}  =  F(s),  %{g{t)}  =  Gis),  %{y(t)}  =  Y(s)  y  2{H(t)}  =  h(s). 


Ejemplo  1  Uso  de  La  definición  4.1 

Evalúe  ^{1}. 

Solución  A  partir  de  (2), 


£{!}  = 


e  s,(  1 )  dt  =  lím 

b-tooj 


e  s'dt 


=  lím - 

b—>oo  S 


=  lím- 

o  b~ 


-e~sb  +  1 


siempre  y  cuando  s  >  0.  En  otras  palabras,  cuando  ,v  >  0,  el  exponente  -sb  es  negativo  y 
e-st>  q  conforme  b  oo.  Para  s  <  0,  la  integral  es  divergente. 


El  uso  del  signo  de  límite  deviene  en  una  tarea  tediosa,  de  manera  que  adoptaremos  la 
notación  [“  como  abreviatura  de  lím^oX  )|°¿.  Por  ejemplo, 


¿£{1} 


e~s\\)dt 

4 


1 

-,  5  >  0. 

5 


En  el  límite  superior,  se  entiende  que  nos  referimos  a  que  e  st  — >  0  cuando  t  — >  oo  para 

5  >  0. 


Ejemplo  2  Uso  de  La  definición  4.1 

Evalúe  ¡£{t}. 


Solución  A  partir  de  la  definición  4.1,  tenemos  que  i£{í¡  =  f'f,  e  s,t  dt.  Si  integramos  por 
partes  usando  lím;_>y  te~sl  =  0,  s  >  0,  junto  con  el  resultado  del  ejemplo  1,  obtenemos 


m 


oo 

+ 

o 


1  [°°  1 

-  e~s'dt  =  -£{  1} 
s  J  s 


1 


□ 


Ejemplo  3  Uso  de  La  definición  4.1 

Evalúe  ^{e-3f}. 


Solución  A  partir  de  la  definición  4.1,  tenemos 


56{e  3f}  = 


e^íT3'  dt  = 


e-(s  +  3>  dt 


ze-fi+3> 

5+3 
1 


5  +  3 


,  5  >  -3. 


El  resultado  deriva  del  hecho  de  que  lím, 


-(j+ 3)í  _ 


0  para  s  +  3>0os>  -3. 


□ 


Ejemplo  4  Uso  de  La  definición  4.1 

Evalúe  !£  {sen  2í}. 


4.1  Definición  de  La  transformada  de  LapLace 
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Solución  A  partir  de  la  definición  4. 1  y  la  integración  por  partes  obtenemos 


£2{sen2í}  = 


*  OO  —  \t  . 

.  —e  sen  2 1 

°°  2 

e  Vísen2 1  dt  — 

+  - 

s 

Jo 

O 

Cn 

o 

e  !,cos2 t  dt 


e  í(cos2 tdt,  s  >  0 


Jo 


lime  s'cos2 t  dt  =  0,  5  >  0 

r—>oo 

I 


Transformada  de  Laplace  de  sen  2f 

I 


— e  stcos2 1 

oo  2 

— 

l  S 

0  s  J 

2  4 

, - j  ££{sen  2t}. 


En  este  punto  tenemos  una  ecuación  con  £2  {sen  2?}  en  ambos  lados  de  la  igualdad.  Al 
resolver  para  esa  cantidad  se  produce  el  resultado 


£2  {sen  2 1}  = 


51 2  +  4’ 


s  >  0. 


es  una  transformada  lineal  Para  una  suma  de  funciones,  podemos  escribir 

o  roo  roo 

e~s,[o/f(t)  +  Pg(t)]  dt  =  a  e~s'f(t)  dt  +  /3  e~s,g{t)  dt 
■'o  Jo  Jo 

siempre  que  ambas  integrales  converjan  para  s  >  c.  Por  lo  tanto,  se  deduce  que 

X{af{t)  +  Pg(t))  =  ai£{f(t)\  +  pi£{g(t)}  =  aF(S)  +  (ÍG(s).  (3) 


Debido  a  la  propiedad  dada  en  (3),  se  dice  que  !£  es  una  transformada  lineal.  Por  ejem¬ 
plo,  de  los  ejemplos  1  y  2, 

1  5 

£6(1  +5t)  =  ^{1}  +  5^{r}  =  -  + 

s  s 

y  de  los  ejemplos  3  y  4, 

4  20 

£2  { 4e-3'  —  10  sen  2í}  =4£2{e'3 4'}  -  10£2{sen2í}  = - - - . 

5+3  5+4 

La  generalización  de  algunos  de  los  problemas  anteriores  la  enunciaremos  mediante 
el  teorema  4.1.  A  partir  de  ahora  nos  abstendremos  de  indicar  cualquier  restricción  sobre 
5,  pues  se  entiende  que  5  está  lo  bastante  restringida  como  para  garantizar  la  convergen¬ 
cia  de  la  transformada  de  Laplace  apropiada. 


I 


El  apéndice  III 


proporciona  una  lista 
más  amplia  de  las 
transformadas. 
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CAPITULO  4  La  transformada  de  Laplace 


■  Condiciones  de  suficiencia  para  que  exista  i£  mm  No  es  necesario  que  con- 

2 

verja  la  integral  que  define  la  transformada  de  Laplace.  Por  ejemplo,  ni  !£{  1/r }  ni  i£.{e‘  } 
existen.  Las  condiciones  de  suficiencia  que  garantizan  la  existencia  de  ¡£{f(t)}  son  que/ 
sea  continua  por  tramos  en  [0,  oo)  y  de  orden  exponencial  cuando  1  >  7  .  Recuerde  que  una 
función /es  continua  por  tramos  en  [0,  oo)  si,  en  cualquier  intervalo  0  <  a  <  r  <  ó,  hay 
cuando  mucho  una  cantidad  finita  de  puntos  tk,  k  =  1,  2,  . . . ,  n  (tk_  {  <  tk),  en  los  cuales/ 
tiene  discontinuidades  finitas  y  es  continua  en  todo  intervalo  abierto  tk_l  <  t  <  th  Vea  la 
figura  4.1.  El  concepto  de  orden  exponencial  está  definido  de  la  siguiente  manera. 


Figura  4.1  Función  continua 
por  tramos 


Si/es  una  función  creciente,  entonces  la  condición  |//)|  <  Mecl,  t>T,  sólo  indica  que  la 
gráfica  de/en  el  intervalo  (T,  oo)  no  crece  más  rápido  que  la  gráfica  de  la  función  exponen¬ 
cial  Mec‘,  donde  c  es  una  constante  positiva.  Vea  la  figura  4.2.  Todas  las  funciones//)  =  ?,//) 
=  e~'  y/U)  =  2  eos  t  son  de  orden  exponencial  c  =  1  para  /  >  0  puesto  que,  respectivamente, 

|í|  <  e\  \e~'\  <  e‘,  |2  eos  í|  <  2e'. 

En  la  figura  4.3  se  ofrece  una  comparación  de  las  gráficas  existentes  en  el  intervalo  [0,  oo). 

Una  función  tal  como//)  =  e'~  no  es  de  orden  exponencial  pues,  como  ilustra  la 
figura  4.4,  su  gráfica  crece  con  más  rapidez  que  cualquier  potencia  lineal  positiva  de  e 
para  t  >  c  >  0. 

Una  potencia  integral  positiva  de  t  siempre  es  de  orden  exponencial  ya  que,  para  c>  0 


\f\  <  Mect  o 


M  para  t  >  T 


es  equivalente  a  demostrar  que  límMoo  fie"  es  finito  para  n  =  1,  2,  3, ...  El  resultado  se 
obtiene  mediante  n  aplicaciones  de  la  regla  de  L’Hópital. 


TEOREMA  4.2 


Condiciones  de  suficiencia 
para  la  existencia 


Si//)  es  continua  por  tramos  en  el  intervalo  [0,  oo)  y  de  orden  exponencial  c,  enton¬ 
ces  !£  {//)}  existe  para  s  >  c. 

_ / 


Demostración  Mediante  la  propiedad  aditiva  del  intervalo  de  las  integrales  definidas. 


mo) 


e  s,f(t)  dt  + 


e  s,f(t )  dt  =  /  +  I2. 


j0  jt 

La  integral  /,  existe  ya  que  se  puede  escribir  como  una  suma  de  integrales  en  los  intervalos 
donde  e~stf{t)  es  continua.  Ahora/es  de  orden  exponencial,  por  lo  tanto  existen  constantes 
c,  M  >  0,  T>  0  de  manera  que  |//)|  <  Me"  para  t>T.  Entonces  podemos  escribir 


\h\  - 


7(0 


dt  <  M 


e-(s~c)>dt  =  M 


-(s-c)r 


para  s>  c.  Puesto  que  / “  Me^s  ~ c)t  dt  converge,  la  integral  \é~s,f{t)\  dt  converge  según  la 
pmeba  de  comparación  para  integrales  impropias.  Esto,  a  su  vez,  implica  que  /2  existe  cuan¬ 
do  .s  >  c.  La  existencia  de  /  e  I2  implica  que  !£  { // ) }  =  /“  e~s,f(t)  dt  existe  para  s>  c.  □ 


Ejemplo  5  Transformada  de  una  función  continua  por  tramos 

( 0,  0  <  t  <  3 

Evalúe  {//))  para//)  =  <  , 


Figura  4.2  La  función /es 
de  orden  exponencial 


Figura  4.3  Las  funciones  con 
gráficas  coloreadas  son  de  orden 
exponencial 


Figura  4.4  //)  =  ef?  no  es 

de  orden  exponencial 


4.1  Definición  de  La  transformada  de  Laplace 
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y 

2 


t 


Figura  4.5  Fundón  continua  por 
tramos 


Solución  La  función  continua  por  tramos  aparece  en  la  figura  4.5.  Como/está  definida 
en  dos  partes,  expresamos  a  í£  {/(?)}  como  la  suma  de  dos  integrales: 


m*)} 


2e-sl 

s 

2e~3s 

s 


oo 

3 


s  >  0. 


r3 


oo 


e  s'(0)dt  + 

■'0  ■'3 


es,{2)  dt 


□ 


Comentarios 


A  través  de  todo  el  capítulo  nos  concentraremos  principalmente  en  las  funciones 
que  son  tanto  continuas  por  tramos  como  de  orden  exponencial.  Sin  embargo,  ad¬ 
vertimos  que  estas  dos  condiciones  son  suficientes  mas  no  necesarias  para  la  exis¬ 
tencia  de  una  transformada  de  Laplace.  La  función /(í)  =  t  1/2  no  es  continua  por 
tramos  en  el  intervalo  [0,  oo);  no  obstante,  existe  su  transformada  de  Laplace.  Vea  el 
problema  42  en  los  ejercicios  4. 1 . 


EJERCICIOS  4.1 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-8. 


En  los  problemas  del  1  al  18,  use  la  definición  4.1  para  encon¬ 
trar  2^/)}. 


,  N  í-1,  t<  1 
i.  ñt)  =  \ 

1 1,  t >  i 

;  -  {a 


3. /«)  =  {;; 

, ,  f  2í  +  1, 

4-  /w  -  lo. 

7  m 

i- 


0  <  t  <  2 
t  >  2 
0  <  t  <  1 
t  >  1 
0  <  t  <  1 
t  >  1 

0Sf<7T 
t  >  TT 

0  <  f  <  7t/2 
t  &  tt/2 

8. 

(2,2) 


Figura  4.6  Gráfica  para 
el  problema  7 


m 

1 


Figura  4.7  Gráfica  para 
el  problema  8 


10. 


/« 


1 

Figura  4.8  Gráfica  para 
el  problema  9 


+ 


H - 1 


Figura  4.9  Gráfica  para 
el  problema  10 


11.  m  =  e,+1 
13.  /(O  =  te4' 

15.  /(í)  =  e~‘  sen  t 
1 7.  /(f)  =  t  eos  t 


12.  /(?)  =  <T2f-5 
14.  f(t)  =  fe^2' 

1 6.  f(t)  =  e'  eos  t 
1 8.  /(/)  =  t  sen  t 


En  los  problemas  del  19  al  36,  use  el  teorema  4.1  para  encon¬ 
trar  £{f(t)}. 

19.  m  =  2 14  20.  f(t)  =  f 

21 .  /(i)  =  4í  -  10  22.  /(?)  =  It  +  3 

23.  /(i)  =  f  +  6t~  3  24.  f{t)  =  —\f  +  16?  +  9 

25.  f(t)  =  (f  +  l)3  26.  f{t)  =  (2f  -  l)3 

27.  /(i)  =  1  +  e4'  28.  /(?)  =  í2  -  e~9'  +  5 

29.  f{t)  =  (1  +  e2f  30.  f(t)  =  (e'  -  e-')2 

31 .  f(t)  =  4f  —  5  sen  3 1  32.  f(t)  =  eos  5 1  +  sen  2 1 

33.  /(í)  =  senh  kt  34.  /(?)  =  cosh  kt 

35.  /(í)  =  ef  senh  t  36.  /(í)  =  e~‘  cosh  t 

En  los  problemas  del  37  al  40,  encuentre  ¡£{f(t)}  utilizando 
primero  una  identidad  trigonométrica  adecuada. 


37. 

m  = 

sen  2 1  eos  2t 

38. 

m  = 

eos  2í 

39. 

m  = 

sen(4r  +  5) 

40. 

m  = 

f 

10  cosí  t  —  ■ 

41. 

Una  definición  de 

integral  impropia  r(a)  = 


f  le  '  dt,  a  >  0. 


a)  Demuestre  que  r(a  +  1)  =  ar(a). 


198 


CAPITULO  4  La  transformada  de  Laplace 


r  (a  +  1) 

tí)  Demuestre  que  iE{ta }  =  - ^¡-¡ — ,  a  >  —  1. 

42.  Use  el  hecho  de  que  T(^)  =  \Ti t  y  el  problema  41  para 
encontrar  la  transformada  de  Laplace  de: 

a)  f{t)  =  r1/2 

b)  f(t)  =  f1/2 

c)  f(t)  =  t3/2. 

Problemas  de  análisis 

43.  Construya  una  función  F(t)  que  sea  de  orden  exponen¬ 
cial,  pero  donde /(f)  =  F'(t)  no  sea  de  orden  exponencial. 
Construya  una  función /que  no  sea  de  orden  exponen¬ 
cial,  pero  cuya  transformada  de  Laplace  exista. 

44.  Suponga  que  ££{/i(í)}  =  Fx(s)  para  5  >  Cj  y  que  ¿£{f2(t)} 
=  F2(s)  para  j  >  c2.  ¿Cuándo  {/,(?)  +f2(t)}  =  F^s)  + 
F2(s)1 

45.  La  figura  4.4  sugiere,  pero  no  demuestra,  que  la  función 
f(t)  =  e'  no  es  de  orden  exponencial.  ¿Cómo  puede  la 
observación  de  que  t2  >  ln  M  +  ct,  para  M  >  0  y  t  lo 


suficientemente  grande,  demostrar  que  e'~  >  Me"  para 
cualquier  c? 

46.  Use  el  inciso  c)  del  teorema  4. 1  para  demostrar  que 


<£{¿a  +  ib),} 


s  —  a  +  ib 
(i  —  a)2  +  b2' 


donde  ay  b  son  reales  e  i2  =  —  1 .  Muestre  cómo  aplicar 
la  fórmula  de  Euler  (página  120)  para  deducir  los  resul¬ 
tados 


^{e°'cos  bt} 


s  —  a 

(i  —  a)2  +  b 2 


y  ¡£{eal  sen  bt}  =  - - -z - y 

L  J  (s  -  a)2  +  b2 

47.  ¿En  qué  condiciones  una  función  lineal /(x)  =  mx  +  b, 
m  #  0,  es  una  transformada  lineal? 

48.  La  demostración  del  inciso  tí)  del  teorema  4. 1  requiere 
inducción  matemática.  Demuestre  que  si 

=  (n  -  l)!/a" 

se  asume  como  verdadera,  entonces  se  deduce  que 

X{F}=  n!/í"+1. 


ILa  transformada  inversa  y  transformadas^ 

de  derivadas , 


I  Introducción  En  esta  sección  damos  unos  cuantos  pequeños  pasos  en  el  estudio  de 
cómo  se  puede  utilizar  la  transformada  de  Laplace  para  resolver  ciertos  tipos  de  ecuacio¬ 
nes.  Después  de  analizar  el  concepto  de  la  transformada  inversa  de  Laplace  y  examinar 
transformadas  de  derivadas,  usamos  la  transformada  de  Laplace  para  resolver  algunas 
ecuaciones  diferenciales  ordinarias  sencillas. 


4.2.1 


Transformadas  inversas 


■  El  problema  de  la  inversa  Si  F(s)  representa  la  transformada  de  Laplace  de  una 
función /(f),  que  es  ¡£{f(t)}  =  F(s),  entonces  decimos  que/(?)  es  la  transformada 
inversa  de  Laplace  de  F(s)  y  escribimos  fit)  =  ÍU1  j  F(s)  ¡.  Para  los  ejemplos  1,  2  y  3 
dados  en  la  sección  4.1,  tenemos,  respectivamente. 


,  f  1 

j  ,  f  1 

r)  y  e~3'  =  2-1 

í  M 

1  =  Íg-M- 

¿ ,  t  =  tb  1  \  — 

J  u 

J 

lí  +  3  J 

El  análogo  del  teorema  4.1  para  la  transformada  inversa  se  presenta  a  continuación. 


4.2  La  transformada  inversa  y  transformadas  de  derivadas 
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Cuando  evaluamos  transformadas  inversas,  muchas  veces  sucede  que  una  función 
de  5  bajo  consideración  no  coincide  exactamente  con  la  forma  de  la  transformada  de 
Laplace  F(s)  dada  en  una  tabla.  Puede  ser  necesario  entonces  “arreglar”  la  función  de  s 
multiplicándola  y  dividiéndola  empleando  una  constante  apropiada. 


Ejemplo  1 

Evalúe  a) 


Aplicación  del  teorema  4.3 


Solución  a)  Para  hacer  coincidir  la  forma  dada  en  el  inciso  b)  del  teorema  4.3,  identifi¬ 
camos  n  +  1=5  o  n  =  4  y  entonces  multiplicamos  y  dividimos  empleando  4!: 


2'1 


b )  Para  hacer  coincidir  la  forma  dada  en  el  inciso  d)  del  teorema  4.3,  identificamos  k2  =  1 
y,  por  lo  tanto,  k  =  V7 .  Arreglamos  la  expresión  al  multiplicarla  y  dividirla  por  V7 : 


Vi 


sen 


Vñt. 


□ 


H  .7:_1  es  una  transformada  lineal  La  transformada  inversa  de  Laplace  también  es 
una  transformada  lineal;  es  decir,  para  las  constantes  a  y  j3, 

e-l{aF(s)  +  l3G(s)}  =  aí£-l{F(s)}  +  p  <£~l {G{s)} ,  (1) 

donde  F  y  G  son  las  transformadas  de  algunas  funciones/y  g.  Al  igual  que  (2)  de  la  sección 
4.1.  (1)  se  extiende  a  cualquier  combinación  lineal  finita  de  transformadas  de  Laplace. 


Ejemplo  2  División  término  a  término  y  linealidad 


.  f  -2 s  +  6] 

Evalúe  7T1  — - }. 

I  s2  +  4 


Solución  Primero  escribimos  nuevamente  como  dos  expresiones  la  función  de  s  que 
estamos  considerando,  lo  cual  se  logra  mediante  la  división  de  término  a  término,  y  des¬ 
pués  usamos  (1): 

División  término  a  término  Linealidad  y  arreglo  de  constantes 


f  +  6|  =  } 

s2  +  4  )  L2  +  4  Í2  +  4J 


=  -2ST 


(2) 


- 2  COS  2í  +  3  sen  2 1.  <-  -  Incisos  e)  y  d)  del  teorema  4.3  con  k  =  2 


□ 


■  Fracciones  parciales  Las  fracciones  parciales  cumplen  una  función  importante 
cuando  se  trata  de  encontrar  las  transformadas  inversas  de  Laplace.  Como  se  mencionó 
en  la  sección  2.2,  la  descomposición  de  la  expresión  racional  en  fracciones  componen¬ 
tes  puede  hacerse  con  rapidez  mediante  un  solo  comando  en  la  mayoría  de  los  sistemas 
computacionales  algebraicos.  De  hecho,  algunos  de  estos  sistemas  contienen  programas 
que  implementan  los  comandos  de  la  transformada  de  Laplace  y  de  la  transformada  in¬ 
versa  de  Laplace.  En  esta  sección  y  en  las  siguientes,  para  aquellas  personas  con  acceso  a 
tales  programas,  revisaremos  algunos  conocimientos  básicos  de  álgebra  en  los  casos  im¬ 
portantes  donde  el  denominador  de  una  transformada  de  Laplace  F(s)  contenga  factores 
lineales  distintos,  factores  lineales  repetidos  y  polinomios  cuadráticos  sin  factores  reales. 
Examinaremos  cada  uno  de  estos  casos  conforme  se  desarrolle  el  capítulo. 


Ejemplo  3  Fracciones  parciales  y  linealidad 

r  .  f  s2  +  6s  +  9  1 

Evalúe  ££  1  {  - - ry - ry - -  >  . 

l(y  -  l)(s  -  2)(s  +  4)  J 


CAPITULO  4  La  transformada  de  Laplace 


Solución  Existen  constantes  únicas  A,  B  y  C  tales  que 
s2  +  6s  +  9  _  A  B  C 

(s  —  l)(s  —  2)(s  +  4)  s  —  1  s  —  2  í  +  4 

_  A(s  -  2)(s  +  4)  +  B(s  -  1)(í  +  4)  +  C(s  -  l)(s  -  2) 

(í  -  1)0  -  2)(s  +  4) 

Puesto  que  los  denominadores  son  idénticos,  los  numeradores  son  idénticos: 

í2  +  6s  +  9  =  A(s  -  2)0  +  4)  +  B(s  -  1)0  +  4)  +  C(s  -  1)0  -  2).  (3) 


Por  comparación  de  los  coeficientes  de  potencias  de  i  en  ambos  lados  de  la  igualdad, 
sabemos  que  (3)  es  equivalente  a  un  sistema  de  tres  ecuaciones  en  las  tres  incógnitas:  A, 
B  y  C.  No  obstante,  recuerde  que  hay  una  vía  más  corta  para  determinar  estas  incógnitas. 
Si  establecemos  s  =  1,  s  =  2  y  s  =  —4  en  (3)  obtenemos,  respectivamente,* 


16  =  A(  — 1)(5),  25  =  B(  1)(6),  1  =  C(-5)(-6), 

y  entonces  A=— y,fi  =  ^,C=^j.  Por  lo  tanto,  la  descomposición  de  la  fracción 
parcial  es 


sr  +  6s  +  9 


16/5  25/6 

+  — —  + 


1/30 


(s  -  l)(í  -  2)(s  +  4)  s  -  l  '  s  ~2  '  s  +  4’ 
y  de  esta  manera,  con  base  en  la  linealidad  de  !£~l  y  el  inciso  c)  del  teorema  4.3, 


(4) 


í2  +  6í  +  9 


l)(s-2)(s  +  4). 


J  5  U—  lj  6  l  í  —  2  J  30  U  +  4J 

1 


16  ,  25  „ 

—  é  +  —  e2' 
5  6 


H - e 

30 


+  —  ¡er 

30 

(5)  □ 


Transformadas  de  derivadas 

H  Transformada  de  una  derivada  Tal  como  fue  señalado  en  la  introducción  a  este  ca¬ 
pítulo,  nuestra  meta  inmediata  es  usar  la  transformada  de  Laplace  para  resolver  ecuaciones 
diferenciales.  Con  ese  fin,  necesitamos  evaluar  cantidades  como  !£{dy/dt}  y  ÍE{d2y/dt2}. 
Por  ejemplo,  si/'  es  continua  cuando  í  >  0,  la  integración  por  partes  da  entonces 


o 


W(í)}  = 

■  00 

dt  =  e-  J(t) 

00 

+  s 

. 

0 

0 

e  s‘f(t)  dt 


=  -m  +  s'£{f(t)\ 


£{f(t)\  =  sF{s)  -/(0). 


(6) 


Aquí  hemos  asumido  que  e  s,f(t)  —*  0  cuando  t  ce.  De  manera  similar,  con  ayuda  de  (6), 

i 

e-J'(t)  dt 


/"(O)  = 

’  00 

e-stf"(t)  dt  =  e-J'(t) 

00 

+  s 

. 

0 

0 

=  -f'(0)  +  s£{f'(t)} 

=  s\sF(S)  -/(0)]  -/'(0) 

£{f"(t)}  =s2F(s)-sfm  -/'(0). 


-  De  (6) 


(7) 


Asimismo,  es  posible  demostrar  que 

:  s3F(s)  -  s2f(0)  -  sf'(O)  -/"(0).  (8) 

La  naturaleza  recursiva  de  la  transformada  de  Laplace  de  las  derivadas  de  una  función/ 
debe  ser  evidente  en  los  resultados  obtenidos  en  (6),  (7)  y  (8).  El  teorema  siguiente  pro¬ 
duce  la  transformada  de  Laplace  de  la  n-ésima  derivada  de/  Se  omite  la  demostración. 


*Los  mímeros  1,  2  y  —4  son  los  ceros  del  denominador  común  (5  —  1)(í  —  2)(^  +  4). 
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■  Solución  de  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  lineales  A  partir  del  resultado 
general  que  se  da  en  el  teorema  4.4,  resulta  evidente  que  i £{d"y/dtn }  depende  de  Y(s)  = 
r£{y(l)  }  y  de  las  derivadas  n  -  1  de  y(t)  evaluadas  en  t  =  0.  Esta  propiedad  hace  que  la 
transformada  de  Laplace  sea  tan  adecuada  para  resolver  problemas  de  valor  inicial  linea¬ 
les  donde  la  ecuación  diferencial  tenga  coeficientes  constantes.  Una  ecuación  diferencial 
de  tal  índole  simplemente  es  una  combinación  lineal  de  los  términos  y,  y' ,  y", ... ,  y{n): 

dny  dn~ly 

a„  —  +«„-i  +■■■  +a0y  =  g(t). 


y(0)  =  yo, y'(0)  =  yi, ...  .^-«(O)  =  yn_u 


donde  a¡,  i  =  0,  1,  . .. ,  n  y  y0,  yu  . . . ,  yn_l  son  constantes.  Gracias  a  la  propiedad 
de  linealidad.  la  transformada  de  Laplace  de  esta  combinación  lineal  es  una  combinación 
lineal  de  transformadas  de  Laplace: 

(dny } 

a.fi  +a„.  jcg  l  —  \  +■■■  +  a0¡¡£  (y)  =  £{g(t)}.  (9) 

Con  base  en  el  teorema  4.4,  (9)  se  convierte  en 


an[snY(s)-.f -'y(0) - y(n_1)(0)] 

+  an_l  [i”  " 1 7(5)  -  sn~  2y(0) - -/-2)(0)]  +  ■••  +  a0Y(s)  =  G(s),  (10) 


donde  !£{y(f)}  =  Y(s)  y  !£{g(t)}  =  G(s).  En  otras  palabras,  la  transformada  de  Laplace 
de  una  ecuación  diferencial  lineal  con  coeficientes  constantes  se  convierte  en  una  ecua¬ 
ción  algebraica  en  L(í).  Si  resolvemos  la  ecuación  general  transformada  (10)  para  el 
símbolo  Y(s),  primero  obtenemos  P(s)Y(s)  =  Q(s)  +  G(s),  y  después  escribimos 


Y(s) 


gW  ,  G(s) 
P(s)  P(sY 


(11) 


donde  P(s)  =  a„sn  +  a n_iSn~l  + - 1 -  a0,  Q(s )  es  un  polinomio  de  grado  i  menor  o  igual 

que  n-  1  y  consiste  en  varios  productos  de  los  coeficientes  a¡,  i  =  1, . . . ,  n,  y  las  condi¬ 
ciones  iniciales  prescritas  y0,  yb  . . . ,  yn_ i,  y  G(s )  es  la  transformada  de  Laplace  de  g(t).* 
Por  lo  general,  ponemos  los  dos  términos  dados  en  (11)  sobre  el  menor  denominador 
común  y  después  descomponemos  la  expresión  en  dos  o  más  fracciones  parciales.  Por 
último,  la  solución  de  y(t)  del  problema  de  valor  inicial  original  es  y(t)  =  ¿£_1{y(.s)}, 
donde  la  transformada  inversa  se  efectúa  término  a  término. 


*E1  polinomio  P(s )  es  lo  mismo  que  el  polinomio  auxiliar  de  n-ésimo  grado  dado  en  la  expresión  (13)  de  la 
sección  3.3,  con  el  símbolo  acostumbrado  m  reemplazado  por  s. 
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El  procedimiento  se  resume  en  el  siguiente  diagrama. 


El  ejemplo  siguiente  ilustra  este  método  de  resolución  de  ecuaciones  diferenciales. 


Ejemplo  4  Resolución  de  un  PVI  de  primer  orden 

Usar  la  transformada  de  Laplace  para  resolver  el  problema  de  valor  inicial 

dy 

— +  3v=13sen2 1,  y(0)  =  6. 

dt 


Solución  Primero  tomamos  la  transformada  de  cada  miembro  de  la  ecuación  diferencial: 

(12) 


^{~dt}  +3,Se{-y}  =  13^lsen2íl- 


Pero  de  (6),  iE{dyldt }  =  í7(í)  -y(0)  =  sY(s )  -  6,  y  de  la  parte  d)  del  teorema  4.1,  íf!  {sen 
2?}  =  2/(s2  +  4),  y  por  lo  tanto  (12)  es  lo  mismo  que 


26 

sY(s)  -  6  +  3Y(s)  =  2  t  a 
s  +  4 


26 

(5  +  3)K(S)  =  6  +  -y—, 
s  +  4 


Al  resolver  la  última  ecuación  para  Y{s),  obtenemos 
6  26 


Y(s)  = 


+ 


6s2  +  50 


s  +  3  (s  +  3)(í2  +  4)  (i  +  3)(s2  +  4) 


(13) 


Puesto  que  el  polinomio  cuadrático  s2  +  4  no  se  factoriza  con  números  reales,  su  numera¬ 
dor  asumido  en  la  descomposición  de  la  fracción  parcial  es  un  polinomio  lineal  en  s: 


6s2  +  50 
(s  +  3)(s2  +  4) 


s  +  3 


+ 


Bs  +  C 
s2  +  4  ' 


Fracciones  pardales: 
polinomiales  cuadráti¬ 
cas  sin  factores  reales. 


Al  poner  el  lado  derecho  de  la  igualdad  sobre  un  denominador  común  e  igualar  los 
numeradores  se  tiene  6 s2  +  50  =  A(í2  +  4)  +  (Bs  +  Cj(í  +  3).  Al  establecer  s  =  -3,  de 
inmediato  se  produce  A  =  8.  Como  el  denominador  no  tiene  más  ceros  reales,  igualamos 
los  coeficientes  de  s2  y  s:  6  =  A  +  B  y  0  =  3B  +  C.  Aplicando  el  valor  de  A  en  la  primera 
ecuación  se  tiene  B  =  -2,  y  al  usar  después  este  último  valor  en  la  segunda  ecuación 
resulta  C  =  6.  Por  lo  tanto, 

.  .  6s2  +  50  8  -2.s-  +  6 

Y(s)  =  - ~~y - -  =  -  +  — ; - . 

(s  +  3  )(f  +  4)  s  +  3  s~  +  4 


Aún  no  hemos  terminado  porque  la  última  expresión  racional  todavía  tiene  que  escribir¬ 
se  como  dos  fracciones.  Pero  esto  se  hizo  en  el  ejemplo  2  mediante  la  división  término  a 
término.  Con  base  en  (2)  de  ese  ejemplo, 


y(t)  =  8£T 


+  3ÍT 


Se  deduce  de  los  incisos  c),  d)  y  é)  del  teorema  4.3  que  la  solución  del  problema  de  valor 
inicial  es  y(t)  =  8<?“3'  -  2  eos  2í  +  3  sen  2 1.  □ 
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Ejemplo  5  Solución  de  un  PVI  de  segundo  orden 

Resuelva  y"  -  3/  +2y  =  e*,  y(0)  =  1,  /(O)  =  5. 

Solución  Si  procedemos  como  en  el  ejemplo  4,  transformamos  la  ED  al  tomar  la  suma 
de  las  transformadas  término  por  término,  usamos  (6)  y  (7),  aplicamos  las  condiciones 
iniciales  dadas,  así  como  la  transformada  inversa  c)  del  teorema  4.3,  y  después  resolve¬ 
mos  para  Y(s ): 


-  32{f }  +  22W  - 

1 


í2y(í)  -  sy(0)  -  y'(0)  -  3[íE(í)  - y(0)|  +  2 Y(s)  = 


s  +  4 


(r  -  3í  +  2)Y(s)  =  s +  2  + 


1 


í  +  4 


Y(s)  = 


s  +  2 


+ 


s2  +  6s  +  9 


s2  —  3s  +  2  (s2  —  3s  +  2)(í  +  4)  (s  —  l)(i  —  2)(,y  +  4) 


(14) 


y,  por  lo  tanto,  y(t)  =  ¿fL'lFC?)}.  Los  detalles  de  la  descomposición  de  Y(s)  en  fraccio¬ 
nes  parciales  ya  fueron  analizados  en  el  ejemplo  3.  En  vista  de  (4)  y  (5),  la  solución  del 
problema  de  valor  inicial  es 


y(f) 


2 1 


Al 


□ 


Los  ejemplos  4  y  5  ilustran  el  procedimiento  básico  de  cómo  usar  la  transformada 
de  Laplace  para  resolver  un  problema  de  valor  inicial  lineal,  pero  estos  ejemplos  pue¬ 
den  aparecer  para  demostrar  un  método  que  no  es  mucho  mejor  que  el  presentado  para 
tales  problemas  en  las  secciones  2.4  y  de  la  3.3  a  la  3.6.  No  saque  ninguna  conclusión 
negativa  de  estos  dos  ejemplos.  Sí  hay  una  gran  cantidad  de  álgebra  inherente  en  el  uso 
de  la  transformada  de  Laplace,  pero  observe  que  no  tuvimos  que  usar  la  variación  de 
parámetros  o  preocuparnos  por  los  casos  y  el  álgebra  del  método  de  coeficientes  in¬ 
determinados.  Además,  como  el  método  incorpora  las  condiciones  iniciales  prescritas 
directamente  a  la  solución,  no  hay  necesidad  de  realizar  operaciones  por  separado  para 

aplicar  las  condiciones  iniciales  a  la  solución  general  y  =  c,y¡  +  ■* - +  c„yn  +  yp  de 

la  ED  para  encontrar  constantes  específicas  en  una  solución  particular  del  problema  de 
valor  inicial. 

La  transformada  de  Laplace  tiene  muchas  propiedades  operacionales.  Examinaremos 
algunas  y  en  las  secciones  siguientes  ilustraremos  cómo  nos  permiten  resolver  proble¬ 
mas  de  mayor  complejidad. 

Terminemos  esta  sección  con  un  poco  de  teoría  adicional  relacionada  con  los  tipos  de 
funciones  de  i  con  los  que  trabajaremos  normalmente.  El  teorema  siguiente  indica  que 
no  toda  función  arbitraria  de  s  es  una  transformada  de  Laplace  de  una  función  continua 
por  tramos  de  orden  exponencial. 


TEOREMA  4.5 


Comportamiento  de  F(s )  cuando  s  — >  o o 

Si/es  continua  por  tramos  en  [0,  oo)  y  de  orden  exponencial,  entonces  lím  71  {  [( t) )  =0. 


Demostración  Como/(f)  es  continua  por  tramos  en  0  <  t  <  T,  está  necesariamente 
acotada  en  el  intervalo.  Es  decir,  |/(í)|  s  Mx  =  Mle0'.  También,  debido  a  que  /se  asume 
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como  de  orden  exponencial,  existen  constantes  7,  M2  >  0  y  T  >  0,  tales  que  |/(í)l  —  M2eyt 
para  t  >  T.  Si  M  denota  el  máximo  de  {Mh  M2}  ye  denota  el  máximo  de  {0,  7},  enton¬ 
ces 


e~s,\f{i)\  dt<M 


e-(s-c)r 

•  ec'  dt  =  -M - 

s  —  c 


OO 

0 


M 

s  —  c 


para  s>  c.  Cuando  s  —>  00,  tenemos  \¡£{f(t)}\  — »  0,  y,  por  lo  tanto,  !£  (/(f)}  — >  0. 


□ 


Como  una  consecuencia  del  teorema  4.5,  podemos  decir  que  funciones  de  s  tales 
como  F,  (s)  =  1  y  F2(s)  =  s/(s  +  1)  no  son  las  transformadas  de  Laplace  de  funciones 
continuas  por  tramos  de  orden  exponencial  ya  que  F,(.y)  — >  0  y  F2(s)  — »  0  cuando  5  — »  00. 
Pero  usted  no  debe  concluir  a  partir  de  esto  que  F/s)  y  F2(s)  no  son  transformadas  de 
Laplace.  Existen  otras  clases  de  funciones. 


Comentarios 


i)  La  transformada  inversa  de  Laplace  de  una  función  F(s)  puede  no  ser  única,  en 
otras  palabras,  es  posible  que  ££{/i(f)}  =  ¡£{f2(t)}  y  que  incluso/!  A  f2.  Para  nues¬ 
tros  propósitos,  esto  no  es  algo  por  lo  que  haya  qué  preocuparse.  Si/¡  y  f2  son  conti¬ 
nuas  por  tramos  en  [0,  00)  y  de  orden  exponencial,  entonces  dichas  funciones  son  en 
esencia  las  mismas.  Consulte  el  problema  44  en  los  ejercicios  4.2.  Sin  embargo  si/!  y 
f2  son  continuas  en  [0,  00)  y  i/j//)}  =  ¡£,{f2(t)},  entonces/!  =/2  en  el  intervalo. 

ii)  Este  comentario  es  para  aquellos  que  requieran  hacer  a  mano  una  descomposición 
fraccional  parcial.  Hay  otra  forma  de  determinar  los  coeficientes  en  una  descompo¬ 
sición  fraccional  parcial  en  el  caso  especial  cuando  í£{f(t)}  =  F(s)  es  una  función 
racional  de  .y  y  el  denominador  de  F  es  un  producto  de  distintos  factores  lineales. 
Ilustremos  lo  anterior  al  volver  a  analizar  el  ejemplo  3.  Suponga  que  multiplicamos 
ambos  lados  de  la  descomposición  supuesta 

s2  +  6s  +  9  A  B  C 

H - r  H - r  (15) 


(s  —  l)(x  —  2)(s  +  4)  s  —  1 


s  +  4 


por,  digamos,  s  -  1,  simplifique,  y  después  establezca  s  =  1.  Como  los  coeficientes 
de  B  y  C  en  el  lado  derecho  de  la  igualdad  son  cero,  tenemos 


s2  +  6s  +  9 
{s  -  2 )(s  +  4) 


=  A 


Escrito  de  otra  forma, 


s~  +  6í  +  9 
o  -  2)(s  +  4) 


A  =  ~“. 
5 


=  ~16  =  a, 

5 


donde  hemos  coloreado  u  ocultado  el  factor  que  se  canceló  cuando  multiplicamos  el 
lado  izquierdo  por  s  —  1 .  Ahora,  para  obtener  B  y  C,  simplemente  evaluamos  el  lado 
izquierdo  de  (15)  mientras  cubrimos,  a  su  vez,  s  —  2  y  s  +  4: 


s2  +  6s  +  9 


(y  -  1) 


(s  +  4) 


25  s2  +  6s  +  9 

=  —  =  B  y  - 

s=2  6  (í  -  l)(í  -  2) 


1 

=  —  =  C 
s  =  —4  30 


La  descomposición  deseada  (15)  está  dada  en  (4).  Esta  segunda  técnica  para  deter¬ 
minar  los  coeficientes  se  conoce  como  el  método  de  cubrimiento. 

iii)  En  este  comentario  continuamos  con  nuestra  introducción  a  la  terminología 
de  sistemas  dinámicos.  Debido  a  (9)  y  (10),  la  transformada  de  Laplace  está  bien 
adaptada  a  sistemas  lineales  dinámicos.  En  (11),  el  polinomio  P(s)  =  ans"  +  an_ js"-1 
+  •  •  •  +  a0  es  el  coeficiente  total  de  Y(s)  en  ( 10)  y  es  simplemente  el  lado  izquierdo 
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de  la ED  con  las  derivadas  Sytdf  sustituidas  por  las  potencias  k  =  0,1,  n.  Es 
común  denominar  al  recíproco  de  P(s ),  usualmente  conocido  como  IV(.v)  =  l//J(.v), 
como  la  función  de  transferencia  del  sistema  y  escribir  (11)  como: 

Y(s)  =  W(s)Q(s)  +  W(s)G(s).  (16) 


De  esta  manera  hemos  separado,  a  manera  de  suma,  los  efectos  sobre  la  respuesta 
que  se  deben  a  las  condiciones  iniciales  (esto  es,  VP(í)<2(s))  y  a  la  función  de  entrada 
g  (es  decir,  W(s)G(s)).  Véanse  (13)  y  ( 14),  Por  lo  tanto,  la  respuesta  del  sistema  y{t) 
es  una  superposición  de  dos  respuestas: 

y(t)  =  %-'{W(s)Q(s)}  +  %-'{W(s)G(s)}  =  y0(t)  +  y¿t). 


Si  la  entrada  es  g(t)  =  0,  entonces  la  solución  al  problema  es  y0(t)  =  ¡£T 1  { W(s)Q(s) } . 
A  esta  solución  se  le  denomina  respuesta  de  entrada  nula  del  sistema.  Por  otro 
lado,  la  función  yt(í)  =  VP(í)G(í)}  es  la  salida  provocada  por  la  entrada  g(f). 
Ahora,  si  el  estado  inicial  del  sistema  es  el  estado  nulo  (es  decir,  todas  las  condicio¬ 
nes  iniciales  son  cero),  entonces  Q(s)  =  0,  y  por  tanto  la  única  solución  al  problema 
de  valor  inicial  es  y^t).  A  la  solución  anterior  se  le  conoce  como  respuesta  para 
el  estado  nulo  del  sistema.  Tanto  y0(t)  como  y¡(t)  son  soluciones  particulares:  y0(t) 
es  una  solución  del  problema  de  valores  iniciales  que  consiste  en  la  ecuación  ho¬ 
mogénea  asociada  con  las  condiciones  iniciales  dadas,  y  y¡(t)  es  una  solución  del 
problema  de  valor  inicial  que  consiste  en  la  ecuación  no  homogénea  cuyas  condi¬ 
ciones  iniciales  son  nulas.  En  el  ejemplo  5  se  ve  que,  a  partir  de  (14),  la  función  de 
transferencia  es  W(s)  =  l/(s2  -  3s  +  2),  y  la  respuesta  de  entrada  nula  es: 


y0(r)  =  <£- 


s  2 


(s  -  l)(s  -  2) 


-3é  +  4e2', 


y  la  respuesta  para  el  estado  nulo  es: 

viM  =  ¿r1 1  1 


(s  -  1  )(í  -  2)(s  +  4) 


=  --é  +  -e2'  +  —  e~4'. 
5  6  30 


Verifique  que  la  suma  de  y0(í)  y  y,(í)  sea  la  solución  y(t)  en  ese  ejemplo  y  que 
y0(0)  =  1,  yó(0)  =  5,  en  tanto  que  yi(0)  =  0,  y¡(0)  =  0. 


EJERCICIOS  4.2 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-8. 


Transformadas  inversas 

En  los  ejercicios  del  1  al  30,  use  el  teorema  4.3  para  encontrar 
la  transformada  inversa  dada. 


i. 

3.  se-1 
5.  se- 
7.  se-1 

9. 

n.  se 


{?-?} 


'{7} 

ie-m 


2.  se~l{-\ 
4.  se~ 

6.  ser 


■Í-L-} 

1 4,s  +  1  J 

■í-5-1 

\i2  +  49j 


10.  S£ 

12.  se 


fe} 

Ir  +  16  J 


13.  se-1 

15.  se 

17.  se 

19.  se 

21.  se 

22.  se 


í— I 

W  + 1/ 

¡  f  2s  —  6  f 

l  r  +  9  J 

‘{ttv} 


14.  se 

i6.  se 

i8.  se 

20.  se 


fe} 

fe} 

-fe} 

-I _ 1 _ i 

Ir  +  s  —  20  J 


23.  se 


1  í  0-9^  ] 

\{s  -  0.1)(s  +  0.2)/ 

4 _ fe _ } 

l  (s  -  V3)ís  +  fe  j 


(í  -  2)(í  -  3)(s  -  6) 


} 


206 


CAPITULO  4  La  transformada  de  Laplace 


24. 

25. 

27. 

28. 

29. 

30. 


I 


s2  +  1 


s(s  —  l)(s  +  l)(s  —  2) 


} 


X 


ÍE 


X 


{i3  +  5^}  26'  ^  { (s  +  2)(s2  +  4) } 

-,í  2s  —  4  1 

l(s2  +  í)(í2  +1)/ 

Í7±\ 

{(i2  +  l)(.r  +  4)} 

A  6s  +  3  ] 

l  (/  +  5í2  +  4)  J 


Transformadas  de  derivadas 


En  los  problemas  del  3 1  al  40,  use  la  transformada  de  Laplace 
para  resolver  el  problema  de  valor  inicial  dado. 

dy 

31.  -j--y=  1,  y(0)  =  0 
dt 


32.  2  —  +  v  =  0,  y(0)  =  -3 

dt 

33.  y'  +6y  =  e 4f,  y(0)  =  2 

34.  y'  -  y  =  2  eos  5 1,  y(0)  =  0 

35.  y"  +  5 y'  +  4 y  =  0,  y(0)  =  1,  /(O)  =  0 

36.  y" -4 y'  =  6e2'-3e~',  y(0)  =  1,  /(O)  =  -1 

37.  y"  +y  =  Visen \íl  t,  y(0)  =  10,  /(O)  =  0 

38.  y"  +  9y  =  e',  y(0)  =  0,  /(0)  =  0 

39.  2 y'"  +  3 /  -  3/  -  2y  =  e  \  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0,  /'(O)  =  1 

40.  V"  +  ly" -y'  -  2y=  sen  3t,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0, 

/(O)  =  1 


Las  formas  inversas  de  los  resultados  obtenidos  en  el  problema 
46  de  los  ejercicios  4. 1  son 


ÍE  -  -Q - y}  =  ea' eos bt 

1  (s  -  a)2  +  b2) 

Y  ¿É-1!- - =  eal  sen  bt 

y  l  (s-af  +  b2) 

En  los  ejercicios  41  y  42,  use  la  transformada  de  Laplace  y 
estas  inversas  para  resolver  el  problema  de  valor  inicial  dado. 

41 .  y'  +  y  =  e-3'  eos  2 1,  y( 0)  =  0 

42.  y"  -  2/  +  5y  =  0,  y(0)  =  1,  y'(0)  =  3 


Problemas  de  análisis 

43.  a)  Con  un  ligero  cambio  en  la  notación,  la  transforma¬ 

da  incluida  en  (6)  es  lo  mismo  que 

ÍE{f(t)}  =sE£{f(t)}-m. 

Con  f(t)  =  /e"',  analice  cómo  puede  usarse  este  resul- 
tadojuntoconcjdel  teorema  4 . 1  para  evaluar  ££  { teal } . 
b)  Proceda  como  en  el  inciso  a),  pero  esta  vez  analice 
cómo  usar  (7)  con  f(t)  =  t  sen  i?  junto  con  d)  y  e ) 
del  teorema  4.1  para  evaluar  i E  { t  sen  kt}. 

44.  Construya  dos  funciones  /j  y  /2  que  tengan  la  misma 
transformada  de  Laplace.  No  son  necesarias  ideas  muy 
elaboradas. 

45.  Lea  de  nuevo  el  apartado  Comentarios  iii)  de  las  páginas 
205  y  206.  Encuentre  la  entrada  cero  y  la  respuesta  de 
estado  cero  para  el  PVI  del  problema  36. 

46.  Suponga  que/(í)  es  una  función  para  la  cual /'(O  es  con¬ 
tinua  por  tramos  y  de  orden  exponencial  c.  Use  los  resul¬ 
tados  obtenidos  en  esta  sección  y  en  la  4.1  para  justificar 

/(0)  =  lím  sF(s), 

s—too 

donde  F(s)  =  ¿E{f(t)}.  Verifique  este  resultado  con/(í)  = 
eos  kt. 


4.3  Teoremas  de  traslación 


H  Introducción  No  es  conveniente  usar  la  definición  4.1  cada  vez  que  deseemos 
encontrar  la  transformada  de  Laplace  para  una  función /(í)  dada.  Por  ejemplo,  la  inte¬ 
gración  por  partes  requerida  para  determinar  la  transformada  de,  digamos,  f(t)  =  e't2 
sen  3 1  es,  en  pocas  palabras,  formidable  cuando  se  hace  a  mano.  En  esta  sección  y  en  la 
siguiente  presentamos  varios  teoremas  que  ahorran  esfuerzo  y  permiten  crear  una  lista 
más  amplia  de  transformadas  (vea  la  tabla  incluida  en  el  apéndice  III)  sin  la  necesidad  de 
usar  la  definición  de  la  transformada  de  Laplace. 

Traslación  en  el  eje  s 

Evaluar  transformadas  tales  como  ÍSje5'^}  y  ¡£{e~2r  eos  4t]  resulta  sencillo  siempre  que 
conozcamos  ¿fifí3}  y  £6{cos  4?},  lo  cual  sabemos.  En  general,  si  conocemos  !£{f(f)}  = 
F(s)  es  posible  calcular  la  transformada  de  Laplace  de  un  múltiplo  exponencial  de  la 
función/,  es  decir,  ¡E{ea'f(t)},  sin  ningún  esfuerzo  adicional  que  el  de  trasladar,  o  des¬ 
plazar,  F(s)  a  F(s  -  a).  Este  resultado  se  conoce  como  primer  teorema  de  la  traslación 
o  primer  teorema  del  desplazamiento. 


4.3.1 


4.3  Teoremas  de  traslación 
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TEOREMA  4.6 


Primer  teorema  de  la  traslación 


Si  {/(OI  =  F(s)  y  a  es  cualquier  número  real,  entonces 

c£{ealm}  =  F(s-a). 


Figura  4.10  Desplazamiento 
sobre  el  eje  x 


Demostración  La  demostración  es  inmediata,  dado  que  por  definición  de  4.1 


£{ea'f(t)}  = 


e~s,ea'f(t)  dt  = 


e-(s-a>[f(t)  dt  =  F(s  -  a). 


□ 


Jo  Jo 

Si  consideramos  a  i  como  una  variable  real,  entonces  la  gráfica  de  F(s  -  a)  es  la  gráfica 
de  F(s)  desplazada  sobre  el  eje  x  por  la  cantidad  \a\.  Si  a  >  0,  la  gráfica  de  F(s)  se  desplaza 
a  unidades  hacia  la  derecha,  mientras  que  si  a  <  0,  la  gráfica  se  desplaza  \a\  unidades  hacia 
la  izquierda.  Vea  la  figura  4.10. 

Para  enfatizar,  algunas  veces  resulta  útil  usar  el  simbolismo 


X{ea,f(i)\  =  2{/(f)W, 


donde  s  — »  5  -  a  significa  que  en  la  transformada  de  Laplace  F(s)  de  f(t)  reemplazamos  el 
símbolo  s  siempre  que  aparezca  por  s  -a. 


Ejemplo  1  Uso  del  primer  teorema  de  la  traslación 

Evalúe  a)  !£{e5tt3}  y  b)  !£{e~2'  eos  At}. 


Solución  Los  resultados  se  deducen  de  los  teoremas  4.1  y  4.6. 
a)  ££{e5'r3}  =  ££{f3}MÍ_5  = 


b)  ££  {e  2t  eos  4 1}  =  !£  {eos  4í} 


s— >s-5  5) 

s 


s-m-(-2)  2 


V  +  16 


s  +  2 


s+2  (í  +  2)2  +  16 


□ 


I  Forma  inversa  del  teorema  4.6  Para  calcular  la  inversa  de  F(s  -  d)  debemos  recono¬ 
cer  F(s),  encontrar /(í)  al  tomar  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  F(s),  y  después  mul¬ 
tiplicar  f(t)  por  la  función  exponencial  ea'.  Este  procedimiento  se  puede  resumir  de  manera 
simbólica  en  la  siguiente  forma: 

(1) 

donde /(í)  =  iS_1{F(i)}. 


I 


Fracciones  pardales: 
factores  lineales 
repetidos. 


Ejemplo  2  Fracciones  parciales  y  completar  el  cuadrado 

/  25  +  5  \  /  s/2  +  5/3  ) 

Evalúe  a)  ~  3)2 /  y  ^  ^{s2  +  4s  +  6  J  ' 

Solución  a)  Un  factor  lineal  repetido  es  un  término  ( s  -  df ,  donde  a  es  un  número  real  y  n 
un  entero  positivo  >  2.  Recuerde  que  si  (s  -  d)n  aparece  en  el  denominador  de  una  expresión 
racional,  entonces  la  descomposición  asumida  contiene  n  fracciones  parciales  con  numera¬ 
dores  y  denominadores  constantes  s-a,(s-  a)2, ...  ,(s-  a)'1.  Por  lo  tanto,  con  a  =  3  y  n  =  2 
escribimos 

2s  +  5  _  A  B 

(s  —  3)2  5  —  3  (j  —  3)2 

El  numerador  obtenido  al  poner  los  dos  términos  situados  a  la  derecha  sobre  un  denominador 
común  es  2s  +  5  =  Ais  -  3)  +  B,  y  esta  identidad  produce  A  =  2  y  B  =  1 1.  Por  lo  tanto, 


2s  +  5  2  11 


(j  —  3)2  5  3  (5  —  3)2 

(2) 

(25  +  5  1  í  1  1  í  1  1 

y 

^'1(5  »3)2/=  -3/  +  11^1(5  -3)2/- 

(3) 
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Ahora  1/(5  -  3)2  es  F(s )  =  I/52  desplazada  3  unidades  hacia  la  derecha.  Como  X  '{  I/52} 
=  t,  se  deduce  de  ( 1)  que 


Por  último,  (3)  es 


(4) 


b)  Para  comenzar,  observe  que  el  polinomio  cuadrático  ,y2  +  4s  +  6  no  tiene  ceros  reales 
y,  por  lo  tanto,  no  tiene  factores  lineales  reales.  En  esta  situación  completamos  el  cua¬ 
drado: 


s/2  +  5/3  _  s/2  +  5/3 
52  +  4s  +  6  (5  +  2)2  +  2 

Nuestra  meta  aquí  es  reconocer  la  expresión  planteada  en  la  derecha  como  alguna  trans¬ 
formada  de  Laplace  F(s)  donde  s  ha  sido  reemplazado  en  todas  partes  por  5  +  2.  Lo 
que  estamos  intentando  es  parecido  a  lo  hecho  en  el  inciso  b)  del  ejemplo  1  anterior.  El 
denominador  en  (5)  ya  está  en  la  forma  correcta,  es  decir,  s2  +  2  con  s  reemplazado  por 
s  +  2.  No  obstante,  debemos  arreglar  el  numerador  manipulando  las  constantes:  + 1  = 
/(5  +  2)  +  |  —  2  =  IC5  +  2)  +  3  . 

Ahora  por  división  término  a  término,  la  linealidad  de  !£~l,  los  incisos  e)  y  d)  del  teo¬ 
rema  4.3,  y  por  último  la  forma  (1), 


s/ 2  +  5/3  _  (1/2)(j +  2)  +  2/3  _  1  5  +  2  2  1 

(5  +  2)2  +  2  (s  +  2)2  +  2  2  (5  +  2)2  +  2  3  (5  +  2)~  +  2 


4  s/2  +  5/3 1  =  lr(  *  +  2  1  +  _ i _ I 

\  s2  +  4í  +  6  /  2  \  (5  +  2)2  +  2  /  3  \  (5  +  2)2  +  2  / 

=  }  h — ^  —  ) 

2  U  +  2  M,+2J  3V2  U  +  2  ms  +  2J 


=  e  eos 
2 


2'— V2 t  + 


s— >s  +  2 

Vi 


(6) 


“2'"""i  V2f. 


-  e  sen 


(7)Q 


Ejemplo  3  Problema  de  valor  inicial 

Resuelva  y"  -  6y'  +  9y  =  fe3',  y (0)  =  2,  y'(0)  =  17. 


Solución  Antes  de  transformar  la  ED,  observe  que  su  lado  derecho  es  similar  a  la  fun¬ 
ción  incluida  en  el  inciso  a)  del  ejemplo  1.  Usamos  el  teorema  4.6,  las  condiciones  ini¬ 
ciales,  simplificamos,  y  entonces  resolvemos  para  Y(s )  =  !£  {/(O): 

£{y")-6£{y'}  +9££{y}  =  ^{íV'} 

s2LU)  -  5y(0)  -  /  (O)  -  6(57(5)  -  >(0)]  +  97(5)  =  2  3 

(í  ~  3)J 

(í2  -  6í  +  9)7(5)  =  25  +  5  +  2  3 

(5  -  3) 

(5  -  3)2y(5)  =  25  +  5  +  2  3 

(5  -  3) 


7(5)  = 


25  +  5 

(*  -  3)2 


2 

(í  -  3)5' 
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El  primer  término  localizado  a  la  derecha  ya  se  ha  descompuesto  en  fracciones  parciales 
individuales  en  la  expresión  (2)  del  inciso  a)  del  ejemplo  2: 


Y(s)  = 


2  11  2 
5  —  3  (s  —  3)2  (s  —  3)5 


Por  !o tamo,  y»  -  <«> 

A  partir  de  la  forma  inversa  (1)  del  teorema  4.6,  los  últimos  dos  términos  son 


y  así  (8)  es  y(t)  =  le 3'  +  1 1/e3'  +  fV'. 


Ejemplo  4  Un  problema  de  valores  iniciales 

Resuelva  y"  +  4y'  +  6 y  =  1  +  e~\  y(0)  =  0,  v'(0)  =  0. 

££{/'}  +  4££{y'}  +6  !£{y}  =  ££{1}  +  ¡£{e~'} 


,  11 

52F(í)  -  jy(0)  -  y  (0)  +  4[5Y(s)  -  y(0)]  +  6Y(s)  =  -  + - 

5  5+1 


(52  +  45  +  6)Y(s)  = 


25  +  1 

<5  +  1) 


Y(5)  = 


25  +  1 


5(5  +  1)(52  +  45  +  6) 


Puesto  que  en  el  denominador  el  término  cuadrático  no  se  factoriza  en  factores  lineales 
reales,  se  encuentra  que  la  descomposición  de  la  fracción  parcial  para  Y(5)  es 

1/6  1/3  5/2  +  5/3 

Y(s)  =  —  + 

w  5  5  +  1  52  +  45  +  6 

Además,  en  la  preparación  para  tomar  la  transformada  inversa,  ya  hemos  manipulado  el 
último  término  en  la  forma  necesaria  a  partir  del  inciso  b )  del  ejemplo  2.  De  manera  que, 
en  vista  de  los  resultados  obtenidos  en  (6)  y  (7),  tenemos  la  solución 


í  1]  1  . 

{  1 

1  1  ,  í 

< -}  +  -££  1 

--21 

WJ  3 

l  5  +  1. 

J  2  1 

1_ 

6  ' 


1  1,1 

=  — I — e - e 

6  3  2 


5  +  2 


2,cos  \ílt - e~2' 


(5  +  2)~  +  2 
sen  \Plt. 


I  3  1(5  +  2)2  +  2j 


Traslación  en  el  eje  t 

M  Función  escalón  unitario  En  ingeniería  es  común  encontrar  funciones  que  están 
en  estado  “activo”  o  “inactivo”.  Por  ejemplo,  una  fuerza  externa  que  actúe  sobre  un 
sistema  mecánico  o  un  voltaje  aplicado  a  un  circuito  pueden  ser  suspendidas  después 
de  cierto  tiempo.  Resulta  conveniente,  entonces,  definir  una  función  especial  que  sea 
del  número  0  (inactiva)  hasta  cierto  tiempo  t  =  a,  y  de  número  1  (activa)  después  de  ese 
tiempo.  Esta  función  se  denomina  función  escalón  unitario  o  función  de  Heaviside. 
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Observe  que  definimos  °U(?  -  a)  sólo  en  el  eje  ?  no  negativo  puesto  que  es  todo  lo 
que  nos  interesa  en  el  estudio  de  la  transformada  de  Laplace.  En  un  sentido  más  amplio, 
°U  (t  -  a)  =  0  cuando  t  <  a.  La  gráfica  de  °l L(t  -  a)  se  presenta  en  la  figura  4.11. 

Cuando  una  función /definida  para  ?  >  0  se  multiplica  por  U,(t  -  a),  la  función 
escalón  unitario  “desactiva”  una  porción  de  la  gráfica  de  esa  función.  Por  ejemplo,  con¬ 
sidere  la  función /(í)  =  2?  -  3.  Para  “desactivar”  la  parte  de  la  gráfica  de/en,  digamos, 
el  intervalo  0  <  t  <  1,  simplemente  formamos  el  producto  (2 t  -  3)a\l(t  -  1).  Vea  la  figura 
4.12.  En  general,  la  gráfica  de/(?)°ll(?  -  a)  es  0  (desactivado)  para  0  <  t  <  a  y  es  la  por¬ 
ción  de  la  gráfica  desactivada  (activada)  cuando  ?  >  a. 

La  función  escalón  unitario  también  se  puede  utilizar  para  escribir  en  forma  compacta 
funciones  definidas  por  tramos.  Por  ejemplo,  al  considerar  los  intervalos  0  <  t  <  2,  2  < 
t  <  3,  ?  >  3,  y  los  valores  correspondientes  de  °lt(í-2)  y  3),  debe  resultar  evidente  que  la 

función  definida  por  tramos  mostrada  en  la  figura  4. 1 3  es  la  misma  que/(?)  =  2  -  3°1 L(t—  2)  + 
°K ,(?  -  3).  También,  una  función  general  definida  por  tramos  del  tipo 


(9) 

es  la  misma  que 

/(?)  =  g(t)-g(t)°U(t-a)  +h(t)aU,(t-a). 

(10) 

De  manera  similar,  una  función  del  tipo 

í  0,  0  <  ?  <  a 

/0)  =  S  g(t),  a<t<b 

(ID 

lo,  ?  >  b 

se  puede  escribir  como  /(?)  =  g(?)[°U(?  -  a)  -  °ll (t  -  b)] . 

(12) 

Ejemplo  5 

Exprese//)  = 


Una  fundón  definida  por  tramos 

f  20?,  0  <  t  <  5 

|  _  en  términos  de  funciones  escalón  unitario.  Grafíquelos. 


Soludones  La  gráfica  de  /se  presenta  en  la  figura  4.14.  Ahora,  a  partir  de  (9)  y  (10) 
con  a  =  5,  g(?)  =  20?  y  h(t)  =  0,  obtenemos /(?)  =  20?  -  20 ?°U(?  -  5). 


Considere  una  función  general  y  =  /(?)  definida  para  ?  >  0.  La  función  definida  por 
tramos 

„  í  0,  0  <  ?  <  a 

/(?  -  a)0U(t  -  a)  =  (13) 

l /(?  ~a),  t>  a 

desempeña  un  papel  importante  en  el  siguiente  análisis.  Como  se  muestra  en  la  figura 
4.15,  cuando  a  >  0  la  gráfica  de  la  función  y  =  f(t-  a)°lL(t  -  a)  coincide  con  la  gráfica 
de  y  =  f(t  -  a )  cuando  ?  >  a  (la  cual  es  toda  la  gráfica  de  y  =  /(?),  ?  >  0,  desplazada  en  a 
unidades  hacia  la  derecha  en  el  eje  ?),  pero  es  idéntica  a  cero  cuando  0  <  ?  <  a. 

En  el  teorema  4.6  vimos  que  un  múltiplo  exponencial  de  f(t )  da  como  resultado  una 
traslación  de  la  transformada  F(s)  en  el  eje  í.  Como  una  consecuencia  del  teorema  si¬ 
guiente  vemos  que  siempre  que  F(s)  se  multiplique  por  una  función  exponencial  e~as, 
a  >  0,  la  transformada  inversa  del  producto  e~asF(s)  será  la  función  /  desplazada  a  lo 
largo  del  eje  ?  en  la  forma  ilustrada  por  la  figura  4. 15¿>).  Este  resultado,  presentado  a 
continuación  en  su  versión  transformada  directa,  se  denomina  segundo  teorema  de  la 
traslación  o  segundo  teorema  del  desplazamiento. 


* 

i  -- 


- 1 - 1 

a 

Figura  4.11  Gráfica  de  la  fundón 
escalón  unitario 


Figura  4.12  La  función  se  puede 
escribir  como/C?)  =  (2t-  —  1) 


Figura  4.13  La  función  se  puede 
escribir  como  f(t)  =  2 1  -  3 °U(t  -  2) 
+  °U(t  -  3) 


t 


Figura  4.14  La  función  se  puede 
escribir  como//)  =  20t- 20t°U(t—  5) 


Figura  4.15  Desplazamiento 
en  el  eje  t 
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Mediante  la  propiedad  aditiva  de  intervalos  para  integrales,  J  “  e  s,f(t- a) 
°l¿(f  -  a)  dt  puede  escribirse  como  dos  integrales: 


££{/(í-a)°U(?-fl)} 


e  s,f(t  -  a)°U,(t  -  a)  dt  + 


Cero  para  0  <  t  <a 
o 

e~s,f(t  -  á)  dt. 


e  s,f{t  -  a)  °lt(í  -  a)  dt 

Uno  para  lia 


Ahora,  si  establecemos  que  v  =  t  -  a,  dv  =  dt  en  la  última  integral,  entonces 


^{/(í-a)°U(í-fl)}  = 


e~s(v+a)f(v)  dv 


e-sJ{y)dv  =  e-asX{f{t)}. 


□ 


Jo 

Muchas  veces  deseamos  encontrar  la  transformada  de  Laplace  de  sólo  una  función  es¬ 
calón  unitario.  Esto  se  puede  lograr  con  base  en  la  definición  4.1  o  en  el  teorema  4.6.  Si 
identificamos  J{t)  =  1  en  el  teorema  4.7,  entonces  f{t  -  a)  =  1,  F{s)  =  ÍS  { 1 }  =  1  /s,  y  así 


£{a\L(t-á)}  =  - .  (14) 

í 

Por  ejemplo,  mediante  (14),  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  ilustrada  en  la 
figura  4.13  es 

¡£.{f{i)}  =  2¡£ { 1 }  - 3ÍS {°lt(? - 2)}  +  ££{°l(,(r-3)} 


■  Forma  inversa  del  teorema  4.7  Si/(í)  =  it  '{FOsj},  la  forma  inversa  del  teorema 
4.7,  a  >  0,  es 

^-1{é>-osF(í)}  =f(t-a)a\L(t-a).  (15) 


Ejemplo  6  Uso  de  la  fórmula  (15) 

Evalúe  a)  ¿£-1{í  _  ¿\e  }  y  b)  |  s,2  +  ge 

Solución  a)  Con  las  identificaciones  a  =  2,  F(s)  =  \l(s  -  4),  ,C/F'  ¡  F(s) )  =  e4',  a  partir 
de  (15)  tenemos 

.ST1  j— =  e4('-2)°ll(f  -  2). 

b)  Con  a  =  ir/2,  F(s)  =  s/(s2  +  9),  !£^{F(s)}  =  eos  3t,  (15)  produce 

"  cos3('  ■  f “  0 

La  última  expresión  puede  simplificarse  un  poco  mediante  la  fórmula  de  adición  para  el 
coseno.  Verifique  si  el  resultado  es  lo  mismo  que  —  sen3í°li,(í  —  7t/2). 
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H  Forma  alternativa  del  teorema  4.7  Con  frecuencia  enfrentamos  el  problema 
de  encontrar  la  transformada  de  Laplace  del  producto  de  una  función  g  y  una  función 
escalón  unitario  °U(í  -  a)  donde  la  función  g  carece  de  la  forma  desplazada  precisa 
f(t  -  a)  del  teorema  4.7.  Para  encontrar  la  transformada  de  Laplace  de  g(tfll(t  -  a), 
podemos  arreglar  g{t)  para  convertirla  en  la  forma  requerida  f(t  -  a)  empleando  mani¬ 
pulaciones  algebraicas.  Por  ejemplo,  si  queremos  usar  el  teorema  4.7  para  encontrar  la 
transformada  de  Laplace  de  t2ali(t-  2),  tendríamos  que  forzar  a  g(t)  =  t2  a  convertirse  en 
la  forma /(í-  2).  Usted  deberá  trabajar  los  detalles  minuciosamente  y  verificar  que  t2  = 
(t  -  2)2  +  4(í  -  2)  +  4  es  una  identidad.  Por  lo  tanto, 

££{í2°ll(r-  2)}  =  { (r  -  2)2°lt(í  -  2)  +  4(í-  2)°ll(í-  2)  +  4°U(r-  2)}, 


donde  cada  término  de  la  derecha  puede  evaluarse  ahora  mediante  el  teorema  4.7.  Pero 
como  estas  manipulaciones  son  lentas  y  con  frecuencia  no  resultan  evidentes,  es  más 
fácil  diseñar  una  versión  alternativa  del  teorema  4.7.  Empleando  la  definición  4.1,  la 
definición  de  °lt (t  -  a),  y  la  sustitución  u  =  t-a,  obtenemos 


Es  decir. 


r£{g(tm.t-a)\ 


e  s,g(t)  dt  = 


'  OO 

e~s(u+a)g{u  +  á)  du. 


£{g{tmt-o)}=e-as£{g(t  +  a)}. 


(16) 


Ejemplo  7  Segundo  teorema  de  La  trasLación.  Forma  alternativa 

Evalúe  HE  { eos  í °ll(r  -  77) } . 

Solución  Con  g(t)  =  eos  t,a  =  77,  entonces  g{t  +  ir)  =  eos  (/  +  77)  =  -eos  t  mediante  la 
fórmula  de  la  adición  para  la  función  coseno.  Entonces,  por  (16) 

^{cosí°ll(í-77)}  =  -e_lrsi£ {eos  t}  =-^~ — e™. 

s  +  1 


Ejemplo  8  Un  problema  de  valores  iniciales 

f  0,  0  <  t  <  7T, 

Resuelva  y  +y  =  f(t),  y(0)  =  5,  donde  f(t)=< 

(3  COSÍ,  t  >  7T. 

Solución  La  función /se  puede  escribir  como  /(í)  =  3  eos  f°ll(í  -  7 r)  y  entonces  por 
linealidad,  con  los  resultados  del  ejemplo  7  y  las  fracciones  parciales  acostumbradas, 
tenemos 


ÍS{y' }  +  {y}  =  3L/ {eos  í°ll(í -  77)} 


sY(s)-y(0)  +  Y(s)  =  -3 


(s+  1)700  =  5 


í2  +  1 


3s 


í2  +  1 


*w  = 


s  +  1 


1  1 

-e~ns  +  7 - 


5  +  1 


+  1 


+ 


S2  +  1 


(17) 


Ahora  que  si  procedemos  como  lo  hicimos  en  el  ejemplo  6,  a  partir  de  (15)  con  a  =  77  se 
deduce  que  las  inversas  de  los  términos  entre  llaves  son 


ÍE 


1  =  e-^OfO-Tr),  ÍE~l  j  2  ^  ^  e~™\  =  sen  (í- 77)°U(í- ir), 

¡£~x  /  2  ^  ^  =  cos(í-  77) °ll(í-  ir). 
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Figura  4.16  Gráfica  de  La  solución 
dada  en  (18) 


Por  lo  tanto,  la  inversa  de  ( 17)  es 

3  3  3 

y(t)  =  5e  '+  —  e  (t  7r,0ll(/  -  ir)  —  —  sen(/  -  u-)0!^/  -  ir)  -  —  eos  (/  -  7 r)°U(/  -  ir) 


5e_f  +  - 


e  ('  ^  +  sen  t  +  eos  f 


)/,(/  —  ir)  < —  Identidades  trigonométricas 


,5e  '  +  fe  ^  +  |  sen  /  +  |  eos/, 


0  s  f  <  ir 

t  >  77. 


(18) 


Con  ayuda  de  una  herramienta  de  graficación,  obtenemos  la  gráfica  de  (18)  mostrada  en 
la  figura  4.16. 


■  Vigas  En  la  sección  3.9  vimos  que  la  deflexión  estática  y(x)  de  una  viga  uniforme 
de  longitud  L  que  soporta  una  carga  w(x )  por  unidad  de  longitud  se  encuentra  a  partir  de 
la  ecuación  diferencial  de  cuarto  orden 


uy 

EI~^=w(x),  (19) 

dx 

donde  E  es  el  módulo  de  Young  de  elasticidad  e  /  es  un  momento  de  inercia  del  corte 
transversal  de  la  viga.  La  transformada  de  Laplace  resulta  particularmente  útil  cuando 
w(x)  está  definida  por  tramos,  pero  con  el  fin  de  usar  la  transformada,  debemos  asumir  de 
manera  tácita  que  y(x)  y  w(x)  están  definidas  en  (0,  oo)  y  no  en  (0,  L).  Observe  también 
que  el  siguiente  ejemplo  es  un  problema  de  valores  en  la  frontera  más  que  de  valor  inicial. 


Figura  4.17  Viga  empotrada  con 
una  carga  variable 


Ejemplo  9  Un  problema  de  valores  en  la  frontera 

Una  viga  de  longitud  L  está  empotrada  por  ambos  extremos  como  se  muestra  en  la  figura 
4. 17.  Encuentre  la  deflexión  de  la  viga  cuando  la  carga  está  dada  por 


donde  Woes  una  constante. 


0  <  x  <  L¡  2 
L/2  <  x  <  L, 


Solución  Recuerde  que,  como  la  viga  está  empotrada  por  sus  dos  extremos,  las  condi¬ 
ciones  de  frontera  son  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0,  y{L)  =  0,  y'(L)  =  0.  Ahora,  con  base  en  (10), 
podemos  expresar  w(x )  en  términos  de  la  función  escalón  unitario: 


w(x)  =  w0(  1  ~  -x 


M'o  1 


ixr\x  ~  I 


2w0 

L 


—  X  + 


x  - 1 M*  “  2 


Al  transformar  (19)  respecto  a  la  variable  x  se  tiene 


El I  s4 y(s)  —  s3;y(0)  —  .r;y'(0)  —  syn(0)  —  /"(0)  I  = 


2w0 


L/2  1  1  ,  .  ' 

+  e-ul2 


o  bien 


/EM  -  sy'\ 0)  -  /"(0)  =  ^ 


LJl-X-  +  Le-ui, 

s  s2  s2 


Si  establecemos  eq  =  y"(0)  y  c2  =  ym(0),  entonces 


Ci  c2  2w0 

Y(s)  =  4  +  4  +  — - 

.v3  .V4  EIL 


L/2  1  1  ,  .  ' 

— - 1 - P-Ls¡2 

í5  s6  í6 


214 


CAPITULO  4  La  transformada  de  Laplace 


y  en  consecuencia 


+ 


2w0 

EIL 


Í-W- 

j)  -  ij-'f 

-1^ 

+ 

& 

4!  1, 

•O  5!  t 

CJ 

U6  JJ 

=  ^x2  +  ^*3  + 
2 


c2 

6 


Wp 

60£/L 


5L 


x5  +  he 


°U  x 


Al  aplicar  las  condiciones  y(L)  =  0  y  y'(L)  =  0  al  último  resultado  se  produce  un  sistema 
de  ecuaciones  para  c¡  y  c2: 


Cl 


L2 

2 


49wqL4 

1920£7 


L2  85woL3 

CiL  +  c2 - h - 

1  2  2  960 El 


=  0. 


Al  resolver,  encontramos  Cj  =  23w0Lr/960EI  y  c2  =  -9w0L/40EI.  Por  lo  tanto,  la  de¬ 
flexión  es: 


23  WqL2  _  3wqL  +  h'q 

1 920£7  '  80 £7  *  60£7L 


□ 


EJERCICIOS  4.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-9. 


Traslación  en  el  eje  s 


En  los  problemas  del  1  al  20,  encuentre  F(s )  o/(f),  como  se 
indica. 


1. 

¿£{te10'} 

2. 

3. 

££{íV2'} 

4. 

5. 

!£  { t(é  +  e2t)2 } 

6. 

7. 

¡E  {e'  sen  3f| 

8. 

9. 

¡E  {(1  -  e'  +  3e“4')  eos  5?} 

¡E  {te-6'} 
%{twe-7!} 
E£{e2\t-  l)2} 
¿E  {e~2'  eos  4r} 


10. 

11. 

13. 

15. 

17. 

19. 


En  los  problemas  del  21  al  30,  use  la  transformada  de  Laplace 
para  resolver  el  problema  de  valor  inicial  dado. 

21 .  y’  +  4y  =  e~*1,  y( 0)  =  2 

22.  y'  —  y  =  1  +  te',  y(0)  =  0 

23.  y"  +  2y'  +y  =  0,  y(0)  =  1,  /(0)  =  1 


24.  y"  -  4/  +  4y  =  fe2',  y(0)  =  0,  /(O)  =  0 

25.  y"  -  6/  +9 y  =  t,  y(0)  =  0,  /(0)  =  1 

26.  y"  -  4 v'  +4 y  =  I3,  v(0)  =  1,  v'(0)  =  0 

27.  y"  -  6 y'  +  13 y  =  0,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  -3 

28.  2 y”  +  20 y'  +  51y  =  0,  y(0)  =  2,  y'(0)  =  0 

29.  y"  -y'  =  e'cos  t,  v(0)  =  0,  y'(0)  =  0 

30.  y"  -  2y'  +  5y  =  1  +  t,  y(0)  =  0,  y'( 0)  =  4 

En  los  ejercicios  31  y  32,  use  la  transformada  de  Laplace  y  el 
procedimiento  delineado  en  el  ejemplo  9  para  resolver  el  pro¬ 
blema  de  valores  en  la  frontera  dado. 

31.  y"  +  2/  +  y  =  0,  y'(0)  =  2,  y(l)  =  2 

32.  y"  +  8 y'  +  20y  =  0,y(0)  =  0,  y'(jr)  =  0 

33.  Un  peso  de  4  libras  estira  un  resorte  2  pies.  El  peso  se  li¬ 
bera  del  reposo  a  1 8  pulgadas  por  encima  de  la  posición 
de  equilibrio,  y  el  movimiento  resultante  se  presenta  en 
un  medio  que  ofrece  una  fuerza  amortiguadora  numéri¬ 
camente  igual  a  |  veces  la  velocidad  instantánea.  Use  la 
transformada  de  Laplace  para  encontrar  la  ecuación  de 
movimiento  x(t). 

34.  Recuerde  que  la  ecuación  diferencial  para  la  carga  instan¬ 
tánea  q(t)  en  el  capacitor  de  un  circuito  LRC  en  serie  es: 

d2q  da  1 

Lif  *  +  c*  = <20) 

Vea  la  sección  3.8.  Use  la  transformada  de  Laplace  para 
encontrar  q{t)  cuando  L  =  I  h.  R  =  20  í  i,  C  =  0.005  f, 
E(t)  =  150  V,  í  >  0,  q( 0)  =  0  e  ¿(0)  =  0.  ¿Cuál  es  la 
corriente  ¿(í)? 
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35.  Considere  la  batería  de  voltaje  constante  E0  que  carga  el  capacitor  mostrado  en  la  figura  4.18.  Divida  la  ecuación 
(20)  entre  L  y  defina  2A  =  R/L  y  w2  =  1/LC.  Use  la  transformada  de  Laplace  para  mostrar  que  la  solución  q(t )  de 
q"  +  2\q'  +  u)2  q  =  E0/L,  sujeta  a  q(0)  =  0,  ¿(0)  =  0,  es 


q{t) 


E0C 

1  —  e  Aí(coshVA2 

E0C 

1  -  e~A'(l  +  Ai)  , 

EqC 

1  —  e~A'^  eos  Vea2 

—  senh  VA2 

VA2  -  w2 


^  Figura  4.18  Circuito  del  problema  35 


36.  Use  la  transformada  de  Laplace  para  encontrar  la  carga 
q{t)  en  una  serie  R C  cuando  <7(0)  =  0  y  E(t)  =  EQe~kl,  k>  0. 
Considere  dos  casos:  k  =h  1  IRC  y  k  =  1  IRC. 


m 


.3.2 


Traslación  en  el  eje  t 


En  los  problemas  del  37  al  48,  encuentre  F(s)  o/(f),  como  se 
indica. 


37. 

1 

1 

38. 

!£  { e2~l  °tl,(í  -  2) } 

39. 

¿£{í°U(í- 2)} 

40. 

¿e {(3 1+ 1)  °u.(? - 1)} 

41. 

I£{cos  2 1  °U(í-  tt)} 

42. 

í£i|  sen  t°li 

fe-n 

fd  +  e-rl 

43. 

s-1 1 1 

44. 

^'l  s  +  2  / 

í  i 

Jíe“m/2\ 

45. 

2"V  +  lJ 

46. 

l  \  í2  +  4  J 

J  e  l 

1  e  l 

47. 

d'  \  s(s  +  1 )  J 

48. 

^  Ií2(í-i)J 

Figura  4.20  Gráfica  Figura  4.21  Gráfica 

para  eL  problema  49  para  el  problema  50 


51. 


t 


Figura  4.22  Gráfica  para  el  problema  51 


En  los  problemas  del  49  al  54,  haga  coincidir  la  gráfica  dada 
con  alguna  de  las  funciones  ilustradas  de  a)  a/).  La  gráfica  de 
f(t)  aparece  en  la  figura  4.19. 


Figura  4.19  Gráfica  para  Los  problemas  del  49  al  54 


52. 


Figura  4.23  Gráfica  para  el  problema  52 


a) 

b )  f(t  -  b)  °li(t  -  b) 

c)  f(t )  °lt(r  -  a) 

d )  m-mrn-b) 

e)  f(t)  °U(t  -  a)  -f(t)  all(t  -  tí) 

f)  f(t  -  a)  °U(t  -  a)  -f(t  -  a)  °U(t  -  b) 


Figura  4.24  Gráfica  Figura  4.25  Gráfica 

para  eL  problema  53  para  el  problema  54 
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En  los  problemas  del  55  al  62,  escriba  cada  función  en  térmi¬ 
nos  de  las  funciones  escalón  unitario.  Encuentre  la  transforma¬ 
da  de  Laplace  de  la  función  dada. 


55.  m  = 


57  *<>-{£ 

58-  m  =  \0,  f 

(  sen  t, 

59-  m  -  {ó; 

/  sen  t, 

«o.  m  =  (0 

61. 


At) 

1-- 


62. 


M 

3- 

2- 

1- 


H - b 


-+- 


pulso  rectangular 

Figura  4.26  Gráfica 
para  el  problema  61 


12  3  4 

función  escalera 

Figura  4.27  Gráfica 
para  el  problema  62 


En  los  ejercicios  del  63  al  70,  use  la  transformada  de  Laplace 
para  resolver  el  problema  de  valor  inicial  dado. 

,  í  0, 

63.  v  +  y  =  f(t),  y«T)  =  0,  donde f(t)  =  |5 

64.  y' +  y  =f(t),  y(0)  =  0,  dond eflt)  = 


65.  y'  +  2y  =  /(?),  y(0)  =  0,  donde /(í) 


lo, 


0  <  t  <  1 
t  ■  1 

0  <  t  <  1 
t  ■  1 

0  <  1  <  1 
1  >  1 


m  = 


{¡¡ 


66.  y"  +  4 y  =  f(t),  y(0)  =  0,y'(0)  =  -1,  donde 

0  <  t  <  1 

t  >  1 

67.  y"  +  4 y  =  sen  í°U(í-  2 rr),  y(0)  =  1,  y'(0)  =  0 

68.  v"  -  5y'  +  6y  =  °li(t  -  1),  y(0)  =  0,  y'(0)  =  1 

69.  y"  +y  =  f(t),  y(0)  =  0,  y'(0)  =  1,  donde 

f  0,  0  <  t  <  77 

f{t)  =  I  1,  77<f<277 

[o,  t  s  277 


70.  y"  +  4y'+3y=  1  -  °U(t  -  2)  -  °lL(t  -  4)  +  °lt(r  -  6), 
y(0)  =  0,  y'(0)  =  0 

71 .  Suponga  que  un  peso  de  32  libras  estira  un  resorte  2 
pies.  Si  el  peso  se  libera  del  reposo  desde  la  posición 
de  equilibrio,  encuentre  la  ecuación  de  movimiento  x{t) 
si  una  fuerza  aplicada /(í)  =  20/  actúa  sobre  el  sistema 
cuando  0  <  í  <  5  y  después  se  elimina  (vea  el  ejemplo 
5).  Ignore  cualquier  fuerza  de  amortiguamiento.  Use 
una  herramienta  de  graficación  para  obtener  la  gráfica 
x(t)  en  el  intervalo  [0,  10]. 

72.  Resuelva  el  problema  71  si  la  fuerza  aplicada /(r)  =  sen 
t  actúa  sobre  el  sistema  cuando  0  £  t  <  2tt  y  después  se 
elimina. 

En  los  problemas  73  y  74,  use  la  transformada  de  Laplace  para 
encontrar  la  carga  q(t)  en  el  capacitor  de  un  circuito  RC  en 
serie  sujeto  a  las  condiciones  dadas. 

73.  <7(0)  =  0 ,R  =  2.5  íl,  74.  ^(0)  =  q0,  R  =  10  O, 


C  =  0.08  f,  E(t)  dada  en 
la  figura  4.28 


E(t) 

5- 


C  =  0.1  f,  E(t)  dada  en  la 
figura  4.29 


Figura  4.2£  E(t)  del 
problema  73 


Figura  4.29  E(t)  del 
probLema  74 


75.  a) 


b) 


Use  la  transformada  de  Laplace  para  encontrar  la 
corriente  i(t)  en  el  circuito  LR  en  serie  de  malla 
simple  cuando  i(0)  =  0,  L  =  I  h.  R  =  lOíly  E(t)  es 
como  aparece  en  la  figura  4.30. 

Use  un  programa  computacional  de  graficación  para 
graficar  i(t)  en  el  intervalo  0  <  t  <  6.  Utilice  la  grá¬ 
fica  para  estimar  ¿máx  e  /mín,  los  valores  máximos  y 
mínimos  de  la  corriente. 


Figura  4.30  E(t)  del  problema  75 

76.  a )  Mediante  la  transformada  de  Laplace,  encuentre  la 
carga  q(t)  en  el  capacitor  de  un  circuito  RC  en  serie 
cuando  q( 0)  =  0,  R  =  50  íl,  C  =  0.01  f  y  E(t)  es 
como  aparece  en  la  figura  4.31. 

b )  Asuma  que  E0=  100  V.  Use  un  programa  de  cómpu¬ 
to  para  trazar  la  gráfica  q(t)  en  el  intervalo  0  <  /  <  6. 


4.3  Teoremas  de  traslación 
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Emplee  la  gráfica  para  estimar  <7mix,  el  valor  máxi¬ 
mo  de  la  carga. 


E(f) 

MT 

1  1 

1  1 

1  1 

1  1 

1  3 

Figura  4.31  E(t) 
del  problema  76 


77.  Una  viga  en  voladizo  está  empotrada  en  su  extremo  iz¬ 
quierdo  y  libre  en  el  derecho.  Use  la  transformada  de 
Laplace  para  encontrar  la  deflexión  y(x )  cuando  la  carga 
está  dada  por 


0  <  x  <  L/2 
L/2  <  x  <  L. 


78.  Resuelva  el  problema  77  cuando  la  carga  está  dada  por 
í  0,  0  <  x  <  L/3 

w{x)  =  \  w'o,  L/3  <  x  <  2L/3 
[  0,  2L/3  <  x  <  L. 


79.  Encuentre  la  deflexión  y(x)  de  una  viga  en  voladizo  em¬ 
potrada  en  su  extremo  izquierdo  y  libre  en  el  derecho 
cuando  la  carga  es  como  se  dio  en  el  ejemplo  9. 

80.  Una  viga  está  empotrada  en  su  extremo  izquierdo  y  sim¬ 
plemente  apoyada  en  el  derecho.  Encuentre  la  deflexión 
y(x)  cuando  la  carga  es  como  la  dada  en  el  problema  77. 

81 .  Pastel  dentro  de  un  horno  Lea  de  nuevo  el  ejemplo  4 
de  la  sección  2.7  sobre  el  enfriamiento  de  un  pastel  que 
se  saca  del  horno. 


a)  Diseñe  un  modelo  matemático  para  la  temperatura 
de  un  pastel  mientras  está  adentro  del  horno  con 
base  en  los  siguientes  supuestos:  en  r  =  0,  la  mezcla 


del  pastel  está  a  la  temperatura  ambiente  de  70°F;  el 
horno  no  está  precalentado,  de  manera  que  cuando 
t  =  0  y  la  mezcla  del  pastel  se  coloca  en  el  horno, 
la  temperatura  en  el  interior  de  éste  es  también  de 
70°F;  la  temperatura  del  horno  se  incrementa  lineal¬ 
mente  hasta  t  =  4  minutos,  cuando  se  llega  a  la  tem¬ 
peratura  deseada  de  300°F;  la  temperatura  del  horno 
es  una  constante  de  300°  cuando  t  >  4. 

b)  Use  la  transformada  de  Laplace  para  resolver  el  pro¬ 
blema  de  valor  inicial  dado  en  el  inciso  a). 

Problemas  de  análisis 

82.  Analice  cómo  arreglaría  cada  una  de  las  siguientes  fun¬ 
ciones  de  manera  que  el  teorema  4.7  pudiera  usarse  di¬ 
rectamente  para  encontrar  la  transformada  de  Laplace 
dada.  Verifique  sus  respuestas  mediante  la  expresión 
(16)  de  esta  sección. 

a)  ¿£{(2í  +  l)°ll(í-  1)}  b)  5£{e,aU,(t- 5)} 

c)  ¿£{cos  t°\L(t  -  7t)}  d)  !£{(t2  -  3t)a\L(t -  2)} 

83.  a)  Asuma  que  el  teorema  4.6  se  mantiene  cuando  el 

símbolo  a  es  reemplazado  por  ki,  donde  k  es  un  nú¬ 
mero  real  e  i 2  =  -1.  Demuestre  que  se  puede  utilizar 
X{tekn}  para  deducir 

s2  -  k2 

1  (í  +  k2)2 

2  ks 

y 

b)  Ahora  use  la  transformada  de  Laplace  para  resolver 
el  problema  de  valor  inicial 

x"  +  ur x  =  eos  u>t,  x(0)  =  0,  x'(0)  =  0. 


I 

I  Introducción  En  esta  sección  desarrollamos  muchas  más  propiedades  operaciona- 
les  de  la  transformada  de  Laplace.  En  específico,  veremos  cómo  encontrar  la  transfor¬ 
mada  de  una  función /(í)  que  está  multiplicada  por  un  monomio  t",  la  transformada  de 
un  tipo  especial  de  integral,  y  la  transformada  de  una  función  periódica.  Las  dos  últimas 
propiedades  de  las  transformadas  nos  permiten  resolver  algunas  ecuaciones  con  las 
cuales  no  hemos  trabajado  hasta  este  punto:  las  ecuaciones  integrales  de  Volterra,  ecua¬ 
ciones  integrodiferenciales,  y  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  donde  la  función  de 
entrada  es  una  función  periódica  definida  por  tramos. 


4.4  Propiedades  operacionales  adicionales 


Derivadas  de  transformadas 


I  Multiplicación  de  una  función  por  tn  La  transformada  de  Laplace  del  producto 
de  una  función /(í)  con  t  se  puede  encontrar  al  diferenciar  la  transformada  de  Laplace  de 
f(t).  Si  F(s)  =  ££{/(í)}  y  si  asumimos  que  es  posible  efectuar  el  intercambio  de  diferen¬ 
ciación  e  integración,  entonces 


d  .  d 
*F(s)**j 


e  s'f(t)  dt  = 


[e  dt  = 
ds 


e  s,tf(t)  dt  =  -££{r/(r)}; 


es  decir, 


wm  =  £{/«}. 

ds 
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De  manera  similar,  ¡£{ff{t)}  =  !£{t-tf(t)}  = - -¡£,{tf(t)} 

ds 

Los  dos  casos  anteriores  sugieren  el  resultado  general  para  !£  { ff(t) } . 


Ejemplo  1  Uso  del  teorema  4.8 

Evalúe  !£  {t  sen  kt}. 

Solución  Con /(í)  =  sen  kt,  F(s )  =  k/(s2  +  k2)y  n  =  1,  el  teorema  4.8  da 

rn  d  rn ,  ,  d  (  k  \  2ks 

!£{tsenkt}  =  — -££{sen£r}  =  — —  — - r  =  — - 

1  1  ds  1  1  ds\s2  +  k2J  ( í 2  +  k2)2 


Si  deseamos  evaluar  ¡£{r  sen  kt}  y  ¿£{í3  sen  kt},  todo  lo  que  necesitamos  hacer,  cada 
vez,  es  tomar  el  negativo  de  la  derivada  respecto  a  i  del  resultado  obtenido  en  el  ejemplo 
1  y  después  tomar  el  negativo  de  la  derivada  respecto  as  de  !£{f  sen  kt}. 

Para  encontrar  las  transformadas  de  las  funciones  fé",  podemos  usar  el  primer  teore¬ 
ma  de  la  traslación  o  el  teorema  4.8.  Por  ejemplo, 


Teorema  4.6:  {te31}  =  ¿C{í}MS_3 

Teorema  4.8:  ££{íe3'}  =  — —  ¡£{e3'} 


1  _  1 

7m,_3"(í-3)2 


d  1 

ds  s  —  3 


(s  -  3)-2 


1 

(*  -  3)2" 


Observe  que  se  puede 
utilizar  cualquier 
teorema. 


Ejemplo  2  Un  problema  de  valor  inicial 

Resuelva  x"  +  I6x  =  eos  4r,  jc(0)  =  0,  x'(0)  =  1. 

Solución  El  problema  de  valor  inicial  podría  describir  el  movimiento  forzado,  sin 
amortiguación,  y  resonante  de  una  masa  en  un  resorte.  La  masa  comienza  con  velocidad 
inicial  de  1  pie  por  segundo  en  dirección  descendente  a  partir  de  la  posición  de  equili¬ 
brio. 

Al  transformar  la  ecuación  diferencial  se  tiene 


{s2  +  16)X(s)  =  1  + 


s2  +  16 


o  X(s )  = 


+  16  (i2  +  16)2 


Del  ejemplo  1,  acabamos  de  aprender  que 


f  2  ks  \ 

2-1l(r  +  A2)2/  =í 


sen  kt. 


(1) 
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y  entonces,  con  la  identificación  k  =  4  en  (1)  y  en  el  inciso  d)  del  teorema  4.3,  obtenemos 


{ 


(, s 2  +  16)2 


□ 


Transformadas  de  integrales 

■  Convolución  Si  las  funciones/y  g  son  continuas  por  tramos  en  [0,  oo),  entonces  un 
producto  especial,  denotado  como /  *  g,  está  definido  por  la  integral 


f*g 


f(T)g(t  ~  r)  dr 

Jo 


(2) 


y  se  conoce  como  convolución  de /y  g.  La  convolución  /  *  g  es  una  función  de  t.  Por 
ejemplo, 


e‘  *  sen  t  = 


<?T  sen(í  -  t)  dr 
■’o 


1 

—  (-sen  t 
2 


eos  t  +  el). 


(3) 


Se  puede  demostrar  que  S'0f(r)g{t  -  r)  dr  =  /'0/(?  -  r)g( t)  dr,  es  decir,  /  *g  =  g  *f  Esto 
significa  que  la  convolución  de  dos  funciones  es  conmutativa. 

No  es  verdad  que  la  integral  de  un  producto  de  funciones  sea  el  producto  de  las  in¬ 
tegrales.  No  obstante,  es  verdad  que  la  transformada  de  Laplace  del  producto  especial 
(2)  es  el  producto  de  las  transformadas  de  Laplace  de/y  g.  Esto  significa  que  es  posible 
encontrar  la  transformada  de  Laplace  de  la  convolución  de  dos  funciones  sin  evaluar 
realmente  la  integral  como  lo  hicimos  en  (3).  El  resultado  que  se  deriva  es  conocido 
como  teorema  de  convolución. 


TEOREMA  4.9 


Teorema  de  convolución 


Si  /(O  y  g(t)  son  continuas  por  tramos  en  [0,  oo)  y  de  orden  exponencial,  entonces 

£{f*g}  =  !  :  !eu.)¡  =  F(S)G(S). 


Figura  4.32  Cambio  en  el  orden 
de  integración  de  t  primera  a  r 
primera 


Demostración  Sea 


F(s)  =  ¿£{f{t )}  =  e  STf{r)dT  y  G{s)  =  ¿£{g{t )}  =  e  spg((í)dp. 
Si  procedemos  de  manera  formal,  tenemos 


F(s)G(s)  =  [  éTít/(t)  dr  e-’Pgit 3)  d/3 

Jo  f  S  J0 


e~<r  +  ^f(T)giP)dTdP 


/(t)  dr 


-(r  + 


PW)dí3. 


Al  mantener  r  fija,  t  =  t  +  /3,  dt  =  d/3,  de  manera  que 


F(s)G(s)  = 


/(t)  dr 


e  s'g(t  —  r)dt. 


En  el  plano  ir  estamos  integrando  sobre  la  región  sombreada  de  la  figura  4.32.  Como/y 
g  son  continuas  por  tramos  en  [0,  oo)  y  de  orden  exponencial,  es  posible  intercambiar  el 
orden  de  la  integración: 


F(s)G(s)  = 


íT"  dt 


/(r)g(í  -  T)dr  = 


■  oo 

_ 

-Sí. 

e 

•'o 

LJ 

/(r)g(í  -  T)dT  fdt  =  ¡£{f*g }.  □ 
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Ejemplo  3  Transformada  de  una  convoLución 


Evalúe  & 


eTsen(í  —  t)cIt 


Jo 


Solución  Con/(f)  =  e‘  y  g(t)  =  sen  t  el  teorema  de  convolución  establece  que  la  trans¬ 
formada  de  Laplace  de  la  convolución  de  /  y  g  es  el  producto  de  sus  transformadas  de 
Laplace: 


eTsen(r  —  t)í/t 

4 


} 


¡£{e'}  •  ££{senr} 


1  1 

5—1  S2  +  1 


1 

(5  -  1)(52  +  I)' 


□ 


H  Forma  inversa  del  teorema  4.9  El  teorema  de  convolución  algunas  veces  resulta 
útil  para  encontrar  las  transformadas  inversas  de  Laplace  del  producto  de  dos  transfor¬ 
madas  de  Laplace.  Con  base  en  el  teorema  4.9  tenemos 


^{FfrjGCO}  =  /*g. 


(4) 


Muchos  de  los  resultados  incluidos  en  la  tabla  de  transformadas  de  Laplace  del  apéndice 
III  se  pueden  derivar  utilizando  (4).  Por  ejemplo,  en  el  ejemplo  siguiente  obtenemos  la 
entrada  25  de  la  tabla: 


££  { sen  kt  -  kt  eos  kt } 


2  k3 

(s2  +  k2)2' 


(5) 


Ejemplo  4  Transformada  inversa  como  una  convolución 


Evalúe  !£' 


1{(52  +  ¿2)2}- 


.(s2  +  k2)' 
Solución  Sea  F(s )  =  G(.s)  = 


s2  +  k2 


de  manera  que 
En  este  caso,  (4)  da 


m  =  g(t)  =  7  ¿e-1 

k 


(_L_  },I 
ly  +  e/  k 


sen  kt. 


^■1{(52  +  ^2)2} 


sen  kj  sen  k{t  -  t)  dt. 


De  sus  conocimientos  de  trigonometría,  recuerde  ahora  que 

1 

sen  A  sen  B  =  —  [eos  (A-B)  -  eos  (A  +  U)]. 

Si  establecemos  A  =  kry  B  =  k(t-  r),  podemos  realizar  la  integración  en  (6): 

[cos^(2r  —  t)  —  costó]  dr 


í  1  1 

L  1 

l(r  +  ¿2)2J 

21c2 . 

1 

21c 


1 

2 k 


sen£(2r  —  í)  —  r  costó 


sentó  —  kt  eos  kt 
21 c3 

Al  multiplicar  ambos  lados  por  2 k2  resulta  la  forma  inversa  de  (5). 


(6) 


□ 


■  Transformada  de  una  integral  Cuando  g(t)  =  1  y  X  {g(í)[  =  Gis)  =  1  ls,  el  teore¬ 
ma  de  convolución  implica  que  la  transformada  de  Laplace  de  la  integral  de /es 


£ 


'  w  l  _  H') 

—■ 


(7) 
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La  forma  inversa  de  (7), 


rt 

/(r)  dr  =  i£r 

^0 


(8) 


se  puede  usar  en  vez  de  fracciones  parciales  cuando  s"  es  un  factor  del  denominador  y 
f{t)  =  i£_1{.F(.s)}  es  fácil  de  integrar.  Por  ejemplo,  para  f(t)  =  sen  t  sabemos  que 
F(s)  =  l/(s2  +  1),  y,  por  lo  tanto,  mediante  (8) 


sr1 

£~l 


{ 

{ 

{ 


s(s2  +  1)1 
s2(s2  +  1)} 
s3(s2  +  1)} 


sen  rdr  =  1  —  cosí 

't 

(1  —  eos  r)dr  =  t  —  sen? 

A) 


(t  —  senrjí/r 
■’o 


- 1 2 
2 


—  1  +  cosí 


y  así  sucesivamente. 


I  Ecuación  integral  de  Volterra  El  teorema  de  convolución  y  el  resultado  obtenido 
en  (7)  son  útiles  para  resolver  otros  tipos  de  ecuaciones  en  los  cuales  una  función  des¬ 
conocida  aparezca  bajo  un  signo  integral.  En  el  ejemplo  siguiente,  resolveremos  una 
ecuación  integral  de  Volterra  para/(í). 


m  =  g(f)  + 


f(r)h(t  -  t)  dr. 


(9) 


Las  funciones  g(t)  y  h(t)  son  conocidas.  Observe  que  la  integral  incluida  en  (9)  tiene  la 
forma  de  convolución  (2)  con  el  símbolo  h  como  parte  de  g. 


Ejemplo  5  Una  ecuación  integral 


Resuelva /(í)  =  3 12  -  e'~ 


f(r)e‘  Tdr 
o 


para  f(t). 


Solución  En  la  integral  identificamos  h{t  -  t)  =  e'~T  de  manera  que  hit)  =  e! .  Tomamos 
la  transformada  de  Laplace  de  cada  término;  en  particular,  mediante  el  teorema  4.9,  la 
transformada  de  la  integral  es  el  producto  de  í£{/(í)}  =  F(s)  y  ¡£{e'}  =  M{s  -  1); 


F(s) 


s  + 


Y  -  F(s)  • 


1 

s  —  1 


Después  de  resolver  la  última  ecuación  para  F(s)  y  realizar  la  descomposición  de  la  frac¬ 
ción  parcial,  encontramos 


F(s) 


6_  _  6_  2 
S 3  S*  ^  S  S  +  1 ' 


Entonces  la  transformada  inversa  da 


/(,)  -  M-'^}  -  *-'{£}  +  «-■{!}  -  22-IYt} 

=  3í2  -  í3  +  1  -  2e'. 


□ 


I  Circuitos  en  serie  En  una  malla  única  o  circuito  en  serie,  la  segunda  ley  de 
Kirchhoff  establece  que  la  suma  de  las  caídas  de  voltaje  a  través  de  un  inductor,  un  resis¬ 
tor  y  un  capacitor  es  igual  al  voltaje  aplicado  E(t).  Ahora  se  sabe  que  las  caídas  de  voltaje 
a  través  de  un  inductor,  un  resistor  y  un  capacitor  son,  respectivamente, 


di  1 

LJf  Ri{,)  y  c I 


í(t)  dr. 
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'o 


donde  i(f)  es  la  corriente  y  L,  R  y  C  son  constantes.  Se  deduce  que  la  corriente  en  un 
circuito,  tal  como  el  ilustrado  en  la  figura  4.33,  está  regida  por  la  ecuación  integrodife- 
rencial 


L 


R 


L  —  +  Ri(t)  + 
dt  y  ’ 


1  f' 
C.  o 


i(r)dT  =  E(t). 


(10) 


Figura  4.33  Circuito  LRC  en  serie 


Ejemplo  6  Una  ecuación  integrodiferencial 

Determinar  la  corriente  i(t)  en  un  circuito  LRC  de  malla  única  cuando  L  =  0.1  h,  R  =  2  íl, 
C  =  0.1  f,  ¿(0)  =  0  y  el  voltaje  aplicado  es 

E(t)  =  120?-  120í°ll(í-  1). 


Solución  Mediante  los  datos  proporcionados,  la  ecuación  (10)  se  convierte  en 


i(i)dT=  120?  -  120í°U(?-  1). 

Ahora,  por  (7),  ££{ /'0  ¡( t)  dr)  =  I(s)/s,  donde  I(s)  =  ÍS{¿(?)|.  Por  lo  tanto,  la  transforma¬ 
da  de  Laplace  de  la  ecuación  integrodiferencial  es 


di 

0.1  —  +  2¿+  10 
rlt 


I{s) 

0. 1  s/(s)  +  2/(í)  +  10^  =  120 


.  <—  Por  (16)  de  la  sección  4.3 


Al  multiplicar  esta  ecuación  por  lO.v,  usando  ,v2  +  20.v  +  100  =  (s  +  10)2,  y  resolviendo 
entonces  para  I(s)  resulta 


Por  fracciones  parciales, 


+ 


+  10)2  s(s  +  10)2  (í  +  10)2 

r í/ioo 

1/100  1/10  1/100 

S 

Í  +  10  (s  +  10)2  í 

1/100 

Vio  1 

5  +  10" 

(s  +  10)2"  {s  +  10)2" 

A  partir  de  la  forma  inversa  del  segundo  teorema  de  traslación,  la  ecuación  (15)  de  la 
sección  4.3,  finalmente  obtenemos 


¿(?)  =  12[1  —  °lt(?  —  1)]  -I2[e-10‘ -  e~m-1)aU,t  -  1)] 

-120?e-10'  -  1 080(?  -  l)e_10(,_1)0U(?  -  1). 

Escrita  como  una  función  definida  por  tramos,  la  solución  anterior  es 

f  12  -  12e~10'  -  120?e~10',  0  <  ?  <  1 

^  ~  \  —  12e~10'  +  I2e-l0(,-l)  -  120?e^10f  -  1080(?  -  l)e  10(f  I}  t  >  1.  <U) 

Usamos  la  última  forma  de  la  solución  y  un  CAS  para  graficar  i(t)  en  cada  uno  de  los  dos 
intervalos,  y  después  combinamos  las  gráficas.  En  la  figura  4.34,  observe  que  aunque  la 
entrada  E(t)  es  discontinua,  el  resultado  o  respuesta  ¿(?)  es  una  función  continua. 

Transformada  de  una  función  periódica 

■  Función  periódica  Si  una  función  periódica  f  tiene  periodo  T,  T  >  0,  entonces 
/(?  +  T)  =  f(t).  La  transformada  de  Laplace  de  una  función  periódica  se  puede  obtener 
por  integración  en  un  periodo. 


10 


-10 
-20 
-30 

0  0.5  1  1.5  2  2.5 

Figura  4.34  Gráfica  de  solución 
dada  en  (11) 


4.4  Propiedades  operacionales  adicionales 


223 


TEOREMA  4.10 


Transformada  de  una  fundón 
periódica 


Si  f(t)  es  continua  por  tramos  en  [0,  oo),  de  orden  exponencial,  y  periódica  con 
periodo  T,  entonces 


nm  = 


i 


smdt. 


j 


E(t) 

\ 

i 

i 

i 

i  i 

i  i 

1 

1 

1 

1 

2  3 

4 

Figura  4.35  Onda  cuadrada 


Demostración  Escribimos  la  transformada  de  Laplace  de/como  dos  integrales: 


£{M}  = 


e  s'f(t)  dt  + 


e  s'f{t)  dt. 


Cuando  t  =  u  +  T,  la  última  integral  se  convierte  en 


e  s'f{t)dt  = 


e-<i‘  +  T)f(u  +  T)du  =  e-sl 


e~mf{u)  =  e~sTX{f{i)}. 


Por  lo  tanto. 


2  {/(O }  = 


e-s'f(t)dt  +  e-sT£{f(t)}. 


El  teorema  se  demuestra  resolviendo  para  !£  {/(?)!  la  ecuación  incluida  en  la  última 
línea.  □ 


Ejemplo  7  Transformada  de  una  función  periódica 

Encontrar  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  periódica  mostrada  en  la  figura  4.35. 


Solución  La  función  E(t)  se  denomina  onda  cuadrada  y  tiene  periodo  T  =  2.  En  el 
intervalo  0st<2,  E(t)  puede  definirse  mediante 


0  <  t  <  1 
1  <  t  <  2, 


y  fuera  del  intervalo  por/(?  +  2)  =f(t).  Ahora,  con  base  en  el  teorema  4.10, 


ÍE{E(t)}  = 


1 


1  —  e 


e  s'E(t)  dt  = 


1 


1  —  e 


e~s'  •  1  dt  + 


0  dt 


1  1  -  e~ 


1  -  e~2s 

1 

s(l  +  e~s)' 


(12)  □ 


Ejemplo  8  Un  voltaje  periódico  apLicado 

La  ecuación  diferencial  para  la  corriente  i(t)  en  un  circuito  LR  en  serie  de  malla  única  es 

L  —  +  Ri  =  E(t).  (13) 

dt 

Determinar  la  corriente  i(t)  cuando  ¿(0)  =  0  y  E(t)  es  la  función  de  onda  cuadrada  que 
ilustra  la  figura  4.35. 


Solución  Mediante  el  resultado  obtenido  en  (12)  del  ejemplo  anterior,  la  transformada 
de  Laplace  de  la  ED  es 


Lsl(s)  +  RI{s) 


1 

í(l  +  e~s) 


o  I(s) 


1  /L _ 1_ 

s(s  +  R/L)  1  +  e  s 


(14) 
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Para  encontrar  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  la  última  función,  usamos  primero 
las  series  geométricas.  Con  la  identificación  x  =  e~s,  s  >  0,  la  serie  geométrica 


1 


1  +  x 
Con  base  en 


=  1—  x  +  x2  —  x3  + 


se  convierte  en 


1 


1 


í(s  +  R/L) 


1  +  éTs 

L/R  L/R 
s  s  +  R/L 


=  1  -  e~s  +  -  e~3s 


podemos  escribir  (14)  como 
1 


1/1 

W  =  ñ  7  - 


R\s  s  +  R/L 

i/i 

R\s 


(1  -  e~s  +  e  ~s  -  e~3s  +  ■■■) 


1/1  e~s  e~2s  e“3s 


+ 

s  s 


+ 


-3 1 


e-1  + 


R\s  +  R/L  s  +  R/L  s  +  R/L  s  +  R/L 


+ 


Al  aplicar  la  forma  del  segundo  teorema  de  traslación  a  cada  término  de  ambas  series 
obtenemos 


1 


i(t)  =  -(1  -  °l L(t  -  1)  +  °) l{t  -  2)  -  %t  -  3)  +  •••) 
R 


-~{e~R‘/L 

Ry 


e-m-W^t  -  1)  +  -  2)  -  e-«('-3)/Hl (í  -  3)  +  ••■) 

o,  de  modo  equivalente, 

1  1  °° 

¿(0  =  ^(1  -  e-R,/L)  +  -2  (-!)"(!  -  ~  ")• 

R  R  n=\ 

Para  interpretar  la  solución  asumamos,  con  fines  ilustrativos,  que  R  =  1,  L  =  I  y  0  <  t 


<  4.  En  este  caso. 

¿(í)  =  I-éT'-O 

-  e‘-  ly °U(í  -  1)  +  (1  -  e~(t~2>)  °IL (t  -  2) 

1 

1 

^1 

OJ 

i 

UJ 

2\ 

en  otras  palabras, 

1.5 

í  1  -  <Tf, 

0  <  t  <  1 

1 

Kt)  =  < 

~e~‘  + 

1  <  t  <  2 

0.5 

1  -  e"‘  +  e~('-V  - 

(15) 

2  <  t  <  3 

0 

l-e-'  +  e-('-V  -  e-('-y  + 

3  <  t  <  4. 

0 

La  gráfica  de  i(t)  en  el  intervalo  0  <  /  <  4,  dado  en  la  figura  4.36,  se  obtuvo  con  ayuda  de  Figura  4.36  Gráfica  de  la  solución 


un  CAS. 


dada  en  (15) 


EJERCICIOS  4.4  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-9. 


Derivadas  de  transformadas 

En  los  problemas  del  1  al  8,  use  el  teorema  4.8  para  evaluar  la 
transformada  de  Laplace  dada. 


1. 

¿£{te~10'} 

2. 

i£{rV} 

3. 

i £  {r  eos  2r} 

4. 

!£{t  senh  3f} 

5. 

¡£  {í  senh  r¡ 

6. 

{r2cos  t] 

7. 

{te2' sen  6í} 

8. 

ÍS {te~3‘ eos  3?} 

En  los  ejercicios  del  9  al  14,  use  la  transformada  de  Laplace 
para  resolver  el  problema  de  valor  inicial  dado.  Consulte  la 
tabla  de  transformadas  de  Laplace  incluida  en  el  apéndice  III 
según  sea  necesario. 

9.  y'  +  y  =  t  sen  t,  y(0)  =  0 

10.  y'  -  y  =  te'  sen  t,  y(0)  =  0 

1 1 .  y"  +  9y  =  eos  3 1,  y(0)  =  2,  y'(0)  =  5 

12.  y"  +  y=  sen  t,  y(0)  =  1,  y'(0)  =  -1 
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13.  y"  +I6y  =/(f),  y(0)  =  O,  /(O)  =  1,  donde 

0  <  t  <  TT 
t  >  7T 

14.  y"  +  y=  f(t),  y(0)  =  1,  y’(0)  =  0,  donde 

OáK  77-/2 


m  = 


í  eos  4 1, 

lo. 


/(<)  = 


i'’ 

L  sen  í. 


t  ’  77-/2 


En  los  problemas  15  y  16,  use  una  herramienta  de  graficación 
para  trazar  la  solución  indicada. 

1 5.  y(t)  del  problema  13  en  el  intervalo  0  <  t  <  2tt 

16.  y(r)  del  problema  14  en  el  intervalo  0  <  /  <  3tt 

En  algunos  casos,  la  transformada  de  Laplace  puede  usarse 
para  resolver  ecuaciones  diferenciales  lineales  con  coeficientes 
de  variable  monomial.  En  los  problemas  17  y  18,  use  el  teore¬ 
ma  4.8  para  reducir  la  ecuación  diferencial  dada  a  una  ecuación 
diferencial  lineal  de  primer  orden  en  la  función  transformada 
Y(s)  =  !£  { y(t) } .  Resuelva  la  ED  de  primer  orden  para  Y(s)  y 
después  encuentre  y(t)  =  ££_1  { LCs) } . 

17.  ty"  -  y'  =  2 i2,  y(0)  =  0 

18.  2 y"  +  ty’  -  2y  =  10,  y(0)  =  y'(0)  =  0 


Transformadas  de  integrales 

En  los  problemas  del  19  al  30,  use  el  teorema  4.9  para  evaluar 


la  transformada  de  Laplace  dada 
transformar. 


19. 

^{1  *í3} 

20. 

21. 

£{e~ 

*  e'  eos  t } 

[  N 

22. 

23. 

eTdr  \ 

24. 

i  j 

0  ' 
í  ^ 

25. 

e~T  eos  t  dr  ( 

26. 

i  j 

0  ' 

t  ^ 

27. 

Te'~TdT  l 

28. 

i  j 
r 

°r  i 

29. 

*v. 

sen  r  drf 

n  J 

30. 

No  evalúe  la  integral  antes  de 


¿£{t2  *te’} 
iE{e2'  *  sen  t } 


En  los  problemas  del  3 1  al  34,  use  (8 )  para  evaluar  la  transfor¬ 
mada  inversa  dada. 


J 

r  1  \ 

J 

r  i  i 

3i.  ¿e-1 1 

ls(s  -  1)J 

32.  íg-1] 

U2(í-  i)J 

J 

í  1  \ 

J 

r  i  i 

33.  ¿r1] 

U3(s  -  1)J 

34.  ge-1] 

U(í  -  a)2) 

35.  La  tabla  incluida  en  el  apéndice  III  no  contiene  una  en¬ 
trada  para 


a)  Use  (4)  junto  con  los  resultados  obtenidos  en  (5) 
para  evaluar  esta  transformada  inversa.  Con  ayuda 
de  un  CAS,  evalúe  la  integral  de  convolución. 

b )  Examine  de  nuevo  su  respuesta  al  inciso  a).  ¿Podría 
haber  obtenido  el  resultado  de  otra  manera? 


36.  Use  la  transformada  de  Laplace  y  los  resultados  del  pro¬ 
blema  35  para  resolver  el  problema  de  valor  inicial 

y"  +  y  =  sen  t  +  t  sen  í,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0. 

Emplee  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  la 
solución. 


En  los  problemas  37  a  46,  use  la  transformada  de  Laplace  para  re¬ 
solver  la  ecuación  integral  o  la  ecuación  integrodiferencial  dada. 


37.  f(t)  + 


(í  -  t)/(t)í/t  =  t 


38.  f{t)  =  2t  -  4 


sen  t/(í  —  t)cIt 


39.  f(t)  =  te'  +  rf{t  —  r)dj 


40.  f{t)  +  2  /(t)cos(í  —  t)¿/t  =  4e  '  +  senr 


4L  f{t)  +  f{r)dT  =  1 


42.  f(t)  =  cosí  +  e  Tf(t  —  r)dr 


43.  /(/)  =  1  +  t  -  - 
3  J 


(t  -  í)3/(t)í/t 


44.  1  —  2/(í)  =  (eT  —  e  T)f(t  —  r)dr 
J o 


45.  y'(t )  =  1  —  senf 


y(r)dr,  y(  0)  =  0 


dy 

46.  —  +  6v(í)  +  9 
dt 


y(r)dT  =  1,  y(0)  =  0 


En  los  problemas  47  y  48,  resuelva  la  ecuación  (10)  sujeta  a  i(0) 
=  0  con  L,  R,  C  y  Eit)  como  está  dado.  Use  una  herramienta  de 
graficación  para  trazar  la  solución  en  el  intervalo  0  s  t  <  3. 

47.  L  =  0.1  h,  R  =  3  O,  C  =  0.05  f, 

E(t)  =  100{°lt(í-  1 )  —  °lt(í  —  2)] 

48.  L  =  0.005  h,  R  =  1  íl,  C  =  0.02  f, 

E(t)  =  100[f-(í-  l)°l!(í-  1)] 


Transformada  de  una  función 
periódica 

En  los  problemas  del  49  al  54,  use  el  teorema  4.10  para  encon¬ 
trar  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  periódica  dada. 


49. 

m 

i  - 

lili 

a  i  2a  i  3a  \  4a  \ 

-i  - 

Función  serpenteante 

Figura  4.37  Gráfica  para  el  problema  49 
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50. 


m 

i  - 


a  4  a  3  a  4a 

Onda  cuadrada 

Figura  4.38  Gráfica  para  el  probLema  50 


51. 


M 

a  -- 


b  2b  3b  4b 
Función  diente  de  sierra 
Figura  4.39  Gráfica  para  el  probLema  51 


52. 


53. 


M 

1  -- 


/YYVY, 

k  2  n  3 n  4 n 


2  n  3 n 

Rectificación  de  onda  completa  para  sen  t 
Figura  4.41  Gráfica  para  el  probLema  53 


54. 


m 

i  -- 


r\  r\  r 


2n  2n  4 n 

Rectificación  de  media  onda  para  sen  t 

Figura  4.42  Gráfica  para  el  probLema  54 


En  los  problemas  57  y  58,  resuelva  el  modelo  para  un  sistema 
resorte-masa  impulsado  con  amortiguamiento 

(¡  y  (¡\ 

m — y  +  /3 - b  kx  =  f(t),  A'(0)  =  0,  x'(0)  =  0, 

dr  dt 

donde  la  función  impulsora/es  como  se  especifica.  Use  una  he¬ 
rramienta  de  graficación  para  trazar  x(t)  en  el  intervalo  indicado. 

57.  m  =  2,  /3  =  1,  k  =  5, /es  la  función  serpenteante  descri¬ 
ta  en  el  problema  49  con  amplitud  de  10,  y  a  =  77,  0  <  t 
<  2n t. 

58.  m  =  1,  /8  =  2,  k  =  1,/es  la  onda  cuadrada  del  problema 
50  con  amplitud  de  5,  y  a  =  ir,  0  <  t  <  477. 


Problemas  de  análisis 


59.  Analice  cómo  se  puede  usar  el  teorema  4.8  para  encon¬ 
trar 


ST1 


s  -  3 
s  +  1 


}■ 


60.  La  ecuación  diferencial  de  Bessel  de  orden  n  —  0  es 

ty"  +  y'  +  ty  =  0.  En  la  sección  5.3  veremos  una  solución 
del  problema  de  valor  inicial  ty"  +  y'  +  ty  =  0,  y(0)  =  1, 
y'(0)  =  0  es  y  =  /,(/).  llamada  función  de  Bessel  de  la 
primera  especie  de  orden  v  =  0.  Use  el  procedimiento 
indicado  en  las  instrucciones  para  resolver  los  problemas 
17  y  18  y  mostrar  que 


W)} 


1 _ 

V7TT 


[Sugerencia:  Quizá  necesite  consultar  el  problema  46  en 
los  ejercicios  4.2.  También,  se  sabe  que  J0(0)  =  1 .] 


61 .  a)  Se  sabe  que  la  ecuación  diferencial  de  Laguerre 


ty"  +  (1  -  t)y'  +  ny  =  0 

posee  soluciones  polinomiales  cuando  n  es  un  en¬ 
tero  no  negativo.  Desde  luego,  estas  soluciones  se 
denominan  polinomiales  de  Laguerre  y  se  denotan 
mediante  Ln(t).  Encuentre  y  =  Ln{t),  para  n  =  0,  1,  2, 
3,  4  sabiendo  que  L„(0)  =  1. 

b)  Demuestre  que 


donde  Y(s)  =  !£{y }  y  y  =  Ln(t)  es  una  solución  poli- 
nomial  de  la  ED  del  inciso  a).  Concluya  que 


4« 


e^d^ 

n\  df 


fe-'. 


n  =  0,  1,2,  .... 


En  los  problemas  55  y  56,  resuelva  la  ecuación  (12)  sujeta  a  i(0) 
=  0  con  E(t)  como  está  dado.  Use  una  herramienta  graficadora 
para  trazar  la  solución  en  el  intervalo  0st<4  para  el  caso  de 
L=lyR=  1. 

55.  E(t)  es  la  función  serpenteante  del  problema  49  con  am¬ 
plitud  1  y  a  =  1 . 

56.  E(t)  es  la  función  diente  de  sierra  del  problema  5 1  con 
amplitud  1  y  b  =  1 . 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

62.  En  este  problema  se  le  conducirá  por  los  comandos  de 
Mathematica  que  le  permitirán  obtener  la  transforma¬ 
da  simbólica  de  Laplace  de  una  ecuación  diferencial  y 
la  solución  del  problema  de  valor  inicial  al  encontrar 
la  transformada  inversa.  En  Mathematica,  la  transfor¬ 
mada  de  Laplace  de  una  función  y{t)  se  obtiene  usan¬ 
do  LaplaceTransform  [y[t],  t,  s].  En  la  línea  dos  de  la 
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sintaxis,  reemplace  LaplaceTransform  [y[t],  t,  s]  por 
el  símbolo  Y.  (Si  usted  no  tiene  Mathematica,  entonces 
adapte  el  procedimiento  dado  para  encontrar  la  sintaxis 
correspondiente  en  el  CAS  que  tenga  a  la  mano.) 
Considere  el  problema  de  valor  inicial 
y"  +  6/  +  9y  =  t  sen  t,  y(0)  =  2,  y'( 0)  =  -1. 

Reproduzca  el  problema  de  manera  precisa  y  des¬ 
pués,  a  su  debido  tiempo,  ejecute  cada  línea  en  la 
secuencia  de  comandos  dada.  Copie  el  resultado  a 
mano  o  imprímalo. 

diffequat  =  y"[t]  +  6y'[t]  +  9y[t]  =  =  t  Sin[t] 
transformdeq  =  LaplaceTransform  [diffequat,  t,  s]/. 
[y[0]  -  >  2,  y'[0]  -  >  -1, 

LaplaceTransform  [y[t],  t,  s]  -  >  Y} 
soln  =  Solve[transformdeq,  Y]  //  Flatten 
Y  =  Y/,  soln 

InverseLaplaceTransform[Y,  s,  t] 


63.  Modifique  de  manera  apropiada  el  procedimiento  del 
problema  62  para  encontrar  una  solución  de 

y'"  +  3 y'  -  4 y  =  0,  y( 0)  =  0,  y'( 0)  =  0,  y"(0)  =  1. 

64.  La  carga  q(t)  de  un  capacitor  instalado  en  un  circuito  LC 
en  serie  está  dada  por 

+q  =  l-4%(í-'7r)  +  6°l(,(í-377),  q( 0)  =  0,  <?'(())  =  0. 

Modifique  de  manera  apropiada  el  procedimiento  del 
problema  62  para  encontrar  q(t).  Grañque  la  solución. 


4.5  La  función  delta  de  Dirac 


y 

1/2  a- 

i  i 

i  i 

i  i 

i  i 

t0~a  t0  t0  +  a 

a) 

y 

i — i 

ro 

tí)  Comportamiento  de  <5^  cuando  a  — »  0 

Figura  4.43  Impulso  unitario 


■  Introducción  Justo  antes  del  apartado  Comentarios  incluido  en  la  página  205  indi¬ 
camos,  como  una  consecuencia  inmediata  del  teorema  4.5,  que  F(s)  =  1  no  puede  ser  la 
transformada  de  Laplace  de  una  función /continua  por  tramos  en  [0,  oo)  y  de  orden  ex¬ 
ponencial.  En  el  siguiente  análisis  vamos  a  presentar  una  función  muy  diferente  a  las  que 
usted  ha  estudiado  en  cursos  previos.  Veremos  que,  de  hecho,  existe  una  función,  o  más 
precisamente,  una  función  generalizada,  cuya  transformada  de  Laplace  es  F(s)  =  1 . 


■  Impulso  unitario  Los  sistemas  mecánicos  trabajan  muchas  veces  bajo  una  fuerza 
externa  (o  fem  en  un  circuito  eléctrico)  de  magnitud  mayor  que  actúa  sólo  durante  un 
periodo  muy  corto.  Por  ejemplo,  un  relámpago  puede  hacer  vibrar  el  ala  de  un  avión,  o 
una  masa  sujeta  a  un  resorte  puede  recibir  un  fuerte  impacto  con  la  cabeza  de  un  martillo, 
una  pelota  (de  béisbol,  golf  o  tenis)  puede  lanzarse  hacia  las  alturas  por  un  golpe  violento 
dado  con  algún  tipo  de  palo  (bat  de  béisbol,  palo  de  golf,  raqueta  de  tenis).  La  gráfica  de  la 
función  definida  por  tramos 

0  <  t  <  t0  —  a 

t0  —  a  ^  t  <  t0  +  a  (1) 

t  >  íg  +  a. 


sa{t  - 10)=  < 


o, 

J_ 

2a’ 

0, 


a  >  0,  í0  >  0,  mostrada  en  la  figura  4.43a),  serviría  como  un  modelo  para  una  fuerza  de 
tal  tipo.  Para  un  valor  pequeño  de  a,  8 a(t  -  t0)  es  esencialmente  una  función  constante  de 
gran  magnitud  que  está  “activa”  durante  un  periodo  muy  corto,  alrededor  de  t0.  El  com¬ 
portamiento  de  Sa(t  -  t0)  cuando  a  — >  0  se  ilustra  en  la  figura  4.43A).  La  función  8a(t  -  t0 ) 
se  denomina  impulso  unitario  puesto  que  posee  la  propiedad  de  integración  J?°5a(í  -  t0) 
dt  =  1. 


M  Función  delta  de  Dirac  En  la  práctica,  resulta  conveniente  trabajar  con  otro  tipo  de 
impulso  unitario,  una  “función”  que  aproxime  8a(t  - 10)  y  esté  definida  por  el  límite 


8(t  -  t0)  =  lím  8a(t  -  t0).  (2) 

La  última  expresión,  que  no  es  en  absoluto  una  función,  se  puede  caracterizar  por  dos 
propiedades 


0  S(f  - 10) 


í  oo,  t  =  t0 
1  0,  t  +  t0 


y 


a ) 


8(t  - 10)  dt  =  1. 
■'o 
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El  impulso  unitario  8(t  - 10)  se  denomina  función  delta  de  Dirac. 

Es  posible  obtener  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  delta  de  Dirac  mediante 
el  supuesto  formal  de  que  2£  {8(t  -  f0)}  =  límM0  ^  {Sa(í  -  t0)}. 


Demostración  Para  comenzar,  podemos  escribir  8a(t  -  í0)  en  términos  de  la  función  es¬ 
calón  unitario  por  virtud  de  (1 1)  y  (12)  de  la  sección  4.3: 


8Á?  ~  t0)  =  ^[°U(í  -  (í0  -  a))  -  °1 l(t  -  (t0  +  a))]. 

Con  base  en  la  linealidad  y  en  (14)  de  la  sección  4.3,  la  transformada  de  Laplace  de  esta 
última  expresión  es 


m(f  -  k)} 


i  re-«fc-«) 


2a  L  s 


e-s(t„+a) 


S 


(4) 


Puesto  que  (4)  tiene  la  forma  indeterminada  0/0  cuando  a  — »  0,  aplicamos  la  regla  de 
L  Hópital: 

f  esa  _  e~sa 

£{8(t  -  í0)}  =  lím  í£{Sfl(í  -  ?0)}  =  e~s,°  lím  í - - - 

a—>0  a—> 0  \  ZSCl 

Ahora,  cuando  t0  =  0,  parece  factible  concluir  con  base  en  (3)  que 


¿E{8(t)}  =  1. 


El  último  resultado  enfatiza  el  hecho  de  que  8(t)  no  es  el  tipo  usual  de  función  que  hemos 
estado  considerando,  pues  a  partir  del  teorema  4.5  esperamos  que  !£  {f(t) }  —>  0  cuando 
s  — >  oo. 


Ejemplo  1  Dos  problemas  de  valor  inicial 

Resuelva  y"  +  y  =  45  (í  -  2 tt)  sujeto  a 


a)  y(0)  =  1,  y'(0)  =  0 


b)  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0. 


Los  dos  problemas  de  valor  inicial  podrían  servir  como  modelos  para  describir  el  movimien¬ 
to  de  una  masa  localizada  en  un  resorte  que  se  mueve  en  un  medio  cuyo  amortiguamiento 
es  de  magnitud  insignificante.  Cuando  t  =  2tt  la  masa  recibe  un  fuerte  golpe.  En  a),  la 
masa  se  libera  del  reposo  desde  una  unidad  por  debajo  de  la  posición  de  equilibrio.  En 
b),  la  masa  está  en  reposo  en  la  posición  de  equilibrio. 

Solución  a)  De  (3),  la  transformada  de  Laplace  de  la  ecuación  diferencial  es 

4e-2™ 


í2L(í)  -  s  +  L(í)  =  Ae1™  o  Y(s)  = 


i2  +  1 


í2  +  l- 


Mediante  la  forma  inversa  del  segundo  teorema  de  traslación,  encontramos 
y(t)  =  eos  t  +  4  sen(í  -  2t7)°1í,(?  -  2-7T). 

Puesto  que  sen(í  -  2 ir)  =  sen  t,  la  solución  anterior  se  puede  escribir  como 


y{t)  = 


j  eos  t, 
Icos  t 


0  <  t  <  2tt 
+  4  sen  t,  t  >  277. 


(5) 
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Figura  4.44  La  masa  recibe  un 
golpe  cuando  t  =  2tt 


En  la  figura  4.44,  vemos  que  a  partir  de  la  gráfica  trazada  para  (5),  la  masa  está  exhi¬ 
biendo  un  movimiento  armónico  simple  hasta  que  recibe  un  golpe  en  t  =  2  ir.  La  influen¬ 
cia  del  impulso  unitario  es  para  incrementar  la  amplitud  de  la  vibración  a  V  1 7  cuando 
t  >  2  TT. 


b )  En  este  caso,  la  transformada  de  la  ecuación  es  simplemente 


4e~Zm 

7T? 


y  así 


y(t)  =  4  sen(?  -  2i7)°li,(t  -  2-tt) 


fO,  0  <(<  2v 

\4senr,  t  >  2tt. 


A  A 


_1 --  2 n 

\J 

Figura  4.45  No  hay  movimiento 
hasta  que  la  masa  recibe  un  golpe 
cuando  t  =  2tt 


La  gráfica  de  (6)  ilustrada  en  la  figura  4.45  muestra,  como  podría  esperarse  a  partir  de  las 
condiciones  iniciales,  que  la  masa  no  exhibe  movimiento  sino  hasta  que  recibe  un  golpe 
cuando  t  =  2 ir.  □ 


Comentarios 


0  Si  8(t  - 10)  fuera  una  función  en  el  sentido  usual,  entonces  la  propiedad  i)  en  la  página 
225  podría  implicar  que  /“8(f  -  t0)  di  =  0  en  lugar  de  J"“S(f  -  í0)  dt  =  1.  Dado  que 
la  función  delta  de  Dirac  no  se  “comporta”  como  una  función  ordinaria,  aun  cuando 
quienes  la  usaron  produjeron  resultados  correctos,  en  un  principio  los  matemáticos  la 
recibieron  con  gran  desdén.  Sin  embargo,  en  la  década  de  1940,  el  matemático  francés 
Laurent  Schwartz,  en  su  libro  La  Théorie  de  Distribution  le  otorgó  fundamentos  sóli¬ 
dos  a  la  controversial  función  de  Dirac,  lo  cual,  a  su  vez,  condujo  a  una  rama  de  las 
matemáticas  completamente  nueva  conocida  como  la  teoría  de  las  distribuciones  o 
funciones  generalizadas.  En  esta  teoría,  (2)  no  es  una  definición  aceptada  de  S(t  - 10), 
ni  se  habla  tampoco  de  una  función  cuyos  valores  sean  oo  o  0.  Aunque  ya  no  se  abunde 
más  sobre  este  tema,  basta  con  decir  que  la  función  delta  de  Dirac  es  mejor  caracteriza¬ 
da  por  sus  efectos  sobre  otras  funciones.  Si/es  una  función  continua,  entonces 

(7) 

puede  tomarse  como  la  definición  de  8(t  -  t0).  Este  resultado  se  conoce  como  propie¬ 
dad  de  tamizado  porque  8(t  -  í0)  tiene  el  efecto  de  dispersar  el  valor  de/(f0)  fuera  del 
conjunto  de  valores  de/en  [0,  oo).  Observe  que  la  propiedad  ii )  (con  f(t)  =  1)  y  (3)  (con 
f(t)  =  e~st)  son  consistentes  con  (7). 

ii)  En  el  apartado  Comentarios  de  la  sección  4.2  indicamos  que  la  función  de  trans¬ 
ferencia  de  una  ecuación  diferencial  lineal  general  de  n-ésimo  orden  con  coeficientes 
constantes  es  W(s)  =  1  /P(s),  donde  P(s)  =  ansn  +  an_lsn~1  +  ■  ■  ■  +  a0.  La  función  de 
transferencia  es  la  transformada  de  Laplace  de  la  función  w(f),  llamada  función  peso 
de  un  sistema  lineal.  Pero  w(t)  se  puede  caracterizar  en  términos  del  análisis  que  se  esté 
realizando.  Por  simplicidad,  consideremos  un  sistema  lineal  de  segundo  orden  en  el 
cual  la  entrada  sea  un  impulso  unitario  cuando  t  =  0: 

a2y"  +  «i  y'  +  a0  y  =  8(t),  v(0)  =  0,  y'(0)  =  0. 

Al  aplicar  la  transformada  de  Laplace  y  usando  ££!{S(f)}  =  1  se  muestra  que  la  trans¬ 
formada  de  la  respuesta  y  es,  en  este  caso,  la  función  de  transferencia 

JtO  =  — - — - —  =  M/(-s)  y si  y  =  ^“‘í  A |  =  w(í). 

a2s  +  a{s  +  a0  P{s) 


Con  base  en  esto  podemos  ver,  en  general,  que  la  función  de  peso  y  =  w{t)  de  un 
sistema  lineal  de  n-ésimo  orden  es  la  respuesta  de  estado  cero  del  sistema  a  un  impulso 
unitario.  Por  esta  razón,  w(t)  se  denomina  también  respuesta  de  impulso  del  sistema. 
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EJERCICIOS  4.5 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-10. 


En  los  problemas  del  1  al  12,  use  la  transformada  de  Laplace 
para  resolver  la  ecuación  diferencial  dada  sujeta  a  las  condicio¬ 
nes  iniciales  que  se  indican. 

1.  y'  —3y  =  8(t  -  2),  y(0)  =  0 

2.  y'  +  y  =  S(t-  1),  y(0)  =  2 

3.  y"  +y  =  8(t  -  2if),  y(0)  =  0,  /(O)  =  1 

4.  y"  +  1 6y  =  8(t  -  2 ir),  >(0)  =  0,  y'(0)  =  0 

5.  y"  +  y  =  8(t  -  tt/ 2)  +  8(t  -  3tt/2),  y(0)  =  0,  v'(0)  =  0 

6.  y"  +  y  =  8(t  -  2 ir)  +  8(t  -  4t r),  y(0)  =  1,  y'(0)  =  0 

7.  y"  +  2v'  =  8(t-  1),  y(0)  =  0,  /(O)  =  1 

8.  y"  -  2y’  =  1  +  8(t  -  2),  y(0)  =  0,  y'(0)  =  1 

9.  y"  +  4 y’  +  5 y  =  8{1  -  2ir),  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0 

1 0.  y"  +  2y'  +  y  =  8(t  -  1),  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0 

11.  y"  +  4y'  +  13y  =  8(t-  tt)  +  8(t-  37t),  y(0)  =  l,y'(0)  =  0 

12.  y"  -  7y'  +  6y  =  e’  +  8{t -  2)  +  8(t -  4),  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0 

1 3.  Una  viga  uniforme  de  longitud  L  soporta  una  carga  con¬ 
centrada  w0  en  x  =  LI2.  La  viga  está  empotrada  en  su 
extremo  izquierdo  y  libre  en  el  derecho.  Use  la  trans¬ 
formada  de  Laplace  para  determinar  la  deflexión  y(jc)  a 
partir  de 


El 


d4y 

17  =  * 


donde  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0,  y"(L)  =  0  y  y"'(L)  =  0. 


1 4.  Resuelva  la  ecuación  diferencial  dada  en  el  problema  1 3 
sujeta  a  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0,  y (L)  =  0,  y'(L)  =  0  En  este 
caso,  la  viga  está  empotrada  en  ambos  extremos.  Vea  la 
figura  4.46. 


1 


w0 


V 


- 1 - 


I 


1 


Figura  4.46  Viga  para 
el  problema  14 


Problemas  de  análisis 

15.  Alguien  le  dice  a  usted  que  las  soluciones  de  los  dos 
problemas  de  valor  inicial 

y"  +  2y'  +  lOy  =  0,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  1 

y  y"  +  2 y'  +  lOy  =  S(f),  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0 

son  exactamente  las  mismas.  ¿Está  usted  de  acuerdo  o  en 
desacuerdo?  Defienda  su  respuesta. 


4.6  Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales 

lineales  , 


I  Introducción  Cuando  las  condiciones  iniciales  están  especificadas,  la  transforma¬ 
da  de  Laplace  se  reduce  de  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  con  coefi¬ 
cientes  constantes  a  un  conjunto  de  ecuaciones  algebraicas  simultáneas  en  las  funciones 
transformadas. 

I  Resortes  acoplados  En  nuestro  primer  ejemplo  resolvimos  el  modelo 

ííq.r"  =  -klxl  +  k2(x2  -  xt) 
m2x2  =  ~k2{x2  -  xx) 

que  describe  el  movimiento  de  dos  masas  mt  y  m2  en  el  sistema  de  resorte  acoplado  que 
ilustra  la  figura  3.58  de  la  sección  3.1 1. 


Ejemplo  1  Ejemplo  4  de  la  sección  3.11  vuelto  a  tratar 

Use  la  transformada  de  Laplace  para  resolver 

x![  +  lO*!  -  \x*,  =  0 

(2) 

4x¡  +  xf2  +  4x2  =  0 

sujeto  a  jqfO)  =  0,  x¡(0)  =  1,  x2(0)  =  0,  xj(0)  =  -1.  Este  es  el  sistema  (1)  con  kl  =  6, 
k2  =  4,  ml  =  1  y  m2  =  1. 

Solución  La  transformada  de  cada  ecuación  es 

-  5X^0)  -  x/(0)  +  lOlíjO)  -  4 X2(s)  =  0 
-4-Xj(j)  +  s2X2(s)  -  sx2(0)  -  x2(0)  +  4 X2(s)  =  0, 


4.6  Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  lineales 
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donde  X^s)  =  !£  (jc^í) }  y  X2(s)  =  !£  {x2(t) } .  El  sistema  anterior  es  lo  mismo  que 

(s2  +  IO)Xj(í)  -  4X2(s)=1 

-4Xi(s)  +  (s2  +  4)X2(s)  =  -\. 

Al  resolver  (3)  para  X/.v)  y  usar  fracciones  parciales  en  el  resultado  se  tiene 


(s2  +  2  )(s2  +  12) 


1/5  6/5 

í2  +  2  í2  +  12’ 


(3) 


y,  por  lo  tanto. 


,lW  -  +^=2-{^i 

1W  5  l  ,s2  +  2  J  5  !  U2+12j 


Vi  ^  V3  „  _ 

= - senV2r  H - sen2v3í. 

10  5 


Al  sustituir  la  expresión  por  X^s)  en  la  primera  ecuación  de  (3)  se  obtiene 

s2  +  6  2/5  3/5 


*2(í)  =  - 


(s“  +  2  )(s2  +12)  s2  +  2  s2  +  12 


x2(f)  5 


U2  +  2j  5  U2  +  12  J 


V2  ^  V3  „  ^ 

=  — —  sen  V2 1 —  sen  2V3 1. 


Por  último,  la  solución  para  el  sistema  (2)  dado  es 

V2  _  V3  ^ 
x^r)  =  — —  senV2f  H — —  sen2V3f 

/x  V2  ^  V3  ^ 

jc2(í)  = - senV2r - sen2V3í. 

w  5  10 


(4) 


La  solución  (4)  es  la  misma  que  la  obtenida  en  (14)  de  la  sección  3.11. 


Redes  En  la  expresión  (18)  de  la  sección  2.9  vimos  que  las  corrientes  ix(t)  e  i2(t)  mostradas 
en  la  red  que  contiene  el  inductor,  el  resistor  y  el  capacitor  de  la  figura  4.47  estaban  regidas 
por  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 


di  i 

L  — -  +  Ri2  =  E(t ) 
dt 

di2 

RC — -  +  ii  —  i,  =  0. 
dt 

Resolvemos  este  sistema  mediante  la  transformada  de  Laplace  del  siguiente  ejemplo. 


(5) 


Ejemplo  2  Red  eLéctrica 

Resuelva  el  sistema  dado  en  (5)  bajo  las  condiciones  E(t)  =  60  V,  L  =  I  h.  R  =  50  SI,  C  = 
10-4  f,  considerando  que  las  corrientes  /)  e  i2  son  inicialmente  cero. 
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Solución  Debemos  resolver 


di  i 

—  +  50í2  =  60 
dt 


.  din 

50(10-)^ 


+  h  *  h  ~  0 


sujeta  a  íj(0)  =  0,  ¿2(0)  =  0. 

Cuando  se  aplica  la  transformada  de  Laplace  a  cada  ecuación  del  sistema  y  se  sim¬ 
plifica  resulta 


.s7,0)  +  50/,O)  =  — 

s 

-200 /jO)  +  O  +  200)72(í)  =  0, 

donde  7, (.s)  =  ¿£{íj(í)}  e  I2(s)  =  £S{ /,(?)}•  Al  resolver  el  sistema  para  Ix  e  I2  y  descom¬ 
poner  los  resultados  en  fracciones  parciales  se  tiene 

_  605  +  12  000  _  6/5  _  6/5 _ 60_ 

*S'  ~  s{s  +  100)2  í  s  +  100  0  +  !00)2 

_  12  000  _  6/5  _  6/5 _ 120 

2  5  ~~  s(s  +  100)2  í  i+  100  0  +  100)2' 

Al  tomar  la  transformada  inversa  de  Laplace,  encontramos  que  las  corrientes  son 


Ut)  =  -  -  V100í  -  60 te-100' 

1W  5  5 

i2(t)  =  --  -e-1001  -  \20te-100'. 

2W  5  5 


Observe  que  tanto  !j(?)  como  Ut)  del  ejemplo  2  tienden  hacia  el  valor  E/R  =  f  cuan¬ 
do  t  —¥  oo.  Además,  como  la  corriente  que  atraviesa  el  capacitor  es  i3(t)  =  ;j(í)  -  i2(t)  = 
60 íe_100!,  observamos  que  ¿3(?)  — >  0  cuando  t  — >  oo. 

■  Péndulo  doble  Tal  como  ilustra  la  figura  4.48,  un  péndulo  doble  oscila  en  un  plano 
vertical  debido  a  la  influencia  de  la  gravedad.  Para  desplazamientos  pequeños  0U)  y  02(í), 
se  puede  demostrar  que  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  que  describe  el  movimiento 
es 


( ml  +  m^l^O"  +  m2l1l2d2  +  (ml  +  m2)llgdl  =  0 

m2l202  +  m2l xl2d"  +  m2l2g02  =  0.  ^  ^ 

Como  se  indica  en  la  figura  4.48,  0,  se  mide  (en  radianes)  desde  una  línea  vertical  que  se 
extiende  hacia  abajo  a  partir  del  eje  del  sistema,  y  d2  se  mide  desde  una  línea  vertical  que 
se  extiende  hacia  abajo  a  partir  del  centro  de  la  masa  La  dirección  positiva  es  hacia  la 
derecha  y  la  negativa  hacia  la  izquierda. 


Ejemplo  3  Péndulo  doble 

Se  deja  como  ejercicio  completar  los  detalles  mediante  la  transformada  de  Laplace  para 
resolver  el  sistema  (6)  cuando  ml  =  3,  m2  =  1,  Zt  =  Z2  =  16,  0i(O)  =  1,  02(O)  =  -1,  0/(0) 
=  0  y  02'(O)  =  0.  Debe  encontrarse  que 


0M 

m 


—eos — -^t  H — cos2í 

4  V3í  4 

1  2  3 

—  eos — n=t - eos  2 1. 

2  V3  2 


(7) 
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Con  ayuda  de  un  CAS,  se  obtuvieron  las  posiciones  de  las  dos  masas  en 
t  =  0  y  en  los  momentos  siguientes  que  se  muestran  en  la  figura  4.49. 
Vea  el  problema  21  en  los  ejercicios  4.6. 


Figura  4.49  Posiciones  de  las  masas  en  diferentes  momentos 


EJERCICIOS  4.6  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-10. 


En  los  problemas  del  1  al  12,  use  la  transformada  de  Laplace 
para  resolver  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  dado. 


dx 

Jt=~X  +  y 

2. 

dx 

—  =  2y  +  e' 
dt 

3 

II 

dy 

—  =  8x  -  t 
dt 

x(0)  =  0,  y(0)  =  1 

x(0)  =  1,  y(0)  =  1 

dx 

t¡rx~2y 

4. 

dx  dy 

—  +  3x  +  —  =1 
dt  dt 

dy  s 

j,  5x~y 

dx  dy 

- —  x  H - y  =  e' 

dt  dt 

x(0)  =  -1,  y(0)  =  2 

x(0)  =  0,  y(0)  =  0 

dx  dy 

2 - h  —  -  2x  =  1 

dt  dt 

6. 

dx  dy 

- l-x - Ly  =  0 

dt  dt 

dx  dy 

—  +  -f -3x-3y  = 
dt  dt 

2 

dx  dy 

—  +  -f  +  2y  =  0 
dt  dt 

x(0)  =  0,  y(0)  =  0 

x(0)  =  0,  y(0)  =  1 

d2x 

— y  +  x -y  =  0 
dt2 

8. 

d2x  dx  dy 

—y  +  —  +  —  =  0 

dr  dt  dt 

d2y 

— V  +  v  -x  =  0 
dt2  y 

d2y  dy  dx 

-4  +  —  -  4—  =  0 

dt 2  dt  dt 

x(0)  =  0,  x'(0)  =  -2 

x(0)  =  1,  x'(0)  =  0, 

>•(0)  =  0,  y'(0)  =  1 

3,(0)  =  -1,  /(0)  =  5 

cFx  d2y 

—  H — -  =  r 
dt2  dt2 

10. 

dx  d3y 

—  -  4x  +  — r  =  6  sen  t 
dt  dr 

d2x  d2y 

— r - 7=4 1 

dr  dr 

dx  d3y 

—  +  2x-2^y  =  0 
dt  dr 

x(0)  =  8,  x'(0)  =  0, 

x(0)  =  0,  y(0)  =  0, 

y(0)  =  0,  /(0)  =  0 

y'(0)  =  0,  y"(0)  =  0 

d2x 


dy 


11.  —  +  3  —  +3y  =  0 
dt2  dt 

d2x 

~dt2  +  3y  =  te~ 
x(0)  =  0,  x'(0)  =  2, 
y(0)  =  0 


12.  —  =  4x-2y  +  2í3ll(r- 1) 

dt 

dy 

—  =  3x-y  +  °ll(í  -  1) 
dt 

*(0)=  0,  y(0)  =  i 


13.  Resuelva  el  sistema  (1)  cuando  kx  =  3,  k2  =  2,  m¡  =  1,  m2 
=  1  y  jcj(0)  =  0,  xj(0)  =  1,  x2(0)  =  1,  x2(0)  =  0. 

14.  Derive  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  descritas 
por  el  movimiento  vertical  en  línea  recta  de  los  resortes 
acoplados  en  equilibrio  que  muestra  la  figura  4.50.  Use  la 
transformada  de  Laplace  para  resolver  el  sistema  cuando 
k\  =  1  ,k2=  1,  k3  =  1,  m1  =  1,  m2  =  1  y  x^O)  =  0,  x/(0) 
=  -l,x2(0)  =  0,  x2'(0)  =  1. 


Figura  4.50  Resortes  acoplados,  problema  14 
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1 5.  a)  Muestre  que  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 
para  las  corrientes  i2(t)  e  z'3(f)  presentes  en  la  red  eléc¬ 
trica  mostrada  en  la  figura  4.5 1  es 

Lj  ^  +  Ri2  +  Ri3  =  E(t ) 
dt 

L1(hl+  Ri2  +  Ri3  =  E(t). 
dt 

b )  Resuelva  el  sistema  dado  en  el  inciso  a)  si  R  =  5  íl, 
Lx  =  0.01  h,  L2  =  0.0125  h,  E  =  100  V,  i2( 0)  =  0  e 
¿3(0)  =  0. 

c)  Determine  la  corriente  i, (r). 


rriente  ¿3(í)  de  la  red  eléctrica  mostrada  en  la  figura 
4.53  es 

da  1  _  .  . 

Rl  ht  +  c  q  +  Ríh  _  £  f 

é/z3  1 

+s*“c?’°- 


fe)  Encuentre  la  carga  presente  en  el  capacitor  cuando 
L  =  1  h,  Rx  =  1  íl,  R2  =  1  íl,  C  =  1  f, 


E(t) 


jo. 

Í50e  , 


0  <  t  <  1 

t  >  r 


Figura  4.53  Red  para 
el  probLema  20 


16.  a)  En  el  problema  12  de  los  ejercicios  2.9  se  le  pidió 
demostrar  que  las  comentes  i2(t)  e  z3(í)  ilustradas  en 
la  red  eléctrica  de  la  figura  4.52  satisfacen 

di-,  di, 

ly,  +  L*  +  R'h~  E{,) 


di-,  di,  1 
—R,  — -  +  /?•>  — -  +  —u  =  0. 
1  dt  -  dt  C 


Resuelva  el  sistema  si  R ,  =  10  íl,  R-,  =  5  íl,  L  =  1  h, 
C  =  0.2  f, 


f  120,  0  <  t  <  2 

lO,  t>  2’ 


¿2(0)  =  0  e  ¿¿O)  =  0. 
fe)  Determine  la  comente  rj(í). 


Figura  4.52  Red  para 
el  probLema  16 


1 7.  Resuelva  el  sistema  dado  en  la  expresión  ( 17)  de  la  sec¬ 
ción  2.9  cuando  Rx  =  6  íl,  R2  =  5  íl,  Lx  =  1  h,  L2  =  1  h, 
E(t)  =  50  sen  t  V,  ¿2(0)  =  0  e  i3( 0)  =  0. 

18.  Resuelva  (5)  cuando  E  =  60  V,  L  =  ¿ ,  R  =  50  fl,  C  = 
10-4  f,  zj(0)  =  0  e  í2(0)  =  0. 

1 9.  Resuelva  (5)  cuando  E  =  60  V,  L  =  2  h,  R  =  50  íl,  C  = 
10-4  f,  zj(0)  =  0  e  i2( 0)  =  0. 

20.  a)  Muestre  que  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 

para  la  carga  q{t)  presente  en  el  capacitor  y  la  co- 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

21.  a)  Use  la  transformada  de  Laplace  y  la  información  del 
ejemplo  3  para  obtener  la  solución  (7)  del  sistema 
dado  en  (6). 

fe)  Use  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  las 
gráficas  de  0¡(t)  y  02(t)  en  el  plano  td.  ¿Qué  masa 
tiene  los  desplazamientos  extremos  de  mayor  mag¬ 
nitud?  Con  las  gráficas,  estime  el  primer  momento 
en  que  cada  masa  pasa  por  la  posición  de  equilibrio. 
Analice  si  el  movimiento  de  los  péndulos  es  perió¬ 
dico. 

c)  Como  ecuaciones  paramétricas,  grafique  0x(t)  y 
02(t)  en  el  plano  0xd2.  La  curva  definida  por  estas 
ecuaciones  paramétricas  se  denomina  curva  de 
Lissajous. 

d)  La  posición  de  las  masas  cuando  t  =  0  está  dada  en 
la  figura  4.49a).  Observe  que  hemos  usado  1  radián 
~  57.3°.  Use  una  calculadora  o  alguna  aplicación 
computacional  para  hacer  tablas  y  elabore  una  tabla 
de  valores  para  los  ángulos  6X  y  d2  para  t  =  1,2,..., 
10  segundos.  Después,  grafique  las  posiciones  de 
las  dos  masas  en  esos  tiempos. 

é)  Use  un  CAS  para  encontrar  el  primer  momento  en 
que  í?j(r)  =  02(t)  y  calcule  el  valor  angular  corres¬ 
pondiente.  Trace  las  posiciones  de  las  dos  masas  en 
esos  tiempos. 

/)  Utilice  un  CAS  para  trazar  también  las  líneas  apro¬ 
piadas  y  simular  las  barras  del  péndulo  en  la  figura 
4.49.  Use  la  capacidad  de  animación  de  su  siste¬ 
ma  para  hacer  una  “película”  del  movimiento  del 
péndulo  doble  desde  t  =  0  hasta  t  =  10  usando  un 
incremento  de  tiempo  de  0.1.  [Sugerencia:  Exprese 
las  coordenadas  (xjjt),  DhW)  y  0c2(t),  y2(t))  de  las 
masas  mx  y  m2,  respectivamente,  en  términos  de 

0i(O  y  02(Ü-] 
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EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  4 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares 
seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-10. 


En  los  problemas  1  y  2,  use  la  definición  de  la  transformada  de  23.  Si  X{f(t)}  =  F(s)  y  k  >  0,  entonces  X { e“'f(t  -  k) 
Laplace  para  encontrar  X  {/(f) } .  Q\i(t  _  k) }  = _ . 


0  <  t  <  1 
t  ■  1 


(  0,  0  <  t  <  2 

2.  f(t)  =  <  1,  2  <  t  <  4 
lo,  í>4 

En  los  problemas  del  3  al  24,  llene  los  espacios  en  blanco  o  res¬ 
ponda  verdadero  o  falso. 


24. 


mientras  que 


En  los  problemas  del  25  al  28,  use  la  función  escalón  unitario  y 
anote  una  ecuación  para  cada  gráfica  en  términos  de  la  función 
y  =  f(t )  cuya  gráfica  está  dada  en  la  figura  4.54. 


3.  Si /no  es  continua  por  tramos  en  [0,  oo),  entonces  no 

existirá  i£,  {/(í)}. _ 

4.  La  función /(í)  =  (V)'°  no  es  de  orden  exponencial. _ 

5.  F(s)  =  s2/(s2  +  4)  no  es  la  transformada  de  Laplace  de 

una  función  continua  por  tramos  y  de  orden  exponen¬ 
cial.  _ 


Figura  4.54  Gráfica  para 
los  problemas  del  25  al  28 


6. 

7. 

9. 

11. 

13. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 


Si  ££{/(/)}  =  F(s)  y  ££{g(?)}  =  G(s),  entonces 
¿t1{F(s)G(s)}  =f(t)g(t).  _ 

2  {e~7'}  = _  8.  X  [te-1'}  = _ 

££{sen2f}= _  10.  X  {e-3'  sen  2t]  = _ 


££{fsen2?}= _ 12.  ££{sen  2t°U,(t- ir)}  = 


'£  '  {  LV  +  «vi  - 

X  {e~51}  existe  para  s  > _ . 

Si  X  {/(?)}  =  F(s),  entonces  X{teStf(t)}  = 


25. 


7 


?o 


Figura  4.55  Gráfica 
para  el  problema  25 


27. 


Figura  4.57  Gráfica 
para  el  problema  27 
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28. 


36.  y'  -  5y  =  f(t),  donde 


ft2,  0  <  t  <  1 
=  <  ,  y(0)  =  1 

lo,  r  >  1  y 


m 

37.  y'(t)  =  eos  t  + 


y(j)  cos(í  -  t)  í/t,  y(0)  =  1 


38. 


~T)dT=  Ó/3 


Figura  4.58  Gráfica  para  el  probLema  28 

En  los  problemas  del  29  al  32,  exprese/en  términos  de  funcio¬ 
nes  escalón  unitario.  Encuentre  !£  {/(?)}  y  {e'f(t)}. 

29. 


m 

i  -- 


Figura  4.59  Gráfica  para  el  probLema  29 


30. 


/(O 

1- 


-1- 


y  =  sen  t,n  <t<’iK 


En  los  problemas  39  y  40,  use  la  transformada  de  Laplace  para 
resolver  cada  sistema. 


39.  x'  +  y  =  t 
4x  +  y'  =  0 
40)  =  1,  y(0)  =  2 


40.  x"  +  y"  =  e2' 

2x'  +  y"  =  -e2' 
x(0)  =  0,  y(0)  =  0 
x'(0)  =  0,  v'(0)  =  0 


41 .  La  corriente  i(t)  presente  en  un  circuito  RC  en  serie  se 
puede  determinar  con  base  en  la  ecuación  integral 


Ri  + 


í(t)í/t 

A) 


m 


donde  E(í)  es  el  voltaje  aplicado.  Determine  i(t)  cuando 
R  =  ion,  C  =  0.5  f  y  E(t)  =  2{t2  +  t). 

42.  Lfn  circuito  en  serie  contiene  un  inductor,  un  resistor  y 
un  capacitor  para  los  cuales  L  =  \  R  =  10ílyC  = 
0.01  f,  respectivamente.  El  voltaje 


0  <  t  <  5 
t  ■  5 


Figura  4.60  Gráfica  para  el  problema  30 


31. 


se  aplica  al  circuito.  Determine  la  carga  instantánea  q{t) 
presente  en  el  capacitor  cuando  t  >  0  si  q( 0)  =  0  y  q'( 0) 


=  0. 


Figura  4.61  Gráfica  para  el  probLema  31 


43.  Una  viga  uniforme  en  voladizo,  de  longitud  L,  está  em¬ 
potrada  en  su  extremo  izquierdo  (x  =  0)  y  libre  en  el  de¬ 
recho.  Encuentre  la  deflexión  y(x)  si  la  carga  por  unidad 
está  dada  por 


w(x) 


2vvq 

L 


L 

2 


—  x  + 


32. 


Figura  4.62  Gráfica  para  el  probLema  32 

En  los  problemas  del  33  al  38,  use  la  transformada  de  Laplace 
para  resolver  la  ecuación  dada 

33.  y"  -  2y'  +  y  =  é,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  5 

34.  y"  -  8y'  +  20y  =  té,  y(0)  =  0,  y'(0)  =  0 

35.  y"  +  6y'  +  5y  =  í-í°U(í-  2),  y(0)  =  1,  y'(0)  =  0 


44.  Cuando  una  viga  uniforme  está  soportada  por  una  base 
elástica,  la  ecuación  diferencial  para  su  deflexión  y(x)  es 


A 

dx4 


+  4  a4y 


w(x) 
El  ’ 


donde  a  es  una  constante.  Para  el  caso  en  que  a  =  1, 
encuentre  la  deflexión  y(x)  de  una  viga  de  longitud  tt 
soportada  elásticamente  y  que  está  empotrada  en  con¬ 
creto  por  ambos  extremos  cuando  se  aplica  una  carga 
concentrada  w0  en  x  =  ir/2.  [Sugerencia:  Use  la  tabla  de 
transformadas  de  Laplace  incluida  en  el  apéndice  III.] 

45.  a)  Suponga  que  dos  péndulos  idénticos  están  acopla¬ 
dos  por  medio  de  un  resorte  con  constante  k.  Vea  la 
figura  4.63.  Bajo  los  mismos  supuestos  formulados 
en  el  análisis  del  ejemplo  3,  es  posible  demostrar 
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que  cuando  el  desplazamiento  de  los  ángulos  0,(í)  y 
d2(t)  es  pequeño,  el  sistema  de  ecuaciones  diferen¬ 
ciales  lineales  que  describe  el  movimiento  es 

0,;+701= 

0'!  +  j02  =  ^(91-02) 

Use  la  transformada  para  resolver  el  sistema  cuando 
0KO)  =  0O,  0¡(O)  =  0,  02(O)  =  ip0,  0¿(O)  =  0,  donde 
0O  y  i//0  son  constantes.  Por  comodidad,  establezca 
o)2  =  g/l,  K  =  k/m. 

tí)  Use  la  solución  obtenida  en  el  inciso  d)  para  ana¬ 
lizar  el  movimiento  de  péndulos  acoplados  en  el 
caso  especial  donde  las  condiciones  iniciales  son 


0t(O)  =  0O,  0[(O)  =  0,  02(O)  =  0O,  02(O)  =  0.  Cuando 
las  condiciones  iniciales  son  0i(O)  =  0O,  0¡(O)  =  0, 
0,(0)  =  -0O,  04(0)  =  0. 


igura  4.63  Péndulos  acoplados,  problema  45 
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CAPÍTULO 


Soluciones  en  serie  para 
ecuaciones  diferenciales  lineales 


Estructura  del  capítulo 


5.1 

Soluciones  en  tomo  a  puntos  ordinarios 

5.2 

5.1.1  Repaso  de  las  series  de  potencias 

5.1.2  Soluciones  en  series  de  potencias 

SoLuciones  en  tomo  a  puntos  singulares 

5.3 

Funciones  especiales 

5.3.1  Funciones  de  Bessel 

5.3.2  Funciones  de  Legendre 

Ejercicios  de  repaso  del  capitulo  5 

_ J 

Hasta  aquí  hemos  resuelto  principalmente  ecuaciones  diferenciales  de 
segundo  orden  o  de  orden  mayor  donde  la  ecuación  es  lineal  y  tiene 
coeficientes  constantes.  Cuando  se  trata  de  aplicaciones,  las  ecua¬ 
ciones  lineales  de  segundo  orden  con  coeficientes  variables  son  tan 
importantes,  si  no  es  que  más,  como  las  ecuaciones  diferenciales  con 
coeficientes  constantes.  La  única  ecuación  diferencial  lineal  con  coefi¬ 
cientes  variables  que  hemos  considerado  hasta  ahora  es  la  ecuación  de 
Cauchy-Euler  (sección  3.6).  En  este  capítulo  veremos  que  la  facilidad 
con  que  resolvimos  las  ecuaciones  de  Cauchy-Euler  de  segundo  orden 
no  se  podrá  aplicar  ni  siquiera  a  una  simple  ecuación  lineal  de  segundo 
orden  con  coeficientes  variables  como  y"  +  xy  =  0. 
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Soluciones  en  torno  a  puntos  ordinarios 


9  Introducción  En  la  sección  3.3  vimos  que  resolver  una  ecuación  diferencial  lineal 
homogénea  con  coeficientes  constantes  era  esencialmente  un  problema  de  álgebra.  Cuando 
encontramos  las  raíces  de  la  ecuación  auxiliar  pudimos  escribir  una  solución  general  de  la 
ecuación  diferencial  como  una  combinación  lineal  de  las  funciones  elementales  xÁ,  xke"x, 
x!ceaxcos  fíx  y  xV'Asen  (ix,  donde  k  es  un  entero  no  negativo.  Pero  como  se  señaló  en  la 
introducción  a  la  sección  3.6,  no  es  posible  resolver  la  mayoría  de  las  ecuaciones  dife¬ 
renciales  lineales  de  orden  superior  con  coeficientes  variables  en  términos  de  funciones 
elementales.  Un  método  común  para  resolver  ecuaciones  de  esta  naturaleza  es  asumir 
una  solución  en  la  forma  de  series  infinitas  y  proceder  de  manera  similar  al  método  de 
coeficientes  indeterminados  (sección  3.4).  En  esta  sección,  consideramos  ecuaciones  dife¬ 
renciales  lineales  de  segundo  orden  con  coeficientes  variables  que  poseen  soluciones  en  la 
forma  de  series  de  potencias. 


5.1.1 


Repaso  de  las  series  de  potencias 


De  sus  conocimientos  de  cálculo,  recuerde  que  una  serie  de  potencias  en  x  —  a  es  una 
serie  infinita  de  la  forma 


2  cn(x  —  a)n  =  c0  +  c¡(x  —  a)  +  c2(x  —  a)2  +  ■  ■  ■. 

n  =  0 

Se  dice  que  tal  serie  es  una  serie  de  potencias  centrada  en  a.  Por  ejemplo,  la  serie  de 
potencias  2,7=  o(v  +  1)"  está  centrada  en  a  =  —1.  En  esta  sección,  nos  enfocaremos  prin¬ 
cipalmente  en  las  series  de  potencias  en  x;  en  otras  palabras,  series  de  potencias  como 
27=1  2"_1x"  =  x  +  2x 2  +  4x3  +  •••  que  estén  centradas  en  a  =  0.  La  siguiente  lista 
resume  algunas  cuestiones  importantes  sobre  las  series  de  potencias. 

Convergencia  Una  serie  de  potencias  £”  =0  (:JX  ~  af  es  convergente  en  un  valor  espe¬ 
cífico  de  x  si  su  secuencia  de  sumas  parciales  { SN(x) }  converge;  es  decir,  si  lím^oo  SN(x)  = 
lím^oo  S^=0c„(x  —  a)"  existe.  Si  el  límite  no  existe  en  x,  se  dice  que  la  serie  es  diver¬ 
gente. 

Intervalo  de  convergencia  Toda  serie  de  potencias  tiene  un  intervalo  de  convergencia. 
El  intervalo  de  convergencia  es  el  conjunto  de  todos  los  números  reales  x  para  los  que  la 
serie  converge. 

Radio  de  convergencia  Toda  serie  de  potencias  tiene  un  radio  de  convergencia  R.  Si 
R  >  0,  entonces  una  serie  de  potencias  X  '„=0c„(jc  —  a)n  converge  para  \x  —  al  <  R  y  diverge 
para  I  x  —  a  I  >  R.  Si  la  serie  converge  sólo  en  su  centro  a,  en  ese  caso,  R  =  0.  Si  la  serie 
converge  para  toda  x,  entonces  escribimos  R  =  o o.  Recuerde  que  la  desigualdad  de  valor 
absoluto  \x  —  al  <  R  es  equivalente  a  la  desigualdad  simultánea  a  —  R  <  x  <  a  +  R.  Una 
serie  de  potencias  puede  o  no  converger  en  los  extremos  a  —  Ry  a  +  Rd&su  intervalo. 
Convergencia  absoluta  Dentro  de  su  intervalo  de  convergencia,  una  serie  de  potencias 
converge  de  manera  absoluta.  En  otras  palabras,  si  x  está  en  el  intervalo  de  convergencia 
y  no  es  un  extremo  del  intervalo,  entonces  la  serie  de  valores  absolutos  2”  =o  lc„(x  —  a)n I 
converge. 

Prueba  de  relación  La  convergencia  de  las  series  de  potencias  a  menudo  se  puede 
determinar  mediante  la  pmeba  de  relación.  Suponga  que  cn  ¥=  0  para  toda  n,  y  que 


lím 

Cn  +  i(x  -  a)'l+l 

=  \x  —  a\  lím 

Cn+  1 

cn{x  —  a)n 

rt— »oo 

n— xx) 

Cn 

Si  L  <  1,  la  serie  converge  absolutamente;  si  L  >  1,  la  serie  diverge,  y  si  L  =  1  la  prueba 
no  es  concluyente.  Por  ejemplo,  para  la  serie  de  potencias  2”=1  {x  —  3)72 nn  la  prueba  de 
relación  da 


lím 

n— xx> 


(x  -  3)"+I/2"+1(n  +  1) 
(x  -  3)72 nn 


\x  -  3 


lím 

n— >oo 


n 

2 (n  +  1) 


3|. 
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La  serie  converge  absolutamente  para  §  Lv  —  3I<  1  oIjc  —  3l<2o  1  <jc<5.  Este  último 
intervalo  se  denomina  intervalo  abierto  de  convergencia.  La  serie  diverge  para  I  x  —  3  I  > 
2,  es  decir,  para  r>5or<  1 .  En  el  extremo  izquierdo  x  =  I  del  intervalo  abierto  de  con¬ 
vergencia,  la  serie  de  constantes  £”=i  ((— 1)7«)  es  convergente  de  acuerdo  con  la  prueba 
de  la  serie  alterna.  En  el  extremo  derecho  x  =  5,  la  serie  Xj1=1  (1/n)  es  la  serie  armónica 
divergente.  El  intervalo  de  convergencia  de  la  serie  es  [1,  5)  y  el  radio  de  convergencia  es 
R  =  2. 

•  Una  serie  de  potencias  define  una  función  Una  serie  de  potencias  define  una  función 
/(x)  =  X“„=0  c„(x  —  a)n  cuyo  dominio  es  el  intervalo  de  convergencia  de  la  serie.  Si  el 
radio  de  convergencia  es  R  >  0,  entonces  /  es  continua,  diferenciable  e  integrable  en  el 
intervalo  (a  —  R,  a  +  R).  Además, /'(x)  y  /  /(x)  dx  se  pueden  determinar  mediante 
diferenciación  e  integración  término  a  término.  En  un  extremo,  la  convergencia  puede 
perderse  por  diferenciación  o  ganarse  por  integración.  Si  y  =  Xñ=o c  „xn  es  una  serie  de 
potencias  en  x,  entonces  las  primeras  dos  derivadas  son  y' '  =  £“  =0  nx" ~ 1  y  y"  =  X" =o  n(n  ~ 
l  )x"  2.  Observe  que  el  primer  término  en  la  primera  derivada  y  los  primeros  dos  términos 
en  la  segunda  derivada  son  cero.  Omitimos  estos  términos  y  escribimos 

OO  OO 

y'  =  2  c«nx B_1  y  y"  =  2 c«n(n  ”  i)*"-2-  (i) 

n= 1  n=2 

Estos  resultados  son  importantes  y  se  utilizarán  en  breve. 

Propiedad  de  identidad  Si  X ”=0c„(x  —  af  =  0,  R  >  0,  para  todo  número  x  en  el  inter¬ 
valo  de  convergencia,  entonces  c„  =  0  para  toda  n. 

Función  analítica  en  un  punto  Se  dice  que  una  función /es  analítica  en  un  punto  a  si 
puede  representarse  mediante  una  serie  de  potencias  en  x  -  a  con  un  radio  de  convergen¬ 
cia  positivo.  En  cálculo  se  ha  demostrado  que  es  posible  representar  funciones  tales  como 
ex,  eos  x,  sen  x,  ln(x  —  1),  mediante  las  series  de  Taylor.  Recuerde,  por  ejemplo,  que 

r  XX2  x3  X5  X2  X4  X6 

e  =  1  H - 1 - senx  =  x - 1 - cosx  =  1 - b- - 

1!  2!  3!  5!  2!  4!  6! 


(2) 


para  I  x  I  <  oo.  Estas  series  de  Taylor  centradas  en  0,  llamadas  series  de  Maclaurin, 
muestran  que  ex,  sen  x  y  eos  x  son  analíticas  en  x  =  0. 

Aritmética  de  las  series  de  potencias  Las  series  de  potencias  pueden  combinarse 
mediante  operaciones  de  suma,  multiplicación  y  división.  Los  procedimientos  son  si¬ 
milares  a  la  forma  en  que  se  suman,  multiplican  o  dividen  dos  polinomios,  es  decir,  se 
suman  los  coeficientes  de  potencias  iguales  de  x,  se  aplica  la  ley  distributiva,  se  agru¬ 
pan  términos  semejantes,  y  se  efectúa  una  larga  división.  Por  ejemplo,  usando  series 
de  potencias  en  (2), 


eAsenx  = 


2  3 

JT  JT 

1  +  x  +  —  +  —  + 
2  6 


=  (l)x  +  (l)x2  + 


+  ••• 


=  X  +  x2  + 


3 


x5 

30 


Puesto  que  la  serie  de  potencias  para  ex  y  sen  x  convergen  para  Ixl  <  oo,  la  serie  de  pro¬ 
ducto  converge  en  el  mismo  intervalo.  Los  problemas  que  implican  la  multiplicación  o  la 
división  de  una  serie  de  potencias  se  pueden  resolver  de  modo  más  sencillo  mediante  un 
sistema  computacional  de  álgebra. 


I  Cambio  del  índice  de  suma  Para  el  resto  de  esta  sección,  así  como  para  el  capítulo, 
es  importante  que  usted  se  adiestre  en  la  simplificación  de  la  suma  de  dos  o  más  series 
de  potencias,  expresada  cada  serie  en  notación  de  suma  (sigma),  para  una  expresión  con 
una  sola  X.  Tal  como  ilustra  el  siguiente  ejemplo,  combinar  dos  o  más  sumas  en  una  sola 
muchas  veces  requiere  de  volver  a  realizar  la  indexación,  es  decir,  un  desplazamiento  del 
índice  de  la  suma. 
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Ejemplo  1  Suma  de  dos  series  de  potencias 

Escriba  X°^=2  «(«  —  l)c„x"~2  +  X^=oCnjc'I+1como  una  serie  de  potencias. 


Importante. 


"\ 


J 


Solución  Con  el  fin  de  sumar  las  dos  series,  es  necesario  que  ambos  índices  de  las  sumas 
comiencen  con  el  mismo  número  y  que  en  cada  serie  las  potencias  de  x  estén  “en  fase", 
es  decir,  si  una  serie  inicia  con  un  múltiplo  de,  digamos,  x  a  la  primera  potencia,  entonces 
la  otra  serie  deberá  comenzar  con  la  misma  potencia.  Observe  que  en  el  problema  dado,  la 
primera  serie  comienza  con  x°,  mientras  que  la  segunda  serie  empieza  con  x1.  Si  escribimos 
el  primer  término  de  la  primera  serie  fuera  de  la  notación  de  suma. 


serie  comienza  con 
x  para  n  =  3 


sene  comienza  con 


x  para  n  - 

i 


^  n(n  —  1  )cirxn  2  +  2  c,rXn+1  =  2  •  lc2x°  +  ^  n(n  —  1  )c„xn  2  +  2£VC"H 


vemos  que  ambas  series  del  lado  derecho  comienzan  con  la  misma  potencia  de  x,  es 
decir,  con  x1.  Para  obtener  el  mismo  índice  de  suma  nos  basamos  en  los  exponentes  de  x; 
sea  k  =  n  —  2  en  la  primera  serie  y  al  mismo  tiempo  sea  k  =  n  +  1  en  la  segunda  serie.  El 
lado  derecho  se  convierte  en 


X  mismo  ], 

oo  oo 

2 C2  +  2  (k  +  2)(k  +  l)c*+ 2**  +  2  ck-iXk- 

k= 1  k= 1 

^ _ mismo _ J 


(3) 


Recuerde  que  el  índice  de  la  suma  es  una  variable  “muda”;  el  hecho  de  que  k  =  n  —  1 
en  un  caso  y  k  =  n  +  1  en  el  otro,  no  debe  causar  confusión  si  se  recuerda  que  lo  impor¬ 
tante  es  el  valor  del  índice  de  la  suma.  En  ambos  casos,  k  adopta  los  mismos  valores 
sucesivos  k  =  1,  2,  3,  . . .  cuando  n  asume  los  valores  n  =  2,  3,  4,  . . .  para  k  =  n  —  1  y 
n  =  0,  1,2,...  para  k  =  n+  1.  Ahora  ya  estamos  en  condiciones  de  sumar  las  series  ex¬ 
presadas  en  (3)  término  a  término: 

OO  OO  OO 

-  1  )c„xn~2  +  2C«X"+1  =  2c2  +  2  [{k  +  2)(k  +  l)c*+2  +  c^Jx*.  (4) 

n=  2  n  =  0  k=  1 


Si  no  está  convencido  del  resultado  de  (4),  entonces  escriba  algunos  términos  en 
ambos  lados  de  la  igualdad. 

Soluciones  en  series  de  potencias 

■  Una  definición  Supongamos  que  la  ecuación  diferencial  lineal  de  segundo  orden 

a2(x)y"  +  fli(x)y'  +  a0(x)y  =  0  (5) 

se  escribe  en  su  forma  estándar 

y"  +  P(x)y'  +  Q(x)y  =  0  (6) 

si  se  divide  entre  el  primer  coeficiente  a2(x).  Formulamos  la  siguiente  definición. 


DEFINICIÓN  5.1 


Puntos  ordinarios  y  singulares 


Se  dice  que  un  punto  x0  es  un  punto  ordinario  de  la  ecuación  diferencial  (5)  si 
tanto  P(x)  como  Q(x)  de  la  forma  estándar  (6)  son  analíticos  en  x0.  Y  de  un  punto 
que  no  es  ordinario  se  afirma  que  es  un  punto  singular  de  la  ecuación. 

_ _ _ ) 
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Todo  valor  finito  de x  es  un  punto  ordinario  de  y"  +  (, ex)y '  +  (senx)y  =  0.  En  particular, 
x  =  0  es  un  punto  ordinario,  pues  como  ya  vimos  en  (2),  tanto  é:  como  sen  x  son  analíticos 
en  este  punto.  La  negación  en  el  segundo  enunciado  de  la  definición  5.1  estipula  que  si  al 
menos  una  de  las  funciones  P(x)  y  Q(x)  de  (6)  no  es  analítica  en  x0,  entonces  x0  es  un  punto 
singular.  Observe  que  x  =  0  es  un  punto  singular  de  la  ecuación  diferencial  y"  +  (cA)y '  + 
(ln  x)y  =  0,  puesto  que  Q(x)  =  ln  x  es  discontinua  en  x  =  0  y,  por  lo  tanto,  no  se  puede 
representar  mediante  una  serie  de  potencias  en  x. 

I  Coeficientes  polinómicos  Nos  interesa  principalmente  el  caso  en  que  (5)  tiene 
coeficientes  polinómicos.  Un  polinomio  es  analítico  en  cualquier  valor  x,  y  una  función  ra¬ 
cional  es  analítica  salvo  en  los  puntos  donde  su  denominador  sea  cero.  Por  lo  tanto,  si  a2(x), 
¿qfx)  y  a0(x)  son  polinomios  sin  factores  comunes,  entonces  ambas  funciones  racionales 
P(x)  =  al(x)/a2(x )  y  Q(x )  =  a0(x)/a2(x )  son  analíticas  excepto  donde  a2(x0)  =  0-  Por  1° 
tanto,  se  deduce  que  x  =  x0  es  un  punto  ordinario  de  (5)  si  a2(x 0)  #  0,  mientras  que  x  =  x0 
es  un  punto  singular  de  (5)  si  a2(x0)  =  0.  Por  ejemplo,  los  únicos  puntos  singulares  de  la 
ecuación  (x2  —  l)y"  +  2xy'  +  6y  =  0  son  soluciones  dex2  —  1  =  0ox  =  ±1.  Todos  los 
demás  valores  finitos*  de  x  son  puntos  ordinarios.  Un  examen  de  la  ecuación  de  Cauchy- 
Euler  axry"  +  bzy'  +  cy  =  0  muestra  que  tiene  un  punto  singular  en  x  =  0.  Los  puntos  sin¬ 
gulares  no  necesitan  ser  números  reales.  La  ecuación  (x2  +  l)y"  +  xy'  —  y  =  0  tiene  puntos 
singulares  en  las  soluciones  de  x2  +  1  =  0,  es  decir,  x  =  ±i.  Todos  los  demás  valores  de  x, 
reales  o  complejos,  son  puntos  ordinarios. 

Enunciamos,  sin  demostrarlo,  el  teorema  siguiente  sobre  la  existencia  de  soluciones 
en  forma  de  series  de  potencias. 


TEOREMA  5.1 


Existencia  de  soluciones  en  forma 
de  series  de  potencias 


Si  x  =  x0  es  un  punto  ordinario  de  la  ecuación  diferencial  (5),  siempre  podemos  en¬ 
contrar  dos  soluciones  linealmente  independientes  en  forma  de  series  de  potencias 

^  OO  .  . 

centradas  en  x0,  es  decir,  y  =  2j  _  ()cn\x  ~  *o )"■  Una  solución  en  forma  de  serie 
converge  al  menos  en  algún  intervalo  definido  por  Ix  —  x0 1  <  R,  donde  R  es  la  dis¬ 
tancia  entre  x0  y  el  punto  singular  más  cercano. 


Se  dice  que  una  solución  de  la  forma  y  =  2”  =  o  CJX  ~  xo )"  es  una  solución  en  torno 
al  punto  ordinario  x0.  En  el  teorema  5.1,  la  distancia  R  es  el  valor  mínimo  o  el  límite 
inferior  para  el  radio  de  convergencia.  Por  ejemplo,  los  números  complejos  1  ±  2 i  son 
los  puntos  singulares  de  (x2  —  2x  +  5)y"  +  xy'  —  y  =  0,  pero  puesto  que  x  =  0  es  un  punto 
ordinario  de  la  ecuación,  el  teorema  5.1  garantiza  que  podemos  encontrar  dos  soluciones 
en  forma  de  series  de  potencias  en  0.  Es  decir,  las  soluciones  se  parecen  ay  =  2^  =  0 
cnxn  y,  además,  sin  encontrar  realmente  esas  soluciones,  sabemos  que  cada  serie  debe 
converger  al  menos  para  I  x  I  <  V5,  donde  R  =  V5  es  la  distancia  entre  0  y  cualquiera 
de  los  números  1  +  2í  o  1  —  2 i  presentes  en  el  plano  complejo.  Sin  embargo,  la  ecuación 
diferencial  tiene  una  solución  que  es  válida  para  valores  mucho  más  grandes  de  x;  de 
hecho,  esta  solución  es  válida  en  (—00,  00)  porque  podemos  demostrar  que  una  de  las 
dos  soluciones  es  un  polinomio. 

En  los  siguientes  ejemplos,  así  como  en  los  ejercicios  5.1,  por  simplicidad,  sólo  en¬ 
contraremos  soluciones  en  forma  de  series  de  potencias  en  tomo  a  un  punto  ordinario 
x  =  0.  Si  fuera  necesario  encontrar  una  solución  en  forma  de  series  de  potencias  de  una 
EDO  en  torno  a  un  punto  ordinario  x0  ¥=  0,  simplemente  podemos  cambiar  la  variable 
t  =  x  —  x0  en  la  ecuación  (esto  traduce  x  =  x0  en  t  =  0),  encontrar  las  soluciones  para  la 
nueva  ecuación  de  la  forma  y  =  27,  =  o  c„f,  y  después  volver  a  sustituir  t  =  x  —  x0. 

Encontrar  una  solución  en  forma  de  series  de  potencias  de  una  EDO  lineal  homo¬ 
génea  de  segundo  orden  se  ha  descrito  con  exactitud  como  “el  método  de  coeficientes 


Todas  Las  soluciones 
en  forma  de  series 
de  potencias  estarán 
centradas  en  0. 


*Para  los  fines  de  este  libro,  los  puntos  singulares  y  los  ordinarios  siempre  serán  puntos  finitos.  Es  posible 
que  una  EDO  tenga,  digamos,  un  punto  singular  en  el  infinito. 


5.1  SoLuciones  en  torno  a  puntos  ordinarios 


243 


indeterminados  de  series”,  puesto  que  el  procedimiento  es  muy  parecido  al  efectuado  en 
la  sección  3.4.  En  resumen,  la  idea  es  ésta:  sustituimos  y  =  1Tn=0cnxn  en  la  ecuación  di¬ 
ferencial,  combinamos  las  series  como  lo  hicimos  en  el  ejemplo  1,  y  después  igualamos 
todos  los  coeficientes  del  lado  derecho  de  la  ecuación  para  determinar  los  coeficientes  cn. 
Pero  como  el  lado  derecho  es  cero,  el  último  paso  requiere,  en  virtud  de  la  propiedad  de 
identidad  incluida  en  la  lista  anterior,  que  todos  los  coeficientes  de  x  se  igualen  a  cero. 
No,  esto  rio  significa  que  todos  los  coeficientes  sean  cero;  ello  no  tendría  sentido,  des¬ 
pués  de  todo,  el  teorema  5.1  garantiza  que  podemos  encontrar  dos  soluciones.  El  ejem¬ 
plo  2  ilustra  cómo  el  solo  supuesto  de  que  y  =  S^=0c„x"  =  c0  +  c,x  +  r^x2  +  •  •  ■  lleva  a 
dos  conjuntos  de  coeficientes  tales  que  sólo  tengamos  dos  series  de  potencias  distintas 
_y,(x)  y  y2(x),  desarrolladas  ambas  en  tomo  al  punto  ordinario  x  =  0.  La  solución  general 
de  la  ecuación  diferencial  es  y  =  Cjy^x)  +  C2y2(x);  de  hecho,  se  puede  demostrar  que 
Ci  =  c0y  C2  =  Cj. 


Ejemplo  2  Soluciones  en  forma  de  series  de  potencias 

Resuelva  y"  +  xy  =  0. 

Solución  Puesto  que  no  hay  puntos  singulares  finitos,  el  teorema  5.1  garantiza  que  exis¬ 
ten  dos  soluciones  en  forma  de  series  de  potencias,  centradas  en  0,  convergentes  para  Ixl 
<  oo.  Al  sustituir  y  =  ’Z°°n=0  cnxn  y  la  segunda  derivada  y"  =  S”=2«(n  —  l)c„x"~2  (vea  la 
expresión  (1))  en  la  ecuación  diferencial  se  obtiene 

OO  OO  OO  OO 

y"  +  xy  =  2  cn n(n  ~  l)x"~2  +  x^c/  =  ^  c„n(n  -  l)x"~2  +  ^  cnxn+1.  (7) 

n  =  2  n  =  0  n  =  2  n  =  0 

Ahora  ya  agregamos  las  últimas  dos  series  al  lado  derecho  de  la  igualdad  en  (7)  mediante 
el  desplazamiento  del  índice  de  la  suma  visto  en  el  ejemplo  1.  Con  base  en  el  resultado 
de  (4), 


y"  +  xy  =  2 c2  +  ^  K*  +  1)(*  +  2)c*+ 2  +  ck  x]xk  =  0.  (8) 

k=  1 

En  este  punto,  recurrimos  a  la  propiedad  de  identidad.  Como  (8)  es  igual  a  cero,  necesita¬ 
mos  que  el  coeficiente  de  cada  potencia  de  x  sea  igual  a  cero,  es  decir,  2 c2  =  0  (es  el 
coeficiente  de  x°),  y 


Esta  fórmula  se 
denomina  relación 
de  recurrencia  de  dos 
términos. 


V 


J 


(k+  !)(*:  + 2)ct+2  +  ct_1  =  0,  ¿=1,2,3,....  (9) 


Ahora  2c2  =  0  ordena  evidentemente  que  c2  =  0.  Pero  la  expresión  dada  en  (9),  denomi¬ 
nada  relación  de  recurrencia,  determina  las  ck  de  tal  manera  que  podemos  elegir  que 
cierto  subconjunto  del  conjunto  de  coeficientes  sea  diferente  de  cero.  Como  (k  +  \)(k  +  2) 
A  0  para  todos  los  valores  de  k,  podemos  resolver  (9)  para  ck+2  en  términos  de  ck 


Ct  +  2  ~ 


ck-  1 


(k  +  1  )(k  +  2)’ 


k  =  1,2,3,. 


(10) 

Esta  relación  genera  coeficientes  consecutivos  de  la  solución  asumida  cuando  dejamos 
que  k  adopte  los  enteros  sucesivos  indicados  en  (10): 


k  =  1,  c3  = 

k  =  2,  c4  = 

k  =  3,  c5  = 

k  =  4,  c6  = 


c  o 

2  •  3 


Cl 

3  •  4 
c2  _ 

- —  0  <—  c?  es  cero 

4  •  5 

=  1 

5-6  2  •  3  •  5  •  6  C° 
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k  =  5, 

k  =  6, 

i  =  7, 

fc  =  8, 

fc  =  9, 


c7 


c4  _  1 

6  •  7  “  3  •  4  •  6  •  7 

c5 


t'i 


c9  = 


Cío  : 


Cu  = 


—  O  <—  c5  es  cero 

/  •  5 

Ce  = _ 1 _ 

8-9  2 • 3 • 5  •  6  •  8  •  9 

c7  1 


C0 


9-10  3  •  4  •  6  •  7  •  9  •  10 

c, 


c  1 


10  •  11 


—  0  es  cero 


y  así  sucesivamente.  Ahora,  al  sustituir  los  coeficientes  que  se  acaban  de  obtener  en  el 
supuesto  original 

y  =  c0  +  c^x  +  c2x2  +  c3x'  +  c4x4  +  c¡x 5  +  c6x6  +  c7x7  +  c8x8  +  c9x9  +  cwx10  +  cnx11  +  •  •  • 
obtenemos 


+ 


Cl 


3 • 4  •  6 • 7' 


-x1  +  0  - 


c0 


-x9  - 


Cl 


2  •  3  •  5  •  6  •  8  •  9  3  •  4  •  6  •  7  •  9  •  10 


-x10  +  0  + 


Después  de  agrupar  los  términos  que  contienen  c0  y  los  términos  que  contienen  c¡,  ob¬ 
tenemos  y  =  Cgy^x)  +  c^yiix),  donde 


viM  =  i 
y2(x)  =  x 


1 


-x3  + 


1 


1 


2-3  2 • 3  •  5  •  6  2  •  3 • 5 • 6 • 8 • 9 

1  .4  +  1  7 _ 1 

3*4  3  •  4  •  6  •  7  3 . 4 . 6  •  7  •  9  •  10 


x9  +  •  •  •  =  1  +  2 


(-1)* 


+  ■  •  •  =  X  +  2 


¿e,  2  •  3  (3n  -  1)(3«) 

(-1)* 


^  3  •  4---  (3n)(3n  +1) 


Puesto  que  el  uso  iterativo  de  (10)  dejó  a  c0  y  c¡  completamente  indeterminados, 
podemos  elegirlos  de  manera  arbitraria.  Como  se  mencionó  antes  de  este  ejemplo,  la 
combinación  lineal  y  =  c0yi(x)  +  c¡y2(x)  en  realidad  representa  la  solución  general  de 
la  ecuación  diferencial.  Aunque  sabemos  a  partir  del  teorema  5.1  que  cada  solución  en 
forma  de  serie  converge  para  Ixl  <  oo,  este  hecho  se  puede  verificar  también  mediante 
la  prueba  de  la  relación. 

La  ecuación  diferencial  del  ejemplo  2  se  conoce  como  ecuación  de  Airy ,  y  se  encuentra 
al  estudiar  la  difracción  de  la  luz,  la  difracción  de  las  ondas  de  radio  alrededor  de  la  superfi¬ 
cie  terrestre,  aerodinámica,  y  la  deflexión  de  una  delgada  columna  vertical  uniforme  que  se 
arquea  por  su  propio  peso.  Otras  formas  comunes  de  la  ecuación  de  Airy  son  y"  —  xy  =  Oy 
y"  +  a2xy  =  0.  Vea  el  problema  40  en  los  ejercicios  5.3  para  conocer  una  aplicación  de 
la  última  ecuación. 


Ejemplo  3  Solución  en  forma  de  series  de  potencias 

Resuelva  (x2  +  l)y"  +  xy'  —  y  =  0. 

Solución  Como  vimos  en  la  página  243,  la  ecuación  diferencial  dada  tiene  puntos  sin¬ 
gulares  en  x  =  ±¿  y,  por  lo  tanto,  una  solución  en  forma  de  series  de  potencias  centrada 
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en  O  convergerá  al  menos  para  I  jc  I  <  1,  donde  1  es  la  distancia  desde  0  hasta  i  o  -i  en  el 
plano  complejo.  El  supuesto  de  que  y  =  ’Zco„  =  0cnxn  y  sus  primeras  dos  derivadas  (vea 
(1))  llevan  a 


(x2  +  1)¿  «O7  -  1  )cnxn  2  +  x  2  ncnxn  1  -  2  c„x" 

n= 2  n= i  n= 0 

oo  oo  oo  oo 

=  2  n(n  -  1  )cnx"  +  2  n{n  ~  1  )c„x"~2  +  2  nc„xn  -  2  cnxn 

n  =  2  n  =  2  n  =  1  n  =  0 

oo 

=  2 C2x°  —  CqX0  +  6c3X  +  cqx  —  C[X  +  2  n(n  ~  1  )cnx" 

n  =  2 


V 

k  =  n 


+  2"("  “  fynX"  2  +  2  nC»Xn  -  2  CnX" 


V 

k  =  n  -  2 


.J  V_ 


— v — 

k  -  n 


k-n 


=  2 c2  —  c0  +  6c3x  +  ^  [£(£  —  l)c¿  +  (k  +  2)(&  +  l)c*+2  +  kck  —  ck\xk 

k  =  2 
oo 

=  2c2  —  c0  +  6  c3x  +  2[(*+  1)(^  —  l)c*  +  (k  +  2  )(k  +  1)c*+2]jc*  =  0. 

k  =  2 

De  esta  última  identidad,  concluimos  que  2c2  —  c0  =  0,  6c3  =  0,  y 
(k  +  1  ){k  -  1  )ck  +(k  +  2)(k  +  1  )ck+2  =  0. 

1 

Por  lo  tanto,  c2  =  —  c0,  c3  =  0 

1  -  k 

Ck+2  =  ,  ,  ck,  k  =  2,  3,  4, ... . 
k  +  2 

Al  sustituir  k  =  2,3,  4, . . .  en  la  última  fórmula  se  tiene 


C4  C9  Cn  0  Cr» 

4  4  2  2*4  22  2! 


C5  —  — ~  c3  —  0 


1  •  3 


c6  ~  ¿  c4 


C  0 


6  2  •  4  •  6  u  2j  3! 


■c0 


C7  —  ^  c3  —  0  ( —  <  • 


3  •  5 


c8  =  7T  ^*6 


8  2  •  4  •  6  •  8 


co 


1-3-5 

244! 


■C0 


Cg  —  ~~  —  C7  —  0 


3-5-7 


1  •  3  •  5  •  7 


Cío  -  ,  n  c8  — 


10“°  2  •  4  •  6  •  8  •  10  C°  25 5! 
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y  así  sucesivamente.  Por  lo  tanto. 


y  =  c0  +  cxx  +  c2x2  +  c3x 3  +  c4x4  +  c5x 5  +  c6xb  +  c7x7  +  c8xs  +  cgx9  +  c10x10  +  •  •  ■ 


=  c0 


1  , 

1  H - X2 

2 


1 


22  2! 


x4  + 


1  •  3 
23  3!  ' 


1-3-5 

24  4! 


x2  + 


1  •  3  •  5  •  7 
25  5! 


+  C\X 


=  c0yi(x)  +  c,>’2(x). 

Las  soluciones  son  el  polinomio  v2(x)  =  x  y  las  series  de  potencias 
1  ,  “  ,1-3  •  5---(2n  -  3)  , 

}’,«  =  1  +  x-*2  +  Sí-1)"  - ^T7 - -A  H  <  1. 

L  n  =  2  Z  n- 


Ejemplo  4  ReLación  de  recurrencia  de  tres  términos 

Si  buscamos  una  solución  de  series  de  potencias  y  =  27, =o cnx"  para  la  ecuación  diferen¬ 
cial 


y"  -  (1  +  x)y  =  0, 

obtenemos  c2  =  c0/2  y  la  relación  de  recurrencia 


_  ck  ~t  Ck-i 

Ck+2~  ( k  +  1  )(k  +  2)’ 


k=  1,2,  3, .... 


El  examen  de  la  fórmula  muestra  que  los  coeficientes  c3,  c4,  c5,  . . .  están  expresados 
en  términos  tanto  de  c,  como  de  c0  y,  además,  el  álgebra  requerida  para  hacer  esto  se 
dificulta  un  poco.  Para  simplificar,  podemos  elegir  primero  c0  ri  0,  c,  =  0;  esto  produce 
coeficientes  consecutivos  para  una  solución  que  se  expresan  por  completo  en  términos 

dec0: 


Esta  fórmula  se 
denomina  relación 
de  recurrencia  de  tres 
términos. 


C2  = 

1 

2  C° 

c3  = 

Cl  +  c0 

co 

2  •  3 

2  •  3 

c2  +  C] 

c0 

C4  - 

3  •  4 

2  •  3 

C5  = 

c3  +  c2 

c0 

4  •  5 

4  •  5 

=  6  C° 


24 


co 


1  1 

- 1 - 

6  2 


=  — c» 
30  0 


y  así  sucesivamente.  Después,  al  elegir  c0  =  0,  c¡  =£  0,  los  coeficientes  para  la  otra  solu¬ 
ción  se  expresan  en  términos  de  c¡: 


1 

c2  =  ^  co  =  0 

Cj  +  C0  Cj  1 

3  2-3  2-3  6  1 

c2  +  C,  Cj  1 

3-4  3-4  12  1 

_  c3  +  c2  _  c¡  _  _}_ 
Cs~  4-5  _  4  •  5  •  6  _  120  Cl 
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y"  +  (cosx)y 


y  así  sucesivamente.  Por  último,  vemos  que  la  solución  general  de  la  ecuación  es  v  = 
c0y i00  +  cxy2 (x),  donde 


1  ,  1  ,  1  .  1  _ 

y,(x)  =  1  +  -x2  +  -x3  +  — x4  +  — x5  + 

71  2  6  24  30 

y2(x)  =  x  H - x3  H - x4  H - x5  +  •••. 

;  6  12  120 


Cada  serie  converge  para  todos  los  valores  finitos  de  x. 


□ 


H  Coeficientes  no  polinomiales  El  ejemplo  siguiente  ilustra  cómo  encontrar  una  so¬ 
lución  en  forma  de  series  de  potencias  en  tomo  a  un  punto  ordinario  x0  =  0  de  una  ecuación 
diferencial  cuando  sus  coeficientes  no  son  polinomios.  En  este  ejemplo  presentaremos  una 
aplicación  de  la  multiplicación  de  dos  series  de  potencias. 


Ejemplo  5  Ecuación  diferencial  ordinaria  con  coeficientes  no  poLinomiaLes 

Resuelva  y"  +  (eos  x)y  =  0. 

Solución  Observamos  que  x  =  0  es  un  punto  ordinario  de  la  ecuación  porque,  como  ya 
hemos  visto,  eos  x  es  analítico  en  ese  punto.  Mediante  la  serie  de  Maclaurin  de  eos  x  dada 
en  (2),  junto  con  el  supuesto  acostumbrado  y  =  £”=0c„x"y  los  resultados  de  (1),  encontra¬ 
mos  que 


00  /  y2  4  6  \  °° 

V  n(n  -  l)c„x'^2  +  (  1  -  —  + - —  +•••)  V  cnxn 

n=2  y  ’  V  2!  4!  6!  )&> 

(  .x2  x4 

2  c2  +  6  c3x  +  12c4x2  +  20c5x3  +  •  —  +  (  1  —  +  —  •  )(c0  +  c¡x  +  c2x2  +  c3x3  +  •■•) 


1 


2 c2  +  c0  +  (6c3  +  cx)x  +  I  12c4  +  c2  —  —c0  jx2  +  I  20c5  +  c3  —  —  cq  )x3  +  ■  ■  •  =  0. 


1 


Se  deduce  que 

2c2  +  c0  =  0,  6c3  +  c,  =  0,  12('4  +  c2-Íc„  =  0,  20c,  +  c3  -  ¡  c,  =  0. 

y  así  sucesivamente.  Esto  da  c2  =  —  \  c0,  c3  =  —  |  c1?  c4  =  yi  c0,  Ci, _ Al  agmpar 

términos,  llegamos  a  la  solución  general  y  =  c0yi(x)  +  c\y2(x),  donde 

yiW  =  1  - —  y  yi{x)  =  x  -  ^x3  +  ^x5 — . 

Puesto  que  la  ecuación  diferencial  no  tiene  puntos  singulares  finitos,  ambas  series  con¬ 
vergen  para  I  x  I  <  oo. 


■  Curvas  solución  La  gráfica  aproximada  de  una  solución  en  forma  de  series  de  poten¬ 
cias  y(x)  =  y!=0  c„xn  puede  ser  determinada  en  varias  formas.  Siempre  podemos  recurrir 
a  la  graficación  de  los  términos  en  la  secuencia  de  sumas  parciales  de  las  series;  en  otras 
palabras,  las  gráficas  de  los  polinomios  SN{x)  =  ~ZNn= 0  c„x".  Para  valores  grandes  de  N,  SN(x) 
nos  debe  indicar  el  comportamiento  de  y(x)  cerca  del  punto  ordinario  x  =  0.  También  pode¬ 
mos  obtener  una  curva  solución  aproximada  con  ayuda  de  un  programa  de  solución  numé¬ 
rica,  tal  como  lo  hicimos  en  la  sección  3.10.  Por  ejemplo,  si  usted  revisa  cuidadosamente 
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las  soluciones  en  forma  de  series  de  la  ecuación  de  Airy  presentada  en  el  ejemplo  2,  verá 
que  y^x)  y  y2(x)  son,  a  su  vez,  las  soluciones  de  los  problemas  de  valor  inicial 


y"+xy  =  0,  y(0)  =  1,  y'(0)  =  0, 

y"  +  xy  =  0,  y(0)  =  0,  y'(0)=l.  (11) 

Las  condiciones  iniciales  especificadas  “eligen”  las  soluciones  y,(x)  y  y2 (x)  a  partir 
de  v  =  c0Vi(x)  +  c¡y2(x),  pues  debe  resultar  evidente  luego  de  nuestro  supuesto  básico 
de  la  serie  y  =  0  cnxn  que  y(0)  =  c0  y  y'(0)  =  c{.  Ahora,  si  su  programa  de  solución 

numérica  requiere  un  sistema  de  ecuaciones,  la  sustitución  y'  =  u  en  y"  +  xy  =  0  da  y"  = 

u'  =  — xy,  y  por  lo  tanto  un  sistema  de  dos  ecuaciones  de  primer  orden  equivalente  a  la 
ecuación  de  Airy  es 


y'  =  u 

u'  =  — xy .  (12) 

Las  condiciones  iniciales  para  el  sistema  (12)  son  los  dos  conjuntos  de  condiciones 
iniciales  presentados  en  (11),  pero  se  escriben  como  y(0)  =  1,  m( 0)  =  0  y  y(0)  =  0,  u( 0) 
=  1.  Las  gráficas  de  y,(x)  y  y2(x)  mostradas  en  la  figura  5.1  se  obtuvieron  con  ayuda  de 
un  programa  de  solución  numérica  aplicando  el  método  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden 
con  un  tamaño  del  paso  de  h  =0.1. 


Comentarios 


0  En  los  problemas  que  siguen,  no  espere  poder  escribir  una  solución  en  términos 
de  la  notación  de  sumatoria  para  cada  caso.  Aun  cuando  sea  posible  generar  tantos 
términos  como  se  desee  en  una  solución  en  serie  y  =  X,7-  o  c„x”  ya  sea  por  medio 
de  una  relación  de  recurrencia  o,  como  en  el  ejemplo  6,  por  multiplicación,  quizás 
no  sea  posible  deducir  ningún  término  general  para  los  coeficientes  cn.  Tal  vez 
tengamos  que  conformarnos  con  simplemente  escribir  los  primeros  términos  de  la 
serie,  como  lo  hicimos  en  los  ejemplos  5  y  6. 

ii)  Un  punto  x0  es  un  punto  ordinario  de  una  ED  lineal  no  homogénea  de  se¬ 
gundo  orden  y"  +  P(x)y'  +  Q(x)y  =/(x)  si  P{x),  Q{x)  y/(x)  son  analíticas  en  x0. 
Además,  el  teorema  5.1  se  extiende  a  las  ecuaciones  diferenciales  de  este  tipo, 
en  otras  palabras,  podemos  encontrar  soluciones  en  forma  de  series  de  potencias 
y  =  2r=o  cn(x  ~  x0)n  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  no  homogéneas  igual 
que  en  los  ejemplos  del  2  al  5.  Vea  el  problema  36  en  los  ejercicios  5.1. 


-2  0  2  4  6  8  10 

a)  Gráfica  de  v T  (x)  en  relación  con  x 


^2 

i  E  !  ~ "  ’ 

0E - - 1 — /  \  /  ]x 

-i 
-2 
-3 

-2  0  2  4  6  8  10 


b)  Gráfica  de  y2(x)  en  relación  con  x 

Figura  5.1  Soluciones 
de  la  ecuación  de  Airy 


EJERCICIOS  5.1  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-1 1 . 


5.1.1 


Repaso  de  las  series  de  potencias 


En  los  problemas  del  1  al  4,  encuentre  el  radio  de  convergencia  y 
el  intervalo  de  convergencia  para  las  series  de  potencias  dadas. 


OO 


3-  2 

k=  1 


(  -  i)* 

10* 


(x 


5)* 


OO 


2-  2 

n=  0 


(100)" 

n\ 


(x  +  7)‘ 


4. 


OO 


1)* 


En  los  problemas  5  y  6,  la  función  dada  es  analítica  en  x  =  0. 
Encuentre  los  primeros  cuatro  términos  de  una  serie  de  poten¬ 
cias  en  x.  Desarrolle  a  mano  la  multiplicación  o  use  un  CAS, 
como  le  sea  indicado. 


5.  sen  x  eos  x  6.  e  x  eos  x 

En  los  problemas  7  y  8,  la  función  dada  es  analítica  en  x  =  0. 
Encuentre  los  primeros  cuatro  términos  de  una  serie  de  potencias 
en  x.  Desarrolle  a  mano  la  larga  división  o  use  un  CAS,  como  le 
sea  indicado.  Proporcione  el  intervalo  de  convergencia  abierto. 


cosx  ’  2  +  x 

En  los  problemas  9  y  10,  escriba  de  nuevo  la  serie  de  potencias 
dada  en  forma  tal  que  su  término  general  implique  xk. 

OO  OO 

9.  2  ncnxn+ 2  10.  ^{2n  -  l)cnxn~3 

n=  1  n  =  3 
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En  los  problemas  1 1  y  12,  escriba  nuevamente  la  expresión  dada 
como  una  sola  seriede  potencias  cuy  o  término  general  implique  ax*. 


00  00 

11.  ^2ncnxn~l  +  ^  6 cnxn+l 

7J=1  71  =  0 

oo  oo  oo 

12.  2'7(“  ~  l)cnx"  +  2  ^  n(n  —  1  )c„x"~2  +  3  ^  nc„x" 

71  =  2  71  =  2  71=1 


En  los  problemas  13  y  14,  verifique  mediante  sustitución  directa 
que  una  serie  de  potencias  dada  es  una  solución  particular  de  la 
ecuación  diferencial  indicada. 

oo  í  _  i  y* + 1 

13.  y  =  2 - - - - x",  (x  +  l)y"  +  v'  =  O 

n  =  1  H 


14.  y 


oo  (_iy> 

V  V  ’  r2" 

hl  2n(nlf  ’ 


xy"  +  y'  +  xy  =  O 


5.1.2 


Soluciones  en  series 
de  potencias 


En  los  problemas  15  y  16,  sin  resolver  la  ecuación  diferencial 
dada,  encuentre  un  límite  menor  para  el  radio  de  convergencia 
de  soluciones  en  forma  de  series  de  potencias  en  tomo  al  punto 
ordinario  x  =  0.  En  tomo  al  punto  ordinario  x  =  1. 


15.  (x2  —  25)y"  +  2xy'  +  y  =  O 

1 6.  (x2  —  2x  +  10)y"  +  xy'  —  4y  =  O 


En  los  problemas  del  17  al  28,  encuentre  dos  soluciones  en  forma 
de  series  de  potencias  de  la  ecuación  diferencial  dada  en  tomo  al 


punto 

ordinario  x  =  0. 

17. 

O 

II 

H 

1 

V 

18. 

y"  +  x2y  =  0 

19. 

y"  —  2xy'  +  y  = 

0 

20. 

y"  —  xy'  +  2y  =  0 

21. 

y"  +  x2y'  +  xy  = 

0 

22. 

y"  +  2xy'  +  2 y  =  0 

23. 

(x-  l)y"  +  y'  = 

=  0 

24. 

(x  +  2  )y"  +  xy'  —  y  =  0 

25. 

y"  -  (x  +  l)y'  - 

-  y  -  o 

26. 

o 

II 

VO* 

1 

V. 

+ 

27.  (x2  +  2)y"  +  3xy'  —  y  =  O 

28.  (x2  -  1  )y"  +  xy'  -y  =  0 


En  los  problemas  del  29  al  32,  use  el  método  de  las  series  de 
potencias  para  resolver  el  problema  de  valor  inicial  dado. 

29.  (x  -  l)y"  -  xy'  +  y  =  O,  y(0)  =  -2,  y'(0)  =  6 

30.  (x  +  l)y"  -  (2  -  x)y'  +  y  =  O,  y(0)  =  2,  y'(0)  =  - 1 

31 .  y"  -  2xy'  +  8y  =  O,  y(0)  =  3,  y'(0)  =  O 

32.  (x2  +  l)y"  +  2xy'  =  O,  y(0)  =  O,  y'(0)  =  1 

En  los  problemas  33  y  34,  use  el  procedimiento  del  ejem¬ 
plo  6  para  encontrar  dos  soluciones  en  forma  de  series  de 


potencias  de  la  ecuación  diferencial  dada  en  torno  al  punto 
ordinario  x  =  0. 

33.  y"  +  (sen  x)y  =  O  34.  y"  +  exy'  -  y  =  O 

Problemas  de  análisis 

35.  Sin  resolver  realmente  la  ecuación  diferencial  (eos  x)y" 
+  y'  +  5y  =  O,  encuentre  un  límite  menor  para  el  radio 
de  convergencia  de  las  soluciones  en  forma  de  series  de 
potencias  en  torno  a  x  =  0.  En  torno  a  x  =  1 . 

36.  ¿Cómo  puede  usarse  el  método  descrito  en  esta  sec¬ 
ción  para  encontrar  una  solución  en  forma  de  series  de 
potencias  de  la  ecuación  no  homogénea  y"  —  xy  =  1  en 
torno  al  punto  ordinario  x  =  0?  ¿De  y"  —  4xy'  —  4y  = 
ex7  Desarrolle  sus  ideas  resolviendo  ambas  ecuaciones 
diferenciales. 

37.  ¿Es  x  =  0  un  punto  ordinario  o  singular  de  la  ecuación 
diferencial  xy"  +  (sen  x)y  =  0?  Apoye  sus  respuestas  con 
operaciones  matemáticas  válidas. 

38.  Para  fines  de  este  problema,  ignore  las  gráficas  dadas  en 
la  figura  5.1.  Si  la  ecuación  diferencial  de  Airy  se  escribe 
como  y"  =  — xy,  ¿qué  se  puede  afirmar  sobre  la  forma  de 
una  curva  solución  si  x  >  0  y  y  >  0?  ¿Si  x  >  0  y  y  <  0? 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

39.  a)  Encuentre  dos  soluciones  de  series  de  potencias 

para  y"  +  xy'  +  y  -  0  y  exprese  las  soluciones  y^x)  y 
y2(x)  en  términos  de  notación  de  suma. 

b)  Use  un  CAS  para  graficar  las  sumas  parciales  SN(x) 
para  y^x).  Utilice  N  =  2,  3,  5,  6,  8,  10.  Repita  usan¬ 
do  las  sumas  parciales  SN(x)  para  y2(x). 

c )  Compare  las  gráficas  del  inciso  b )  con  la  curva  ob¬ 
tenida  usando  un  programa  de  solución  numérica. 
Use  las  condiciones  iniciales  yi(0)  =  1,  yj(0)  =  0  y 
y2(0)  =  0,  y2(0)  =  1. 

d)  Examine  de  nuevo  la  solución  y^x)  del  inciso  a). 
Exprese  esta  serie  como  una  función  elemental. 
Después  use  (5)  de  la  sección  3.2  para  encontrar  una 
segunda  solución  de  la  ecuación.  Compruebe  que 
esta  segunda  solución  sea  la  misma  que  la  solución 
de  series  de  potencias  y2(x). 

40.  a)  Encuentre  uno  o  más  términos  diferentes  de  cero 

para  cada  una  de  las  soluciones  y^x)  y  y2(x)  del 
ejemplo  6. 

b )  Encuentre  una  solución  en  forma  de  serie  y(x)  del 
problema  de  valor  inicial  y"  +  (eos  x)y  =  0,  y(0)  =  1 , 
y'(0)  =  l. 

c)  Utilice  un  CAS  para  graficar  las  sumas  parciales 
SN(x)  para  la  solución  y(x)  de  la  parte  b ).  Use  N  =  2, 
3,4,  5,6,  7. 

d)  Compare  las  gráficas  obtenidas  en  el  inciso  c)  con 
la  curva  obtenida  mediante  un  programa  de  solución 
numérica  para  el  problema  de  valor  inicial  del  inci¬ 
so  b). 
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5.2  Soluciones  en  torno  a  puntos  singulares 


H  Introducción  Las  dos  ecuaciones  diferenciales  y"  +  xy  =  0  y  xy"  +  y  =  0  son  simi¬ 
lares  sólo  en  cuanto  a  que  ambas  son  ejemplos  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  sim¬ 
ples  de  segundo  orden  con  coeficientes  variables.  Eso  es  todo  lo  que  tienen  en  común. 
Como  x  =  0  es  un  punto  ordinario  de  la  primera  ecuación,  en  la  sección  anterior  vimos 
que  no  había  problema  en  determinar  dos  soluciones  en  forma  de  series  de  potencias 
centradas  en  ese  punto.  En  contraste,  ya  que  x  =  0  es  un  punto  singular  de  la  segunda 
ED,  determinar  dos  soluciones  en  forma  de  series  infinitas  (observe  que  no  nos  referimos 
a  “soluciones  en  forma  de  series  de  potencias”)  de  la  ecuación  en  torno  a  ese  punto  se 
vuelve  una  tarea  más  difícil. 


■  Una  definición  Un  punto  singular  x  =  x0  de  una  ecuación  lineal  diferencial 

a2(x)y"  +  a,(x)y'  +  fl0(.r)y  =  0  (1) 

se  subdivide  en  normal  o  irregular.  La  clasificación  depende  nuevamente  de  las  funcio¬ 
nes  P  y  Q  incluidas  en  la  forma  estándar 

y"  +  P(x)y'  +  Q(x)y  =  0.  (2) 


DEFINICION  5.2 


Puntos  singulares  normales 
e  irregulares 


Se  dice  que  un  punto  x0  es  un  punto  singular  normal  de  la  ecuación  diferencial  (1) 
si  las  funciones  p(x)  =  (x  —  x0)P(x )  y  q(x)  =  (x  —  x0)2Q(x)  son  analíticas  en  x0.  Un 
punto  singular  no  normal  se  conoce  como  punto  singular  irregular  de  la  ecuación. 


La  segunda  oración  de  la  definición  5.2  indica  que  si  una  o  las  dos  funciones  p( x)  = 
(x  —  x0)P(x)  y  q(x )  =  (x  —  x0)2Q(x)  no  son  analíticas  en  x0,  entonces  x0  es  un  punto  sin¬ 
gular  irregular. 


H  Coeficientes  polinomiales  Como  en  la  sección  5.1,  nos  interesan  sobre  todo  las 
ecuaciones  lineales  (1)  donde  los  coeficientes  a2(x),  a^x)  y  a0(x )  son  polinomios  sin  fac¬ 
tores  comunes.  Ya  hemos  visto  que  si  a2(x0)  =  0’  entonces  x  =  x0  es  un  punto  singular  de 
(1)  puesto  que,  en  la  forma  estándar  (2),  al  menos  una  de  las  funciones  racionales  P(x) 
=  ai(x)/a2(x )  y  Q{x)  =  a0(x)la2(x)  no  es  analítica  en  ese  punto.  Pero  como  a2(x )  es  un 
polinomio  y  x0  es  uno  de  sus  ceros,  a  partir  del  teorema  del  factor  aprendido  en  álgebra  se 
deduce  que  x  —  x0  es  un  factor  de  a2(x).  Esto  significa  que  después  de  reducir  al(x)/a2(x)  y 
a0(x)/a2(x)  a  sus  términos  mínimos,  el  factor  x  —  x0  debe  permanecer,  para  alguna  potencia 
entera  positiva,  en  uno  o  en  ambos  denominadores.  Ahora  suponga  que  x  =  x0  es  un  punto 
singular  de  (1),  pero  que  ambas  funciones  definidas  por  los  productos  p{x)  =  (x  —  x0)P(x) 
y  q{x)  =  (x  —  x0)2Q(x)  son  analíticas  en  x0.  Sacamos  la  conclusión  de  que  multiplicar  P(x) 
por  x  —  x0  y  Q(x)  por  (x  —  x0)2  tiene  el  efecto  (mediante  cancelación)  de  que  x  —  x0  ya 
no  aparezca  en  ningún  denominador.  Ahora  podemos  determinar  si  x0  es  normal  dando  un 
rápido  vistazo  a  los  denominadores:  si  a  lo  sumo,  x  -  x0  aparece  elevado  a  la  primera  poten¬ 
cia  en  el  denominador  de  P(x)  y  cuando  mucho  a  la  segunda  potencia  en  el  denominador 
de  g(x),  entonces  x  =  x0  es  un  punto  singular  normal.  Además,  observe  que  si  x  =  x0  es  un 
punto  singular  normal  y  multiplicamos  (2)  por  (x  —  x0)2,  entonces  la  ED  original  se  puede 
escribir  en  la  siguiente  forma 

(x  -  x0)2y"  +  (x  -  x0)p(x)y'  +  q(x)y  =  0,  (3) 

donde  p  y  q  son  analíticos  en  x  =  x0. 


Ejemplo  1  Clasificación  de  puntos  singulares 

Debe  resultar  evidente  que  x  =  2yx  =  —2  son  puntos  singulares  de 
(x2  -  4)2y"  +  3(x  -  T)y'  +  5y  =  0. 


5.2  Soluciones  en  tomo  a  puntos  singulares 
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Después  de  dividir  la  ecuación  entre  (x2  —  4)2  =  (x  —  2)2(x  +  2)2  y  reducir  los  coeficien¬ 
tes  a  los  términos  mínimos,  encontramos  que 


P(x) 


3 

(x  —  2)(x  +  2)2  ^ 


Q(x) 


5 

(x  —  2)2(x  +  2)2 


Ahora  probamos  P(x )  y  Q(x)  en  cada  punto  singular. 

Para  que  x  =  2  sea  un  punto  singular  normal,  el  factor  x  —  2  puede  aparecer  elevado 
a  lo  sumo  a  la  primera  potencia  en  el  denominador  de  P{x)  y  cuando  mucho  a  la  segun¬ 
da  potencia  en  el  denominador  de  Qix).  Una  revisión  de  los  denominadores  de  P(x)  y 
Qix)  muestra  que  ambas  condiciones  se  satisfacen,  entonces  x  =  2  es  un  punto  singular 
normal.  Por  otra  parte,  llegamos  a  la  misma  conclusión  al  advertir  que  ambas  funciones 
racionales 


P(x)  =  (x  -  2 )P(x)  =  2 

(x  +  2) 


y  qix)  =  (x  -  2)2Q(x)  =  2 

(x  +  2) 


son  analíticas  en  x  =  2. 

Ahora,  como  el  factor  x  —  (— 2)=x  +  2  aparece  elevado  a  la  segunda  potencia  en  el 
denominador  de  Pix),  podemos  concluir  de  inmediato  que  x  =  —2  es  un  punto  singular 
irregular  de  la  ecuación.  Esto  se  deduce  también  del  hecho  de  que  pix)  =  (x  +  2)P(x)  = 
3/[(x  —  2)(x  +  2)]  no  es  analítica  en  x  =  —2.  □ 


En  el  ejemplo  1  observe:  puesto  que  x  =  2  es  un  punto  singular  normal,  la  ecuación 
original  se  puede  escribir  como 


p(x)  analítica  en  x  : 


(x  —  2)V'  +  (x  —  2) 


(x  +  2)2 


+ 


q{x)  analítica  en  x  =  2 

i 

5 

- yv  =  0. 


(x  +  2) 


Como  otro  ejemplo,  podemos  ver  que  x  =  0  es  un  punto  irregular  de  x3y"  —  2xy'  +  8y 
=  0  por  observación  de  los  denominadores  de  P(x)  =  —  2/x2  y  Qix)  =  8/x3.  Por  otro  lado, 
x  =  0  es  un  punto  singular  normal  de  xy"  —  2 xy'  +  8y  =  0  puesto  que  x  —  0  y  (x  —  O)2 
ni  siquiera  aparecen  en  los  denominadores  respectivos  de  P(x)  =  —  2  y  Q(x)  =  8/x.  Para 
un  punto  singular  x  =  x0,  ninguna  potencia  negativa  de  x  —  x0  menor  que  uno  (es  decir, 
cero)  y  ninguna  potencia  no  negativa  menor  que  dos  (es  decir,  cero  y  uno)  en  los  denomi¬ 
nadores  de  Pix)  y  Q(x),  respectivamente,  implican  que  x0  sea  un  punto  singular  normal. 
Un  punto  singular  puede  ser  un  número  complejo.  Usted  deberá  verificar  si  x  =  3/  y  x  = 
—  3/  son  dos  puntos  normales  singulares  de  (x2  +  9)y"  —  3 xy'  +  (1  —  x)y  =  0. 

Cualquier  ecuación  de  Cauchy-Euler  de  segundo  orden  ax2y"  +  bxry'  +  cy  =  0,  con 
constantes  reales  a,byc,  tiene  un  punto  singular  normal  en  x  =  0.  Usted  deberá  verificar 
que  dos  soluciones  de  la  ecuación  de  Cauchy-Euler  x2y"  —  3 xy'  +  4y  =  0  en  el  intervalo 
(0,  oo)  sean  yl  =  x2  y  y2  =  x2  ln  x.  Si  intentamos  encontrar  una  solución  en  forma  de 
series  de  potencias  en  torno  al  punto  singular  normal  x  =  0,  es  decir,  y  =  =  0  c„xn,  ten¬ 

dríamos  éxito  en  obtener  solamente  la  solución  polinomial  Vi  =  x2.  El  no  poder  obtener 
la  segunda  solución  no  nos  causa  asombro  porque  ln  x,  y  en  consecuencia  y2  =  x2  ln  x, 
no  es  analítica  en  x  =  0;  es  decir,  y2  no  posee  un  desarrollo  en  forma  de  serie  de  Taylor 
centrado  en  x  =  0. 


■  Método  de  Frobenius  Para  resolver  una  ecuación  diferencial  (1)  en  tomo  a  un  punto 
singular  normal,  empleamos  el  teorema  siguiente  hecho  por  Frobenius. 
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Preste  atención  a  las  palabras  al  menos  incluidas  en  la  primera  oración  del  teorema  5.2. 
Esto  significa  que,  en  contraste  con  el  teorema  5.1,  no  tenemos  la  certeza  de  poder  en¬ 
contrar  dos  soluciones  en  serie  del  tipo  indicado  en  (4).  El  método  de  Frobenius,  para 
encontrar  soluciones  en  serie  en  tomo  a  un  punto  singular  normal  x0,  es  similar  al  “mé¬ 
todo  de  coeficientes  indeterminados  en  serie”  de  la  sección  anterior  donde  sustituimos 
y  =  2“  =0c„(x  —  x0)n+r  en  la  ecuación  diferencial  dada  y  determinamos  los  coeficientes 
desconocidos  c„  mediante  una  relación  de  recurrencia.  Sin  embargo,  en  este  procedi¬ 
miento  tenemos  una  tarea  adicional;  antes  de  determinar  los  coeficientes,  primero  debe¬ 
mos  encontrar  el  exponente  desconocido  r.  Si  se  encuentra  que  r  es  un  número  no  entero 
no  negativo,  entonces  la  solución  correspondiente  y  =  2^  =  o  c„(x  —  x0)n+r  no  será  una 
serie  de  potencias. 

Tal  como  lo  hicimos  en  el  análisis  de  soluciones  en  torno  a  puntos  ordinarios,  siempre 
asumiremos,  para  simplificar  la  resolución  de  ecuaciones  diferenciales,  que  el  punto 
singular  normal  es  x  =  0. 


Todas  las  soluciones 
estarán  en  torno  al 
punto  singular  normal  0. 


Ejemplo  2  Dos  soluciones  en  serie 

Como  x  =  0  es  un  punto  singular  normal  de  la  ecuación  diferencial 

3xy"  +  y'  —  y  =  0,  (5) 

intentamos  encontrar  una  solución  de  la  forma  y  =  1t°°n=0cnxn+r.  Ahora 

oo  oo 

y'  =  2(n  +  r)cnxn+r -  1  y  y"  =  2  (n  +  r)(n  +  r  -  1  )c„xn+r~2 

n= 0  n= 0 

de  manera  que 


3xy"  +  y'  —  y  =  3  2  (n  +  r)(n  +  r  —  1  )cnxn+r  1  +  2  (n  +  r)cnx"+r  1  —  2  c«x 

n  =  0  n  =  0  n  =  0 

cxo  oo 

=  2  +  r)(3«  +  3 r  —  2)cnxn+r-¡  —  2  cnx"+r 

I  n  =  0 

oo  oo 

r(3r  -  2)c0X~1  +  2(»  +  r)(3fl  +  3 r  ~  2)CnX"~l  -  2  CnX" 


V 

k  =  n  -  1 


k  =  n 


r{3r  —  2 )c0x  1  +  2  [(^  +  r  +  1)(3^’  +  3r  +  l)cj.+  1  —  Cj.].r 


=  0, 


lo  cual  implica  r(3r  —  2 )c0  =  0 

(k  +  r  +  1)(3A:  +  3r  +  1)^+!  —  ck  =  0,  k  =  0,  1,  2, _ 
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Puesto  que  no  se  gana  nada  al  asumir  que  c0  =  0,  entonces  debemos  tener 


r(3r  -  2)  =  0, 

(6) 

y 

Cyt+1  = 

(k  +  r  4 

ck 

-  1)(3  k  +  3r  +  1)’ 

k  = 

=  0,  1,  2,  . 

(7) 

Los  dos  valores  de  r  que  satisfacen  la  ecuación  cuadrática  (6),  rl  =  §  ; 

y  r2  =  0,  cuando  se 

sustituyen  en  (7),  dan 

dos  relaciones  de  recurrencia  diferentes: 

ri  =  b 

Cyt+l  — 

ck 

(3  k  +  5  )(k  +  1)’ 

k  = 

0,  1,  2, ... 

(8) 

r2  =  0, 

Ot+1  = 

Ck 

(k  +  1)(3  k  +  1)’ 

k  = 

0,  1,2, .... 

(9) 

De  (8)  encontramos: 

De 

•  (9)  encontramos: 

c0 

c0 

Cl 

5  •  1 

C\ 

1  •  1 

Cl 

Co 

c2 

Cl 

c0 

c2 

8  •  2 

2!  5  •  8 

2  •  4 

2!  1  •  4 

c2 

c0 

c3 

c2 

c0 

c3 

11-3 

3!  5  •  8  • 

11 

3  •  7 

3!  1  •  4  •  7 

c3 

c0 

c4 

c3 

c0 

c4 

14  •  4 

4!  5  •  8  • 

11  •  14 

4  •  10 

4!  1  •  4  •  7 

•  10 

c0 

(-!)% 

C"  n!  5  •  8  •  11  •••  (3n  +  2)  ^  n\  l  •  4  •  7  •••  (3n  -  2) 

Aquí  encontramos  algo  que  no  sucedió  cuando  obtuvimos  soluciones  en  torno  a  un 
punto  ordinario;  tenemos  lo  que  parecen  ser  dos  conjuntos  diferentes  de  coeficientes, 
pero  cada  conjunto  contiene  el  mismo  múltiplo  de  c0.  Si  omitimos  este  término,  las  solu- 

ciones  en  serie  son 


yiO) 

y2(*) 


=  x2/3 


i+2 


i 


i  +  y — 

y,  n\  1 


^  n\  5  •  8  •  1 1  •  •  •  (3 n  +  2) 
1 


x" 


4  •  7  •  ■  •  (3n  -  2) 


x" 


(10) 

(11) 


Mediante  la  prueba  de  la  relación  podemos  demostrar  que  tanto  (10)  como  (11)  con¬ 
vergen  para  todos  los  valores  finitos  de  x,  es  decir,  I  x  I  <  oo.  Asimismo,  por  la  forma  de 
estas  soluciones,  es  posible  deducir  que  ninguna  de  esas  series  es  un  múltiplo  constante 
de  la  otra  y,  por  consiguiente,  v i (x)  y  y2(x)  son  linealmente  independientes  en  el  eje  x. 
Entonces,  de  acuerdo  con  el  principio  de  superposición,  y  =  Cjy^x)  +  C2y2(x)  es  otra 
solución  de  (5).  En  cualquier  intervalo  que  no  contenga  el  origen,  tal  como  (0,  oo),  esta 
combinación  representa  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial. 

I  Ecuación  indicial  La  ecuación  (6)  se  denomina  ecuación  indicial  del  problema,  y 
los  valores  rt  =  §  y  r2  =  0  se  llaman  raíces  indicíales,  o  exponentes,  de  la  singularidad 
x  =  0.  En  general,  después  de  sustituir  y  =  £“  =0  cnxn+r  en  la  ecuación  diferencial  dada  y 
simplificar,  la  ecuación  indicial  es  una  ecuación  cuadrática  en  r  que  resulta  de  igualar  a 
cero  el  coeficiente  total  de  la  potencia  mínima  de  x.  Resolvemos  para  los  dos  valores  de  r  y 
sustituimos  esos  valores  en  una  relación  de  recurrencia  como  (7).  El  teorema  5.2  garantiza 
que  se  puede  encontrar  al  menos  una  solución  en  serie  de  la  forma  supuesta. 

Es  posible  obtener  la  ecuación  indicial  antes  de  sustituir  y  =  1Tn  =  ücnxn+r  en  la 
ecuación  diferencial.  Si  x  =  0  es  un  punto  singular  normal  de  (1),  entonces,  en  virtud 
de  la  definición  5.2,  ambas  funciones  p(x)  =  xP(x')  y  q(x)  =  x2(fi(x),  donde  P  y  Q  están 
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definidas  por  la  forma  estándar  (2),  son  analíticas  en  jc  =  0;  es  decir,  los  desarrollos  de 
series  de  potencias 

p(x)  =  xP(x)  =  a0  +  a¡x  +  a2x2  +  ■  ■  ■  y  q(x )  =  x2Q(x)  =  b0  +  bxx  +  b2x 2  +  ■  ■  ■  (12) 

son  válidos  en  los  intervalos  que  tienen  un  radio  de  convergencia  positivo.  Al  multiplicar 
(2)  por  jt,  se  obtiene  la  forma  dada  en  (3): 

x2y"  +  x[xP(x)]y'  +  [x2Q(x)]y  =  0.  (13) 

Después  de  sustituir  v  =  2Tn=0cnxn+r  y  las  dos  series  de  (12)  en  (13)  y  desarrollar  la  mul¬ 
tiplicación  de  las  series,  encontramos  que  la  ecuación  indicial  general  es 

r(r  -  1)  +  a0r  +  b0  =  0,  (14) 

donde  a0  y  b0  están  definidas  en  (12).  Vea  los  problemas  13  y  14  en  los  ejercicios  5.2. 


Ejemplo  3  Dos  soluciones  en  serie 

Resuelva  2xv"  +  ( 1  +  x)y'  +  y  =  0. 

Solución  Al  sustituí r  y  =  ’2Tn=0cnxn+r  se  obtiene 


2 xy"  +  (1  +  x)y’  +  y  =  2  ^  («  +  r)(n  +  r  —  l)c„x"  +  ''  1  +  2  (n  +  r)cnxn+r  1 

n= 0  n= 0 

oo  oo 

+  +  r)cnxn+r  +  2 cnx"+r 

n= 0  n= 0 

oo  oo 

=  +  r)(2n  +  2  r-  1  )cnxn+r~l  +  2(«  +  r  +  í)c„x',+r 

3  n  =  0 

oo  oo 

r(2 r  —  l)c0x_1  +  ^  (n  +  r)(2n  +  2 r  —  l)c„x"_1  +  ^  (n  +  r  +  1  )cnxn 


n=  1 


V 

k  =  n  -  1 


v 

k  =  n 


r(2r  —  1)c0jí  1  +  ^  [(k  +  r  +  1)(2 k  +  2r  +  l)cj.+1  +  (k  +  r  +  l)cj.]^ 


lo  cual  implica  r(2r  —  1)  =  0  (15) 

(k  +  r+  l)(2k  +  2r+  l)ct+  ¡  +  {k  +  r  +  \)ck  =  0,  ¿  =  0,1,2,....  (16) 

A  partir  de  la  ecuación  (15)  podemos  ver  que  las  raíces  indicíales  son  i\  =  \  y  r2  =  0. 
Para  r{  =  l,  podemos  dividir  la  ecuación  (16)  entre  k  +  \  para  obtener 


ck+ 1  — 


~ck 


2 (k  +  1)  ’ 

mientras  que  para  r2  =  0,  (16)  se  convierte  en 

~ck 


k  =  0, 1,2, ..., 


ck+\  ~ 


2k  +  r 


De  (17): 


c  i 


k  =  0, 1,2, .... 


De  (18): 


2  •  1 


c  i 


1 


c2 


2  -  2  22  •  2! 


c2 


-c  1 
3 


C'o 


(17) 


(IB) 
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c2  _  C0 

2*3  _  23  •  3! 


_  _ ^2  _  c0 

Cs  _  5  _  1*3*5 


c3  _  c0 

2  •  4  “  c4  •  4! 


c0 

1  •  3  •  5  •  7 


(-i)% 

Cn  =  ~  . 


("I  fCo 

1  •  3  •  5  •  7  ■■•(2 n  -  1)' 


Por  lo  tanto,  para  la  raíz  indicial  rx  =  \  obtenemos  la  solución 


=  r1/2 


oo  i— IV  i  oo  c_iyi 

i  +  =  y^^.p'+i/2, 

^  ^  2"n\ 


2"n\ 


donde  hemos  omitido  nuevamente  c0.  La  serie  converge  para  x  >  0;  por  lo  tanto,  la  serie 
no  está  definida  para  los  valores  negativos  de  x  debido  a  la  presencia  de  xm.  Para  r2  =  0, 
una  segunda  solución  es 


yi{x) 


1+  2 


1  •  3  • 


(-1)" 

5  •  7  ■  ■  •  (2«  —  1) 


x", 


br  <  oo. 


En  el  intervalo  (0,  oo),  la  solución  general  es  y  =  C^ViCx)  +  C2y2(x). 


□ 


Ejemplo  4  Sólo  una  solución  en  serie 

Resuelva  xy"  +  y  =  0. 

Solución  A  partir  de  xP(x)  =  0  y  x2Q(x)  =  x  y  del  hecho  de  que  0  y  x  son  sus  propias  se¬ 
ries  de  potencias  centradas  en  0,  concluimos  que  a0  =  0  y  b0  =  0  y  también  de  la  ecuación 
(14)  que  la  ecuación  indicial  es  r(r  —  1)  =  0.  El  lector  deberá  verificar  que  las  dos  rela¬ 
ciones  de  recurrencia  que  corresponden  a  las  raíces  indicíales  rx  =  1  y  r2  =  0  produzcan 
exactamente  el  mismo  conjunto  de  coeficientes.  En  otras  palabras,  en  este  caso,  el  método 
de  Frobenius  produce  sólo  una  solución  en  serie 


yÁ?) 


OO 


2 


(-i)" 

«!(«  +  !)! 


1 

"Í44 


x4  + 


□ 


■  Tres  casos  Para  fines  de  este  análisis,  supongamos  nuevamente  que  x  =  0  es  una 
ecuación  (1)  de  punto  singular  normal  y  que  las  raíces  indicíales  r¡  y  r2  de  la  singularidad 
son  reales,  con  rx  denotando  la  raíz  mayor.  Cuando  se  usa  el  método  de  Frobenius,  distin¬ 
guimos  tres  casos  correspondientes  a  la  naturaleza  de  las  raíces  indicíales  rt  y  r2. 

Caso  I:  Si  rt  y  r2  son  distintas  y  no  difieren  por  un  entero,  existen  dos  solucio¬ 
nes  linealmente  independientes  de  la  forma 

y 

n  =  0  n  =  0 

Este  es  el  caso  que  se  ilustra  en  los  ejemplos  2  y  3. 

En  el  siguiente  caso,  vemos  que  cuando  la  diferencia  de  las  raíces  indicíales  —  r2  es 
un  entero  positivo,  la  segunda  solución  puede  contener  un  logaritmo. 
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Caso  II:  Si  r,  —  r2  =  N  donde  N  es  un  entero  positivo,  entonces  existen  dos 
soluciones  linealmente  independientes  de  la  ecuación  (1)  de  la  forma 

U  (x)=Jtcnx"+\  c0V  0,  (19) 

11  =  0 

oo 

i(.v)  b0  ),  (20) 

n  =  0 

donde  C  es  una  constante  que  podría  ser  cero. 

Finalmente,  en  el  último  caso,  cuando  las  raíces  indicíales  rl  y  r2  son  iguales,  una  se¬ 
gunda  solución  siempre  contendrá  un  logaritmo.  La  situación  es  análoga  a  la  solución  de 
una  ecuación  de  Cauchy-Euler  cuando  las  raíces  de  la  ecuación  auxiliar  son  iguales. 

Caso  III:  Si  r\  =  r2,  entonces  siempre  existen  dos  soluciones  linealmente  inde¬ 
pendientes  de  la  ecuación  (1)  de  la  forma 

yi(x)  =  2c«x"+ri’  co  +  0,  (21) 

77  =  0 


=  }’i(X)lnx  +  ^bnxn+'K  (22) 

n  =  0 

H  Encontrar  una  segunda  solución  Cuando  la  diferencia  r,  —  r2  es  un  entero  positivo 
(caso  II),  podemos  o  no  encontrar  dos  soluciones  de  la  forma  y  =  ’%°°n=0c„xn+r.  Esto  es 
algo  que  no  sabemos  de  antemano,  pero  se  determina  luego  de  encontrar  las  raíces  indi¬ 
cíales  y  examinar  cuidadosamente  la  relación  de  recurrencia  que  define  los  coeficientes  c„. 
Quizá  tengamos  la  suerte  de  encontrar  dos  soluciones  que  impliquen  sólo  potencias  de  x, 
es  decir,  yx(x)  =  X“n=0cnxn+r'  (ecuación  (19))  y  y2  =  27,=o bnxn+ri  (ecuación  (20)  con  C 
=  0).  Vea  el  problema  31  en  los  ejercicios  5.2.  Por  otra  parte,  en  el  ejemplo  4  vemos  que 
la  diferencia  de  las  raíces  indicíales  es  un  entero  positivo  (r,  —  r2  =  1)  y  del  método  de 
Frobenius  no  resultó  una  segunda  solución  en  serie.  En  esta  situación,  la  ecuación  (20), 
con  CV0,  indica  cómo  se  ve  una  segunda  solución.  Por  último,  cuando  la  diferencia  r¡ 
—  r2  es  un  cero  (caso  III),  el  método  de  Frobenius  no  da  una  segunda  solución  en  serie;  la 
segunda  solución  (22)  siempre  contiene  un  logaritmo  y  es  en  realidad  la  ecuación  (20)  con 
C  =  1 .  Una  forma  de  obtener  esta  segunda  solución  con  el  término  logarítmico  es  usar  el 
hecho  de  que 


yi(x) 


yiM 


■  e-sn*)fc 

yíM 


dx 


(23) 


también  es  una  solución  de  y"  +  P{x)y'  +  Q(x)y  =  0  siempre  que  y\(x)  sea  la  solución 
conocida.  Ilustraremos  cómo  usar  (23)  en  el  siguiente  ejemplo. 


Esta  es  la  ecuación  (5) 
de  la  sección  3.2. 


Ejemplo  5  EjempLo  4  vuelto  a  anaLizar,  mediante  un  CAS 

Encuentre  la  solución  general  de  xy"  +  y  =  0. 

Solución  A  partir  de  la  solución  conocida  del  ejemplo  4 

y,{x)=X-'-X‘  +  PX>-1LX*  +  ..., 

podemos  construir  una  segunda  solución  y2(x)  mediante  la  fórmula  (23).  Para  quienes 
tengan  el  tiempo,  la  energía  y  la  paciencia,  el  pesado  trabajo  de  elevar  series  al  cuadrado, 
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resolver  largas  divisiones  e  integrar  el  cociente,  puede  hacerse  a  mano.  Pero  todas  estas 
operaciones  se  realizan  con  relativa  facilidad  al  usar  un  CAS.  Damos  los  resultados: 


He  aquí  un  buen 
momento  para  usar  un 
sistema  algebraico  de 
cómputo. 


,-fOdx 

y2(x)  =  JiM  ,  x-,2  dx  =  yx{x) 


W*)]2 


dx 


1  .  1  ,  l  , 

x - x2  H - x3 - x4  + 

2  12  144 


=  JiM 

=  yiM 

=  JiW 


dx 


X2  -  X3  +  —X4  -  —X5  + 

12  72 

1  1  7  19 

—  H - 1 - h  — X  +  •  •  • 

x2  X  12  72 


-  después  de  elevar  al  cuadrado 


dx  <—  después  de  la  larga  división 


1  ,  7  19  , 

- h  Inx  H - x  H - x  + 

x  12  144 


<—  después  de  integrar 


17  19  , 

o  bien  y9(x)  =  y.(x)  lnx  +  vdx) - 1 - x  H - x“  +  ■ 

x  12  144 

En  el  intervalo  (0,  oo),  la  solución  general  es  y  =  Cxyx{x)  +  C2y 2(x). 


Comentarios 


i)  Las  tres  formas  distintas  de  una  ecuación  diferencial  lineal  de  segundo  orden  en 
(1),  (2)  y  (3)  fueron  usadas  para  analizar  varios  conceptos  teóricos.  Pero  a  un  nivel 
práctico,  cuando  se  trata  de  efectivamente  resolver  una  ecuación  diferencial  usando 
el  método  de  Frobenius,  es  aconsejable  trabajar  con  una  ED  de  la  forma  dada  en 
(1). 

ii)  Cuando  la  diferencia  de  las  raíces  indicíales  rx  —  r2  es  un  entero  positivo  (r¡  > 
r2),  a  veces  es  conveniente  iterar  la  relación  de  recurrencia  utilizando  primero  la  raíz 
más  pequeña  r2.  Consulte  los  problemas  31  y  32  en  los  ejercicios  5.2. 

iií)  Puesto  que  una  r  indicial  es  una  raíz  de  una  ecuación  cuadrática,  esto  podría 
resultar  complejo.  Sin  embargo,  no  analizaremos  este  caso. 

iv)  Si  x  =  0  es  un  punto  singular  irregular,  quizá  no  podamos  encontrar  ninguna  so¬ 
lución  de  la  ED  de  la  forma  y  =  2”  =o c„xn+r. 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-1 1. 


EJERCICIOS  5.2 


En  los  problemas  del  1  al  10,  determine  los  puntos  singulares 
de  la  ecuación  diferencial  dada.  Clasifique  cada  punto  singular 
como  normal  o  irregular. 

1 .  x3y"  +  4 x2y'  +  3y  =  0 

2.  x(x  +  3)V  -  y  =  0 

3.  (x2  -  9)2y"  +  (x  +  3)y '  +  2y  =  0 

4.  y"  -  -  y'  +  ,  1  ~ ,3  y  =  o 

x  (x  -  l)3 

5.  (x3  +  4x)y"  —  2xy'  +  6y  =  0 

6.  x2(x  —  5)2y"  +  4xy'  +  (x2  —  25)y  =  0 


7.  (x2  +  x  —  6)y"  +  (x  +  3)y '  +  (x  —  2)y  =  0 

8.  x{jC  +  l)2y"  +  y  =  0 

9.  x3(x2  -  25)(x  -  2)2v"  +  3x(x  -  2 )y'  +  7(x  +  5)y  =  0 

10.  (x3  -2x2  +  3x)2v"  +  x(x  -  3)2y'  -  (x  +  l)y  =  0 

En  los  problemas  11  y  12,  escriba  la  ecuación  diferencial  dada 
en  la  forma  (3)  para  cada  punto  singular  normal  de  la  ecuación. 
Identifique  las  funciones  p{x)  y  q(x). 

11.  (x2  —  l)y"  +  5(x  +  l)y'  +  (x2  —  x)y  =  0 

12.  xy"  +  (x  +  3)y'  +  7x2y  =  0 
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En  los  problemas  13  y  14,  x  =  0  es  un  punto  singular  normal  de 
la  ecuación  diferencial  dada.  Use  la  forma  general  de  la  ecuación 
indicial  dada  en  (14)  para  encontrar  las  raíces  indicíales  de  sin¬ 
gularidad.  Sin  resolver,  analice  la  cantidad  de  soluciones  en  serie 
que  esperaría  encontrar  usando  el  método  de  Frobenius. 

1 3.  xy"  +  ( |  x  +  x )y '  —  3  y  —  0 

14.  xy"  +  y'  +  lOy  =  0 

En  los  problemas  del  15  al  24,  x  =  0  es  un  punto  singular  regular 
de  la  ecuación  diferencial  dada.  Demuestre  que  las  raíces  indi¬ 
cíales  de  la  singularidad  no  difieren  por  un  entero.  Use  el  método 
de  Frobenius  para  obtener  dos  soluciones  en  serie  linealmente 
independientes  en  tomo  a  x  =  0.  Forme  la  solución  general  en 
(0,  00). 

1 5.  2xy"  —  y'  +  2y  =  0  16.  2xy"  +  5y'  +  xy  =  0 

1 7.  4xy"  +  \y'  +  y  =  0 

18.  2x2y"  -  xy’  +  (x2  +  l)y  =  0 

1 9.  3xy"  +  (2  —  x)y'  —  y  =  0 

20.  x2y"  —  (x  —  5  )y  =  0 

21 .  2 xy"  —  (3  +  2x)y'  +  y  =  0 

22.  X'y"  +  xy'  +  (x2  —  f  )y  =  0 

23.  9xV  +  9x2y'  +  2y  =  0 

24.  2x2y"  +  3xy'  +  (2x  -  l)y  =  0 

En  los  problemas  del  25  al  30,  x  =  0  es  un  punto  singular  regular 
de  la  ecuación  diferencial  dada.  Demuestre  que  las  raíces  indi¬ 
cíales  de  la  singularidad  difieren  por  un  entero.  Use  el  método  de 
Frobenius  para  obtener  al  menos  una  solución  en  serie  en  tomo 
a  x  =  0.  Aplique  (21)  donde  sea  necesario  y  un  CAS,  si  se  le 
indica,  para  encontrar  una  segunda  solución.  Forme  la  solución 
general  en  (0,  00). 

25.  xy"  +  2 y’  —  xy  =  0 

26.  xy"  +  xy'  +  (x2  —  |)y  =  0 

27.  xy"  —  xy'  +  y  =  0 

3 

28.  y"  +  —  y'  -  2v  =  0 

x 

29.  xy"  +  ( 1  —  x)y'  —  y  =  0 

30.  xy"  +  y'  +  y  =  0 

En  los  problemas  31  y  32,  x  =  0  es  un  punto  singular  normal  de 
la  ecuación  diferencial  dada.  Demuestre  que  las  raíces  indicía¬ 
les  de  la  singularidad  difieren  por  un  entero.  Use  la  relación  de 
recurrencia  encontrada  mediante  el  método  de  Frobenius  con  la 
mayor  raíz  r¡  primero.  ¿Cuántas  soluciones  encontró?  Después 
use  la  relación  de  recurrencia  con  la  raíz  mínima  r2.  ¿Cuántas 
soluciones  encontró? 

31 .  xy"  +  (x  —  6)y'  —  3y  =  0 

32.  x(x  -  1)/  +  3/  -  2y  =  0 

33.  a)  La  ecuación  diferencial  x4y"  +  Ay  =  0  tiene  un  punto 

singular  irregular  en  x  =  0.  Demuestre  que  la  sustitu¬ 
ción  t  =  1/x  produce  la  ecuación  diferencial 


d2y  2  dy 
dt2  t  dt 


+  Ay  =  0, 


la  cual  ahora  tiene  un  punto  singular  normal  en  t  =  0. 

b)  Use  el  método  de  esta  sección  para  encontrar  dos 
soluciones  en  serie  de  la  segunda  ecuación  dada  en  el 
inciso  a)  en  tomo  al  punto  singular  t  =  0. 

c)  Exprese  cada  solución  en  serie  de  la  ecuación  origi¬ 
nal  en  términos  de  funciones  elementales. 

34.  El  pandeo  de  una  columna  ahusada  En  el  ejemplo  3 
de  la  sección  3.9,  vimos  que  cuando  una  fuerza  compre¬ 
siva  vertical  y  constante  o  carga  P  fue  aplicada  a  una  co¬ 
lumna  delgada  de  corte  transversal  uniforme,  la  deflexión 
y(x)  satisfizo  el  problema  de  valores  en  la  frontera 

d¿y 

El—,+Py  =  0,  y(0)  =  0,  y(L)  =  0. 

dx 

Aquí  los  supuestos  son  que  la  columna  está  empotrada  en 
sus  dos  extremos.  La  columna  se  pandeará  o  se  curvará 
sólo  cuando  la  fuerza  compresiva  sea  una  carga  crítica  P„. 

a)  En  este  problema  asumiremos  que  la  columna  tiene 
una  longitud  L,  está  empotrada  en  ambos  extremos, 
sus  cortes  transversales  son  circulares,  y  está  ahusa¬ 
da  tal  como  indica  la  figura  5.2a).  Si  la  columna,  un 
cono  truncado,  tiene  conicidad  lineal  y  =  ex  según 
muestra  el  corte  transversal  de  la  figura  5.2 b),  el  mo¬ 
mento  de  inercia  de  un  corte  transversal  respecto  a 
un  eje  perpendicular  al  plano  xy  es  7  =  \  ttia,  donde 
r  =  y  y  y  =  ex.  Por  lo  tanto,  podemos  escribir  /(x)  = 
I0(x/b)4,  donde  70  =  I(b)  =  \i r(c¿)4.  Al  sustituir  7(x) 
en  la  ecuación  diferencial  dada  en  (24),  vemos  que  en 
este  caso  la  deflexión  está  determinada  con  base  en  el 
problema  de  valores  en  la  frontera 

<fy 

x4  — y  +  Ay  =  0,  y  (a)  =  0,  y{b)  =  0, 
dx 

donde  A  =  Pb4IEI0.  Use  los  resultados  del  problema 
33  para  encontrar  las  cargas  críticas  P„  para  la  co¬ 
lumna  cónica.  Utilice  una  identidad  apropiada  para 
expresar  los  modos  de  pandeo  yn(x )  como  una  sola 
función. 

b)  Use  un  CAS  para  trazar  la  gráfica  del  primer  modo  de 
pandeo  v,  (x)  correspondiente  a  la  carga  de  Euler  P¡ 
cuando  b  =  1 1  y  a  =  1. 


ígura  5.2  Columna  cónica  del  problema  34 
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Problemas  de  análisis 

35.  Analice  cómo  definiría  usted  un  punto  singular  normal 
para  la  ecuación  diferencial  lineal  de  tercer  orden 

a3(x)y'"  +  a2(x)y"  +  a1(x)y'  +  a0(x)y  =  0. 

36.  Cada  una  de  las  ecuaciones  diferenciales 

x’y"  +  y  =  0  y  x2y"  +  (3x  -  1)/  +  y  =  0 


tiene  un  punto  singular  irregular  en  x  =  0.  Determine  si 
el  método  de  Frobenius  produce  una  solución  en  serie 
de  cada  ecuación  diferencial  en  tomo  a  x  =  0.  Analice  y 
explique  sus  hallazgos. 

37.  Hemos  visto  que  x  =  0  es  un  punto  singular  regular  de 
cualquier  ecuación  de  Cauchy-Euler  ax2y" +bxy'  +cy  =  0. 
¿Están  relacionadas  la  ecuación  indicial  (14)  para  una 
ecuación  de  Cauchy-Euler  y  su  ecuación  auxiliar?  Analice. 


.3  Funciones  especiales 


I  Introducción  Las  dos  ecuaciones  diferenciales 


x2y"  +  xy'  +  (x2  -  v2)y  =  0  (1) 

(1  -  x2)y"  -2xy'  +  n(n  +  1)>>  =  0  (2) 


se  presentan  con  frecuencia  en  estudios  avanzados  de  matemáticas  aplicadas,  en  física  e  in¬ 
geniería.  Se  denominan  ecuación  de  Bessel  de  orden  v  y  ecuación  de  Legendre  de  orden 
n,  respectivamente.  Como  es  natural,  las  soluciones  de  (1)  se  denominan  funciones  de 
Bessel  y  las  soluciones  de  (2)  son  funciones  de  Legendre.  Cuando  resolvamos  (1)  asumi¬ 
remos  que  v  >  0,  y  en  (2)  sólo  consideraremos  el  caso  en  que  n  es  un  entero  no  negativo. 
Puesto  que  buscaremos  soluciones  en  serie  de  cada  ecuación  en  tomo  a  x  =  0,  observamos 
que  el  origen  se  encuentra  en  un  punto  singular  normal  de  la  ecuación  de  Bessel  pero  es  un 
punto  ordinario  de  la  ecuación  de  Legendre. 


Funciones  de  Bessel 

■ 

■  Solución  Como  x  =  0  es  un  punto  singular  regular  de  la  ecuación  de  Bessel,  sabemos 
que  existe  al  menos  una  solución  de  la  forma  y  =  ’%xn=0cnxn+r.  Al  sustituir  la  última  expre¬ 
sión  en  (1)  se  tiene 


OO  OO  OO  OO 

x2y"  +  xy'  +  (x2  -  v2)y  =  ^  c„(n  +  r)(n  +  r  -  l)xn+r  +  ^  c„(«  +  r)x"+r  +  2  cnx"+r+2  ~  ^  2  c nXn+ 

n  =  0  n  =  0  n  =  0  n  =  0 

=  c0(r2  -  r  +  r  -  v2)xr 

OO  OO 

+  x'  +  r)(n  +  r  —  1)  +  (n  +  r)  —  v2]x"  +  xr'^Jcnxn+2 

n= 1  n= 0 


=  c0(r2-V2)xr  +  x^cn[(n  +  r)2 

n=  1 


v2y  +  /^v"+2 

n  =  0 


(3) 


Con  base  en  (3),  vemos  que  la  ecuación  indicial  es  r2  —v2  =  0  de  manera  que  las  raíces 
indicíales  son  í'1  =  vyr2  =  -v.  Cuando  rl  =  v,  (3)  se  convierte  en 

OO  OO 

xv  ^  cnn{r¡  +  2v)x"  +  x”'^Jcnxn+2 


(1  +  2n)c1x  +  2  cnn(n  +  2v) xn  +  '^JcnxnA 


n  =  2 


V 

k  =  n  —  2 


n  =  0 

J  V. 


- Y - 

k  =  n 


(1  +  2v)cix  +  ^  [(^  +  2 )(k  +  2  +  2v)ck+2  +  ck\xk 


=  0. 
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Por  lo  tanto,  mediante  el  argumento  acostumbrado  podemos  escribir  (1  +  2 v)c1  =  0  y 


o  bien 


ck+2 


(k  +  2  )(k  +  2  +  2v)ck+2  +  ck  =  0 

~Ck 

- - 77 - - - r,  it  =  0,1,2. 

(k  +  2  )(k  +  2  +  2v) 


(4) 


En  (4),  la  alternativa  cq  =  0  trae  como  consecuencia  que  c3  =  c5  =  c7  =  •  •  •  =  0,  entonces 
para  k  =  0,  2,  4, . . .  encontramos,  después  de  establecer  k  +  2  =  2n,  n  =  1,  2,  3, ... ,  que 


c2n  -  2 

22/  i(n  +  v) 


(5) 


Por  lo  tanto, 


c0 

C2  - 

22  •  1  •  (1  +  v) 

c2 

c0 

c4  ~ 

22  •  2(2  +  v)  24  •  1 

•  2(1  +  v)(2  +  v) 

c-4 

c0 

c6 

22  •  3(3  +  v)  26  • 

1  •  2  •  3(1  +  v)(2  +  v)(3  +  V ) 

=  _ (-1)% _ 

~n  22"n!(l  +  v)(2  +  v)  (n  +  v) 


n  =  1,2,  3, ... 


(6) 


Se  acostumbra  elegir  un  valor  específico  para  c0,  a  saber: 

1 

Co_  2T(1  +  v)  ’ 

donde  F(  I  +  v)  es  la  función  gama.  Vea  el  apéndice  II.  Como  esta  última  función  posee  la 
conveniente  propiedad  de  que  l'(l  +  a)  =  oF (a),  podemos  reducir  el  producto  indicado  en 
el  denominador  de  (6)  a  un  solo  término.  Por  ejemplo, 

r(i  +  v+ 1)  =  (i  +  v)r(i  +  v) 

r(l  +  v  +  2)  =  (2  +  v)r(2  +  v)  =  (2  +  v)(l  +  v)r(l  +  V). 

De  este  modo,  podemos  expresar  (6)  como 

= _ HT _  (-i)" 

C2n  22n+"n!(l  +  v)(2  +  v)---(n  +  v)T(l  +  v)  2ln+vn\Y{\  +  v  +  n) 


para  n  =  0,  1,  2, ... . 

■  Fundones  de  Bessel  de  primera  espede  La  solución  en  serie  y  =  2”  =o  c2„x2n+v 

por  lo  general  se  representa  mediante  Jv(x): 


JÁX)  = 


OO 


2 

n  =  0 


(-1)” 

«ir(l  +  v  +  n) 


(7) 


Si  v  >  0,  la  serie  converge  al  menos  en  el  intervalo  [0,  oo).  También,  para  el  segundo  expo¬ 
nente  r2  =  —  v  obtenemos,  exactamente  en  la  misma  forma, 


J-Áx)  =  2 


(-ir 


TÓ  «!F(1  —  v  +  n)\  2 


(8) 


5.3  Fundones  espedales 
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Figura  5.3  Fundones  de  Bessel 
de  primera  espede  para  n  =  0,1, 
2,  3,  4 


y 


Figura  5.4  Fundones  de  Bessel 
de  segunda  espede  para  n  =  0,1, 
2,  3,  4 


Las  funciones  Jv{x)  y  J  V(x)  se  denominan  fundones  de  Bessel  de  primera  espede  de 
orden  v  y  —v,  respectivamente.  Según  sea  el  valor  de  v,  la  ecuación  (8)  puede  contener 
potencias  negativas  de  x  y,  por  lo  tanto,  ser  convergente  en  (0,  oo).* 

Ahora  debemos  tener  cuidado  al  escribir  la  solución  general  de  (1).  Cuando  v  =  0,  resulta 
evidente  que  (7)  y  (8)  son  iguales.  Si  v  >  0  y  rx  —  r2  =  v  —  (— v)  =  2v  no  es  un  entero  po¬ 
sitivo,  del  caso  I  visto  en  la  sección  5.2  se  deduce  que  Jv(x)  y  J  Jx)  son  soluciones  lineal¬ 
mente  independientes  de  (1)  en  (0,  oc),  y  por  lo  tanto  la  solución  general  en  el  intervalo  es 
y  =  cxJv(x)  +  c2J  Jx).  Pero  con  base  en  el  caso  II  de  la  sección  5.2  también  sabemos  que 
cuando  rx  —  r2  =  2v  es  un  entero  positivo,  puede  existir  una  segunda  solución  de  (1)  en 
forma  de  serie.  En  este  segundo  caso  pueden  distinguirse  dos  posibilidades.  Cuando  v  = 
m  =  es  un  entero  positivo,  la  expresión,  J  ln(x)  definida  por  (8)  y  J,„(x)  no  son  soluciones 
linealmente  independientes.  Es  posible  demostrar  que  J  es  un  múltiplo  constante  de  Jm 
(vea  la  propiedad  i)  en  la  página  264).  Además,  r¡  —  r2  =  2v  puede  ser  un  entero  positivo 
cuando  v  es  la  mitad  de  un  entero  positivo  impar.  En  este  último  caso,  podemos  demostrar 
que  JJx)  y  J  Jx)  son  linealmente  independientes.  En  otras  palabras,  la  solución  general 
de  (1)  en  (0,  oo)  es 

y  =  cxJJx)  +  c2J_Jx),  v  +  entero.  (9) 

Las  gráficas  de  y  =  J0(x)  y  y  =  JJx)  se  muestran  en  la  figura  5.3. 


Ejemplo  1  Solución  general:  v  no  es  un  entero 

Al  identificar  v2=|yv  =  |a  partir  de  (9),  podemos  ver  que  la  solución  general  de  la 
ecuación  x2y"  +  xy'  +  (x2  —  \  )y  =  0  en  (0,  oo)  es  y  =  cxJ1/2(x)  +  c2J_l/2(x). 

■  Funciones  de  Bessel  de  segunda  espede  Si  v  =4  entero,  la  función  definida  por 
la  combinación  lineal 


eos  vttJÁx)  —  J-ix) 

Yv(x)  = - 

sen  V77 


(10) 


y  la  función  Jv(x)  son  soluciones  linealmente  independientes  de  (1).  Por  lo  tanto,  otra 
forma  de  la  solución  general  de  (1)  es  y  =  cxJv{x )  +  c2Yv(x),  siempre  y  cuando  v  =4  entero. 
Cuando  v  —y  m,  donde  m  es  un  entero,  (10)  tiene  la  forma  indeterminada  0/0.  No  obstante, 
mediante  la  regla  de  L'Hópital  se  puede  demostrar  que  lfm„  „„  Yv( x)  existe.  Además,  la 
función 


YJx)  =  lím  Yv(x) 

v—±m 

y  Jm{x)  son  soluciones  linealmente  independientes  de  x 2y"  +  xy'  +  (x2  —  nr)y  =  0.  Por  lo 
tanto,  para  cualquier  valor  de  v,  la  solución  general  de  la  ecuación  (1)  en  (O,  oo)  se  puede 
escribir  como 


y  =  cxJv(x)  +  c2Yv(x).  (11) 

Yv(x)  se  llama  función  de  Bessel  de  segunda  espede  de  orden  v.  La  figura  5.4  muestra  las 
gráficas  de  Y0(x)  y  Yx(x). 


Ejemplo  2  Solución  general:  v  es  un  entero 

Al  identificar  v2  =  9y  v  =  3  con  base  en  (1 1),  podemos  ver  que  la  solución  general  de  la 
ecuación  x2y"  +  xy'  +  (x2  —  9)y  =  0  en  (0,  oo)  es  y  =  cxJ2(x)  +  c2Y2{x). 

■  Ecuaciones  diferenciales  solucionables  en  términos  de  funciones  de  Bessel 

Algunas  veces  es  posible  transformar  una  ecuación  diferencial  en  una  ecuación  (1)  me- 


*Cuando  reemplazamos  x  por  bd,  las  series  dadas  en  (7)  y  (8)  convergen  para  0  <  bel  <  °°. 
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diante  un  cambio  de  variable.  Entonces  podemos  expresar  la  solución  de  la  ecuación  origi¬ 
nal  en  términos  de  funciones  de  Bessel.  Por  ejemplo,  si  t  =  ax,  a  >  0,  en 

X 2y”  +  xy'  +  (a2x2  -  v2)y  =  0,  (12) 

entonces,  mediante  la  regla  de  la  cadena, 

dy  _  dy  dt  _  dy  d2y  _  d  í dy\  dt  _  2  d2y 

dx  dt  dx  dt  y  dx2  dt  \dx)  dx  dt 2 


Por  consiguiente,  (12)  se  convierte  en 


d2y 


dt 


dy 


—  a 2  — j  +  —  Ja  —  +  (f2  —  v2)y  =  0 


dt 


d~y  dy 

f^r  +  t—  +  (t2 

dt~  dt 


v2)y  =  0. 


La  última  ecuación  es  la  ecuación  de  Bessel  de  orden  v  con  solución  y  =  cyJ v(i)  +  c2Yv  ( t ). 
Al  volver  a  sustituir  t  =  ax  en  la  última  expresión,  encontramos  que  la  solución  general 
de  (12)  es 


y  =  C\Ju(ax)  +  c2Yl>(ax).  (13) 

La  ecuación  (12),  llamada  ecuación  paramétrica  de  Bessel  de  orden  v,  y  su  solución  ge¬ 
neral  (13)  son  muy  importantes  en  el  estudio  de  ciertos  problemas  de  valores  en  la  frontera 
que  involucran  ecuaciones  diferenciales  parciales  expresadas  en  coordenadas  cilindricas. 

Otra  ecuación  que  guarda  cierto  parecido  con  ( 1)  es  la  ecuación  modificada  de  Bessel 
de  orden  v. 


x2y"  +  xy’  -  (x2  +  v2)y  =  0.  (14) 

Esta  ED  se  puede  resolver  tal  como  se  acaba  de  explicar  para  la  ecuación  (12).  Esta  vez,  si 
t  =  ix,  donde  i2  =  —  1,  entonces  (14)  se  convierte  en 


9  d  y  dy 

t2^  +  t-f- 

dt  dt 


+  (f2  -  v2)y  =  0. 


Puesto  que  las  soluciones  de  la  última  ED  son  Jv(t)  y  Yv(t),  las  soluciones  de  valor  comple¬ 
jo  de  la  ecuación  (14)  son  Jv(ix)  y  Yv(ix).  Una  solución  de  valores  reales,  llamada  función 
de  Bessel  modificada  de  primera  clase  de  orden  v  entero  se  define  en  términos  de  Jv(ix): 


Iv(x)  =  i  vJv{ix). 


(15) 


Vea  el  problema  21  en  los  ejercicios  5.3.  Analógicamente  a  ( 10),  la  función  de  Bessel  mo¬ 
dificada  de  segunda  clase  de  orden  v  A  entero,  se  define  como 


Kv{x) 


77  /_„(■*)  ~  Iv{x) 

2  sen  vtt 


(16) 


y  para  el  entero  v  =  n, 

K„(x)  =  lím  Kv(x). 

v—>n 

Como  /„  y  Kv  son  linealmente  independientes  en  el  intervalo  (0,  oo)  para  todo  valor  de  c, 
la  solución  general  de  (14)  es 


y  =  cjv  0)  +  c2K„(x). 


(17) 


Aún  otra  ecuación,  importante  porque  muchas  ecuaciones  diferenciales  encajan  en  esta 
forma  mediante  elecciones  adecuadas  de  los  parámetros,  es 


y”  +  - - —y'  +  I  b2c2x2c-2 


+ 


2  2  2 

a  —pe 


x2 


y  =  0,  p  >  0. 


(18) 
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Aunque  no  lo  explicaremos  de  manera  detallada,  la  solución  general  de  (18), 


y  =  ^[ciJpibx?)  +  c2Yp(bxc)] 


(19) 


se  puede  encontrar  mediante  un  cambio  tanto  en  las  variables  independientes  como 

/  z\a,c 

en  las  dependientes:  z  =  bxc,  y(x)  =  I  —  J  w(z).  Si  p  no  es  un  entero,  entonces  puede 
reemplazarse  Yp  en  ( 19)  por  J 


Ejemplo  3  Uso  de  La  solución  general  (18) 

Encuentre  la  solución  general  de  xy"  +  3y'  +  9y  =  0  en  (0,  oo). 

Solución  Si  escribimos  la  ED  dada  como 

3  9 

y"  +  -V  +  -v  =  0 
x  x' 

podemos  hacer  las  siguientes  identificaciones  con  (18): 

1  —  2a  =  3,  b2c2  =  9,  2c  —  2  =  —  1  y  a2  —  p2c2  =  0. 

Las  ecuaciones  primera  y  tercera  implican  a  =  —  I  y  c  =  \ .  Con  estos  valores,  la  segunda  y 
cuarta  se  satisfacen  cuando  b  =  6  y  p  =  2.  De  la  ecuación  (19)  encontramos  que  en  el  inter¬ 
valo  [0,  oo)  la  solución  general  para  la  ED  dada  es  y  =  x~l  [ciJ2{bx{^2)  +  c212(6jc1/2)]  . 


Ejemplo  4  Vuelta  a  la  degradación  de  rigidez  de  un  resorte 


Recuerde  que  en  la  sección  3.8  estudiamos  que  un  modelo  matemático  para  el  movi¬ 
miento  libre  no  amortiguado  de  una  masa  sujeta  a  un  resorte  con  degradación  de  rigidez 
está  dado  por  mx"  +  ke  atx  =  0,  a  >  0.  Ahora  ya  podemos  encontrar  la  solución  ge¬ 
neral  de  la  ecuación.  Se  deja  como  ejercicio  demostrar  que  el  cambio  de  variables  s  = 


transforma  la  ecuación  diferencial  de  la  degradación  del  resorte  en  la  forma 


s 


2 


d2x 
ds 2 


+  í- 


dx 

ds 


+  s2x  =  0. 


Vemos  que  esta  ecuación  tiene  la  forma  de  (1)  con  v  =  0  donde  los  símbolos  xy  s  tienen 
las  funciones  de  y  y  x,  respectivamente.  La  solución  general  de  la  nueva  ecuación  es  x  = 
c^olí)  +  C2^o(í')-  Al  sustituir  nuevamente  s,  la  solución  general  de  mx"  +  ke~a,x  =  0  es 


x(t) 


Vea  los  problemas  33  y  39  en  los  ejercicios  5.3. 

El  otro  modelo  que  se  analizó  en  la  sección  5.1  fue  el  de  un  resorte  cuyas  características 
cambian  con  el  tiempo,  mx"  +  ktx  =  0.  Al  dividir  todo  entre  m  vemos  que  x"  +  ^  tx  =  0 
es  la  ecuación  de  Airy,  y"  +  a2xy  =  0.  Vea  el  ejemplo  2  de  la  sección  5.1.  La  solución 
general  de  la  ecuación  diferencial  de  Airy  también  se  puede  expresar  en  términos  de  las 
funciones  de  Bessel.  Vea  los  problemas  34,  35  y  40  de  los  ejercicios  5.3. 

I  Propiedades  A  continuación  enunciamos  algunas  de  las  propiedades  más  útiles  de 
las  funciones  de  Bessel  de  orden  m,m  =  0,  1,  2, ... : 

i)  J-Jx)  =  (-vrjjx)  ii )  JJ-X)  =  (-\)mJJx) 

í  0,  m  >  0 

iii)  Jm( 0)  =  5  iv)  Km  YJx)  =  -oo. 

1 1,  m  =  0  x->o+ 
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Observemos  que  la  propiedad  ii)  indica  que  Jm(x)  es  una  función  par  si  m  es  un  entero  par, 
y  una  función  impar  si  m  es  un  entero  impar.  En  la  figura  5.4,  las  gráficas  de  Y0(x)  y  K, (x) 
ilustran  la  propiedad  iv):  Ym(x)  no  está  acotada  en  el  origen.  Este  hecho  no  resulta  evidente 
luego  del  examen  de  la  ecuación  (10).  Las  soluciones  de  la  ecuación  de  Bessel  de  orden  0 
se  pueden  obtener  mediante  las  soluciones  Vi(x)  dadas  en  (21)  y  y2(x)  en  (22)  de  la  sección 
5.2.  Es  posible  demostrar  que  la  ecuación  (21)  de  la  sección  5.2  es  y,(x)  =  J0(x),  mientras 
que  la  ecuación  (22)  de  esa  sección  es 


y2(x)  =  i0(x)ln  x 


La  función  de  Bessel  de  segunda  especie  de  orden  0,  Yü{x),  está  definida  entonces  para  ser 

2  2 

la  combinación  lineal  70(x)  =  — (y  —  ln  2)y,(x)  H - y2W  para  x  >  0.  Es  decir, 


=  —  Jo(x) 


xl  2  -  (-1/ 

7+lnd~-,?,w 


i  +  -  + 

2 


4  i 


donde  y  =  0.57721566. . .  es  la  constante  de  Euler.  Debido  a  la  presencia  del  término 
logarítmico,  resulta  evidente  que  70(x)  es  discontinua  en  x  =  0. 


I  Valores  numéricos  Los  primeros  cinco  ceros  no  negativos  de  J0(x),  J  ¡(x),  Y0(x)  y 
^(x)  están  dados  en  la  tabla  5.1.  Algunos  valores  adicionales  de  esas  cuatro  funciones  se 
presentan  en  la  tabla  5.2. 


Tabla  5.1  Ceros  de  J0,  Jh  Yn  y  K, 


Jo(x) 

J  i(x) 

L0(x) 

*j(x) 

2.4048 

0.0000 

0.8936 

2.1971 

5.5201 

3.8317 

3.9577 

5.4297 

8.6537 

7.0156 

7.0861 

8.5960 

11.7915 

10.1735 

10.2223 

11.7492 

14.9309 

13.3237 

13.3611 

14.8974 

Tabla  5.2  Valores  numéricos  de  J0,  Jh  Y0  y  Ij 


X 

70(x) 

J  i(x) 

Y0(x) 

y,(x) 

0 

1.0000 

0.0000 

— 

— 

i 

0.7652 

0.4401 

0.0883 

-0.7812 

2 

0.2239 

0.5767 

0.5104 

-0.1070 

3 

-0.2601 

0.3391 

0.3769 

0.3247 

4 

-0.3971 

-0.0660 

-0.0169 

0.3979 

5 

-0.1776 

-0.3276 

-0.3085 

0.1479 

6 

0.1506 

-0.2767 

-0.2882 

-0.1750 

7 

0.3001 

-0.0047 

-0.0259 

-0.3027 

8 

0.1717 

0.2346 

0.2235 

-0.1581 

9 

-0.0903 

0.2453 

0.2499 

0.1043 

10 

-0.2459 

0.0435 

0.0557 

0.2490 

11 

-0.1712 

-0.1768 

-0.1688 

0.1637 

12 

0.0477 

-0.2234 

-0.2252 

-0.0571 

13 

0.2069 

-0.0703 

-0.0782 

-0.2101 

14 

0.1711 

0.1334 

0.1272 

-0.1666 

15 

-0.0142 

0.2051 

0.2055 

0.0211 

H  Relación  de  recurrencia  diferencial  Las  fórmulas  de  recurrencia  que  relacionan  las 
funciones  de  Bessel  de  diferentes  órdenes  son  importantes  en  teoría  y  en  aplicaciones.  En 
el  ejemplo  siguiente  deduciremos  una  relación  de  recurrencia  diferencial. 
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Ejemplo  5  Deducción  mediante  definición  de  series 

Deduzca  la  fórmula  xJ'v(x)  =  vJv( x)  —  xJv+i{x). 

Solución  De  la  ecuación  (7)  podemos  deducir  que 


xJ'v  0)  =  2 


(— 1)”(2»  +  v)  fx 
¿o  «¡Tí1  +  V  +  n)  \2 


=  *2 


(-1)" 


¿Tq  nir(l  +  v  +  n)\  2 


2  n  +  v  oo 


+  2E 


(-!)"« 


,¡í"o  n!T(l  +  v  +  n)\  2 


=  vJv(x)  +  x  2 


(-1)" 


„  =  i  («  -  1)!T(1  +  v  +  n)  \2j 
V _ J 


=  vJ„{x)  -  x  2 


(-1) 


V 

k  =  n  —  i 


k  /  x\2k  +  v+\ 


¿to  k\T(2  +  V  +  k)\2 


=  vJv(x)  -  xJv+l(x). 


□ 


El  resultado  del  ejemplo  5  se  puede  escribir  en  forma  alternativa.  Al  dividir  xJ'v(x)  — 
vJv(x )  =  —  xJv+l(x)  entre  x  se  obtiene 


J'ÁX)  -  -x  Jv(x)  =  -Jv+1(x). 

Esta  última  expresión  se  reconoce  como  una  ecuación  diferencial  lineal  de  primer  orden 
en  Jv(x).  Al  multiplicar  ambos  lados  de  la  igualdad  por  el  factor  de  integración  v  u  obte¬ 
nemos 


■J-  í-x  V„(x)]  =  -x-Vv+l(x).  (20) 

dx 

Asimismo,  se  puede  demostrar  que 

-X-[xvJv(x)]=xVv  ,(*).  (21) 

dx 

Vea  el  problema  27  de  los  ejercicios  5.3.  Las  relaciones  de  recurrencia  diferenciales  (20)  y 
(21)  también  son  válidas  para  la  función  de  Bessel  de  segunda  especie,  Yv(x).  Observe  que 
cuando  v  =  0,  de  (14)  se  deduce  que 

Ux)  =  -•/,(*)  y  Y'0(x)  =  -7,(X).  (22) 

Una  aplicación  de  estos  resultados  se  da  en  el  problema  39  en  los  ejercicios  5.3. 

I  Funciones  esféricas  de  Bessel  Cuando  el  orden  v  es  la  mitad  de  un  entero  impar, 
es  decir,  ±^,  ±§,  ±|, . . . ,  la  función  de  Bessel  de  primera  especie  Jv(x)  puede  expresarse 
en  términos  de  las  funciones  elementales  sen  x,  eos  x  y  potencias  de  x.  Estas  funciones  de 
Bessel  se  denominan  funciones  esféricas  de  Bessel.  Consideremos  el  caso  en  que  v  =  j. 
De  (7), 


J\/2{X) 


OO 


2 

n  =  0 


(-1)”  /xV'i+1/2 

n!T(l  +  \  +  n)  \2/ 
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En  vista  de  la  propiedad  F(1  +  a)  =  ar(a)  y  de  que  F(-)  =  los  valores  de 
T(1  +  \  +ri)  para  n  =  0,  n  =  1,  n  =  2  y  n  =  3  son,  respectivamente, 

r(I)  =  r(i+i)  =  ir(i)  =  |VÍ 


r(l)  =  r(i  +  i)  =  |r(f)  =  — Vtj- 


rG)  =  r(i  +|)  =  fr(|)  = 


5  •  3 


5  •  4  •  3  •  2  •  1 
234  •  2 


5! 

252! 


m)  =  m+i)  =  mi)  =  ^Lví  =  ^fví  =  ¿rv.. 


En  general. 
Por  lo  tanto. 


,  (2  n  +  1)! 

r(  1  +!  +  «)=  - - V  77. 

22,1  +  1h! 


•M*)  =  % 


(-1 )" 


n=o  (2n  +  1  ^  /  V  2 

— - V  7T 

22,!  +  1«! 


2n  +  1/2 


-  A/^v  2 


(-1)" 


77X  ^  (2n  +  1)! 


x2"3 


Puesto  que  la  serie  infinita  incluida  en  la  última  línea  es  la  serie  de  Maclaurin  para  sen  x, 
hemos  demostrado  que 


Se  deja  como  ejercicio  demostrar  que 


Vea  los  problemas  31  y  32  en  los  ejercicios  5.3. 


5.3.2 


Funciones  de  Legendre 


I  Solución  Puesto  que  x  =  0  es  un  punto  ordinario  de  la  ecuación  de  Legendre  (2), 
sustituimos  la  serie  y  =  U'k=0ckxk,  desplazamos  los  índices  de  la  suma  y  combinamos  las 
series  para  obtener 


(1  -x2)/ 


2xv'  +  n(n  +  l)y  =  [n(n  +  l)c0  +  2c2]  +  [(«  —  1  )(n  +  2)c!  +  6  c3]x 

OO 


+  2  [(J  +  2)(i  +  1)c;+ 2  +  (n  ~  j)(n  +  j  +  1  )cj]xJ  =  0, 
j= 2 


lo  cual  implica  que  n(n  +  l)c0  +  2 c2  =  0 

(n  —  1)(h  +  2)Cl  +  6c3  =  0 
(./  +  2 )(j  +  1  )cj+2  +  {n-  j)(n  +./  +  ljc,-  =  0 


5.3  Funciones  especiales 


267 


o 


i(n  +  1) 

2!~ 


-c0 


c3: 


Ci+ 2  : 


(n  —  1 )(n  +  2) 
3! 


~ci 


(n  -  j){n  +  7  +  1) 


c,,  7  =  2, 3,4,.... 


(;+2)(7  +  l) 

Si 7  asume  los  valores  2,  3,  4, . . . ,  se  produce  la  relación  de  recurrencia  (25). 
(n  —  2  ){n  +  3)  ( n  —  2  )n(n  +  1  )(/í  +  3) 


c4  = 


es 


4  ■  3 


Ci  = 


4! 


(«  —  3)(n  +  4)  ( n  —  3  )(n  —  1 )(«  +  2  ){n  +  4) 

■c3  = - - - cx 


5  •  4 


5! 


(«  —  4)(n  +  5)  (n  —  4)(n  —  2  )n(n  +  l)(n  +  3)(n  +  5) 

c6  =  7  7  C4  =  71  co 


c7  — 


6- 5  6! 

(«  —  5  ){n  +  6) 

- c<¡ 

7- 6  5 

(n  —  5)(n  —  3)(n  —  1  )(n  +  2)(n  +  4)(n  +  6) 
7! 


Cl 


(25) 


y  así  sucesivamente.  Por  lo  tanto,  cuando  menos  para  Ixl  <  1,  obtenemos  dos  soluciones 
linealmente  independientes  en  forma  de  series  de  potencias: 


}’iW  =  c0 


n(n  +1)  ( n  —  2  )n(n  +  1 )(«  +  3) 

1 - x2  3 - . 

2!  4! 

( n  —  4)(n  —  2  )n(n  +  1)(/?  +  3)(/í  +  5) 
6! 


x6  + 


y2(x)  =  C! 


(n  —  1 )(«  +  2)  ( n  —  3 )(«  —  l)(n  +  2  )(n  +  4) 


3! 


-x3  + 


5! 


(n  —  5)(n  —  3  ){n  —  l)(n  +  2  ){n  +  4)(n  +  6) 
- 7! - "  +  - 


] 


(26) 


Observe  que  si  n  es  un  entero  par,  la  primera  serie  termina,  mientras  que  y2(x)  es  una 
serie  infinita.  Por  ejemplo,  si  n  =  4,  entonces 


yiM  =  c0 


i 


4  •  5 

2! 


x2  + 


2  •  4  •  5  •  7 
4! 


=  c0 


1  -  10x2  +  — x4 
3 


De  igual  manera,  cuando  n  es  un  entero  impar,  la  serie  para  y2(x)  termina  con  x";  es  decir, 
cuando  n  es  un  entero  no  negativo,  obtenemos  una  solución  en  forma  de  polinomio  de 
n-ésimo  grado  de  la  ecuación  de  Legendre. 

Como  sabemos  que  un  múltiplo  constante  de  una  solución  de  la  ecuación  de  Legendre 
también  es  una  solución,  se  acostumbra  elegir  valores  específicos  para  c0  o  c,,  depen¬ 
diendo  de  si  n  es  un  entero  positivo  par  o  impar,  respectivamente.  Para  n  =  0  elegimos 
c0  =  1  y  para  n  =  2,  4,  6, ... , 


c0  =  (-l)"/2 


1-3  ■•■(«-  1) 

2  •  4  •  ■  •  n  ’ 
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mientras  que  para  n  =  1  se  elige  c¡=  1,  y  para  n  =  3,  5,  7, , 


ci  =  (— 1)<"-1)/2 


1  •  3  •  •  •  n 
2-4  ■■■(«  —  !)■ 


Por  ejemplo,  cuando  n  =  4  tenemos 


1  •  3 

>’iM  =  (— 1)4/2  2  •  4 


1  -  lOx2  + 


1 

g  (35x4  -  30x2  +  3). 


■  Polinomios  de  Legendre  Estas  soluciones  polinomiales  específicas  de  n-ésimo 
grado  se  denominan  polinomios  de  Legendre  y  se  representan  mediante  P„(x).  A  partir 
de  las  series  para  y^x)  y  y2(x)  y  de  las  elecciones  para  c0  y  c,  que  acabamos  de  explicar, 
encontramos  que  algunos  primeros  polinomios  de  Legendre  son 

P0(x)  =  1,  Pt(x)  =  x, 

-1),  P,(x)  =  ^  (5x3  -  3x),  (27) 


P¿x) 


-  (35x4  -  30x2  +  3),  P5(x)  =  -  (63x5  -  70x3  +  15x). 


Recordemos  que  P0(x),  P¡(x),  P2(x),  P3(x),  . . . ,  son,  a  su  vez,  soluciones  particulares  de 
las  ecuaciones  diferenciales 


n  =  0 
n  =  1 
n  =  2 
n  =  3 


(1  —  x2)y"  —  2xy'  =  0 
(1  —  x2)y"  —  2 xy'  +  2y  =  0 
(1  —  x2)y"  —  2 xy'  +  6y  =  0 
(1  —  x2)/'  —  2 xy'  +  I2y  =  0 


Las  gráficas,  en  el  intervalo  —1  <  x  <  1,  de  los  seis  polinomios  de  Legendre  dados  -1  -°-5  0  0  5 

en  (27)  se  presentan  en  la  figura  5.5.  Rgura  5.5  Polinomios  de 

■  Propiedades  Se  le  invita  a  verificar  las  siguientes  propiedades  mediante  los  polino-  Legendre  para  n  -  0,  1,  2,  3,  4,  5 
mios  de  Legendre  dados  en  (27). 


i)  Pn(-x)  =  (-  \  )nPn(x) 

ii)  Pn{  1)=1  ni)  Pn(- 1)  =  (-1)" 

¡V)  Pn( 0)  =  0,  n  impar  v)  P'n{ 0)  =  0,  n  par 

La  propiedad  i )  indica,  tal  como  se  puede  apreciar  en  la  figura  5.5,  que  P„(x)  es  una  fun¬ 
ción  par  o  impar  cuando  n  es  par  o  impar. 


I  Relación  de  recurrencia  Las  relaciones  de  recurrencia  entre  los  polinomios  de 
Legendre  de  diferentes  grados  también  son  importantes  en  algunos  aspectos  de  sus  apli¬ 
caciones.  Establecemos,  sin  demostrarla,  la  siguiente  relación  de  recurrencia  de  tres  tér¬ 
minos 


(k  +  1  )Pk+i(x)  ~  (2 k  +  1  )xPk(x)  +  kPk  l(x)  =  0,  (29) 

la  cual  es  válida  para  k=  1,  2,  3, _ En  (27)  enumeramos  los  primeros  seis  polinomios  de 

Legendre.  Si,  digamos,  se  desea  determinar  P6(x),  es  posible  usar  (29)  con  k  =  5.  Esta  rela¬ 
ción  expresa  P6(x)  en  términos  de  P4(x)  y  P5(x).  Vea  el  problema  45  de  los  ejercicios  5.3. 

Otra  fórmula,  aunque  no  una  relación  de  recurrencia,  puede  generar  polinomios  de 
Legendre  por  diferenciación.  La  fórmula  de  Rodrigues  para  estos  polinomios  es 

1  d" 

PJx)  = - (x2  -  1)",  n  =  0,  1,  2,  ....  (30) 

"V  ;  2"n!  ¿x" V  7 

Vea  el  problema  48  en  los  ejercicios  5.3. 
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Comentarios 


Aunque  hemos  supuesto  que  el  parámetro  n  en  la  ecuación  diferencial  de  Legendre 
(1  —  x2)y"  —  2xy'  +  n(n  +  l)y  =  0  representa  un  entero  no  negativo,  en  un  marco 
más  general,  n  puede  representar  a  cualquier  número  real.  Si  n  no  es  un  entero  no 
negativo,  entonces  las  dos  funciones  de  Legendre  y,(x)  y  y2(x)  dadas  en  (26)  son  se¬ 
ries  infinitas  convergentes  en  un  intervalo  abierto  —  1  <  x  <  1  y  divergentes  (no  aco¬ 
tadas)  en  x  =  ±  1.  Si  n  es  un  entero  no  negativo,  entonces  como  acabamos  de  ver, 
una  de  las  funciones  de  Legendre  en  (26)  es  un  polinomio  y  la  otra  es  una  serie  in¬ 
finita  convergente  para  —  1  <  x  <  1.  Debe  tener  presente  el  hecho  de  que  la  ecuación 
de  Legendre  tiene  soluciones  acotadas  en  el  intervalo  cerrado  —  1  <  x  <  1  sólo 

cuando  n  =  0,  1,2, _ Más  concretamente,  las  únicas  funciones  de  Legendre  que 

están  acotadas  en  un  intervalo  cerrado  —  1  <  x  <  1  son  los  polinomios  de  Legendre 
Pn(x) 0  l°s  múltiplos  constantes  de  estos  polinomios.  Consulte  el  problema  47  en  los 
ejercicios  5.3  y  el  problema  24  en  los  ejercicios  de  repaso  del  capítulo  5. 


EJERCICIOS  5.3 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-12. 


■.-*«  Funciones  de  Bessel 

En  los  problemas  del  1  al  6,  use  (1)  para  encontrar  la  solución 
general  de  la  ecuación  diferencial  dada  en  (0,  oo). 

1 .  x2y"  +  xy'  +  (x2  —  5  )y  =  0 

2.  x2y"  +  xy'  +  (x2  -  1  )y  =  0 

3.  4 x2y"  +  4 xy'  +  ( 4x 2  -  25)y  =  0 

4.  1 6x2y"  +  16xy'  +  (16x2  -  l)y  =  0 
xy"  +  y'  +  xy  =  0 


5. 

6. 


dx 


[xy']  + 


y  =  0 


En  los  problemas  del  7  al  10,  utilice  la  ecuación  (12)  para  en¬ 
contrar  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  dada  en 
(0,  oo). 

7.  x2y"  +  xy'  +  (9.x2  -  4)y  =  0 

8.  x2y"  +  xy1  +  (36.x2  —  j)y  =  0 

9.  x2y"  +  xy'  +  (25,r  -  f)y  =  0 


10. 


2y"  +  xy'  +  (2.x2  —  64)y  =  0 


En  los  problemas  11  y  12,  use  el  cambio  de  variable  indicado 
para  determinar  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial 
dada  en  (0,  oo). 

11.  x2y"  +  2xy'  +  ccx2y  =  0;  y  =  x~1/2w(x) 

12.  x2y"  +  (a2x2  -  v2  +  y)  y  =  0;  y  =  Vxm(x) 


En  los  problemas  del  13  al  20,  use  (18)  para  determinar  la  solu¬ 
ción  general  de  la  ecuación  diferencial  dada  en  (0,  oo). 

13.  xy"  +  2 y’  +  4y  =  0 

14.  xy"  +  3y'  +  xy  =  0 

15.  xy"  —  y'  +  xy  =  0 

16.  xy"  —  5 y'  +  xy  =  0 


17.  x2y"  +  (x2  -  2)y  =  0 

18.  4 x2y"  +  (  Iójc2  +  l)y  =  0 

19.  xy"  +  3 y'  +  x?y  =  0 

20.  9^'y"  +  9x y'  +  (xb  —  36)y  =  0 

21.  Use  la  serie  incluida  en  (7)  para  verificar  que  lv(x)  = 
rvJv(ix)  es  una  función  real. 

22.  Asuma  que  en  la  ecuación  (18)  b  puede  ser  un  número 
imaginario  puro,  es  decir,  b  =  j8i,  j8  >  0,  i2  =  —  1.  Use 
este  supuesto  para  expresar  la  solución  general  de  la 
ecuación  diferencial  dada  en  términos  de  las  funciones 
de  Bessel  modificadas  /„  y  Kn. 

a)  y"  -x2y  =  0  tí)  xy"  +  y'  -  Ix’y  =  0 

En  los  problemas  del  23  al  26,  primero  usamos  ( 1 8)  para  ex¬ 
presar  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  dada  en 
términos  de  las  funciones  de  Bessel.  Después  aplicamos  (23)  y 
(24)  y  expresamos  la  solución  general  en  términos  de  funcio¬ 
nes  elementales. 

23.  y"  +  y  =  0 

24.  x-y"  +  4xy'  +  (x2  +  2)y  =  0 

25.  1 6x2y"  +  32xy'  +  (x4  -  12)y  =  0 

26.  4 x2y"  -  4 xy'  +  (lóx2  +  3)y  =  0 

27.  a)  Proceda  como  en  el  ejemplo  5  para  demostrar  que 

xJ'v(x)  =  ~vJv(x)  +xjv_\(x). 

[Sugerencia:  Escriba  2 n  +  v  =  2 (n  +  v)  —  v.] 

b)  Use  el  resultado  del  inciso  a)  para  deducir  (21). 

28.  Emplee  la  fórmula  obtenida  en  el  ejemplo  5  junto  con 
el  inciso  a )  del  problema  27  para  deducir  la  relación  de 
recurrencia 

2 vJv(x)  =  xJv+í(x)  +  xJv_  j(x). 

En  los  problemas  29  y  30,  use  (20)  o  (21)  para  obtener  el  resul¬ 
tado  que  se  proporciona. 
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29. 


rj0(r)dr  =  x/,  (x) 

Jo 

30.  7¿(x)  =  =  —  Jx(x) 

3 1 .  Proceda  como  en  las  páginas  266  y  267  para  derivar  la 
forma  elemental  de  J_m(x)  dada  en  (24). 

32.  a)  Use  la  relación  de  recurrencia  del  problema  28 

junto  con  (23)  y  (24)  para  expresar  73/2(x),  7-3/2(x)  Y 
J¡/2(x)  en  términos  de  sen  x,  eos  x  y  potencias  de  x. 
b )  Mediante  una  herramienta  de  graficación  trace  las 
gráficas  de  Jm{x),  J  1/2(x),  J3/2(x),  J  -3/2(x)  y  i5/2U). 


33.  Aplique  el  cambio  de  variables  s  =  \  / —  e  “,,/2  para 

ay  m 

demostrar  que  la  ecuación  diferencial  de  un  resorte  que 
se  degrada  mx"  +  ke^atx  =  0,  a  >  0,  se  convierte  en 


dx 


ds 


dx 


,+i  —  +  ÍX=0. 

ds 


34.  Demuestre  que  y  =  x1/2w( 2  axm)  es  una  solución  de  la 
ecuación  diferencial  de  Airy  y"  +  a2xy  =  0,  x  >  0, 
siempre  que  w  sea  una  solución  de  la  ecuación  de  Bessel 
de  orden  f,  es  decir,  íSv"  +  tw’  +  (t2  —  5)  w  =  0,  t  >  0. 
[Sugerencia:  Después  de  diferenciar,  sustituir  y  simplifi¬ 
car,  establezca  t  =  §ax3/2.] 


35.  a)  Con  el  resultado  del  problema  34,  exprese  la  solu¬ 

ción  general  de  la  ecuación  diferencial  de  Airy  para 
x  >  0  en  términos  de  la  función  de  Bessel. 
b )  Verifique  los  resultados  del  inciso  a)  mediante  (18). 

36.  Use  la  tabla  5.1  para  encontrar  los  primeros  tres  valores 
propios  positivos  y  sus  correspondientes  funciones  pro¬ 
pias  del  problema  de  valores  en  la  frontera 


xy"  +  y'  +  Axy  =  0, 

y(x),  y'(x)  acotada  cuando  x  — »  0+,  y(2)  =  0. 
[Sugerencia:  Al  identificar  A  =  a2,  la  ED  es  la  ecuación 
paramétrica  de  Bessel  de  orden  cero.] 

37.  a)  Use  (18)  para  demostrar  que  la  solución  general  de 
la  ecuación  diferencial  xy"  +  Ay  =  0  en  el  intervalo 
(0,  00)  es 

y  =  c1V/x})(  2A/Ax)  +  c2VxF1(2\/Ax). 
b)  Verifique  por  sustitución  directa  que  y  =  Vx/j 
(2Vx!)  es  una  solución  particular  de  la  ED  para  el 
caso  A  =  1 . 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

38.  Utilice  un  CAS  para  graficar  las  funciones  modificadas 
de  Bessel  /0(x),  /j(x),  /2(x)  y  K0{x),  Kx{x),  K2(x).  Compare 
estas  gráficas  con  las  que  muestran  las  figuras  5.3  y  5.4. 
¿Cuál  es  la  mayor  diferencia  que  se  presenta  entre  las  fun¬ 
ciones  de  Bessel  y  las  funciones  de  Bessel  modificadas? 

39.  á)  Use  la  solución  general  dada  en  el  ejemplo  4  para 

resolver  el  PVI 

4x"  +  e~01tx  =  0,  x(0)  =  1,  x'(0)  =  — 


También  utilice  7¿(x)  =  —  JiQc)  y  7¿(x)  =  —Y t(x) 
junto  con  la  tabla  5.1  o  un  CAS  para  evaluar  los 
coeficientes. 

b)  Utilice  un  CAS  para  graficar  la  solución  obtenida  en 
el  inciso  a)  en  el  intervalo  0  <  t  <  00. 

40.  a)  Use  la  solución  general  obtenida  en  el  problema  35 

para  resolver  el  PVI 

4x"  +  tx  =  0,  x(0.1)  =  1,  x'(0.1)  = 

Utilice  un  CAS  para  evaluar  los  coeficientes. 
b)  Utilice  un  CAS  para  graficar  la  solución  obtenida  en 
el  inciso  a)  en  el  intervalo  0  <  f  <  200. 

41.  Columna  flexionada  por  su  propio  peso  Una  columna 
delgada  uniforme  de  longitud  L,  ubicada  verticalmente 
con  un  extremo  empotrado  en  el  suelo,  se  flexionará  o 
curvará,  apartándose  de  la  vertical,  por  la  influencia  de 
su  propio  peso,  cuando  su  longitud  o  altura  sea  mayor 
que  cierto  valor  crítico.  Se  puede  demostrar  que  la  de¬ 
flexión  angular  0(x)  de  la  columna  respecto  a  la  vertical 
en  un  punto  P(x)  es  una  solución  del  problema  de  valo¬ 
res  en  la  frontera 

d26 

El  —  +  8g(L  -  x)0  =  0, 
dx~ 


0(0)  =  o,  e\L)  =  o, 


donde  E  es  el  módulo  de  Young,  /  es  el  momento  de 
inercia  de  la  sección  transversal,  8  es  la  densidad  lineal 
constante  y  x  es  la  distancia  medida  a  lo  largo  de  la  co¬ 
lumna  a  partir  de  la  base.  Vea  la  figura  5.6. 

La  columna  se  curvará  sólo  para  aquellos  valores  de 
L  donde  el  problema  de  valores  en  la  frontera  tenga  una 
solución  no  trivial. 

a)  Formule  nuevamente  el  problema  de  valores  en 
la  frontera  cambiando  las  variables  t  =  L  -  x. 
Entonces  use  los  resultados  de  un  problema  anterior 
de  este  bloque  de  ejercicios  para  expresar  la  solu¬ 
ción  general  de  la  ecuación  diferencial  en  términos 
de  funciones  de  Bessel. 

b)  Use  la  solución  general  encontrada  en  el  inciso  a) 
para  establecer  una  solución  del  problema  de  valo¬ 
res  en  la  frontera  y  una  ecuación  que  defina  la  longi¬ 
tud  crítica  L,  es  decir,  el  valor  mínimo  de  L  respecto 
al  cual  la  columna  empezará  a  curvarse. 


c)  Con  ayuda  de  un  CAS,  determine  la  longitud  crítica 
L  de  una  sólida  varilla  de  acero  con  radio  r  =  0.05 
in„  8g  =  0.28  A  lb/in„  E  =  2.6  X  107  lb/in.2,  A  = 

TTt2  e  /  =  \  77T4. 


Figura  5.6  Varilla  para 
eL  problema  41 
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42.  Curvatura  de  una  columna  delgada  En  el  ejemplo 
3  de  la  sección  3.9  vimos  que  cuando  una  fuerza  com¬ 
presiva  vertical  constante,  o  carga,  P  se  aplicaba  a  una 
columna  delgada  de  sección  transversal  uniforme  y  em¬ 
potrada  en  ambos  extremos,  la  deflexión  y(x)  era  una 
solución  del  PVF: 
d2y 

El^y  +  Py  =  0,  y(0)  =  0,  y(L)  =  0. 
dr¬ 


il)  Si  el  factor  de  rigidez  de  curvatura  El  es  proporcio¬ 
nal  a  x,  entonces  EI(x)  =  lac,  donde  k  es  una  cons¬ 
tante  de  proporcionalidad.  Si  EI(L)  =  kL  =  Af  es  el 
factor  de  rigidez  máximo,  entonces  k  =  M/L  y,  por 
lo  tanto,  El(x)  =  Mx/L.  Utilice  la  información  del 
problema  37  para  encontrar  la  solución  de 

mY¿  +  py  =  =  M£)  = 0 

cuando  se  sabe  que  V/xLi(2\/Ax)  no  es  cero  en 
x  =  0. 

tí)  Utilice  la  tabla  5.1  para  encontrar  la  carga  de  Euler 
Pl  para  la  columna. 

c)  Utilice  un  CAS  para  graficar  el  primer  modo  de  cur¬ 
vatura  Vi(x)  que  corresponda  a  la  carga  de  Euler  Pt. 
Por  cuestiones  de  simplicidad,  asuma  que  cl  =  1  y 

L  =  1. 


43.  Péndulo  de  longitud  variable  Para  el  péndulo  simple 
descrito  en  la  página  175  de  la  sección  3.10,  suponga 
que  la  barra  que  sostiene  la  masa  m  en  un  extremo  se 
reemplaza  por  un  alambre,  o  una  cuerda,  flexible  y  que 
el  alambre  está  enrollado  sobre  una  polea  en  el  punto  de 
apoyo  O  de  la  figura  3.52.  De  esta  manera,  mientras  está 
en  movimiento  en  un  plano  vertical,  la  masa  m  puede 
elevarse  o  descender.  En  otras  palabras,  la  longitud  l(t) 
del  péndulo  varía  con  el  tiempo.  Bajo  los  mismos  su¬ 
puestos  que  llevaron  a  la  ecuación  (6)  en  la  sección  3.10, 
se  puede  demostrar*  que  la  ecuación  diferencial  para  el 
ángulo  de  desplazamiento  0  es  ahora 

16"  +  2 l'e'  +  g  sen  6  =  0 


a)  Si  l  aumenta  a  una  tasa  constante  v  y  si  1(0)  =  l0,  de¬ 
muestre  que  una  linealización  de  la  ED  anterior  es 

(l0  +  vt)6  "  +  2  v0'  +g6  =  0. 

tí)  Haga  el  cambio  de  variables  x  =  (Z0  +  vt)/v  y  de¬ 
muestre  que  (31)  se  convierte  en 

8 


d2e 


2  de  0  „  „ 

,  H - 1 - 0  —  0. 

dx  x  dx  vx 


c)  Use  el  inciso  b)  y  (18)  para  expresar  la  solución  ge¬ 
neral  de  la  ecuación  (31)  en  términos  de  funciones 
de  Bessel. 


d)  Use  la  solución  general  obtenida  en  el  inciso  c)  para 
resolver  el  problema  de  valor  inicial  constituido  por 


*Vea  Mathematical  Methods  in  Physical  Sciences ,  Mary  Boas,  John  Wiley 
&  Sons,  Inc.,  1996;  también  el  artículo  de  Borelli,  Coleman  y  Hobson  en 
Mathematics  Magazine,  vol.  58,  núm.  2,  marzo  de  1985. 


la  ecuación  (31)  y  las  condiciones  iniciales  0(0)  = 
0O,  0'(O)  =  0.  [Sugerencia:  Para  simplificar  los  cálcu¬ 
los,  aplique  un  cambio  adicional  de  variable  u  = 

-Vg(/o  +  vi)  =  2  También,  recuerde  que 

(20)  es  aplicable  tanto  para  Ji(u)  como  para  Y^u). 

Finalmente,  la  identidad  Ji(u)Y2(u)—J2(u)Yi(u)  = 

2 

- le  será  útil.] 

7 TU 

e)  Utilice  un  CAS  para  graficar  la  solución  0(f)del  PVI 
del  inciso  d)  cuando  l0  =  1  ft,  0O  =  ^  y  v  =  ¿  ft/s. 
Experimente  con  la  gráfica  mediante  diferentes  in¬ 
tervalos  de  tiempo  como  [0,  10],  [0,  30],  etcétera. 

/)  ¿Qué  indican  las  gráficas  en  cuanto  al  ángulo  de 
desplazamiento  0(?)  a  medida  que  la  longitud  l  del 
alambre  aumenta  con  el  tiempo? 


5.3.2 


44.  a) 


Funciones  de  Legendre 

Use  las  soluciones  explícitas  yi(x)  y  y2(x )  de  la  ecua¬ 
ción  de  Legendre  dada  en  (26)  y  la  elección  ade¬ 
cuada  de  c0  y  Ci  para  encontrar  los  polinomios  de 
Legendre  P6(x)  y  P-,(x). 


b)  Escriba  las  ecuaciones  diferenciales  para  las  que 
P6(x)  y  P2(x)  sean  soluciones  particulares. 

45.  Use  la  relación  de  recurrencia  (29)  y  P0(x)  =  1,  Pi(x) 
=  x  para  generar  los  siguientes  seis  polinomios  de 
Legendre. 


46.  Demuestre  que  la  ecuación  diferencial 

d2y  dy  w 

sen0 — ,  +  eos  0 - 1-  n(n  +  l)(sen0)y  =  0 

dO2  d6  K  A  ,y 


se  puede  transformar  en  ecuación  de  Legendre  mediante 
la  sustitución  x  =  eos  0. 

47.  Encuentre  los  primeros  tres  valores  positivos  de  A  para 
los  cuales  el  problema 

(1  -  x2)y"  -  2xy'  +  Ay  =  0, 
y(0)  =  0,  y(x),  y'(x)  acotada  en  [—  1,  1] 
tiene  soluciones  no  triviales. 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

48.  Para  los  fines  de  este  problema,  ignore  la  lista  de  poli¬ 
nomios  de  Legendre  dada  en  la  página  269  y  las  gráficas 
de  la  figura  5.5.  Utilice  la  fórmula  de  Rodrigues  (30) 
para  generar  los  polinomios  de  Legendre  P¡(x),  P2(x), 
. . . ,  P-j(x).  Con  un  CAS,  desarrolle  las  diferenciaciones 
y  simplificaciones. 

49.  Utilice  un  CAS  para  graficar  Pi(x),  P2(x), . . . ,  P2(x)  en  el 
intervalo  [—1,  1], 

50.  Emplee  una  aplicación  apropiada  para  buscar  raíces  y 
determine  los  ceros  de  P\(x),  P2(x),  . . . ,  P7(x).  Si  los 
polinomios  de  Legendre  son  funciones  incorporadas  en 
su  CAS,  encuentre  ceros  de  polinomios  de  Legendre  de 
grado  superior.  Formule  un  supuesto  acerca  de  la  ubica¬ 
ción  de  los  ceros  en  cualquier  polinomio  de  Legendre 
Pn(x),  y  después  investigue  si  es  verdadero. 
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EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  5 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares 
seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-12. 


En  los  problemas  1  y  2,  responda  cierto  o  falso  sin  remitirse  al  En  los  problemas  15  y  16,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
texto.  dado. 


1 .  La  solución  general  de  x2y"  +  xy’  +  (x2  —  I  )y  =  0  es  y  = 

+  CiJ  ,(x). _ 

2.  Puesto  que  x  =  0  es  un  punto  singular  irregular  de  x3y"  - 

xy'  +  y  =  0,  la  ED  no  posee  solución  que  sea  analítica  en 
x  =  0. _ 

3.  Se  garantiza  que  ambas  soluciones  en  forma  de  series 
de  potencias  de  y"  +  ln(x  +  l)y'  +  y  =  0  centradas  en  el 
punto  ordinario  x  =  0  convergen  para  toda  x,  ¿en  cuál  de 
los  siguientes  intervalos? 


1 5.  y"  +  xy'  +  2y  =  0,  y(0)  =  3,  y'( 0)  =  -2 

16.  (x  +  2 )y"  +  3 y  =  0,  y(0)  =  0,  v'(0)  =  1 

1 7.  Sin  resolver  la  ecuación  diferencial  (1—2  sen  x)y"  +  xy 
=  0,  encuentre  el  límite  más  bajo  para  el  radio  de  conver¬ 
gencia  de  las  soluciones  en  forma  de  series  de  potencia 
en  tomo  al  punto  ordinario  x  =  0. 

1 8.  Aunque  x  =  0  es  un  punto  ordinario  de  la  ecuación  di¬ 
ferencial,  explique  por  qué  no  es  buena  idea  intentar 
encontrar  una  solución  del  PVI 


a)  -oo<x<oo  b)  -l<x<oo 

c)  —  |  <  x  ^  ¿  d)  —  1  <  x  <  1 

4.  x  =  0  es  un  punto  ordinario  de  cierta  ecuación  diferencial 
lineal.  Después  de  sustituir  en  la  ED  la  solución  supuesta 
y  =  2“„=0c„x"  se  obtiene  el  siguiente  sistema  algebraico 
al  igualar  los  coeficientes  x°,  x1,  x2  y  x3  a  cero: 


2  c2  +  2c,  +  c0  =  0 
6c3  +  4c2  +  c,  =  0 


1 

12c4  +  6c3  +  c2  ~  — c,  =  0 
2 

20c5  +  8c4  +  c3  —  —  c2  =  0 


Teniendo  en  mente  que  c0  y  c,  son  arbitrarios,  escriba 
los  primeros  cinco  términos  de  dos  soluciones  en  forma 
de  series  de  potencia  de  la  ecuación  diferencial. 

5.  Suponga  que  se  sabe  que  la  serie  de  potencias  2¿=o ck 
(x  —  4)k  converge  en  —2  y  diverge  en  13.  Analice  si  la 
serie  converge  en  —7,  0,  7,  10  y  11.  Las  respuestas  posi¬ 
bles  son  sí,  no,  quizá. 


6.  Utilice  las  series  de  Maclaurin  para  sen  x  y  eos  x  junto 
con  una  división  larga  para  encontrar  los  primeros  tres 
términos  diferentes  de  cero  de  una  serie  de  potencias  en 
sen  x 

x  para  la  función  f(x)  = - . 

r  cosx 

En  los  problemas  7  y  8,  construya  una  ecuación  diferencial  li¬ 
neal  de  segundo  orden  que  tenga  las  propiedades  dadas. 


7.  Un  punto  singular  normal  en  x  =  1  y  un  punto  singular 
irregular  en  x  =  0. 


8.  Puntos  singulares  normales  enx=lyenx=— 3. 

En  los  problemas  9  a  14,  utilice  un  método  adecuado  de  series 
infinitas  en  torno  a  x  =  0  para  encontrar  dos  soluciones  de  la 
ecuación  diferencial  dada. 

9.  2xy"  +  y'  +  y  =  0  1 0.  y"  —  xy'  —  y  =  0 

11.  (x  —  1  )y"  +  3v  =  0  12.  y"  —  x1y'  +  xy  =  0 

1 3.  xy"  —  (x  +  2)y '  +  2y  =  0  14.  (eos  x)y"  +  y  =  0 


y"  +  xy'+y  =  0,  y(l)=-6,  y'(l)  =  3 

de  la  forma  X7=o  c„xn.  Mediante  las  series  de  potencias, 
encuentre  una  mejor  forma  de  resolver  el  problema. 

En  los  problemas  19  y  20,  determine  si  x  =  0  es  un  punto  or¬ 
dinario,  un  punto  singular  o  un  punto  singular  irregular  de  la 
ecuación  diferencial  dada.  [Sugerencia:  Recuerde  las  series  de 
Maclaurin  para  eos  x  y  ex.\ 

19.  xy"  +  (1  —  eos  x)  y'  +  x2y  =  0 

20.  (ex-  1  -  x)y"  +  xy  =  0 

2 1 .  Observe  que  x  =  0  es  un  punto  ordinario  de  la  ecuación 
diferencial 

y"  +  x?y'  +  2xy  =  5  —  2x  +  10x3. 

Utilice  el  supuesto  y  =  £7=o c„xn  para  encontrar  la  so¬ 
lución  general  y  =  yc  +  yp  que  consista  en  tres  series  de 
potencias  centradas  en  x  =  0. 

22.  La  ecuación  diferencial  de  primer  orden  dy/dx  =  x1  +  y2 
no  se  puede  resolver  en  términos  de  funciones  elemen¬ 
tales.  No  obstante,  una  solución  puede  expresarse  en 
términos  de  las  funciones  de  Bessel. 

1  du 

a)  Demuestre  que  la  sustitución  v  = - lleva  a  la  ecua- 

u  dx 

ción  u"  +  x2u  =  0. 

b)  Use  la  expresión  (18)  de  la  sección  5.3  para  encontrar  la 
solución  general  de  u"  +  x2u  =  0. 

c)  Utilice  (20)  y  (21)  de  la  sección  5.3  en  las  formas 

v 

J'„(x)  =  -J„(x)  ~  Jv+  i(x) 
v 

y  J'„(x)  =  ——Jv{x)  +  Jv- i(x) 

como  ayuda  para  mostrar  que  una  familia  de  solucio¬ 
nes  de  un  parámetro  de  dy/dx  =  x2  +  y2  está  dada  por 

•^3/4(2  x2)  ~  c2_3/4(|x2) 

cJi/da*2)  +  2-i/4(y  x“) 

23.  a )  Utilice  las  expresiones  (23)  y  (24)  de  la  sección  5.3 

para  demostrar  que 
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2 

—  cosx. 

7TX 


^l/lW  = 


tí)  Utilice  la  expresión  (15)  de  la  sección  5.3  para  de¬ 
mostrar  que 


h/i(x)  =\¡—  senh.v 


7-l/2  M  =  \~COshx- 


c)  Utilice  el  inciso  tí)  para  demostrar  que 


Km(x)  =  J  —  e  x. 


24.  a)  A  partir  de  las  expresiones  (27)  y  (28)  de  la  sección 
5.3  sabemos  que  cuando  n  =  0,  la  ecuación  diferen¬ 
cial  de  Legendre  (1  —  x2)y"  —  2 xy'  =  0  tiene  la  solu¬ 
ción  polinomial  y  =  P0(x)  =  1.  Utilice  la  ecuación  (5) 
de  la  sección  3.2  para  demostrar  que  una  segunda 
función  de  Legendre  que  satisface  la  ED  en  el  inter¬ 
valo  —  1  <  x  <  1  es 


y  = 


1  +  x\ 

1  —  X ) 


tí)  También  sabemos,  con  base  en  (27)  y  (28)  de  la  sec¬ 
ción  5.3,  que  cuando  n  =  1  la  ecuación  diferencial 


de  Legendre  (1  —  x2)y"  —  2xy'  +  2y  =  0  posee  la 
solución  polinomial  y  =  /'¡(x)  =  x.  Utilice  la  ecua¬ 
ción  (5)  de  la  sección  3.2  para  demostrar  que  una 
segunda  función  de  Legendre  que  satisface  la  ED 
en  el  intervalo  —  1  <  x  <  1  es 


y  = 


-  1. 


c)  Utilice  una  herramienta  de  graficación  para  trazar  las 
funciones  de  Legendre  dadas  en  los  incisos  a)  y  tí). 

25.  a)  Utilice  series  binomiales  para  demostrar  formal¬ 
mente  que 

OO 

(1  -  2xt  +  t2yl/2  =  2  Pn(x)tn . 

n  =  0 

b)  Utilice  el  resultado  obtenido  en  el  inciso  a)  para 
demostrar  que  Pn(  1)  =  1  y  P„{—  1)  =  (—  1)".  Vea  las 
propiedades  ii)  y  iii)  incluidas  en  la  página  269. 
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Estructura  del  capítulo 


6.1 

Métodos  de  EuLer  y  análisis  de  errores 

"N 

6.2 

Métodos  de  Runge-Kutta 

6.3 

Métodos  de  varios  pasos 

6.4 

Ecuaciones  y  sistemas  de  orden  superior 

6.5 

ProbLemas  de  valores  en  la  frontera  de  segundo  orden 

Ejercicios  de  repaso  del  capitulo  6 

_ J 

Una  ecuación  diferencial  no  siempre  debe  poseer  una  solución,  e  in¬ 
cluso  cuando  exista  alguna  es  posible  que  no  podamos  presentarla  en 
forma  explícita  o  implícita;  entonces  deberemos  darnos  por  satisfechos 
con  una  aproximación  a  la  solución.  En  este  capítulo  continuaremos  la 
idea  básica  presentada  en  la  sección  2.6,  la  cual  se  refiere  al  uso  de  la 
ecuación  diferencial  para  construir  algoritmos  con  los  cuales  aproximar 
las  coordenadas  de  los  puntos  ubicados  sobre  una  curva  solución  real. 
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Métodos  de  Euler  y  análisis  de  errores 


■  Introducción  En  el  capítulo  2  analizamos  uno  de  los  métodos  numéricos  más  sim¬ 
ples  para  aproximar  soluciones  de  problemas  de  valor  inicial  de  primer  orden  y'  =  f(  x,  y), 
y(x0)  =  y0.  Recuerde  que  el  elemento  central  del  método  de  Euler  era  la  fórmula 

yn+i=) ’n  +  ¥(xn,y„),  (i) 

donde  /  representa  a  la  función  obtenida  a  partir  de  la  ecuación  diferencial  y'  =  f(x,  y). 
Mediante  el  uso  recursivo  de  (1)  para  n =  0,  1,  2, . . .  se  llega  a  las  coordenadas  y  yu  y2, 
y3,  . . .  de  puntos  ubicados  en  sucesivas  “líneas  tangentes”  a  la  curva  solución  en  x¡,  x2, 
x3,  .. .  o  xn  =  x0  +  nh,  donde  h  es  una  constante  y  equivale  al  tamaño  del  incremento 
entre xn  y  xn+l.  Los  valores yu  y2,  y3, ...  aproximan  los  valores  de  una  solución y(x)  del 
problema  de  valor  inicial  (PVI)  en  xu  x2,  x3,  ....  Sin  embargo,  cualquier  ventaja  de  (1) 
debida  a  su  simplicidad  se  pierde  en  lo  burdo  de  sus  aproximaciones. 

■  Una  comparación  En  el  problema  4  del  ejercicio  2.6  se  le  pidió  utilizar  el  método  de 
Euler  y  obtener  el  valor  aproximado  de  y(l  .5)  para  la  solución  del  problema  de  valor  inicial 
y'  =  2xy,  y(l)  =  1 .  Usted  debió  haber  obtenido  la  solución  analítica  y  =  e*2  ~  1  así  como 
resultados  similares  a  los  presentados  en  las  tablas  6.1  y  6.2. 


Tabla  6.1 

Método  de  Euler  con  h 

=  0.1 

Tabla  6.2 

Método  de  Euler  con  h  = 

0.05 

Valor 

Error 

% 

relativo 

*n 

yn 

Valor 

real 

Error 

absoluto 

%  relativo 
de  error 

x„ 

yn 

real 

absoluto 

de  error 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.05 

1.1000 

1.1079 

0.0079 

0.72 

1.10 

1.2000 

1.2337 

0.0337 

2.73 

1.10 

1.2155 

1.2337 

0.0182 

1.47 

1.20 

1.4640 

1.5527 

0.0887 

5.71 

1.15 

1.3492 

1.3806 

0.0314 

2.27 

1.30 

1.8154 

1.9937 

0.1784 

8.95 

1.20 

1.5044 

1.5527 

0.0483 

3.11 

1.40 

2.2874 

2.6117 

0.3244 

12.42 

1.25 

1.6849 

1.7551 

0.0702 

4.00 

1.50 

2.9278 

3.4903 

0.5625 

16.12 

1.30 

1.8955 

1.9937 

0.0982 

4.93 

1.35 

2.1419 

2.2762 

0.1343 

5.90 

1.40 

2.4311 

2.6117 

0.1806 

6.92 

1.45 

2.7714 

3.0117 

0.2403 

7.98 

1.50 

3.1733 

3.4903 

0.3171 

9.08 

En  este  caso,  con  un  tamaño  del  paso  de  h  =  0.1,  un  error  relativo  de  16%  en  el 
cálculo  de  la  aproximación  a  y(1.5)  es  completamente  inaceptable.  A  costa  de  duplicar 
el  número  de  operaciones,  se  obtiene  cierta  mejora  en  la  precisión  al  reducir  a  la  mitad  el 
tamaño  del  paso  en  h  =  0.05. 

H  Errores  en  métodos  numéricos  Al  seleccionar  y  utilizar  un  método  numérico  para 
determinar  la  solución  de  un  problema  de  valor  inicial,  debemos  estar  conscientes  de  las 
distintas  fuentes  de  error.  Para  ciertos  tipos  de  cálculo,  la  acumulación  de  errores  puede 
reducir  la  precisión  de  una  aproximación  hasta  el  punto  de  volver  inservible  el  cálculo. 
Por  otra  parte,  dependiendo  del  uso  dado  a  una  solución  numérica,  una  precisión  extrema 
podría  no  compensar  el  trabajo  y  la  complicación  adicionales. 

Una  fuente  de  error  que  siempre  está  presente  en  los  cálculos  es  el  error  de  redon¬ 
deo.  Este  se  genera  a  partir  del  hecho  de  que  toda  calculadora  o  computadora  pueden 
representar  números  utilizando  únicamente  cierta  cantidad  finita  de  dígitos.  Suponga, 
para  efectos  de  ilustración,  que  contamos  con  una  calculadora  que  utiliza  aritmética  de 
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base  10  y  soporta  cuatro  dígitos,  de  este  modo  |  se  representa  en  la  calculadora  como 
0.3333  y  |  como  0.1111.  Si  utilizamos  esta  calculadora  para  determinar  (x2  -  \)!{x  -  |) 
para  jc  =  0.3334,  obtenemos 

(0.3334)2  -  0.1111  _  0.1112  -  0.1111  _ 

0.3334  -  0.3333  ~~  0.3334  -  0.3333  ~~ 


Sin  embargo,  con  ayuda  de  un  poco  de  álgebra  vemos  que 

(*  ~  !)(*  +  I)  _  ^  1 

x-\  x  \  3' 

de  modo  que  cuando  je  =  0.3334,  (x2  -  \)/{x  -  3)  ~  0.3334  +  0.3333  =  0.6667.  Este 
ejemplo  demuestra  que  los  efectos  de  errores  de  redondeo  pueden  resultar  bastante 
serios  a  menos  que  se  tenga  cuidado.  Una  forma  de  reducir  el  efecto  de  los  errores  de 
redondeo  es  minimizar  la  cantidad  de  cálculos.  Al  emplear  computadoras,  otra  técnica  es 
utilizar  aritmética  de  doble  precisión  para  verificar  los  resultados.  En  términos  generales, 
el  error  de  redondeo  es  impredecible  y  difícil  de  analizar,  y  lo  pasaremos  por  alto  en  el 
siguiente  análisis  de  errores.  Nos  concentraremos  en  analizar  el  error  introducido  por 
utilizar  una  fórmula  o  un  algoritmo  para  aproximar  los  valores  de  la  solución. 

■  Errores  de  truncamiento  para  el  método  de  Euler  En  la  secuencia  de  valores  y¡, 
y2,  y 3,  •  •  • ,  generados  a  partir  de  (1),  el  valor  de  y1  generalmente  no  concordará  con  la  so¬ 
lución  real  evaluada  en  x¡,  a  saber,  yCr, ),  debido  a  que  el  algoritmo  sólo  proporciona  una 
aproximación  de  línea  recta  para  la  solución.  Observe  la  figura  2.32.  El  error  se  denomina 

error  de  truncamiento  local,  error  de  fórmula  o  error  de  discretización.  Se  presenta  en 
cada  etapa;  es  decir,  si  suponemos  que  yn  es  precisa,  entonces  y„+1  contendrá  un  error  de 
truncamiento  local. 

Para  deducir  una  fórmula  para  el  error  de  truncamiento  local  para  el  método  de  Euler, 
utilizamos  la  fórmula  de  Taylor  con  residuo.  Si  una  función  y{x)  posee  k  +  I  derivadas 
continuas  en  un  intervalo  abierto  que  contiene  aayar,  entonces 

y(x)  =  y{a)  +  Y  {a)  +  •  •  •  +  />(a)  ^  ^  +  /+1>(c)  ^  , 

donde  c  representa  un  punto  entre  a  y  x  Al  establecer  k  =  1,  a  =  xn  y  x  =  xn+1  =  xn  +  h, 
obtenemos 


h  h2 

y(xn+ 1)  =  y(x„)  +  y  (x„)  —  +  y  (c)  — 


y(xn+i)  =  y„  +  hf{xn,  yn)  +  y"(c)  — 


y»+i 

El  método  de  Euler  (1)  es  la  última  fórmula  sin  el  término  final;  por  ello,  el  error  de 
truncamiento  local  en  y„  +  ¡  es 

h2 

/(c)-  donde  xn<c<xn+1. 

El  valor  de  c  por  lo  general  se  desconoce  (existe  en  forma  teórica),  y  así  el  error  exacto 
no  puede  calcularse,  aunque  un  límite  superior  sobre  el  valor  absoluto  del  error  es 

h 2 

M—  donde  M=  máx  ly"(x)l. 

2!  x„<x<xn+1 


Al  analizar  los  errores  que  surgen  por  uso  de  los  métodos  numéricos,  resulta  útil  em¬ 
plear  la  notación  0(h")  Para  definir  este  concepto,  hacemos  que  eih)  indique  el  error  en 
un  cálculo  numérico  que  depende  de  h.  Se  dice  entonces  que  e(h )  es  el  orden  /¡",  indicado 
mediante  0(h"),  si  existe  una  constante  C  y  un  entero  positivo  n  tales  que  \e{h)\  <  Chn 
para  un  h  lo  suficientemente  pequeño.  De  este  modo,  el  error  de  truncamiento  local  para 
el  método  de  Euler  será  0(h2).  Se  observa  que,  en  general,  si  en  un  método  numérico 
e(h)  es  de  orden  h",  y  h  es  reducido  a  la  mitad,  el  nuevo  error  será  aproximadamente 
C(h/2)n  =  Ch' 72",  es  decir,  el  error  se  reduce  por  un  factor  de 
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Ejemplo  1  Acotamiento  del  error  de  truncamiento  local 

Determine  una  cota  para  los  errores  de  truncamiento  local  para  el  método  de  Euler  apli¬ 
cado  a  y'  =  2xy,  y(l)  =  1. 

Solución  De  la  solución  y  =  e*2-1  obtenemos  y"  =  (2  +  4x2)ex2~I  y,  por  lo  tanto,  el  error 
de  truncamiento  local  es 

y"(c)j  =  (2  +  4cVc2-1)y, 

donde  c  está  entre  xn  y  x„  +  h.  En  particular,  para  h  =  0.1  podemos  obtener  una  cota  su¬ 
perior  del  error  de  truncamiento  local  para  y  ¡  si  reemplazamos  c  con  1.1: 

[2  +  (4)(l.l)2]e((L1)2-1)^0^-  =  0.0422. 

Tal  como  puede  advertirse  en  la  tabla  6.1,  después  de  la  primera  etapa  el  error  es  de 
0.0337,  menor  que  el  valor  dado  por  el  acotamiento. 

Asimismo,  podemos  obtener  una  cota  para  el  error  de  truncamiento  local  a  partir  de 
cualquiera  de  las  cinco  etapas  que  se  muestran  en  la  tabla  6. 1  si  reemplazamos  c  por  1 .5 
(mediante  este  valor  de  c  obtenemos  el  valor  máximo  de  y"(c)  para  cualquier  etapa,  sin 
embargo,  puede  resultar  excesivo  para  las  primeras  etapas).  Luego  de  hacerlo  tenemos 

(0  l)2 

[2  +  (4)(1.5)2]e((I'5)2-I)  =  0.1920  (2) 

como  acotamiento  superior  para  el  error  de  truncamiento  local  en  cada  etapa. 


En  el  ejemplo  1,  observe  que  si  h  se  reduce  a  la  mitad  a  0.05,  el  acotamiento  de  error 
será  de  0.0480,  alrededor  de  la  cuarta  parte  de  lo  calculado  en  (2).  Esto  era  de  esperarse 
porque  el  error  de  truncamiento  local  para  el  método  de  Euler  es  0{h2). 

En  el  análisis  anterior,  asumimos  que  el  valor  de  yn  era  exacto  cuando  se  calculó  yn+l, 
pero  esto  no  es  así  porque  contiene  errores  de  truncamiento  local  en  cada  una  de  las  eta¬ 
pas  anteriores.  Este  error  total  se  conoce  como  error  de  truncamiento  global.  Un  análi¬ 
sis  integral  del  error  de  truncamiento  global  está  más  allá  del  alcance  de  este  libro,  pero 
se  puede  demostrar  que  el  error  de  truncamiento  global  es  O(h)  para  el  método  de  Euler. 

En  cuanto  al  método  de  Euler,  esperamos  que  si  el  tamaño  del  paso  se  reduce  a  la 
mitad,  el  error  también  lo  haga.  Esto  se  confirma  en  las  tablas  6.1  y  6.2,  donde  el  error 
absoluto  enx=  1.50  con  h  =  0.1  es  de  0.5625  y  con  h  =  0.05  es  de  0.3171,  casi  la  mitad 
del  valor  anterior. 

En  general,  es  posible  demostrar  que  si  un  método  para  la  solución  numérica  de  una 
ecuación  diferencial  tiene  un  error  de  truncamiento  local  0(ha+1 ),  entonces  el  error  de 
truncamiento  global  es  0(ha). 

En  el  resto  de  ésta  y  en  las  siguientes  secciones  estudiaremos  métodos  que  llevan  a 
una  precisión  mucho  mayor  que  el  método  de  Euler. 


■  Método  mejorado  de  Euler  El  método  numérico  definido  por  la  fórmula 


Figura  6.1  La  pendiente  mprom  es  el 
promedio  de  m0  y  m-i 


donde 


,  f{x,„yn )  +f(xn+i,y*l  +  i) 
y„+ 1  =  yn  +  h - - - 

y*n+ 1  =  yn  +  hf  ( xn,  ynn), 


(3) 

(4) 


se  conoce  comúnmente  como  método  mejorado  de  Euler.  Con  el  fin  de  calcular  y„+1  para 
n  =  0,  1,  2,  ... ,  a  partir  de  (3)  debemos,  en  cada  etapa,  utilizar  primero  el  método  de 
Euler  presentado  en  (4)  para  obtener  una  estimación  inicial  y„*t  .  Por  ejemplo,  con  n  =  0, 
(4)  daría  v*  =  y0  +  A/(%  yo),  y  después,  conociendo  este  valor,  usamos  (3)  para  obtener 
y!  =  y0  +  h(f(x0,  y0)  +f(xh  y*))/2,  donde  x¡  =  x0  +  h.  Estas  ecuaciones  pueden  visuali¬ 
zarse  con  facilidad.  En  la  figura  6.1  observe  que  m0  =  f(x0,  y0)  y  ml  =  /(xb  yf)  son  las 
pendientes  mostradas  mediante  las  líneas  rectas  sólidas  que  atraviesan  los  puntos  (x0, 
yo)  y  (*1,  y*),  respectivamente.  Al  determinar  un  promedio  de  estas  pendientes,  es  decir, 
mpronl  =  (f(x o,  y0)  +f(xu  yt))/2,  obtenemos  la  pendiente  oblicua  de  líneas  paralelas  dis¬ 
continuas.  Con  la  primera  etapa,  en  lugar  de  avanzar  a  lo  largo  de  la  línea  que  atraviesa 
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(x0,  y0)  con  pendiente  f(x0,  y0)  respecto  del  punto  de  coordenada  y  y*  obtenido  por  el 
método  de  Euler,  avanzamos  a  lo  largo  de  la  línea  discontinua  de  color  que  pasa  por  ( x0 , 
y0)  con  pendiente  rnprom  hasta  alcanzar  x1.  Por  observación  de  la  figura,  parece  factible 
que  y,  sea  una  mejora  sobre  y* 

En  general,  el  método  mejorado  de  Euler  es  un  ejemplo  de  método  predictor  y  co¬ 
rrector.  El  valor  de  v*+1  dado  en  (4)  pronostica  un  valor  de  y(x„),  mientras  que  el  valor 
de  yn+1  definido  por  la  fórmula  (3)  corrige  esta  estimación. 


Ejemplo  2  Método  mejorado  de  Euler 

Aplique  el  método  mejorado  de  Euler  para  obtener  el  valor  aproximado  de  y(1.5)  y 
determinar  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  y'  =  2xy,  y(l)  =  1.  Comparar  los 
resultados  para  h  =  0.1  y  h  =  0.05. 


Solución  Con  x0  =  1,  y0  =  1  ,f(xn,  y„ )  =  2xny„,  n  =  0  y  h  =  0.1  primero  calculamos 
(4): 

y*  =  .Vo  +  (O.l)(2x0y0)  =  1  +  (0. 1)2(1)(1)  =  1.2. 


Usamos  este  último  valor  en  (3)  junto  con  x¡  =  1  +  h  =  1+0.1  =  1.1: 

,  2x0y0  +  2Xly¡  ,  ,  2(1)(1)  +  2(  1 . 1)(  1 .2) 

m  =  yo  +  (0-i) - - =  i  +  (o.i) - - - 


1.232. 


Los  valores  comparativos  de  los  cálculos  para  h  =  0.1  y  h  =  0.05  se  presentan  en  las 
tablas  6.3  y  6.4,  respectivamente. 


Tabla  6.3 

Método  mejorado  de  Euler  con  h  = 

0.1 

Tabla  6.4 

Método  mejorado  de  Euler  con  h  =  0.05 

xn 

yn 

Valor 

real 

Error 

absoluto 

%  relativo 

de  error 

xn 

y„ 

Valor 

real 

Error 

absoluto 

%  relativo 

de  error 

LOO 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

LOO 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.2320 

1.2337 

0.0017 

0.14 

1.05 

1.1077 

1.1079 

0.0002 

0.02 

1.20 

1.5479 

1.5527 

0.0048 

0.31 

1.10 

1.2332 

1.2337 

0.0004 

0.04 

1.30 

1.9832 

1.9937 

0.0106 

0.53 

1.15 

1.3798 

1.3806 

0.0008 

0.06 

1.40 

2.5908 

2.6117 

0.0209 

0.80 

1.20 

1.5514 

1.5527 

0.0013 

0.08 

1.50 

3.4509 

3.4904 

0.0394 

1.13 

1.25 

1.7531 

1.7551 

0.0020 

0.11 

1.30 

1.9909 

1.9937 

0.0029 

0.14 

1.35 

2.2721 

2.2762 

0.0041 

0.18 

1.40 

2.6060 

2.6117 

0.0057 

0.22 

1.45 

3.0038 

3.0117 

0.0079 

0.26 

1.50 

3.4795 

3.4904 

0.0108 

0.31 

Aquí  es  necesario  formular  una  breve  advertencia.  No  podemos  calcular  primero  todos 
los  valores  de  y*  y  después  sustituirlos  en  la  fórmula  (3).  En  otras  palabras,  no  es  posible 
usar  los  datos  de  la  tabla  6. 1  como  apoyo  para  determinar  los  valores  de  la  tabla  6.3.  ¿Por 
qué  no? 

■  Errores  de  truncamiento  para  el  método  mejorado  de  Euler  El  error  de  trunca¬ 
miento  local  para  el  método  mejorado  de  Euler  es  0(h3).  La  derivación  de  este  resultado 
es  similar  a  la  del  error  de  truncamiento  local  para  el  método  de  Euler.  Puesto  que  el  error 
de  truncamiento  local  para  el  método  mejorado  de  Euler  es  0(h3),  el  error  de  truncamiento 
global  es  0(h2)  .  Esto  se  puede  ver  en  el  ejemplo  2;  cuando  el  tamaño  del  paso  se  reduce 
desde  h  =  0.1  hasta  h  =  0.05,  el  error  absoluto  en  x  =  1.50  se  reduce  de  0.0394  a  0.0108, 
una  reducción  de  aproximadamente  (j)2  = 


Observe  que  no 
podemos  calcular 
primero  todos  los  valores 
de  y„. 


6.1  Métodos  de  Euler  y  análisis  de  errores 
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EJERCICIOS  6.1 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-13. 


Dados  los  problemas  de  valor  inicial  presentados  en  los  ejer¬ 
cicios  del  1  al  10,  use  el  método  mejorado  de  Euler  para  obte¬ 
ner  una  aproximación  al  valor  indicado  con  cuatro  decimales. 
Primero  utilice  h  =  0.1  y  después  h  =  0.05. 

1.  y'  =  2x-3y  +  1,  y(l)  =  5;  y(1.5) 

2.  y'  =  4x  -  2 y,  y(0)  =  2;  y(0.5) 

3.  y'  =  1  +  y2,  y(0)  =  0;  y(0.5) 

4.  y'  =x2  +  y2,  >>(0)  =  1;  y(0.5) 

5.  y'  =  e~\  y(0)  =  0;  y(0.5) 

6.  y'  =  x  +  y2,  y(0)  =  0;  y(0.5) 

7.  y'  =  (. x-yf ,  v(0)  =  0.5;  y(0.5) 

8.  y’  =xy+  Vy,  y(0)  =  1;  y(0.5) 

9.  y'  =  xy2  —  y(l)  =  1;  y(1.5) 

X 

10.  y1  =y-y2,  y(0)  =  0.5;  y(0.5) 

1 1 .  Considere  el  problema  de  valor  inicial  y’  =  (x  +  y  -  l)2, 
y(0)  =  2.  Utilice  el  método  mejorado  de  Euler  con  h  = 
0. 1  y  h  =  0.05  para  obtener  los  valores  aproximados  de 
la  solución  en  x  =  0.5.  En  cada  etapa,  compare  el  valor 
aproximado  con  el  valor  exacto  de  la  solución  analítica. 

1 2.  Aunque  tal  vez  no  resulte  evidente  a  partir  de  la  ecua¬ 
ción  diferencial,  su  solución  puede  “comportarse  mal” 
cerca  del  punto  x  en  el  cual  deseamos  aproximar  y(x). 
Los  procedimientos  numéricos  pueden  dar  resultados 
muy  diferentes  cerca  de  este  punto.  Sea  y(x)  la  solución 
del  problema  de  valor  inicial  y'  =  x2  +  y3,  y(l)  =  1. 

a)  Utilice  un  programa  de  solución  numérica  para  tra¬ 
zar  la  gráfica  de  la  solución  en  el  intervalo  [1,  1.4]. 

b)  Con  el  tamaño  del  paso  h  =  0.1,  compare  los  re¬ 
sultados  que  se  obtuvieron  mediante  el  método  de 
Euler  con  los  del  método  mejorado  de  Euler  en  la 
aproximación  de  y(  1 .4). 

1 3.  Considere  el  problema  de  valor  inicial  y'  =  2y,  y(0)  =  1 . 
La  solución  analítica  es  y  =  e2*. 

a )  Aproxime  y(0.1)  empleando  una  etapa  y  el  método 
de  Euler. 

b )  Encuentre  una  cota  para  el  error  de  truncamiento 
local  en  y,. 

c)  Compare  el  error  real  en  y1  con  su  error  de  acota¬ 
miento. 

d)  Aproxime  y(0. 1 )  empleando  dos  etapas  y  el  método 
de  Euler. 


é)  Verifique  si  el  error  de  truncamiento  global  para  el 
método  de  Euler  es  O(h)  mediante  la  comparación 
de  los  errores  determinados  en  los  incisos  a )  y  d). 

14.  Repita  el  problema  13  mediante  el  método  mejorado  de 
Euler.  Su  error  de  truncamiento  global  es  0(h2). 

15.  Repita  el  problema  13  mediante  el  problema  de  valor 
inicial  y'  =  x  -  2y,  y(0)  =  1.  La  solución  analítica  es 

A7  -  -  V  I  I  ^  -2X 

j  2  •*'  —  4  ' 

16.  Repita  el  problema  15  mediante  el  método  mejorado  de 
Euler.  Su  error  de  truncamiento  global  es  0(h2). 

1 7.  Considere  el  problema  de  valor  inicial  y'  =  2x  -  3y  +  1, 
y ( 1 )  =  5.  La  solución  analítica  es  y(x)  =  ^  +  |x  + 

38  -3U-1) 

9  e 

a)  Deduzca  una  fórmula  donde  intervengan  c  y  h  para 
el  error  de  truncamiento  local  en  la  etapa  n-ésima  si 
se  utiliza  el  método  de  Euler. 

b)  Encuentre  una  cota  para  el  error  de  truncamiento 
local  en  cada  etapa  si  h  =  0. 1  se  usa  para  aproximar 
y(l-5). 

c)  Aproxime  y(1.5)  mediante  h  =  0.1  y  h  =  0.05  con 
el  método  de  Euler.  Vea  el  problema  1  en  los  ejerci¬ 
cios  2.6. 

d)  Determine  los  errores  en  el  inciso  c)  y  verifique  si  el 
error  de  truncamiento  global  del  método  de  Euler  es 
O(h). 

18.  Repita  el  problema  17  mediante  el  método  mejorado 
de  Euler,  el  cual  tiene  un  error  de  truncamiento  global 
0(h2).  Vea  el  problema  1.  Quizá  necesite  más  de  cuatro 
cifras  decimales  para  apreciar  el  efecto  de  reducir  el 
orden  del  error. 

19.  Repita  el  problema  17  para  el  problema  de  valor  inicial 
y'  =  e~y,  y(0)  =  0.  La  solución  analítica  es  y(x)  =  ln(x  + 
1).  Aproxime  y(0.5).  Vea  el  problema  5  en  los  ejercicios 
2.6. 

20.  Repita  el  problema  19  usando  el  método  mejorado  de 
Euler,  el  cual  tiene  como  error  de  truncamiento  global 
0(h2).  Vea  el  problema  5.  Tal  vez  necesite  más  de  cua¬ 
tro  cifras  decimales  para  advertir  el  efecto  de  reducir  el 
orden  del  error. 

Problemas  de  análisis 

21 .  Responda  la  pregunta  “¿Por  qué  no?”  que  sigue  a  las 
tres  oraciones  escritas  después  del  ejemplo  2  en  la  pági¬ 
na  279. 


j  6.2  Métodos  de  Runge-Kutta 


□  Introducción  Tal  vez  uno  de  los  procedimientos  numéricos  más  conocidos  y 
más  exactos  para  obtener  soluciones  aproximadas  para  un  problema  de  valor  inicial  de 
primer  orden  y'  =/(x,  y),  y(x0)  =  yo  sea  el  método  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden. 
Como  su  nombre  lo  indica,  existen  métodos  de  Runge-Kutta  de  diferentes  órdenes. 
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I  Métodos  de  Runge-Kutta  De  manera  fundamental,  todos  los  métodos  de  Runge- 
Kutta  son  generalizaciones  de  la  fórmula  básica  de  Euler  (1)  presentada  en  la  sección  6.1, 
donde  la  función  de  la  pendiente/se  reemplaza  por  un  promedio  ponderado  de  pendientes 
en  el  intervalo  xn  <  x  <  xn+ , .  Es  decir. 


promedio  ponderado 


yn+ 1  =  y„  +  h(wlkl  +  w2k2  +  •••  +  wmkm ). 


(1) 


Aquí  los  pesos  w¡,i=  1,2,...,  m  son  constantes  que  en  general  satisfacen  vtq  +  w2  h —  + 
wm  =  1  y  cada  k¡,  i  =  1,2,...,  m  es  la  función/evaluada  en  un  punto  seleccionado  (x,  y) 
para  el  cual  xn  <  x  <  x„+1.  Veremos  que  los  números  k¡  están  definidos  de  manera  recur¬ 
siva.  El  número  m  se  denomina  orden  del  método.  Observe  que  si  se  toma  m  =  1,  wq  =  1 
y  Aq  =  f(x„,  y„ )  obtenemos  la  conocida  fórmula  de  Euler  yH+1  =  yn  +  hf(x„,  yn).  Por  lo 
tanto,  se  dice  que  el  método  de  Euler  es  un  método  de  Runge-Kutta  de  primer  orden. 

El  promedio  incluido  en  ( 1 )  no  se  forma  de  manera  aleatoria,  sino  que  los  parámetros 
son  elegidos  de  manera  que  (1)  concuerde  con  el  polinomio  de  Taylor  de  grado  m.  Como 
vimos  en  la  última  sección,  si  una  función  v(x)  posee  k  +  1  derivadas  continuas  en  un 
intervalo  abierto  que  contenga  aayax,  entonces  escribimos 


y(x)  =  y(a)  +  y' (a) : 


+  y» 


(x  —  a)1 2 
2! 


+  •••  +  /+1>(c) 


(x  -  a)k+1 
(*  +  !)•  ’ 


donde  c  es  algún  número  localizado  entre  a  y  x.  Si  reemplazamos  a  por xByx por xn+l  = 
x„  +  h,  entonces  la  fórmula  anterior  se  convierte  en 


y(xn+ 1)  =  y(*n  +  h)  =  y(xn)  +  hy’{xn)  +  —  y"(xn)  +  ■•■  +  +  — 


„(*+ 


!)(c), 


donde  c  es  ahora  algún  número  situado  entre  x„y  xn  +  l.  Cuando  y(x)  es  una  solución  de 
y’  =  f(x,  y),  en  el  caso  de  que  k  =  1  y  el  resto  \h2y"(c)  sea  pequeño,  vemos  que  un  poli¬ 
nomio  de  Taylor  y(x„+1)  =  y(x„)  +  hy'(x„ )  de  primer  grado  concuerda  con  la  fórmula  de 
aproximación  del  método  de  Euler 

y„+ 1  =  yn  +  hyñ  =  y,,  +  hf{xn,yn). 


■  Un  método  de  Runge-Kutta  de  segundo  orden  Como  ilustración  adicional  de 
(1),  consideremos  ahora  un  método  de  Runge-Kutta  de  segundo  orden.  Este  consiste  en 
encontrar  constantes,  o  parámetros,  wq,  w2,ayfi  de  manera  que  la  fórmula 

yn+ 1  =  y„  +  WwA  +  w2k2),  (2) 

donde  k,  =/(x„,  y„), 

k2  =f(xn  +  ah,yn  +  phk1) 

concuerda  con  un  polinomio  de  Taylor  de  segundo  orden.  Para  nuestros  fines,  basta  saber 
que  esto  se  puede  lograr  siempre  que  las  constantes  satisfagan  la  condición  de 

1  1 

wq  +  w2  =  1,  w2a  =  -  y  w2l 3  =  (3) 

Este  es  un  sistema  algebraico  de  tres  ecuaciones  con  cuatro  incógnitas  y  tiene  una  canti¬ 
dad  infinita  de  soluciones. 


1 

wq  =  1  -  w2,  a  =  - —  y  0 

2  w2 

donde  w2  +  0.  Por  ejemplo,  la  opción  w2  =  \  produce  wq 
tanto,  (2)  se  convierte  en 


1 

2w2 


(4) 


a  =  1,  P  =  1  y,  por  lo 


yn+ 1  =  yn  +  +  k2), 

donde  kx  =  f(xn,  y„)  y  k2  =  f(xn  +  h,  y„  +  hk¡). 
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Puesto  que  xn  +  h  =  x„+l  y  yn  +  hk]  =  y„  +  hf(xn,  yn)  el  resultado  anterior  viene  a  ser  un 
método  mejorado  de  Euler  cuyo  resumen  aparece  en  (3)  y  (4)  de  la  sección  6. 1 . 

En  vista  de  que  vv2  ¥=  0  se  puede  elegir  de  manera  arbitraria  en  (4),  existen  muchos  mé¬ 
todos  posibles  de  Runge-Kutta  de  segundo  orden.  Vea  el  problema  2  de  los  ejercicios  6.2. 

En  esta  sección,  omitiremos  cualquier  análisis  referente  a  los  métodos  de  tercer  orden 
con  el  fin  de  abordar  el  punto  principal  de  estudio. 

■  Un  método  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  Un  método  de  Runge-Kutta  de 

cuarto  orden  consiste  en  encontrar  parámetros  de  manera  que  la  fórmula 

y„+ 1  =  y„  +  +  w2k2  +  w3k3  +  w4fc4),  (5) 

donde  k,  =  f(xn,  yn) 

h  =  f(x„  +  ají,  yn  +  j SjMj) 
h  =  f(x„  +  a2h,  y„  +  P2hkx  +  P3hk2) 

kA  =  ftXn  +  a3h,  }'n  +  PMl  +  Píhk2  +  £6M3) 

concuerde  con  un  polinomio  de  Taylor  de  cuarto  grado.  Esto  produce  un  sistema  de  1 1 
ecuaciones  con  13  incógnitas.  El  conjunto  de  valores  que  se  utiliza  con  mayor  frecuencia 
para  parámetros  da  el  siguiente  resultado: 

yn+i  =  }’,i  +6  (ki  +  2k2  +  2 k3  +  k4 ), 

k¡  =  f(xn,yn) 

k2  =  ftxn  +\h,yn  +  \  hkx )  (6) 

h  =  f(xn  +  \  h,  yn  +  2  hk2) 
h  =  f(x„  +  h,  yn  +  hk3). 

A  pesar  de  que  las  fórmulas  de  cuarto  orden  se  pueden  deducir  con  facilidad,  el  algorit¬ 
mo  resumido  en  (6)  se  utiliza  muy  ampliamente  y  es  considerado  como  una  herramienta 
computacional  tan  valiosa  que  a  menudo  se  le  denomina  como  el  método  de  Runge- 
Kutta  de  cuarto  orden  o  el  método  clásico  de  Runge-Kutta.  De  ahora  en  adelante,  cuando 
utilicemos  la  abreviatura  “el  método  RK4”  nos  estaremos  refiriendo  a  (6). 

Le  aconsejamos  revisar  cuidadosamente  las  fórmulas  dadas  en  (6);  observe  que  k2 
depende  de  kx,  k3  depende  de  k2,  y  k4  depende  de  k3.  También,  k2  y  k3  implican  aproxima¬ 
ciones  a  la  pendiente  en  el  punto  medio  xn  +  \h  del  intervalo  xn  <  jc  <  xn+1. 


Ejemplo  1  Método  RK4 

Aplique  el  método  RK4  con  h  =  0.1  para  determinar  una  aproximación  a  y(  1.5)  y  encon¬ 
trar  la  solución  de  v'  =  2xy,  y(l)  =  1 . 

Solución  Para  fines  de  ilustración,  calcularemos  el  caso  en  que  n  =  0.  De  acuerdo  con 
(6)  encontramos 


h  =  ftx  o,  y  o)  =  2x0y0  =  2 
k2  =  f(x0  +  \  (0.1),  y0  +  1  (0-1)2) 

=  2(x0  +  2(0-l))(y0  +  2  (0-2))  =  2.31 
h  =  /(x0  +  Ko.l),yo+  1(0.1)2.31) 

=  2(x0  +  2  (0. 1  ))(y0  +  i  (0.231))  =  2.34255 
**  =  /(* o  +  (0.1),  y0  + (0.1)2.34255) 

=  2(x0  +  0.l)(v0  +  0.234255)  =  2.715361 
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y,  por  lo  tanto, 


yi  =  yo  +  -7-  (ki  +  2k2  +  2 k3  +  k4) 

6 

0.1 

=  1  +  —  (2  +  2(2.31)  +  2(2.34255)  +  2.715361)  =  1.23367435. 

6 

Los  cálculos  restantes  se  resumen  en  la  tabla  6.5,  cuyas  cifras  están  redondeadas  a  cuatro 
decimales. 

Tabla  6.5  Método  RK4  con  h  =  0. 1 

Valor  Error  %  relativo 


>'n 

real 

absoluto 

de  error 

LOO 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.2337 

1.2337 

0.0000 

0.00 

1.20 

1.5527 

1.5527 

0.0000 

0.00 

1.30 

1.9937 

1.9937 

0.0000 

0.00 

1.40 

2.6116 

2.6117 

0.0001 

0.00 

1.50 

3.4902 

3.4904 

0.0001 

0.00 

Al  analizar  la  tabla  6.5,  nos  damos  cuenta  de  por  qué  el  método  de  Runge-Kutta  es  tan 
famoso.  Si  todo  lo  que  deseamos  es  una  precisión  al  cuarto  decimal,  no  hay  necesidad 
de  utilizar  un  tamaño  menor  del  paso.  La  tabla  6.6  compara  los  resultados  de  aplicar  los 
métodos  de  Euler,  mejorado  de  Euler  y  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  al  problema  de 
valor  inicial  y'  =  2xy,  y(l)  =  1.  (Vea  las  tablas  6.1  y  6.3.) 


Tabla  6.6  y'  =  2xy,  y(l)  =  1 

Comparación  de  métodos  numéricos  con  h  =  0.1  Comparación  de  métodos  numéricos  con  h  =  0.05 


xn 

Euler 

Euler 

mejorado 

RK4 

Valor 

real 

xn 

Euler 

Euler 

mejorado 

RK4 

Valor 

real 

LOO 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

LOO 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.10 

1.2000 

1.2320 

1.2337 

1.2337 

1.05 

1.1000 

1.1077 

1.1079 

1.1079 

1.20 

1.4640 

1.5479 

1.5527 

1.5527 

1.10 

1.2155 

1.2332 

1.2337 

1.2337 

1.30 

1.8154 

1.9832 

1.9937 

1.9937 

1.15 

1.3492 

1.3798 

1.3806 

1.3806 

1.40 

2.2874 

2.5908 

2.6116 

2.6117 

1.20 

1.5044 

1.5514 

1.5527 

1.5527 

1.50 

2.9278 

3.4509 

3.4902 

3.4904 

1.25 

1.6849 

1.7531 

1.7551 

1.7551 

1.30 

1.8955 

1.9909 

1.9937 

1.9937 

1.35 

2.1419 

2.2721 

2.2762 

2.2762 

1.40 

2.4311 

2.6060 

2.6117 

2.6117 

1.45 

2.7714 

3.0038 

3.0117 

3.0117 

1.50 

3.1733 

3.4795 

3.4903 

3.4904 

■  Errores  de  truncamiento  para  el  método  RK4  En  la  sección  6.1  vimos  que  los 
errores  de  truncamiento  global  para  el  método  de  Euler  y  para  el  método  mejorado  de 
Euler  son,  respectivamente,  O(h)  y  O(lr).  Debido  a  que  la  primera  ecuación  incluida  en  (6) 
concuerda  con  un  polinomio  de  Taylor  de  cuarto  grado,  el  error  de  truncamiento  local  para 
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este  método  es  y(5,(c)/i5/ 5 !  o  0(h5),  y  el  error  de  truncamiento  global  es,  por  lo  tanto,  0{hA). 
Ahora  se  puede  advertir  por  qué  el  método  de  Euler,  el  método  mejorado  de  Euler  y  (6)  son 
los  métodos  de  Runge-Kutta  de  primero,  segundo  y  cuarto  órdenes,  respectivamente. 


Ejemplo  2  Cota  para  errores  de  truncamiento  local 

Encuentre  una  cota  para  los  errores  de  truncamiento  local  para  el  método  RK4  aplicado 
a  y'  =  2xy,  y(l)  =  1. 

Solución  Al  calcular  la  quinta  derivada  de  la  solución  conocida  v(.r)  =  ex~  ~  1  obtenemos 

y<5)(c)  (l20c  +  160c3  +  32 c5)ec2~  1  ^  .  (7) 

Por  lo  tanto,  con  c  =  1.5,  (7)  produce  una  cota  de  0.00028  para  el  error  de  truncamiento 
local  en  cada  una  de  las  cinco  etapas  cuando  h  =  0.1.  En  la  tabla  6.5  observamos  que  en 
yx  el  error  es  mucho  menor  que  esta  cota. 

La  tabla  6.7  muestra  las  aproximaciones  a  la  solución  del  problema  de  valor  inicial 
en  x  =  1.5  que  se  obtienen  mediante  el  método  RK4.  Al  calcular  el  valor  de  la  solución 
analítica  en  x  =  1.5,  podemos  determinar  el  error  en  estas  aproximaciones.  Como  el 
método  es  tan  exacto,  en  la  solución  numérica  se  requieren  muchas  cifras  decimales  para 
poder  apreciar  el  efecto  de  dividir  entre  dos  el  tamaño  del  paso.  Observe  que  cuando  h  se 
divide  entre  dos,  de  h  =  0.1  a  h  =  0.05,  el  error  se  divide  entre  un  factor  aproximado  de 
24  =  16,  como  se  esperaba. 

Tabla  6.7  Método  RK4 
h  Aproximación  Error 

0.1  3.49021064  1.32321089  X  1(T4 

0.05  3.49033382  9.13776090  X  1(TS 


■  Métodos  de  adopción  Hemos  visto  que  la  precisión  de  un  método  numérico  para 
aproximar  soluciones  de  ecuaciones  diferenciales  se  puede  mejorar  disminuyendo  el  tama¬ 
ño  del  paso  h.  Desde  luego,  esta  precisión  mejorada  por  lo  común  tiene  un  costo,  es  decir, 
mayor  tiempo  invertido  en  los  cálculos  y  una  gran  posibilidad  de  errores  de  redondeo. 
En  general,  en  el  intervalo  de  aproximación  pueden  existir  subintervalos  donde  baste  un 
tamaño  del  paso  relativamente  grande  y  otros  subintervalos  donde  un  tamaño  del  paso  más 
pequeño  sea  necesario  con  el  fin  de  mantener  el  error  de  truncamiento  dentro  de  cierto  lí¬ 
mite  deseado.  Los  métodos  numéricos  que  emplean  un  tamaño  del  paso  variable  se  llaman 
métodos  de  adopción.  Una  de  las  rutinas  de  adaptación  más  difundidas  es  el  método  de 
Runge-Kutta-Fehlberg.  Debido  a  que  Fehlberg  empleó  dos  métodos  de  Runge-Kutta  de 
órdenes  diferentes,  un  método  de  cuarto  orden  y  otro  de  quinto,  este  algoritmo  a  menudo 
recibe  el  nombre  de  método  RKF45.* 


*E1  método  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden  usado  en  RKF45  no  es  el  mismo  que  el  presentado  en  (6). 


EJERCICIOS  6.2  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-13. 


1 .  Utilice  el  método  RK4  con  h  =  0.1  para  aproximar 
y(0.5),  donde  y{x)  sea  la  solución  del  problema  de  valor 
inicial  y'  =  (x  +  y  —  l)2,  y(0)  =  2.  Compare  este  valor 
aproximado  con  el  valor  real  obtenido  en  el  problema  1 1 
de  los  ejercicios  6.1. 


2.  Suponga  que  w2  =  f  en  (4).  Emplee  el  método  de  Runge- 
Kutta  para  aproximar  y(0.5),  donde  y(x)  sea  la  solución 
del  problema  de  valor  inicial  dado  en  el  ejercicio  1. 
Compare  este  valor  aproximado  con  el  valor  aproximado 
obtenido  en  el  problema  11  de  los  ejercicios  6.1. 
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En  los  problemas  del  3  al  12,  utilice  el  método  RK4  con  h  =  0.1 
para  obtener  una  aproximación  decimal  al  valor  indicado. 

3.  y'  =  2x-3 y+  1,  y(l)  =  5;  y(1.5) 

4.  y'  =  4x  -  2y,  y(0)  =  2;  y(0.5) 

5.  y'  =  1  +  y2,  y(0)  =  0;  y(0.5) 

6.  y'  =x2  +  y2,  y(0)  =  1;  y(0.5) 

7.  y'  =  ey ,  y(0)  =  0;  y(0.5) 

8.  y'  =  x  +  y2,  y(0)  =  0;  y(0.5) 

9.  y'  =  (x-y)2,  y(0)  =  0.5;  y(0.5) 

10.  y'  =  xy  +  Vy,  y(0)  =  1;  y(0.5) 

n.  y'=xy2--,  y(i)  =  i;  y(l.5) 

12.  y'  =  y -y2,  y(0)  =  0.5;  y(0.5) 

13.  Si  la  resistencia  del  aire  es  proporcional  al  cuadrado  de 
la  velocidad  instantánea,  entonces  la  velocidad  v  de  una 
masa  m  que  cae  desde  una  altura  h  está  determinada  por 

dV  r. 

m  —  =  mg  -  kv ,  k  >  0. 
dt 

Sean  v(0)  =  0,  k  =  0.125,  m  =  5  slugs  y  g  =  32  ft/s2. 

a )  Utilice  el  método  RK4  con  h  =  1  para  aproximar  la 
velocidad  v(5). 

b )  Utilice  un  programa  de  solución  numérica  para  gra- 
ficar  la  solución  del  PVI  en  el  intervalo  [0,  6]. 

c)  Use  la  separación  de  variables  para  resolver  el  PVI 
y  después  encuentre  el  valor  real  v(5). 

14.  Un  modelo  matemático  para  el  área  A  (en  cm2)  que 
ocupa  una  colonia  de  bacterias  ( B .  dendroides)  está  dado 
por 

dA 

—  =  A(2.128-0.0432A). 
dt 

Suponga  que  el  área  inicial  es  de  0.24  cm2. 

á)  Utilice  el  método  RK4  con  h  =  0.5  para  completar 
la  tabla  siguiente. 


t  (días) 

1  2  3  4  5 

A  (observado) 

2.78  13.53  36.30  47.50  49.40 

A  (aproximado) 

b)  Utilice  un  programa  de  solución  numérica  para 
graficar  la  solución  del  problema  de  valor  inicial. 
Estime  los  valores  A(l),  A(2),  A(3),  A(4)  y  A(5)  a 
partir  de  la  gráfica. 

c)  Use  la  separación  de  variables  para  resolver  el  pro¬ 
blema  de  valor  inicial  y  calcular  los  valores  A(l), 
A(2),A(3),A(4)yA(5). 


15.  Considere  el  problema  de  valor  inicial  y'  =x2  +  y3,  y(l) 
=  1.  Vea  el  problema  12  en  los  ejercicios  6.1. 

a )  Compare  los  resultados  obtenidos  de  usar  el  método 
RK4  en  el  intervalo  [  1 ,  1.4]  con  tamaños  del  paso 
h  =  0.1  yh  =  0.05. 

b)  Utilice  un  programa  de  solución  numérica  para  gra¬ 
ficar  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  en  el 
intervalo  [1,  1.4]. 

1 6.  Considere  el  problema  de  valor  inicial  y'  =  2y,  y(0)  =  1 . 
La  solución  analítica  es  y(x)  =  e2x. 

a)  Aproxime  y(0.1)  empleando  una  etapa  y  el  método 
RK4  de  cuarto  orden. 

b )  Encuentre  una  cota  para  el  error  de  truncamiento 
local  en  y^ 

c)  Compare  el  error  real  en  y,  con  su  acotamiento  de 
error. 

d)  Aproxime  y(0.1)  empleando  dos  etapas  y  el  método 
RK4. 

é)  Verifique  si  el  error  de  truncamiento  global  para  el 
método  RK4  es  0(/¡4)  al  comparar  los  errores  de  los 
incisos  a)  y  d). 

17.  Repita  el  problema  16  mediante  el  problema  de  valor 
inicial  y'  =  -2y  +  x,  y(0)  =  1.  La  solución  analítica  es 

y(x)  =  -  x  — -  +  -e  . 

•  v  7  2  4  4 

18.  Considere  el  problema  de  valor  inicial  y'  =  2x  -  3y  +  1, 
y(l)  =  5.  La  solución  analítica  es 

,  .  1  2  38  ,,  n 

y(x)  =  -  +  -  x  +  — 

9  3  9 

a)  Encuentre  una  fórmula  en  la  que  intervengan  c  y 
h  para  el  error  de  truncamiento  local  en  la  etapa 
n-ésima  si  se  utiliza  el  método  RK4. 

b)  Encuentre  una  cota  para  el  error  de  truncamiento 
local  en  cada  etapa  si  se  usa  h  =  0.1  para  aproximar 

.7(1-5). 

c)  Aproxime  y(1.5)  mediante  el  método  RK4  con  h  = 
0.1  y  h  =  0.05.  Vea  el  problema  3.  Necesitará  más 
de  seis  cifras  decimales  para  poder  apreciar  el  efec¬ 
to  de  reducir  el  tamaño  del  paso. 

1 9.  Repita  el  ejercicio  1 8  para  el  problema  de  valor  inicial  y' 
=  e~y,  y(0)  =  0.  La  solución  analítica  es  y(x)  =  ln(x  +1). 
Aproxime  y(0.5).  Vea  el  problema  7. 
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Problemas  de  análisis 

20.  El  conteo  de  la  cantidad  de  evaluaciones  de  la  función 
/  necesarias  para  resolver  el  problema  de  valor  inicial 
y'  =  f(x,  y),  y(x0 )  =  y0  se  usa  como  una  medida  de  la 
complejidad  computacional  de  un  método  numérico. 
Determine  cuántas  evaluaciones  de  /  se  requieren  para 
cada  etapa  de  los  métodos  de  Euler,  de  Euler  mejorado 
y  el  RK4.  Mediante  algunos  ejemplos  específicos,  com¬ 
pare  la  precisión  de  tales  métodos  cuando  se  usan  con 
programas  computacionales  de  complejidad  similar. 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

21.  El  método  RK4  para  resolver  un  problema  de  valor  ini¬ 
cial  en  un  intervalo  [a,  b ]  da  como  resultado  un  conjunto 
finito  de  puntos  que  son  supuestos  de  los  puntos  ubi¬ 
cados  en  la  gráfica  de  la  solución  exacta.  Con  el  fin  de 
ampliar  este  conjunto  de  puntos  discretos  y  obtener  una 
solución  aproximada  definida  en  todos  los  puntos  del 
intervalo  [a,  b],  podemos  usar  una  función  de  interpo¬ 
lación.  Esta  es  una  función,  que  pueden  desarrollar  la 


mayoría  de  los  sistemas  algebraicos  computacionales, 
que  concuerda  exactamente  con  los  datos  dados  y  su¬ 
pone  una  transición  uniforme  entre  los  puntos  de  datos. 
Estas  funciones  de  interpolación  pueden  ser  polinomios 
o  conjuntos  de  polinomios  unidos  de  modo  uniforme 
entre  sí.  En  Mathematica  se  puede  utilizar  el  comando 
y  =  Interpolation[data]  para  obtener  una  función  de 
interpolación  a  través  de  los  puntos  data  =  {  j  x0,  y0  ¡ , 
{xu  y, }  ,  . . . ,  ¡x„,  y„ }  }.  Ahora  la  función  de  interpola¬ 
ción  y[x]  puede  manejarse  como  cualquier  otra  función 
del  sistema  algebraico  de  cómputo. 

a)  Encuentre  la  solución  analítica  del  problema  de 
valor  inicial  y'  =  -y  +  10  sen  3x;  y(0)  =  0  en  el 
intervalo  [0,  2].  Grafique  esta  solución  y  determine 
sus  raíces  positivas. 

b)  Utilice  el  método  RK4  con  h  =  0.1  para  aproximar 
una  solución  del  problema  de  valor  inicial  dado  en 
el  inciso  a).  Obtenga  una  función  de  interpolación 
en  el  intervalo  [0,  2] . 


6.3  Métodos  de  varios  pasos 


■  Introducción  El  método  de  Euler,  el  método  mejorado  de  Euler  y  el  método  de 
Runge-Kutta  son  ejemplos  de  métodos  numéricos  de  un  solo  paso  o  inicio.  En  ellos  se 
calcula  cada  valor  sucesivo  yn+1  sólo  con  base  en  la  información  sobre  el  valor  inmediato 
anterior  y„.  Por  otra  parte,  en  los  métodos  de  varios  pasos,  o  continuos,  los  valores  calcu¬ 
lados  a  partir  de  varios  pasos  se  usan  para  obtener  el  valor  de  yn+l.  Existe  gran  cantidad  de 
fórmulas  de  los  métodos  de  varios  pasos  que  son  aplicables  para  aproximar  soluciones  de 
ecuaciones  diferenciales,  pero  ya  que  aquí  no  es  nuestra  intención  describir  el  vasto  campo 
de  procedimientos  numéricos,  sólo  consideraremos  uno  de  tales  métodos. 


I  Método  de  Adams-Bashforth-Moulton  El  método  de  varios  pasos  descrito  en  esta 
sección  se  denomina  método  Adams-Bashforth-Moulton  de  cuarto  orden  o,  un  poco  más 
rebuscado,  método  Adams-Bashforth/Adams-Moulton.  Al  igual  que  el  método  mejora¬ 
do  de  Euler,  se  trata  de  un  método  de  predictor-corrector,  es  decir,  se  usa  una  fórmula  para 
predecir  un  valor  y*+],  que  a  su  vez  se  usa  para  obtener  un  valor  corregido  yn  +  1.  En  este 
método  el  predictor  es  la  fórmula  de  Adams-Bashforth 

y*+ 1  =  y„  +  ^  (55)',',  -  59y'_!  +  37y'_2  -  9 v'_3),  (1) 

y'n  =  f(x„,  yn) 
y'n- 1  =  y„_  0 

y'n- 2  =  y„-2) 

y'n- 3  =  /(*„- 3,  yn-3) 

para  «  >  3.  Después,  el  valor  de  y*+1  se  sustituye  en  el  corrector  Adams-Moulton 

h 

yn+ 1  =  y„  +  (9y„+i  +  19y„  -  5y,t..¡  +  y„_2), 

y'n+i  =  f(xn+i,y*,+i)-  (2) 
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Observemos  que  la  fórmula  (1)  requiere  conocer  los  valores  de  y0,  yu  y2  y  y3  con  el 
fin  de  obtener  el  valor  de  V4.  El  valor  de  y0  es,  por  supuesto,  la  condición  inicial  dada. 
Como  en  el  método  Adams-Bashforth/Adams-Moulton  el  error  de  truncamiento  local  es 
0{h 5),  los  valores  de  yu  y2  y  y3  se  calculan  por  lo  general  mediante  un  método  que  tenga 
la  misma  propiedad  de  error,  tal  como  la  fórmula  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden. 


Ejemplo  1  Método  de  Adams-Bashforth-Moulton 

Obtenga  una  aproximación  a  y  (0.8)  mediante  el  método  de  Adams-Bashforth-Moulton, 
con  h  =  0.2,  para  la  solución  de 

y' =  x  +  y-l,  y(0)  =  1. 

Solución  Con  un  tamaño  del  paso  de  h  =  0.2,  v(0.8)  aproximará  y4.  Para  comenzar,  usa¬ 
mos  el  método  RK4  con  x0  =  0,  y0  =  I  y  h  =  0.2  para  obtener 

y,  =  1.02140000,  y2  =  1.09181796,  y3  =  1.22210646. 

Ahora  establecemos  x0  =  0,  jq  =  0.2,  x2  =  0.4,  x3  =  0.6  yf(x,  y)  =  x  +  y  -  1,  y  encon¬ 
tramos 


y¡>  =  Kx*  yo)  =  (0)  +  (1)  -  1  =  o 

y!  =  ftxu  >■,)  =  (0.2)  +  (1.02140000)  -  1  =  0.22140000 
y 2  =  ftx 2,  y2)  =  (0.4)  +  (1.09181796)  -  1  =  0.49181796 
y'i  =  f(x3,y3)  =  (0.6)  +  (1.22210646)  -  1  =  0.82210646. 

Con  los  valores  anteriores,  el  predictor  de  la  ecuación  (1)  da  entonces 

y*A  =  y3  +  (55y3  -  59y2  +  37 yj  -  9y¿)  =  1.42535975. 

Para  usar  la  corrección  (2)  primero  necesitamos 

y\  =  /(x4,y *)  =  0.8  +  1.42535975  -  1  =  1.22535975. 

Por  último,  (2)  produce 

y4  =  y3  +  (9y4  +  19y3  -  5y2  +  y[)  =  1.42552788. 

Usted  deberá  comprobar  que  en  el  ejemplo  1  el  valor  exacto  de  y(0.8)  sea  y(0.8)  = 
1.42554093. 

■  Estabilidad  de  los  métodos  numéricos  Una  cuestión  importante  en  el  uso  de 

métodos  numéricos  es  su  estabilidad  para  aproximar  la  solución  de  un  problema  de  valor 
inicial.  En  otras  palabras,  un  método  numérico  es  estable  si  pequeños  cambios  en  la  con¬ 
dición  inicial  redundan  sólo  en  pequeños  cambios  en  la  solución  calculada.  Se  dice  que  un 
método  numérico  es  inestable  cuando  no  es  estable.  La  razón  de  que  las  consideraciones 
de  estabilidad  sean  importantes  es  que,  en  cada  etapa  sucesiva  después  de  la  primera  etapa 
de  una  técnica  numérica,  esencialmente  comenzamos  otra  vez  con  un  nuevo  problema  de 
valor  inicial,  donde  la  condición  inicial  es  el  valor  aproximado  de  la  solución  calculado  en 
la  etapa  previa.  Debido  a  la  presencia  del  error  de  redondeo,  es  casi  seguro  que  este  valor 
varíe  al  menos  un  poco  en  relación  con  el  verdadero  valor  de  la  solución.  Además  del  error 
de  redondeo,  otra  fuente  común  de  error  se  presenta  en  la  propia  condición  inicial;  en  apli¬ 
caciones  físicas,  muchas  veces  los  datos  se  obtienen  empleando  mediciones  imprecisas. 

Un  posible  método  para  detectar  inestabilidad  en  una  solución  numérica  de  un  pro¬ 
blema  específico  de  valor  inicial  es  comparar  las  soluciones  aproximadas  obtenidas  con 
tamaños  del  paso  reducidos.  Si  el  método  numérico  es  inestable,  el  error  quizá  se  incre¬ 
mente  con  tamaños  menores  del  paso.  Otra  forma  de  verificar  la  estabilidad  es  observar 
lo  que  le  sucede  a  las  soluciones  cuando  la  condición  inicial  se  perturba  ligeramente  (por 
ejemplo,  al  cambiar  y(0)  =  1  a  v(0)  =  0.999). 


6.3  Métodos  de  varios  pasos 
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Para  conocer  un  análisis  más  detallado  y  preciso  de  la  estabilidad,  consulte  algún 
libro  de  análisis  numérico.  En  general,  todos  los  métodos  estudiados  en  este  capítulo 
tienen  buenas  características  de  estabilidad. 


■  Ventajas  y  desventajas  de  los  métodos  de  varios  pasos  En  la  elección  de  un  mé¬ 
todo  para  resolver  numéricamente  una  ecuación  diferencial  influyen  muchos  aspectos.  Los 
métodos  de  un  solo  paso,  en  particular  el  método  de  Runge-Kutta,  a  menudo  se  eligen  por 
su  exactitud  y  porque  son  fáciles  de  programar.  No  obstante,  una  de  sus  principales  desven¬ 
tajas  es  que  el  lado  derecho  de  la  ecuación  diferencial  debe  evaluarse  muchas  veces  en  cada 
etapa.  Por  ejemplo,  el  método  RK4  requiere  cuatro  evaluaciones  de  función  en  cada  etapa. 
Por  otra  parte,  si  las  evaluaciones  de  función  se  calcularon  y  guardaron  en  la  etapa  previa, 
con  un  método  de  varios  pasos  se  requiere  sólo  una  nueva  evaluación  de  función  por  etapa. 
Esto  puede  generar  grandes  ahorros  de  tiempo  y  costo. 

Por  ejemplo,  para  resolver  numéricamente  y'  =f(x,  y),  y(x¿)  =  y0  con  el  método  RK4 
en  n  pasos,  se  requieren  4«  evaluaciones  de  función.  En  el  método  de  varios  pasos  de 
Adams-Bashforth  se  requieren  16  evaluaciones  de  función  para  iniciar  con  el  método  de 
Runge-Kutta  de  cuarto  orden  y  n  -  4  evaluaciones  para  las  n  etapas  del  Adams-Bashforth, 
lo  que  da  un  total  de  n  +  12  evaluaciones  de  función  para  este  método.  En  general,  este 
método  de  Adams-Bashforth  requiere  un  poco  más  de  la  cuarta  parte  de  las  evaluaciones 
de  función  requeridas  para  el  RK4.  Si  la  evaluación  def(x,  y)  resulta  complicada,  el  mé¬ 
todo  de  varias  etapas  será  más  eficiente. 

Otro  aspecto  relacionado  con  los  métodos  de  varios  pasos  es  cuántas  veces  se  debe  re¬ 
petir  la  fórmula  correctora  Adams-Moulton  en  cada  etapa.  Cada  vez  que  se  usa  el  correc¬ 
tor,  se  realiza  otra  evaluación  de  función,  de  manera  que  la  precisión  aumenta  a  cambio 
de  perder  una  de  las  ventajas  del  método  de  varios  pasos.  En  la  práctica,  el  corrector  se 
calcula  una  vez,  y  si  el  valor  de  y,I+1  cambia  mucho,  vuelve  a  iniciarse  el  problema  com¬ 
pleto  con  un  tamaño  menor  del  paso.  Esto  suele  ser  la  base  de  los  métodos  de  tamaño  del 
paso  variable,  cuyo  análisis  está  fuera  del  alcance  de  este  texto. 


EJERCICIOS  6.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-13. 


1 .  Obtenga  la  solución  analítica  del  problema  de  valor  ini¬ 
cial  dado  en  el  ejemplo  1.  Compare  los  valores  reales  de 
y(0.2),  y(0.4),  y(0.6)  y  y(0.8)  con  las  aproximaciones  y1; 
y 2. 3b  Y  3b- 

2.  Escriba  un  programa  de  cómputo  para  el  método  Adams- 
Bashforth-Moulton. 

En  los  problemas  3  y  4  use  el  método  Adams-Bashforth-Moulton 
para  aproximar  y(0. 8),  donde  y{x)  es  la  solución  del  problema  de 
valor  inicial  respectivo.  Emplee  h  =  0.2  y  el  método  RK4  para 
calcular  y1;  y2  y  y3. 


3.  y'  =  2x-3y+  1,  y(0)  =1  4.  y'  =  4x  -  2y,  y(0)  =  2 

En  los  problemas  del  5  al  8  utilice  el  método  Adams-Bashforth- 
Moulton  para  aproximar  y(1.0),  donde  y{x)  es  la  solución  del 
problema  de  valor  inicial  respectivo.  Primero  utilice  h  =  0.2 
y  después  h  =  0.1.  Aplique  el  método  RK4  para  calcular  yu 

3b  y  3b- 

5.  y'  =  1  +  y1 2,  y(0)  =  0  6.  y'  =  y  +  eos  x,  y(0)  =  1 

7.  y'  =  (x-y)2,  y(0)  =  0  8.  y'  =  xy  +  Vy,  y(0)  =  1 


.4  Ecuaciones  y  sistemas  de  orden  superior 


■  Introducción  Hasta  aquí  nos  hemos  enfocado  en  las  técnicas  numéricas  que  se  pue¬ 
den  utilizar  para  aproximar  la  solución  de  un  problema  de  valor  inicial  de  primer  orden 
y'  =  /( x,  y),  y(x0)  =  y0.  Para  aproximar  la  solución  de  un  problema  de  valor  inicial  de 
segundo  orden,  debemos  expresar  una  ED  de  segundo  orden  como  un  sistema  de  dos  ecua¬ 
ciones  diferenciales  de  primer  orden.  Para  ello  comenzamos  por  escribir  la  ED  de  segundo 
orden  en  su  forma  normal  al  resolver  para  y"  en  términos  de  x,  y  y  y'. 
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■  Problemas  de  valor  inicial  de  segundo  orden  Un  problema  de  valor  inicial  de 
segundo  orden 

y"  =  /(*>  y,  y'),  y{xQ)  =  y0,  y'(x0)  =  u0,  (1) 

se  puede  expresar  como  un  problema  de  valor  inicial  para  un  sistema  de  ecuaciones 
diferenciales  de  primer  orden.  Si  y'  =  u,  la  ecuación  diferencial  presentada  en  (1)  se 
convierte  en  el  sistema 


y'  =  u 

'  t  (2) 

u  —  f(x,  y,  u). 

Puesto  que  y'(x0)  =  u(x0),  las  condiciones  iniciales  correspondientes  para  (2)  son,  por  lo 
tanto,  y(x0)  =  y0,  u(x0)  =  u0.  El  sistema  (2)  puede  resolverse  numéricamente  ahora  si  se 
le  aplica  un  método  numérico  particular  a  cada  ecuación  diferencial  de  primer  orden.  Por 
ejemplo,  el  método  de  Euler  aplicado  al  sistema  (2)  sería 


y„+¡  =yn  +  hun 

M„+!  =  Un  +  hf{xn,  yn,  un), 


(3) 


mientras  que  el  método  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden,  o  método  RK4,  se  escribiría 
como 

yn+ 1 =  yn+  e  Oh  +  2nh  +  2m3  +  '«4)  (4) 

u„+ 1  =  un  +  |  (kl  +  2 k2  +  2k3  +  k4) 

donde 


m1  —  un 

II 

3 

m2  =  un+  \  hkx 

k2  =f{x„  +\h,  y„  +  \  hm b  u„  +  \  hkx) 

m3  =  u„  +  2  hk2 

h  =f(x„  +\h,  yn  +  \ hm2,  u„  +  \hk2) 

mA  =  un  +  hk3 

kA  =  f(x„  +  h,  yn  +  hm3,  un  +  hk3). 

En  general,  podemos  expresar  cualquier  ecuación  diferencial  de  «-ésimo  orden 
y(n)  =f(x,y,y',...,y(n-l)) 

como  un  sistema  de  n  ecuaciones  de  primer  orden  mediante  las  sustituciones  y  =  iq, 
y'  =  u2,y"  =  «3,  ...,y(n~1>  =  un. 


Ejemplo  1  Método  de  Euler 

Use  el  método  de  Euler  para  determinar  el  valor  aproximado  de  v(0.2),  donde  y(x)  sea  la 
solución  del  problema  de  valor  inicial 

y"  +  xy'+y  =  0,  >'(0)  =  1,  /(O)  =  2.  (5) 

Solución  En  términos  de  la  sustitución  y'  =  u,  la  ecuación  es  equivalente  al  sistema 

y'  =  u 

u'  =  -xu  -  y. 

Por  lo  tanto,  con  base  en  (3)  obtenemos 

yn+\  =  yn  +  hu„ 

un  + 1  =  un  +  h[-xnun-y„]. 


6.4  Ecuaciones  y  sistemas  de  orden  superior 
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Mediante  el  tamaño  del  paso  h  =  0. 1  y  y0  =  1,  u0  =  2,  encontramos 

y1  =  y0  +  (0.1)«0=  1 +  (0.1)2=  1.2 

Mi  =  «o  +  (0.1)[-x0Mo->Ul  =  2  +  (0. 1)[— (0)(2)  -  1]  =  1.9 

y2  =  +  (0.1)W!  =  1.2  +  (0.1)(1.9)  =  1.39 

u2  =  tq  +  (0.1)[-xlMl -yi]  =  1.9  +  (0.1 )[— (0. 1)(1 .9)  -  1.2]  =  1.761. 

En  otras  palabras,  v(0.2)  ~  1.39  y  v'(0.2)  ~  1.761. 

Con  ayuda  de  la  función  graficadora  de  un  programa  de  solución  numérica,  en  la  figura 
6.2 a)  comparamos  la  curva  solución  de  (5)  generada  por  el  método  de  Euler  ( h  =  0. 1)  en  el 
intervalo  [0,  3]  con  la  curva  solución  generada  por  el  método  RK4  (h  =  0. 1 ).  A  partir  de  la 
figura  6.2 b),  parecería  que  la  solución  y(x)  de  (4)  tiene  la  propiedad  de  que  y(x)  — » 0  cuando 
x  — >  oo. 


a)  Método  de  Euler  (a  color) 
Runge-Kutta  (negra) 

Figura  6.3  Curvas  solución  numéricas 


b)  Runge-Kutta 


■  Sistemas  reducidos  a  sistemas  de  primer  orden  Mediante  un  procedimiento  si¬ 
milar  al  que  acabamos  de  analizar,  se  suele  reducir  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 
de  orden  superior  a  un  sistema  de  ecuaciones  de  primer  orden  al  resolver  primero  la  deri¬ 
vada  de  orden  superior  de  cada  variable  dependiente  y  realizando  después  las  sustituciones 
adecuadas  para  las  derivadas  de  orden  inferior. 


Ejemplo  2  Un  sistema  escrito  de  nuevo  como  sistema  de  primer  orden 

Escriba  x"  -  x'  +  5x  +  2 y"  =  e' 

-2x  +  y"  +  2y  =  3 12 

como  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden. 

Solución  Escriba  el  sistema  como 

x"  +  2y"  =  é  -  5x  +  x' 
y"  =  3 12  +  2x  -  2y 

y  después  elimine  y"  multiplicando  la  segunda  ecuación  por  2  y  restando.  Con  ello  se 
obtiene 

x"  =  -9x  +  4y  +  x'  +  é  -  6 12. 
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Puesto  que  la  segunda  ecuación  del  sistema  ya  expresa  la  derivada  de  orden  superior  de 
y  en  términos  de  las  funciones  restantes,  ahora  estamos  en  posición  de  poder  introducir 
variables  nuevas.  Si  x'  =  u  y  y'  =  v,  las  expresiones  para  x"  y  y"  se  convierten,  respecti¬ 
vamente,  en 


u'  =  x"  =  -9x  +  4 y  +  u  +  e‘  -  6f 2 
v'  =  y"  =  2x  -  2y  +  3 12. 

El  sistema  original  puede  escribirse  entonces  en  la  forma 

x'  =  u 

y'  =  v 

«'  =  — 9x  +  4_v  +  »  +  e'  -  6f 2 

v'  =  2x  -  2y  +  3Í2.  □ 

Tal  vez  no  sea  posible  desarrollar  las  reducciones  ilustradas  en  el  ejemplo  2. 


■  Solución  numérica  de  un  sistema  La  solución  de  un  sistema  de  la  forma 


dxi 

dt 


=  fl(t,X  1,X2,  ...,x„) 


dxn 

~r  =fi(t,x i,x2,  ...,x„) 
dt 


dxn 

—r  =fn(t,x i,x2, . . . ,  xj 
dt 

se  puede  aproximar  mediante  una  versión  de  los  métodos  de  Euler,  Runge-Kutta  o 
Adams-Bashforth-Moulton  adaptada  al  sistema.  Por  ejemplo,  el  método  RK4  aplicado 
al  sistema 

x'  =ñt,x,y) 
y'  =  g(t,  x,  y) 
x{t0)  =  x0,  y(t0 )  =  y0 

se  ve  así: 

xn+1  =  xn  +  g  ( ml  +  2 m2  +  2 m3  +  m4) 

+  1  =  yn  +  6  (^1  +  “^2  +  2^3  +  ^4)» 


(6) 


(7) 


donde 

'«1  =f(tn,x„,  yn) 

=ñtn  +  \h,  xn  +  \mu  yn  +  Hj) 
'«3  =/(4  +  5^,  +  \m2,  yn  +  U2) 

mA  =f(tn  +  h,  xn  +  m3,  yn  +  k3) 


h  =  g(tn,  xn,  yn) 

h  =  g(t„  +  \h,  xn  +  kmh  yn  +  \kx) 
h  =  g(t„  +  \  h,  xn  +  \m2,  yn  +  \k2) 
K  =  g(t„  +  h,  xn  +  m3,  yn  +  fcj). 


6.4  Ecuaciones  y  sistemas  de  orden  superior 
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Tabla  6.8  h  =  0.2 


tn 

x„ 

yn 

0.00 

-1.0000 

6.0000 

0.20 

9.2453 

19.0683 

0.40 

46.0327 

55.1203 

0.60 

158.9430 

150.8192 

Tabla  6.9  h  =  0.1 

tn 

Xn 

yn 

0.00 

-1.0000 

6.0000 

0.10 

2.3840 

10.8883 

0.20 

9.3379 

19.1332 

0.30 

22.5541 

32.8539 

0.40 

46.5103 

55.4420 

0.50 

88.5729 

93.3006 

0.60 

160.7563 

152.0025 

Figura  6.3  Curvas  solución 
numéricas  para  el  problema  de  valor 
inicial  del  ejemplo  3 


Ejemplo  3  Método  RK4 

Considere  el  problema  de  valor  inicial 

x'  =  2x  +  4 y 
y'  =  -x  +  6y 
x(0)  =  -1,  y(0)  =  6. 

Aplique  el  método  RK4  para  aproximar  x(0.6)  y  y(0.6).  Compare  los  resultados  con 
h  =  0.2  y  h  =  0.1. 


Solución  Mostraremos  los  cálculos  de  x¡  y  y1  con  el  tamaño  del  paso  h  =  0.2.  Con  las 
identificaciones /( t,  x,  y)  =  2jc  +  4y,  g(t,  x,  y)  =  —x  +  6y,  t0  =  0,  xQ  =  -l  y  y0  =  6,  a  partir 
de  (8)  podemos  ver  que 

mi  =  f(t0,  xo,  yo)  =/( 0,  -1,  6)  =  2(-l)  +  4(6)  =  22 

*t  =  g(t0,  x0,  y0)  =  g(0,  -1,  6)  =  — 1(— 1)  +  6(6)  =  37 

m2  =  /(í0+  \h,x0+  \hml,y0+  \hkx)  =/( 0.1,  1.2,  9.7)  =  41.2 

k2  =  g(to  +  2h,  x0  +  khmu  yo  +  2hk\)  =  g(0.1,  1.2,  9.7)  =  57 

m3  =  f(t0+  \h,x0+  \hm2,yo+  \hk2)  =/( 0.1,  3.12,  11.7)  =  53.04 

k3  =  g(to  +  \h,  xfí  +  \hm2,  y0  +  \hk2)  =  g(0.1,  3.12,  11.7)  =  67.08 

ra4  =  f(t0  +  h,  x0  +  hm3,  y0  +  hk3)  =/(  0.2,  9.608,  19.416)  =  96.88 

A:4  =  g(t0  +  h,  x0  +  hrn3,  y0  +  hk3)  =  g( 0.2,  9.608,  19.416)  =  106.888. 


Por  lo  tanto,  de  (7)  obtenemos 
0.2 


X\  =  x0  + -  (»7j  +  2nu  +  2 m3  +  m4) 

6 

0.2  , 

=  -1  +  —  (2.2  +  2(41.2)  +  2(53.04)  +  96.88)  =  9.2453 
6 

0.2 

34  =  yo  +  “7“  (*1  +  2ki  +  2h  +  ¿4) 

6 

=  6  +  ^  (37  +  2(57)  +  2(67.08)  +  106.888)  =  19.0683, 
6 


donde,  como  es  costumbre,  los  valores  calculados  de  x¡  y  y,  se  redondean  a  cuatro  cifras 
decimales.  Estos  números  nos  dan  las  aproximaciones  de  x¡  ~  x(0.2)  y  y3~  y(0.2).  Los 
valores  subsecuentes,  obtenidos  con  ayuda  de  una  computadora,  se  resumieron  en  las 
tablas  6.8  y  6.9 


El  lector  deberá  comprobar  que  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  planteado  en 
el  ejemplo  3  esté  dada  por  x(t)  =  (26 1  -  l)e4í,  y(t)  =  (13/  +  6)e4'.  A  partir  de  estas  ecua¬ 
ciones  vemos  que  los  valores  reales  x(0.6)  =  160.9384  y  y(0.6)  =  152.1 198  están  com¬ 
parados  de  manera  favorable  con  los  datos  de  la  última  línea  de  la  tabla  6.9.  La  gráfica  de 
la  solución  en  las  cercanías  de  /  =  0  se  muestra  en  la  figura  6.3;  la  gráfica  se  obtuvo  con 
un  programa  de  solución  numérica  mediante  el  método  RK4  y  h  =  0. 1 . 

En  conclusión,  expresamos  el  método  de  Euler  para  el  sistema  general  (6)  como: 

x„+i  =  xn  +  hf(tn,  xn,  y„) 
v„+i  =  y„  +  hg(t,„  x„,  y„). 
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EJERCICIOS  6.4 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-13. 


1 .  Utilice  el  método  de  Euler  para  aproximar  40.2),  donde 
y(x )  sea  la  solución  del  problema  de  valor  inicial 

y"  -  4 y'  +  4y  =  0,  40)  =  -2,  /(O)  =  1 . 

Utilice  h  =  0.1.  Encuentre  la  solución  exacta  del  proble¬ 
ma  y  compare  el  valor  real  de  y (0.2)  con  y2. 

2.  Mediante  el  método  de  Euler  aproxime  y(1.2),  donde 
y(x)  sea  la  solución  del  problema  de  valor  inicial 

x2y"  -  2 xy'  +  2y  =  0,  y(l)  =  4,  4(1)  =  9, 

donde  x  >  0.  Utilice  h  =  0.1.  Encuentre  la  solución  ana¬ 
lítica  del  problema  y  compare  el  valor  real  de  y(1.2)  con 

y2. 


donde  qfO)  =  0  e  ¿3(0)  =  0.  Aplique  el  método  RK4 
para  aproximar  ;,(?)  e  i3(?)  en  t  =  0.1,  0.2,  0.3,  0.4  y  0.5. 
Utilice  h  =  0.1.  Emplee  un  programa  de  solución  numé¬ 
rica  para  graficar  la  solución  en  el  intervalo  0  <  /  <  5. 
Utilice  sus  gráficas  para  pronosticar  el  comportamiento 
de  /[(i)  e  ¡3(í)  cuando  t  — »  oo. 


En  los  problemas  3  y  4,  repita  el  problema  indicado  mediante  el 
método  RK4.  Primero  use  h  =  0.2  y  después  h  =  0.1. 

3.  Problema  1  4.  Problema  2 

5.  Utilice  el  método  RK4  para  aproximar  y(0.2),  donde 
y(x)  sea  una  solución  del  problema  de  valor  inicial 


Figura  6.4  Red  del  problema  6 

En  los  problemas  del  7  al  12,  use  el  método  de  Runge-Kutta  para 
aproximar  jr(0. 2)  y  y(0.2).  Primero  utilice  h  =  0.2  y  después  h  = 
0.1.  Emplee  un  programa  de  solución  numérica  y  h  =  0.1  para 
graficar  la  solución  en  las  cercanías  de  t  =  0. 


y"  -  2y'  +2 y  =  e‘  eos  t,  y(0)  =  1,  y'( 0)  =  2. 
Primero  utilice  h  =  0.2  y  después  h  =  0.1. 

6.  Cuando  E  =  100  V,  R  =  10  í i  y  L  =  1  h,  el  sistema  de 
ecuaciones  diferenciales  para  las  corrientes  /,(?)  e  i3(t) 
presentes  en  la  red  eléctrica  ilustrada  en  la  figura  6.4  es 

—  =  —20/,  +  10/3  +  100 
dt 

di, 

—  =  1 0/¡  -  20/3, 
dt 


7.  x'  =  2x  -  y 
y'  =  x 

40)  =  6,  y(0)  =  2 
9.  x'  = -y +  t 
y'  =  x-t 

40)  =  -3,  y(0)  =  5 
11.  x'  +  4x  -  y'  =  It 
x'  +  y'  -  2y  =  3? 
40)  =  1,  y(0)  =  -2 


8.  x'  =  x  +  2y 
y'  =  4x  +  3  y 
40)  =  1,  y(0)  =  1 
10.  x'  =  6x  +  y  +  6t 

y'  =  4x  +  3y  -  10?  +  4 
40)  =  0.5,  y(0)  =  0.2 
12.  4  +  y'  =  4 1 

-x'  +  y'  +  v  =  +  10 

40)  =  3,  40)  =  -1 


I 

■  Introducción  En  la  sección  6.4  acabamos  de  ver  cómo  aproximar  la  solución  de  un 
problema  de  valor  inicial  de  segundo  orden  y"  =f(x,  y,  y'),  y(x0)  —  y0,  y'(x0)  =  u0.  En  esta 
sección  vamos  a  examinar  dos  métodos  útiles  para  aproximar  una  solución  de  un  problema 
de  valores  en  la  frontera  de  segundo  orden  y"  =  f(x,  y,  y'),  y(a)  =  a,  y(b)  =  /3.  A  dife¬ 
rencia  de  los  procedimientos  que  se  emplean  en  los  problemas  de  valor  inicial  de  segundo 
orden,  los  métodos  de  los  problemas  de  valores  en  la  frontera  de  segundo  orden  no  requie¬ 
ren  que  la  ED  de  segundo  orden  se  escriba  nuevamente  como  un  sistema  de  ecuaciones 
diferenciales  de  primer  orden. 

■  Aproximaciones  por  diferencias  finitas  El  desarrollo  de  una  serie  de  Taylor,  cen¬ 
trada  en  un  punto  a,  de  una  función  y(x)  es 

x  —  a  (x  ~  a)2  ix  —  af 

y{x)  =  y(a)  +  y' (a)  —  +  y” (a)  +  y» 

Si  definimos  h  =  x  -  a,  entonces  la  línea  anterior  equivale  a 

y(x)  =  y(a)  +  y' (a)  +  y"(a)  pp  +  /"(«) 


Problemas  de  valores  en  la  frontera 
de  segundo  orden 


6.5  Problemas  de  vaLores  en  la  frontera  de  segundo  orden 
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Para  el  análisis  siguiente  conviene  volver  a  escribir  esta  última  expresión  en  dos  formas 
alternativas: 

y{x  +  h)  =  y(x)  +  y'(x)h  +  y"(x)  y  +  y"'(x)  y  +  •  •  •  (1) 

y  y(x  -  h)  =  y(x)  -  y'(x)h  +  y"(x)  -  y"'(x)  y-  +  —  (2) 

Si  h  es  pequeña,  podemos  ignorar  los  términos  en  que  aparezcan  A4,  h5,  . puesto  que 
estos  valores  son  insignificantes.  De  hecho,  si  ignoramos  todos  los  términos  donde  apa¬ 
rece  h2  y  potencias  mayores,  cuando  (1)  y  (2)  se  resuelven  producen,  respectivamente, 
las  siguientes  aproximaciones  para  la  primera  derivada 

y'{x)  ~  y  [y(x  +  h)  -  y(x)}  (3) 

h 

y'(x)  =  y  [y(x)  -  y(x  -  h)].  (4) 

h 

Cuando  se  restan  (1)  y  (2)  se  tiene  también 

y'(x)  =  [ y(x  +  h)  -y(x-h)].  (5 ) 

2  h 

Por  otra  parte,  si  ignoramos  los  términos  en  que  aparece  h 3  o  una  potencia  superior,  des¬ 
pués  al  sumar  (1)  y  (2)  se  obtiene  una  aproximación  de  la  segunda  derivada  y"(x): 

y"(x)  ~  yy  [y(x  +  h)  -  2y(x)  +  y(x  -  h)\.  (6) 

n 

Los  lados  derechos  de  (3),  (4),  (5)  y  (6)  se  denominan  cocientes  de  diferencias.  Las 
expresiones 

y(x  +  h)  -  y(x),  y(x)  -  y(x  -  h ),  y(x  +  h )  -  y(x  -  h) 
y  y(.v  +  h )  -  2 y(x)  +  y(x  -  h) 

se  denominan  diferencias  finitas.  En  específico,  y(x  +  h)-y(x)  es  llamada  una  diferencia 
hacia  adelante,  y(x)  -  y(x  -  h)  es  una  diferencia  hacia  atrás,  y  tanto  y(x  +  h )  -  y(x  -  h) 
como  y{x  +  h)~  2y(x)  +  y(x  -  h)  son  llamadas  diferencias  centrales.  Los  resultados  de  (5) 
y  (6)  se  denominan  aproximaciones  por  diferencia  central  para  las  derivadas  y'  y  y". 

M  Método  de  diferencias  finitas  Considere  ahora  un  problema  de  valores  en  la  fron¬ 
tera  lineal  de  segundo  orden: 

y"  +  P(x)y'  +  Q(x)y  =f(x),  y(a )  =  a,  y(b)  =  ¡3.  (7) 

Suponga  que  a  =  x0<xl<x2<  ■■■<  x„_¡  <  xn  =  b  representa  una  partición  regular  del  in¬ 
tervalo  [a,  b\,  es  decir,  x¡  =  a  +  ih ,  donde  i  =  0,  1,  2, . . .  ,  n  y  h  =  (b  -  á)/n.  Los  puntos 

X\  =  a  +  h,  x2  =  a  +  2h,  . . . ,  xn_¡  =  a  +  (n—  1  )h, 

se  llaman  puntos  interiores  de  la  malla  del  intervalo  [«,  b\.  Si  definimos 

y¡  =  y(x¡),  P¡  =  P(x¿,  Qi=Q(x¡)  y  f  =f(xi) 

y  si  y  y  y'  de  (7)  se  reemplazan  con  sus  aproximaciones  por  diferencia  central  (5)  y  (6), 
obtenemos 


y¡+i  -  2y¡  +  y¡-i  ,  ny¡+i  -y¡-i  ,  _ 

— i? — + p‘^¡, — + Q¡»  ~f 

o,  después  de  simplificar, 

(i  +  \p)yi+ 1  +  (-2  +  #Qi)y¡  +  (i  -  1  =  h2f. 


(8) 
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Esta  última  ecuación,  conocida  como  ecuación  de  diferencias  finitas,  es  una  aproxima¬ 
ción  de  la  ecuación  diferencial.  Nos  permite  aproximar  la  solución  y(x)  de  (7)  en  los  pun¬ 
tos  interiores  de  la  malla x¡,  x2, xn_x  del  intervalo  [a,  b].  Si  definimos  i  y  adoptamos 
los  valores  1,  2, 1  en  (8),  obtenemos  n  -  1  ecuaciones  en  las  n  -  1  incógnitas  yu 
y 2,  . . . ,  _y„_|.  Debemos  tener  en  cuenta  que  conocemos  y0  y  yn,  pues  son  las  condiciones 
de  frontera  especificadas  y0  =  y(x0)  =  y  (a)  =  a  y  yn  =  y(xn)  =  y(b)  =  f3. 

En  el  ejemplo  1  consideramos  un  problema  de  valores  en  la  frontera,  para  el  cual 
podemos  comparar  los  valores  aproximados  encontrados  con  los  valores  exactos  de  una 
solución  explícita. 


Ejemplo  1  Uso  del  método  de  diferencias  finitas 

Aplique  la  ecuación  de  diferencias  (8)  con  n  =  4  para  aproximar  la  solución  del  proble¬ 
ma  de  valores  en  la  frontera 

y"  -  Ay  =  0,  y( 0)  =  0,  y(l)  =  5. 

Para  usar  (8)  identificamos  P(x)  =  0,  Q(x)  =  -4,  f(x)  =  0  y  h  =  (1  -  0)/4  =  | . 
Por  lo  tanto,  la  ecuación  de  diferencias  es 

yi+l  -  2. 25y, +  =  0.  (9) 

Ahora  los  puntos  interiores  son  x1  =  0  +  |,x2  =  0  +  |,  x3  =  0  +  f ,  así,  para  i  =  1,  2  y  3, 
(9)  produce  el  siguiente  sistema  para  las  respectivas  yx,  y2  y  y3: 


y2  -  2.25yx  +  y0  =  0 
>'3  -  2.25y2  +  yi  =  0 
y4  -  2.25v3  +  y2  =  0. 

Debido  a  que  las  condiciones  de  frontera  son  y0  =  0  y  y4  =  5,  el  sistema  anterior  se 
convierte  en 


-2.25vi  +  ^2  =0 

Vi  -  2.25y2+  y3  =  0 

y 2  ~  2.25y3  =  -5. 

Cuando  se  resuelve  el  sistema  se  obtienen  yx  =  0.7256,  y2  =  1.6327  y  y3  =  2.9479. 

Ahora  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  dada  es  y  =  cx  cosh  2x  + 
c2  senh  2x.  La  condición  víO)  =  0  implica  cx  =  0.  La  otra  condición  de  frontera  deter¬ 
mina  a  c2.  De  esta  forma  vemos  que  una  solución  explícita  del  problema  de  valores  en  la 
frontera  es  y(x)  =  (5  senh  2;r)/senh  2. 

Por  lo  tanto,  los  valores  exactos  (redondeados  a  cuatro  cifras  decimales)  de  esta  so¬ 
lución  en  los  puntos  interiores  son  los  siguientes:  y(0.25)  =  0.7184,  y(0.5)  =  1.6201  y 
y(0.75)  =  2.9354. 

En  el  ejemplo  1,  la  exactitud  de  las  aproximaciones  se  puede  mejorar  usando  un  valor 
menor  de  h.  Por  supuesto,  la  desventaja  aquí  es  que  para  un  valor  menor  de  h  se  necesita 
resolver  un  sistema  de  ecuaciones  mayor.  Se  deja  al  lector  como  ejercicio  demostrar  que 
con  h  =  las  aproximaciones  y(0.25),  y(0.5)  y  y(0.75)  son  0.7202,  1.6233  y  2.9386, 
respectivamente.  Vea  el  problema  11  en  los  ejercicios  6.5. 


Ejemplo  2  EmpLeo  del  método  de  diferencias  finitas 

Use  la  ecuación  de  diferencias  (8)  con  n  =  10  para  aproximar  la  solución  de 
y"  +  3y'  +  2 y  =  4x2,  y(l)  =  1,  y(2)  =  6. 

Solución  En  este  caso  identificamos  P(x)  =  3,  Q(x)  =  2,  f(x)  =  4x2  y  h  =  (2  -  1)/10  = 
0. 1  y,  por  lo  tanto,  (8)  se  convierte  en 

1.15v¡+i  -  1 .98y,  +  0.85.^.!  =  0.04.x,2.  (10) 
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Ahora  los  puntos  interiores  son  x¡  =  1.1,  x2  =  1.2,  x3  =  1.3,  x4  =  1.4,  x5  =  1.5,  x6  = 
1.6,  x7  =  1.7,  x8  =  1.8  y  xg  =  1.9.  Para  i  =  1,  2, . . . ,  9  y  y0  =  1,  Vio  =  6,  (10)  produce  un 
sistema  de  nueve  ecuaciones  y  nueve  incógnitas: 

1.15^-1.98^  =-0.8016 

1.15y3-  1.98V2  +  0.85.V!  =  0.0576 
1.1 5y4  -  1.98y3  +  0.85y2  =  0.0676 
1.15y5  -  1.98y4  +  0.85y3  =  0.0784 
1.15y6  -  1.98y5  +  0.85y4  =  0.0900 
1.15y7-1.98y6  +  0.85y5  =  0.1024 
1.15v8  -  1.98y7  +  0.85y6  =  0.1156 
1.15y9-  1.98yg  +  0.85y7  =  0.1296 
-1.98y9  +  0.85ys  =  -6.7556. 

Podemos  resolver  este  gran  sistema  de  ecuaciones  mediante  la  eliminación  de  Gauss  o, 
con  relativa  facilidad,  empleando  un  sistema  asistido  por  computadora.  El  resultado  es 
Vi  =  2.4047,  y2  =  3.4432,  y3  =  4.2010,  y4  =  4.7469,  y5  =  5.1359,  y6  =  5.4124,  y7  = 
5.6117,  y8  =  5.7620  y  y9  =  5.8855. 

I  Método  de  tanteos  Otra  forma  de  aproximar  una  solución  de  un  problema  de  valo¬ 
res  en  la  frontera  y"  =  /(x,  y,  y'),  y(a)  =  a,  y(b)  =  /3,  es  el  método  de  tanteos.  El  punto 
de  partida  es  reemplazar  el  problema  de  valores  en  la  frontera  con  un  problema  de  valor 
inicial 

y"  =/(x,  y,  y'),  y(a)  =  a,  y'{á)  =  ml.  (11) 

El  número  m1  incluido  en  (11)  es  simplemente  un  supuesto  de  la  pendiente  descono¬ 
cida  de  la  curva  solución  en  un  punto  conocido  (a,  y(a)).  Entonces,  aplicamos  paso  a 
paso  una  de  las  técnicas  numéricas  a  la  ecuación  de  segundo  orden  dada  en  (11)  para 
encontrar  una  aproximación  fii  para  el  valor  de  y(b).  Si  fil  concuerda  con  el  valor  dado 
y(b)  =  ¡5  dentro  de  una  tolerancia  establecida  previamente,  los  cálculos  se  detienen;  de 
otra  forma  los  cálculos  se  repiten,  comenzando  con  un  supuesto  distinto  y1  (a)  =  m2  para 
obtener  una  segunda  aproximación  j82  para  y(b).  Este  método  se  puede  continuar  con  el 
método  de  prueba  y  error,  o  las  pendientes  sucesivas  m3,  m4,  . . . ,  pueden  ajustarse  de 
alguna  forma  sistemática;  una  interpolación  lineal  resulta  muy  útil  cuando  la  ecuación 
diferencial  (1 1)  es  lineal.  El  procedimiento  es  análogo  a  tirar  a  un  blanco  (la  “mira”  es  la 
elección  de  la  pendiente  inicial)  hasta  llegar  a  la  diana,  que  es  y(b).  Vea  el  problema  14 
en  los  ejercicios  6.5. 

Desde  luego,  el  fundamento  para  usar  estos  métodos  numéricos  es  el  supuesto,  no 
siempre  válido,  de  que  existe  una  solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera. 


Comentarios 


El  método  de  aproximación  que  utiliza  diferencias  finitas  se  puede  aplicar  a  pro¬ 
blemas  de  valores  en  la  frontera  donde  la  primera  derivada  se  especifica  en  una 
frontera,  por  ejemplo,  un  problema  como  y"  =/(x,  y,  y'),  y' (a)  =  a,  y(b)  =  /3 .  Vea  el 
problema  13  en  los  ejercicios  6.5. 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-13. 


EJERCICIOS  6.5 


En  los  problemas  del  1  al  10,  use  el  método  de  diferencias  finitas 
y  el  valor  indicado  de  n  para  aproximar  la  solución  del  problema 
de  valores  en  la  frontera  dado. 

1 .  y"  +  9 y  =  0,  y(0)  =  4,  y(2)  =1;  n  =  4 

2.  y" -y  =XL,  y(0)  =  0,  y(l)  =  0;  n  =  4 


3.  y"  +  2y'  +  y  =  5x,  y(0)  =  0,  y(l)  =  0;  n  =  5 

4.  y"  -  10y'  +  25y  =  1,  y(0)  =  1,  y(l)  =  0;  n  =  5 

5.  y"  -  4y'  +  4y  =  (x  +  I  )e2jt,  y( 0)  =  3,  y(l)  =  0;  n  =  6 

6.  y"  +  5y'  =  4 Vi,  y(l)  =  1,  y(2)  =  -1;  n  =  6 

7.  x2y"  +  3xy'  +  3y  =  0,  y(l)  =  5,  y(2)  =  0;  n  =  8 
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8.  x2 y "  -  xy'  +  y  =  ln  x,  y(l)  =  O,  y(2)  =  -2;  n  =  8 

9.  y"  +  ( l-x)y'+xy=x,  y( 0)  =  O,  y(  1)  =  2;  n  =  10 

1 0.  y"  +  xy'  +  y  =  x,  y(0)  =1,  >j(1)  =  0;  n  =  10 

1 1 .  Vuelva  a  trabajar  en  el  problema  1,  con  n  =  8. 

1 2.  El  potencial  electrostático  u  entre  dos  esferas  concéntri¬ 
cas  de  radio  r  =  1  y  r  =  4  se  determina  a  partir  de 

d2u  2  du 

—  +  — -  =  0,  m(1)  =  50,  u( 4)  =  100. 

dr  r  dr 

Use  el  método  de  esta  sección  con  n  =  6  para  aproximar 
la  solución  de  este  problema  de  valores  en  la  frontera. 

1 3.  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera 

y"  +  xy  =  0,  y'(0)  =  l,  y(l)=-l. 

a)  Encuentre  la  ecuación  en  diferencias  que  correspon¬ 
de  a  la  ecuación  diferencial.  Demuestre  que  cuan- 
do  i  =  0,  1,  2,  . . . ,  n  -  1,  la  ecuación  en  diferencias 
produce  n  ecuaciones  en  n  +  1  incógnitas  y_t,  y0,  y¡, 
y 2,  . . . ,  y„-\.  Aquí  y_i  y  y0  son  incógnitas  puesto  que 


y_,  representa  una  aproximación  a  y  en  el  punto  ex¬ 
terior  x  =  -h  y  y0  no  está  especificado  en  x  =  0. 

b )  Use  la  aproximación  por  diferencia  central  (5)  para 
demostrar  que  y1  -  y_¡  =  2h.  Mediante  esta  ecuación, 
elimine  y_x  del  sistema  determinado  en  el  inciso  a). 

c )  Mediante  n  =  5  y  el  sistema  de  ecuaciones  encontra¬ 
do  en  los  incisos  á)  y  b ),  aproxime  la  solución  del 
problema  de  valores  en  la  frontera. 

Tarea  para  el  laboratorio  de  cómputo 

1 4.  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera  y"  =  y1 
-  sen(xy),  y(0)  =  1,  y(l)  =  1.5.  Use  el  método  de  tan¬ 
teos  para  aproximar  la  solución  de  este  problema.  (La 
aproximación  real  se  puede  obtener  mediante  una  téc¬ 
nica  numérica,  digamos,  el  método  de  Runge-Kutta  de 
cuarto  orden  con  h  =  0. 1 ;  o  aún  mejor,  si  tiene  acceso  a 
un  CAS,  como  Mathematica  o  Maple ,  podrá  utilizar  la 
función  NDSolve.) 


EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  6  Las  respuestas  a  los  problemas  impares 

seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-14. 


En  los  problemas  del  1  al  4,  construya  una  tabla  en  la  que  se 
comparen  los  valores  indicados  de  y(x)  obtenidos  con  los  mé¬ 
todos  de  Euler,  mejorado  de  Euler  y  de  Runge-Kutta.  Redondee 
sus  cálculos  a  cuatro  cifras  decimales  y  use  h  =  0.05. 

1 .  y'  =  2  ln  xy,  y(  1)  =  2; 
y(l.l),y(1.2),y(1.3),  y(1.4),  y(1.5) 

2.  y'  =  sen  x2  +  eos  y2,  y(0)  =  0; 
y(0.1),  y(0.2),  y(0.3),  y(0.4),y(0.5) 

3.  y'  =  Vx  +  y,  y(0.5)  =  0.5; 
y(0.6),y(0.7),y(0.8),  y(0.9),  y(1.0) 

4.  y'=xy  +  y2,y(  1)  =  1; 
y(l.l),y(1.2),y(1.3),  y(1.4),  y(1.5) 

5.  Utilice  el  método  de  Euler  para  aproximar  y(0.2),  donde 
y(x)  es  la  solución  del  problema  de  valor  inicial  y"  -  (2x 
+  l)y  =  1,  y(0)  =  3,  y'(0)  =  1.  Primero  con  un  tamaño  del 


paso  de  h  =  0.2,  y  después  repita  los  cálculos  usando  dos 
pasos  con  h  =  0.1. 

6.  Emplee  el  método  de  Adams-Bashforth-Moulton  para 
aproximar  v(0.4),  donde  y(x)  es  la  solución  del  problema 
de  valor  inicial  y'  =  4x  -  2 y,  y(0)  =  2.  Use  h  =  0.1  y  el 
método  RK4  para  calcular  yb  y2  y  y3. 

7.  Utilice  el  método  de  Euler  con  h  =  0.1  para  aproximar 
x(0.2)  y  y(0.2),  donde  x(í),  y(í)  es  la  solución  del  proble¬ 
ma  de  valor  inicial 

x'  =  x  +  y 

y'  =x-y 
x(0)  =  1,  y(0)  =  2. 

8.  Utilice  el  método  de  diferencias  finitas  con  n  =  0  para 
aproximar  la  solución  del  problema  de  valores  en  la 
frontera  y"  +  6.55(1  +  x)y  =  1,  v(0)  =  0,  y(l)  =  0. 


CAPITULO  6  Ejercidos  de  repaso 
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CAPÍTULO 


Matrices 


Estructura  del  capítulo 

7.1 

Álgebra  matricial 

7.2 

Sistemas  de  ecuaciones  algebraicas  Lineales 

7.3 

Rango  de  una  matriz 

7.4 

Determinantes 

7.5 

Propiedades  de  los  determinantes 

7.6 

Inversa  de  una  matriz 

7.6.1  Cálculo  de  La  inversa 

7.6.2  Utilización  de  La  inversa  para  resoLver  sistemas 

7.7 

Regla  de  Cramer 

7.8 

EL  probLema  del  valor  propio 

7.9 

Potencias  de  Las  matrices 

7.10 

Matrices  ortogonales 

7.11 

Aproximación  de  valores  propios 

7.12 

Diagonalización 

7.13 

Criptografía 

7.14 

Código  corrector  de  errores 

7.15 

Método  de  los  mínimos  cuadrados 

7.16 

Modelos  discretos  de  compartimiento 

Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  7 

_ J 

En  Las  matemáticas,  con  frecuencia  enfrentamos  La  tarea  de  mane¬ 
jar  arregLos  de  números  o  funciones.  A  uno  de  dichos  arregLos  se  Le 
denomina  matriz.  La  invención  de  La  teoría  de  matrices  se  debe  al 
eminente  matemático  inglés  Arthur  Cayley  (1821-1895). 
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Algebra  matricial 


I  Introducción  A  partir  de  los  conocimientos  básicos  del  cálculo  vectorial,  se  sabe  que 
un  vector  en  R"  es  una  «-tupia  ordenada  (x¡,  x2, . . . ,  xn).  Los  vectores  a  menudo  se  escriben 
como  un  arreglo  horizontal  o  vertical  sin  comas: 


(-U  *2  '  • '  xn)  o 


/*: i\ 

*2 

\xj 


(1) 


A  cada  uno  de  los  arreglos  mostrados  en  (1)  se  le  denomina  matriz.  Nuestro  objetivo  en 
esta  sección  es  el  estudio  del  álgebra  de  tales  arreglos. 


I  Una  definición  Los  arreglos  mostrados  en  (1)  son  casos  especiales  de  (2)  en  la  defi¬ 
nición  que  sigue. 


A  los  números  o  funciones  incluidos  en  el  arreglo  (2)  se  les  llama  entidades  o  ele¬ 
mentos  de  la  matriz.  Si  una  matriz  tiene  m  renglones  y  n  columnas  decimos  que  su 
tamaño  es  de  m  por  n  (y  se  escribe  m  X  «).  Una  matriz  de  n  X  n  se  denomina  matriz 
cuadrada  o  matriz  de  orden  n.  Una  matriz  de  1  X  1  es  simplemente  una  constante 


o  función.  Por  ejemplo,  A 


B  = 


2  5\ 

es  una  matriz  de  2  X  3  mientras  que 
9  3J  4 

( 9  7  0  8\ 

1-261 
0  0-16 
\5  V3  ti  -4/ 


(3) 


es  una  matriz  cuadrada  de  4  X  4  o  una  matriz  de  orden  4.  A  lo  largo  de  este  libro  denota¬ 
remos  a  una  matriz  mediante  una  letra  mayúscula  en  negritas,  tal  como  A,  B,  C,  X. 

El  elemento  que  aparece  en  el  renglón  i-ésimo  y  en  la  columna  /-ésirna  de  una  matriz 
A  de  m  X  n  se  escribe  como  a¡j.  Por  lo  tanto,  una  matriz  A  de  m  X  n  se  abrevia  como 
A  =  (a¡j)m  x„.  En  una  matriz  cuadrada  de  n  X  n  a  los  elementos  alh  a22, . . . ,  ann  se  les 
llama  elementos  de  la  diagonal  principal.  Los  elementos  de  la  diagonal  principal  de  la 
matriz  B  mostrada  en  (3)  son  9,  -2,  -1  y  -4. 


7.1  Álgebra  matricial 
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se  llama  vector  columna.  Una  matriz  de  1  X  n, 

(«i  a2  ■■■  an), 


se  llama  vector  renglón. 


V 


DEFINICIÓN 


7.3 


Igualdad  de  matrices 


Dos  matrices  .4  y  15  de  m  X  n  son  iguales  si  a¡¡  =  b¡¡  para  cada  i  y  j. 


J 


En  otras  palabras,  dos  matrices  son  iguales  si,  y  sólo  si,  tienen  el  mismo  tamaño  y  sus 
elementos  correspondientes  son  iguales. 


Ejemplo  1  Igualdad 


a)  Las  matrices 


1  1 


111, 

y  l  I  no  son  iguales  puesto  que  el  tamaño  de  la 


V1  1/  \1  1  1 

primera  matriz  es  de  2  X  2  y  el  de  la  segunda  es  de  2  X  3. 


\  2\  \ 

b)  Las  matrices  y 

V3  4  y  \4 


no  son  iguales  puesto  que,  en  los  segundos  ren¬ 


glones,  los  elementos  correspondientes  no  son  iguales. 


□ 


I  Suma  de  matrices  Cuando  dos  matrices  A  y  B  son  del  mismo  tamaño,  podemos 
sumarlas  mediante  la  adición  de  sus  elementos  correspondientes. 


Ejemplo  2  Suma  de  dos  matrices 


a)  La  suma  de  A  = 


-1 

4 

10 


/  2  +  4 

-1+7 

3  +  (  — 8)\ 

(  6 

6 

-5\ 

A  +  B  =  0  +  9 

4  +  3 

6  +  5  = 

9 

7 

11 

V  —6  +  1 

10  +  (—1) 

-5  +  2/ 

V-5 

9 

“3/ 

b) 


La  suma  de  A  = 
tienen  tamaños  diferentes. 


1 

2 

3  yB  = 

1 

0 

\4 

5 

6  /  y 

Vi 

a 

no  está  definida  puesto  que  A  y  B 
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En  otras  palabras,  para  calcular  kA  simplemente  multiplicamos  cada  elemento  de  A  por  k. 
Por  ejemplo,  a  partir  de  la  definición  7.5,  5 

.  Se  observa  de  paso  que,  para  cualquier  matriz  A,  el  múltiplo  escalar  kA  es 


(5-2  5  •  (— 3)\ 

\5  •  4  5  •(-!)/ 


lo  mismo  que  A k. 

La  resta  de  dos  matrices  de  m  X  n  se  define  de  la  manera  usual:  A  -  B  =  A  +  (-B) 
donde  -B  =  (-l)B. 

El  teorema  siguiente  resume  algunas  propiedades  de  la  suma  y  la  multiplicación  es¬ 
calar  de  matrices.  Cada  una  de  las  seis  partes  del  teorema  puede  demostrarse  mediante  el 
uso  de  las  definiciones  7.4  y  7.5. 


TEOREMA  7.1 


Propiedades  de  La  suma  de  matrices 
y  de  La  muLtipLicación  escaLar 


Suponga  que  A,  B  y  C  son  matrices  de  m 
tanto, 

i)  A  +  B  =  B  +  A 

ii)  A  +  (B  +  C)  =  (A  +  B)  +  C 

iii )  (kik2) A  =  kx(k2 A) 

iv)  1A  =  A 

v)  kx( A  +  B)  =  ktA  +  ^[B 

vi)  ( ki  +  k2)A  =  k{ A  +  k2A 


X  n  y  que  k¡  y  k2  son  escalares.  Por  lo 

Ley  conmutativa  de  la  suma 
Ley  asociativa  de  la  suma 

Ley  distributiva 
Ley  distributiva 


■  Multiplicación  de  matrices  Acabamos  de  estudiar  que  cualquier  matriz  A  puede 
multiplicarse  por  un  escalar;  sin  embargo,  ¿pueden  multiplicarse  entre  sí  dos  matrices? 
La  siguiente  definición  proporciona  la  respuesta. 


DEFINICION  7.6 


MuLtipLicación  de  matrices 


Sea  A  una  matriz  que  tenga  m  renglones  y  p  columnas,  y  sea  B  una  matriz  con  p 
renglones  y  n  columnas.  El  producto  AB  es  la  matriz  de  m  X  n 


/  an 

al2 

°lp\ 

/  bn 

b\2 

•  ■  •  bln  \ 

AB  = 

a2l 

a22 

a2p 

b2\ 

b22 

' ' '  b2n 

\aml 

am2 

®mp  j 

\bpi 

bp2 

' ' '  bpll  / 

anbn 

+  a\2b2\ 

+ 

...  + 

aipbpi 

anbi„  +  al2b2n 

+  ' 

•  + 

a\pbpn 

= 

ci2lbn 

+  a22b2\ 

+ 

...  + 

a2pbp\ 

a2lbln  +  a22b2n 

+  • 

•  + 

a2pbpn 

\amlbU 

"P  am2b21 

+ 

...  + 

Q'mjppX 

am\b\n  +  ®m2p2n 

+  ■ 

■  + 

^ mpbpn 

p 

s 

k=  1 


=  (  2  ü'kbkj 
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La  definición  7.6  establece  que  el  producto  C  =  AB  está  definido  solamente  cuando  el 
número  de  columnas  de  la  matriz  A  es  igual  que  el  número  de  renglones  de  B.  La  dimen¬ 
sión  del  producto  puede  determinarse  a  partir  de 


El  número  de  columnas 
de  A  debe  ser  igual 
al  número  de  renglones 
de  B. 


\n  X  pUp  X  n  C m  x  n- 


Asimismo,  usted  podrá  observar  que  los  elementos  en,  digamos,  el  i-ésimo  renglón  de  la 
matriz  resultante  C  =  AB  se  forma  utilizando  la  definición  del  producto  interno  o  punto 
del  renglón  (vector)  i-ésimo  de  A  con  cada  una  de  las  columnas  (vectores)  de  B. 


Ejemplo  3  MuLtipLicación  de  matrices 

Encuentre  el  producto  AB  de  las  matrices  siguientes: 


a)  A  = 

Solución 

a)  AB  = 


B 


b)  A  = 


A  partir  de  la  definición  7.6  se  tiene: 
U  ■  9  +  1  •  6  4  •  (-2)  +  7  • 

V3  •  9  +  5  •  6  3  •  (-2)  +  5  • 


B 


78  48 

57  34 


5  •  (-4)  +  8-2 

5  • 

■  (—3)  +  8  •  0\ 

(-4 

-15 

1  •  (-4)  +  0-2 

1  • 

■(-3)  +  0-0  =  | 

-4 

-3 

2  •  (-4)  +  7-2 

2  • 

•  (-3)  +  7-0/ 

V  6 

-6 

A  diferencia  de  la  suma,  la  multiplicación  de  matrices,  en  general,  no  es  conmutativa. 

( 30  53 

Esto  es,  BA  =A  AB.  Observe  que  en  el  inciso  a)  del  ejemplo  3.  BA  = 

4  J  v  \48  82 

mientras  que  en  el  inciso  b)  el  producto  BA  no  está  definido,  ya  que  la  primera  matriz 
(en  este  caso  la  matriz  B)  no  tiene  el  mismo  número  de  columnas  que  la  segunda  ma¬ 
triz  tiene  de  renglones. 

El  producto  de  una  matriz  de  m  X  n  con  un  vector  columna  de  n  X  1  es  un  vector 
columna  de  m  X  1.  Por  ejemplo. 


f — 4  2\í xA  _  í  ~4x{  +  2.rA 
\  3  &)\x2)  V  3x,  +  8.r2/ 


(3) 


A  menudo  resulta  muy  conveniente  escribir  un  vector  columna  como  la  suma  de  dos  o 
más  vectores  columna.  En  vista  de  las  definiciones  7.4  y  7.5,  el  resultado  en  (3)  puede 
escribirse  como 


(~4x¡  +  2a'A  _  f-4) 

{  3x¡  +  8 xj  X\  3 ) 


H  Ley  asociativa  Aunque  aquí  no  se  demostrará,  la  multiplicación  de  matrices  es 
asociativa.  Si  A  es  una  matriz  de  m  X  p,  B  una  matriz  de  p  X  r  y  C  una  matriz  de  r  X  n, 
entonces  el  producto 

A(BC)  =  (AB)C 

es  una  matriz  de  m  X  n. 


H  Ley  distributiva  Si  tanto  B  como  C  son  matrices  de  r  X  n  y  A  es  una  matriz  de 
m  X  r,  entonces  la  ley  distributiva  es 

A(B  +  C)  =  AB  +  AC. 
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Además,  si  el  producto  (B  +  C)A  está  definido,  entonces 

(B  +  C)A  =  BA  +  CA. 


En  otras  palabras,  los  renglones  de  una  matriz  A  se  convierten  en  las  columnas  de  su 
transpuesta  AT.  Por  ejemplo,  si 


/  3  2 
6  5 
\2  1 


/  3  6 
entonces  Ar  =  2  5 

\-l  2 


1  I .  Si  B  =  (5  3),  entonces  Br  = 

4/ 


En  el  teorema  siguiente  proporcionamos  algunas  propiedades  importantes  de  la  ma¬ 
triz  transpuesta. 


Desde  luego,  en  las  propiedades  ii)  y  iii)  del  teorema  7.2  suponemos  que  la  suma  y 
el  producto  de  A  y  B  están  definidos.  Observe  con  cuidado  que  el  inciso  iii)  del  teorema 
indica  que  la  transpuesta  del  producto  es  el  producto  de  las  transpuestas  con  el  orden 
invertido.  Además,  tanto  ii)  como  iii)  pueden  hacerse  extensivas  a  cualquier  suma  o  pro¬ 
ducto  finitos  de  matrices.  Por  ejemplo,  en  el  caso  de  tres  matrices,  tenemos 

(A  +  B  +  C)r  =  Ar  +  Br  +  Cr  y  (ABC)7  =  CrBrAr. 


■  Matrices  especiales  En  la  teoría  de  matrices  existen  muchos  tipos  de  matrices  que 
son  importantes  debido  a  que  poseen  ciertas  propiedades.  A  continuación  presentamos 
una  lista  de  algunas  de  estas  matrices: 


Una  matriz  formada  sólo  por  elementos  cero  se  denomina  matriz  cero  y  se  denota 
mediante  un  0.  Por  ejemplo. 


0  = 


0 

o 

o 


son  matrices  cero.  Si  A  y  0  son  matrices  m  X  n,  entonces 


Además, 


A  +  0  =  A. 

A  +  (-A)  =  0. 


(4) 

(5) 


Se  dice  que  una  matriz  A  de  n  X  n  es  triangular  si  todos  sus  elementos  ubicados  por 
debajo  de  la  diagonal  principal  son  ceros  o  si  todos  sus  elementos  por  arriba  de  la 
diagonal  principal  son  ceros.  En  otras  palabras,  la  matriz  cuadrada  A  es  triangular  si 
a¡j  =  0  para  i  <  j  o  a¡j  =  0  para  i  >  j.  Siendo  más  específicos,  en  el  primer  caso  la  matriz 
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se  llama  triangular  superior,  y  en  el  segundo  caso  tenemos  una  matriz  triangular 
inferior.  Las  matrices  siguientes  son  triangulares: 


/l  2  3  4\ 

0  5  6  7 

0  0  8  9 

\0  0  0  1/ 

matriz  triangular  superior 


/— 2  0  0  0  0\ 

1  6  0  0  0 

8  9  3  0  0 

1112  0 

\  15  2  3  4  1/ 

matriz  triangular  inferior 


Se  dice  que  una  matriz  A  de  n  X  n  es  una  matriz  diagonal  si  todos  sus  elementos  que 
no  se  encuentran  en  la  diagonal  principal  son  ceros.  Simbólicamente  A  =  ( a¡j)nXn ,  A  es 
una  matriz  diagonal  si  a¡j  =  0  para  i  i=  j.  La  siguiente  es  una  matriz  diagonal: 

7  0  0 

0  \  0 

0  0  1 


Cuando  todos  los  elementos  a¡¡  de  una  matriz  diagonal  A  son  iguales,  tenemos  una 

"5  0\ 

es  una  matriz  escalar.  Una  matriz  escalar  de 


matriz  escalar.  Por  ejemplo, 


0  5 


n  X  n  es  simplemente  un  múltiplo  escalar  de  una  matriz  diagonal  en  la  que  todos  los 


elementos  de  la  diagonal  principal  son  iguales  a  1 .  Por  ejemplo, 
En  general,  la  matriz  de  n  X  n 


5  0 
0  5 


=  5 


1  0 
0  1 


/ 10  0  ■■■  o\ 

0  1  0  •••  0 

\0  0  0  1/ 

se  representa  con  el  símbolo  I  (o  mediante  I„  cuando  existe  la  necesidad  de  enfatizar  el 
orden  de  la  matriz).  Para  cualquier  matriz  A  de  m  X  n  se  comprueba  fácilmente  que  Im 
A  =  A  I„  =  A.  Debido  a  que  esta  última  propiedad  es  análoga  a  I  ■  a  =  a  •  I  =  a,  para 
cualquier  número  real  a ,  a  la  matriz  I  se  le  denomina  matriz  identidad. 

Se  dice  que  una  matriz  A  de  n  X  n  es  simétrica  si  Ar  =  A;  esto  es,  A  es  simétrica  si 
a¡j  =  cij¡  para  todos  i  y  j.  Lo  anterior  significa  que  los  elementos  de  una  matriz  simétri¬ 
ca  son  simétricos  con  respecto  a  la  diagonal  principal  de  la  matriz.  Por  ejemplo,  una 
inspección  rápida  de  la  matriz 


A 


muestra  que  es  simétrica.  Además,  al  calcular  la  transpuesta  de  A  podemos  observar  que 


=  A. 


Comentarios 


Suponga  que  el  símbolo  Mm  „  expresa  el  conjunto  de  todas  las  matrices  m  X  n  donde 
se  encuentran  definidas  las  operaciones  de  suma  y  multiplicación  escalar  de  matri¬ 
ces.  Entonces, 

A  +  B  está  en  Mm  n  y  kA  está  en  Mm  n  (6) 
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para  todas  A  y  B  en  Mm  n  y  para  cada  escalar  k.  Es  decir,  Mm  n  es  cerrado  respecto  a  la  suma 
matricial  y  a  la  multiplicación  escalar.  Cuando  combinamos  (5)  con  las  propiedades  (3)  y 
(4)  y  con  las  propiedades  listadas  en  el  teorema  7.1,  de  inmediato  podemos  deducir  que 
Mm  n  es  un  espacio  vectorial.  Para  efectos  prácticos,  los  espacios  vectoriales  MXn  (vectores 
renglón)  y  Mnl  (vectores  columna)  no  se  pueden  distinguir  a  partir  del  espacio  vectorial  R". 


EJERCICIOS  7.1 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-14. 


En  los  problemas  del  1  al  6,  establezca  el  tamaño  de  la  matriz  dada. 

'0  2S 


1. 


3. 


2 
6 

2 
7 

,0  0 


2. 


5. 


4.  (5  7  -15) 


■\ 

5 

-6 
0 
7 
10 
2 


6. 


\  12/ 


En  los  problemas  del  7  al  10,  determine  si  las  matrices  mostra¬ 
das  son  iguales. 


9. 


10. 


1  2  3 

4  5  6 

V^)2 

2 

i  i 
8  5 

\Í2  1 


-2 

2 


0.125  0.2 

1.414  1 


En  los  problemas  11  y  12,  determine  los  valores  de  x  y  y  para 
los  que  las  matrices  son  iguales. 


11. 


12. 


1 


3/  \3x  —  2 

W9  1 

y  5 J  \4x  5 


y  -  2 


x2  1 


En  los  problemas  13  y  14,  encuentre  los  elementos  c2 3  y  c12  de 
la  matriz  C  =  2A  -  3B. 

(23  -l\  (4  -2  6 

13.  A  =  ) ,  B  = 

\—  1  6  0  J  \1  3  -3 

/I  -1  l\  (2  0  5' 

14.  A  =  2  2  1  ]  ,  B  =  I  0  4  0 

\0  -4  1/  \3  0  7, 


15.  Si  A  =  (  ^  )yB=(  ^  ”]  encuentre  a)  A  +  B, 

V— 6  9)  V  8  -10/ 

b)  B-A,  c)  2A  +  3B. 

/  —2  0\  /  3  -1' 

16.  Si  A  =  [  4  l  )  y  B  =  (  0  2  | ,  encuentre  ci)  A  -  B, 

\  7  3/  \  —4  —2) 

b)  B-A,  c)  2(A  +  B). 


2  „  (-1  6\ 

y  B  =  (  ^  ^  ),  encuentre  a)  AB, 


17.  Si  A  ,  ,,  _  , 

\— 5  4/  V  3  2 

6)  BA,  c)  A2  =  AA,  d)  B2  =  BB. 

/!  4\ 

18.  Si  A  =  5  10  y  B  = 

\  8  12/ 

encuentre  a)  AB,  b)  BA. 


-4  6  -3 

1  -3  2 


— U  >-G  D- 

cuentre  a)  BC,  b)  A(BC),  c)  C(BA),  d)  A(B  +  C). 

(  3' 

20.  Si  A  =  (5  -6  7),  B  =  I  4 

/!  2  4\ 

y  C  =  0  1  —  1  ,  encuentre  a)  AB,  b)  BA, 

\3  2  l/ 

c)  (BA)C,  d)  (AB)C. 

I  A\ 

21.  Si  A  =  8  y  B  =  (2  4  5),  encuentre  a)  ATA, 

V -10/ 

b)  BrB,  c)  A  +  Br. 

-2  3N 
5 

b)  2Ar-B T,c)  AT(A  -  B). 


22-  SlA  =  U  4  J  ^  B 


encuentre  a)  A  +  B7 


— c  :>-u  -5 

b)  BrAr. 


24.  Si  A  =  (  5  9  )y  B  =  (  3  11 

V-4  6  J3  V-7  2 

Z?)  2A  +  Br. 


|,  encuentre  a)  (AB)r 


encuentre  a)  A7  +  B, 
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En  los  problemas  del  25  al  28,  escriba  la  suma  como  una  sola  En  los  problemas  39  y  40,  sean  A  y  B  matrices  de  n  X  n. 
matriz  columna.  Explique  por  qué,  en  general,  no  es  válida  la  fórmula  dada. 


39.  (A  +  B)2  =  A2  +  2AB  +  B2 

40.  (A  +  B)(A  -  B)  =  A2  -  B2 

41.  Escriba  (  11  12^)f  1%)  =  (  sin  matrices. 

V*21  a22/\x2/  \"2/ 

42.  Escriba  el  sistema  de  ecuaciones 

2x¡  +  6x2  +  x3  =  7 
xt  +  2x2  -x3  =  -1 
5x3  +  lx2  -  4x3  =  9 

como  una  ecuación  matricial  AX  =  B,  donde  X  y  B  son 
vectores  columna. 


En  los  problemas  29  y  30,  determine  el  tamaño  de  la  matriz  A 
de  tal  forma  que  se  defina  el  producto  dado. 


29. 


2  1 
9  6 


30. 


3  3 
7  0 


6  A 


M 

5 

7 

9 

w 


0  1 
7  4 


2 

-3 


En  los  problemas  del  3 1  al  34,  suponga  que  A  =  | 

/  4  10\ 

B  =  [  I.  Verifique  la  propiedad  que  se  expresa  calculando 


los  miembros  derecho  e  izquierdo  de  la  igualdad  dada. 

31 .  (A  Y  =  A  32.  (A  +  B)r  =  Ar  +  Br 

33.  (ABf  =  BrAr  34.  (6A)r  =  6Ar 

(2  ') 

35.  Suponga  que  A  =  6  3  1.  Verifique  si  la  matriz  B  = 

\2  5/ 


A  A7  es  simétrica. 

36.  Demuestre  que  si  A  es  una  matriz  de  m  X  n,  entonces 
A  A  7  es  simétrica. 


37.  En  la  teoría  de  matrices,  una  gran  parte  de  las  propieda¬ 
des  del  sistema  de  números  reales  no  es  válida.  Si  a  y  b 
son  números  reales,  entonces  ab  =  0  implica  que  a  =  0 
o  b  =  0.  Encuentre  dos  matrices  tales  que  AB  =  0  pero 

Aí0yB#0. 

38.  Si  a,  b  y  c  son  números  reales  y  c  +  0,  entonces  ac  =  be  im¬ 
plica  que  a  =  b.  En  el  caso  de  matrices,  AC  =  BC,  C  A  0. 
no  implica  necesariamente  que  A  =  B.  Verifique  esto, 


43. 


Compruebe  que  la  forma  cuadrática  ax2  +  bxy  +  cy1  es 
la  misma  que, 


(x 


\b  \i  x 


44.  Compruebe  que  la  integral  del  campo  vectorial  F  =  P\ 
+  Qí  +  Ak  puede  escribirse  como 


/  0  -d/dx 

integral  F  =  I  d/dx  0 

\-d/dy  d/dx 


d/dx\  fP\ 


(Los  lectores  que  no  estén  familiarizados  con  el  concep¬ 
to  de  la  integral  de  un  campo  vectorial  deberán  ver  la 
sección  3.7.) 

45.  Como  se  muestra  en  la  figura  7.1a),  una  nave  espacial 
puede  efectuar  rotaciones,  llamadas  elevación,  giro  y 
ruedo,  respecto  a  tres  ejes  distintos.  Para  describir  las 
coordenadas  de  un  punto  P  utilizamos  dos  sistemas 
de  coordenadas:  un  sistema  de  coordenadas  cartesianas 
fijo  y  tridimensional  donde  las  coordenadas  de  P  sean 
(x,  y,  z),  y  un  sistema  de  coordenadas  de  la  nave  que  se 
mueva  con  cada  rotación  en  particular.  En  la  figura  7. 1£>) 
se  ilustra  un  ruedo;  es  decir,  una  rotación  alrededor  del 
eje  z  (el  cual  es  perpendicular  al  plano  del  papel) .  Las 
coordenadas  (xy,  yY,  zy)  del  punto  P  en  el  sistema  nave- 
espacio  después  del  ruedo  están  relacionadas  con  las 
coordenadas  (x,  y,  z)  de  P  en  el  sistema  fijo  de  coordena¬ 
das  mediante  las  ecuaciones 


Xy  —  x  eos  y  +  y  sen  y 
y y  =  -x  sen  y  +  y  eos  y 
Zy=  z 

donde  y  es  el  ángulo  de  rotación. 

a)  Compruebe  que  el  sistema  de  ecuaciones  anterior 
puede  escribirse  como  la  ecuación  matricial 


A  = 


=  M, 


\ 

i 

(  eos  y 

sen  y 

°\ 

1  ■  donde 

My  = 

—  sen  y 

eos  y 

0 

/ 

1 

V  0 

0 

i/ 
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b) 


C ) 


Cuando  la  nave  espacial  realiza  una  elevación,  un 
giro  y  un  ruedo  en  secuencia  a  los  ángulos  a,  ¡3 
y  y,  respectivamente,  las  coordenadas  finales  del 
punto  P  en  el  sistema  de  la  nave  espacial  (xs,  ys,  z$) 
se  obtienen  a  partir  de  la  secuencia  de  transforma¬ 
ciones 

xP  =  x  xR  =  xP  eos  ¡3  -  Zp  sen  [3 

yP  =  y  eos  a  +  z  sen  a  yR  =  yP 

zP  =  -y  sen  a  +  z  eos  a  zR  =  xP  sen  ¡3  +  zP  eos  [3 

xs  =  xR  eos  y  +  yR  sen  y 
ys  =  -xR  sen  y  +  yR  eos  y 
¿S  =  zR 

Escriba  esta  secuencia  de  transformaciones  como 
una  ecuación  matricial 

yS  I  =  y 

La  matriz  lYL,  es  la  misma  que  aparece  en  el  inciso 
a).  Identifique  las  matrices  MR  y  MP. 

Suponga  que  las  coordenadas  de  un  punto  son 
(1, 1, 1)  en  el  sistema  de  coordenadas  fijo.  Determine 
las  coordenadas  del  punto  en  el  sistema  de  la  nave 


46.  Si  una  matriz  A  de  n  X  n  puede  escribirse  como  el  pro¬ 
ducto  de  una  matriz  triangular  inferior  L  y  una  matriz 
triangular  superior  U,  entonces  se  dice  que  A  =  LU  es 
una  factorización  LU  de  A.  Compruebe  que  una  matriz 
A  dada  puede  escribirse  como  el  producto  de  las  matri¬ 
ces  L  y  U  indicadas. 


a )  A  = 


U  = 


b)  A  = 


U  = 


L  = 


-2 

2 

1 


/I 

-2 

\ 

0 

°\ 

c)  A  =  0 

1 

2 

O 

II 

1 

° 

\2 

6 

l 

\2 

10 

1/ 

U  = 


si  ésta  realiza  una  elevación,  un  giro  y  un  ruedo  en 

/I 

1 

1\ 

/I 

0 

°\ 

secuencia  a  los  ángulos  a  =  30°,  ¡3  =  45°,  y  =  60°. 

el)  A  =  3 

1 

2  ; 

L  =  3 

1 

0 

Vi 

-1 

1/ 

Vi 

1 

1/ 

U  = 


47.  Proyecto  a)  Una  matriz  A  puede  dividirse  en  submatri¬ 
ces.  Por  ejemplo,  las  matrices  de3X5yde5X2 


A  = 


/  3  4\ 

li  2  4\ 

0  7 

i -1  5  ,  B  = 

-4  1 

4  6 1-2  3/ 

-2  -1 

V  2  5/ 


A  = 


B 


Figura  7.1  Nave  espacial  del  problema  45 


pueden  escribirse  como 

f  Aj2 

yA2i  A22z 

donde  An  es  el  bloque  superior  izquierdo,  o  submatriz, 
que  se  indica  a  color  en  A;  A12  es  el  bloque  superior 
derecho,  y  así  sucesivamente.  Calcule  el  producto  AB 
utilizando  las  matrices  particionadas. 
b)  Investigue  de  qué  manera  pueden  ser  útiles  las  ma¬ 
trices  particionadas  cuando  se  utiliza  una  compu¬ 
tadora  para  llevar  a  cabo  cálculos  matriciales  que 
involucren  matrices  de  gran  tamaño. 
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a) 

y 


c) 


Figura  7.2  Solución  única  en  o); 
un  número  infinito  de  soluciones  en 
b );  sin  solución  en  c) 


Sistemas  de  ecuaciones  algebraicas  lineales 


■  Introducción  Recuerde:  se  dice  que  cualquier  ecuación  de  la  forma  ax  +  by  =  c, 
donde  a,  b  y  c  son  números  reales,  es  una  ecuación  lineal  en  las  variables  x  y  y.  La  gráfi¬ 
ca  de  una  ecuación  lineal  en  dos  variables  es  una  línea  recta.  Para  números  reales  a,  b,  c 
y  d,  ax  +  by  +  cz  =  d  es  una  ecuación  lineal  en  las  variables  x,  yyz,y  es  la  ecuación  de 
un  plano  en  el  espacio  tridimensional.  En  general,  una  ecuación  de  la  forma 

a\X  i  +  a2x2  +  •  ■  ■  +  atrxn  =  bn, 

donde  <3!,  a2, ,  an  y  b„  son  números  reales,  es  una  ecuación  lineal  en  las  n  variables  x¡, 
x2,...,  x„. 

En  esta  sección  estudiaremos  los  sistemas  de  ecuaciones  lineales,  a  los  que  también 
se  les  conoce  con  el  nombre  de  sistemas  lineales. 

H  Forma  general  Un  sistema  de  m  ecuaciones  lineales  y  n  incógnitas  tiene  la  forma 
general 


anxx  +  anx2  +  ■  ■  ■  +  a  lnxn  =  b¡ 
a2lx  i  +  a22x2  +  ■  ■  •  +  ciiltxn  =  b2 

(1) 


am\*  i  +  am2x2  +  ■  ■  ■  +  amnxn  =  bm. 


En  el  sistema  lineal  (1),  los  coeficientes  de  las  incógnitas  pueden  abreviarse  como  a¡p 
donde  i  significa  el  renglón  y  j  la  columna  en  la  que  aparece  el  coeficiente.  Por  ejemplo, 
a2 3  es  el  coeficiente  de  la  incógnita  localizada  en  el  segundo  renglón  y  la  tercera  columna 
(es  decir,  x3).  Por  lo  tanto,  i  =  1,  2,  3,  . . . ,  m  y  j  =  1,  2,  3 ,...,«.  Los  números  bu  b2, 
...,bm  se  llaman  constantes  del  sistema.  Si  todas  las  constantes  son  cero,  se  dice  que  el 
sistema  (1)  es  homogéneo,  de  otra  forma  es  no  homogéneo.  Por  ejemplo. 


Este  sistema  es  homogéneo 

I 

5X|-  9x2  +  x3  =  0 
x¡  +  3x2  =  0 

4x¡  +  6x2  -  x3  =  0 


Este  sistema  es  no  homogéneo 

I 

2x¡  +  5x2  +  6x3  =  1 
4*!  +  3x2  -  x3  =  9. 


íi  Solución  Una  solución  de  un  sistema  lineal  (1)  es  un  conjunto  de  n  números  xh 
x2,...,x„  que  satisface  cada  una  de  las  ecuaciones  del  sistema.  Por  ejemplo,  x,  =  3,  x2  = 
-1  es  una  solución  del  sistema 


3xt  +  6x2  =  3 
x,  -  4x2  =  7. 

Para  comprobar  lo  anterior,  sustituimos  x¡  por  3  y  x2  por  -1  en  cada  ecuación: 

3(3)  +  6(-l)9-6  =  3  y  3  - 4(-l)  =  3  +  4  =  7. 

Se  dice  que  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  es  consistente  si  tiene  al  menos  una 
solución,  y  es  inconsistente  cuando  no  tiene  soluciones.  Si  un  sistema  lineal  es  consis¬ 
tente  tiene  ya  sea 

una  solución  única  (es  decir,  exactamente  una  solución),  o 
un  número  infinito  de  soluciones. 

Por  lo  tanto,  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  no  puede  tener,  digamos,  exactamente 
tres  soluciones.  En  un  sistema  lineal  con  dos  ecuaciones  y  dos  incógnitas,  las  líneas  se 
intersecan  en  un  punto,  como  ilustra  la  figura  7.2 a)  (solución  única),  son  idénticas,  figu¬ 
ra  7.2 tí)  (un  número  infinito  de  soluciones),  o  son  paralelas,  figura  7.2c)  (inconsistente). 
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Ejemplo  1  Verificación  de  una  solución 

Compruebe  que  x¡  =  14  +  It,  x2  =  9  +  6f,  x3  =  t,  donde  t  es  un  número  real  cualquiera, 
es  una  solución  del  sistema 


2x1  -  3x2  +  4x3  =  1 
x¡  -  x2  —  x3  =  5. 

Solución  Al  reemplazar  x¡,x2y  x3  por  14  +  7/,  9  +  6/  y  t,  respectivamente,  obtenemos 

2(14  +  7f)-3(9  +  60  +  4í  =  1 
14  +  It-  (9  +  60-  t  =  5. 

Por  cada  número  real  t  obtenemos  una  solución  diferente  del  sistema;  en  otras  palabras, 
el  sistema  tiene  un  número  infinito  de  soluciones.  Por  ejemplo,  í  =  0,  í  =  4  y  í  =  -2 
proporcionan  las  tres  soluciones 

x¡  =  14,  x2  =  9,  x3  =  0, 

x¡  =  42,  x2  =  33,  x3  =  4, 

y  xx  =  0,  x2  =  -3,  x3  =  -2, 

respectivamente.  Desde  el  punto  de  vista  geométrico,  cada  ecuación  del  sistema  repre¬ 
senta  una  plano  en  R\  En  este  caso,  los  planos  se  intersecan  formando  una  línea;  las 
ecuaciones  paramétricas  de  la  línea  son  x¡  =  14  +  It,  x2  =  9  +  6f,  x3  =  t. 

M  Resolución  de  sistemas  Podemos  transformar  un  sistema  de  ecuaciones  lineales 
en  un  sistema  equivalente  (es  decir,  en  uno  que  tenga  las  mismas  soluciones)  mediante 
las  operaciones  elementales  siguientes: 

i )  La  multiplicación  de  una  ecuación  por  una  constante  diferente  de  cero. 
if)  El  intercambio  de  posiciones  de  las  ecuaciones  presentes  en  el  sistema. 
iif)  La  suma  de  un  múltiplo  diferente  de  cero  de  una  ecuación  con  cualquiera  de  las 
demás  ecuaciones. 

Tal  como  ilustra  el  ejemplo  siguiente,  estas  operaciones  elementales  nos  permiten  elimi¬ 
nar  variables  sistemáticamente  a  partir  de  las  ecuaciones  del  sistema. 


Ejemplo  2  Resolución  de  un  sistema  lineal 

Resuelva  2x¡  +  6x2  +  x3  =  1 

x¡  +  2x2  -  x3  =  -1 
5a'i  +  lx2  -  4x3  =  9. 

Solución  Comenzamos  intercambiando  los  renglones  primero  y  segundo: 

x¡  +  2x2  -  x3  =  -  I 
2x¡  +  6x2  +  x3  =  7 
5jc!  +  7x2  -  4x3  =  9. 

Nuestro  objetivo  es  eliminar  x¡  de  las  ecuaciones  segunda  y  tercera.  Si  sumamos  a  la 
segunda  ecuación  -2  veces  la  primera,  obtenemos  el  sistema  equivalente 

xx  +  2x2  -  x3  =  — 1 
2x2  +  3jc3  =  9 
5xj  +  lx2  -  4x3  =  9. 

Sumándole  a  la  tercera  ecuación  -5  veces  la  primera,  obtenemos  un  nuevo  sistema  equi¬ 
valente: 

x¡  +  2jc2  -  x3  =  -1 
2x2  +  3x3  =  9 
-3x2  +  x3  =  14. 
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Ahora  vamos  a  utilizar  la  segunda  ecuación  para  eliminar  la  variable  x2  a  partir  de  las 
ecuaciones  primera  y  tercera.  Para  hacer  más  sencillo  el  procedimiento,  multiplicaremos 
la  segunda  ecuación  por  \ : 

x¡  +  2x2  -  jc3  =  — 1 

3  9 

X',  H — x3  =  — 

2  3  2 

-3x2  +  x3  =  14. 

Sumamos  a  la  primera  ecuación  -2  veces  la  segunda  y  obtenemos 

x¡  -  4x3 

3 

*2+  2*3 

-3x2  +  x3 

A  continuación,  sumando  3  veces  la  segunda  ecuación  a  la  tercera  obtenemos 

x i  -  4jc3  =  -10 

3  9 

+  ~x3=  - 


Utilizaremos  la  última  ecuación  para  eliminar  la  variable  x3  de  las  ecuaciones  primera  y 
segunda.  Para  tal  fin,  multiplicamos  la  tercera  ecuación  por  jí  ■ 

x¡  -  4x3 

3 

*2  +  ~X3 

x3 

En  este  punto  podríamos  utilizar  la  sustitución  hacia  atrás;  esto  es,  sustituir  el  valor 
x3  =  5  en  las  ecuaciones  restantes  para  determinar  x¡  y  x2.  Sin  embargo,  continuando  con 
nuestra  eliminación  sistemática,  sumamos  a  la  segunda  ecuación  -§  veces  la  tercera: 

x¡  -  4x3  =  -10 

x2  =  -3 
x3  =  5. 

Por  último,  sumando  a  la  primera  ecuación  4  veces  la  tercera,  obtenemos 

x,  =  10 

x2  =  -3 
x3  =  5. 

Es  evidente  que  x3  =  10,  x2  =  -3,  x3  =  5  es  la  solución  al  sistema  original. 

■  Matriz  aumentada  Lo  que  refleja  la  solución  del  sistema  lineal  del  ejemplo  2  debe 
convencerlo  de  que  la  solución  del  sistema  no  depende  de  qué  símbolos  se  utilicen  como 
variables.  Por  lo  tanto,  los  sistemas 

2x  +  6y  +  z  =  7  2u  +  6v  +  w  =  1 

x  +  2y  -  z  = -1  y  u  +  2v-  w  =  — 1 
5x  +  7y  -  4z  =  9  5u  +  7v  -  4w  =  9 

tienen  la  misma  solución  que  el  sistema  del  ejemplo  2.  En  otras  palabras,  en  la  solu¬ 
ción  de  un  sistema  lineal,  los  símbolos  utilizados  para  denotar  las  variables  no  tienen 
significado;  son  los  coeficientes  de  las  variables  y  las  constantes  los  que  determinan  la 
solución  del  sistema.  De  hecho,  podemos  resolver  un  sistema  de  la  forma  (1)  eliminando 
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completamente  las  variables  y  realizando  las  operaciones  de  los  renglones  del  arreglo  de 
coeficientes  y  constantes: 

/  «11 
«21 

\  «mi 

A  este  arreglo  se  le  denomina  matriz  aumentada  del  sistema  o  simplemente  matriz  del 
sistema  (1). 


«12 

'  «1„ 

M 

«22 

«2  n 

b2 

«m  2  ' 

« mn 

b„J 

Ejemplo  3  Matrices  aumentadas 


a)  La  matriz  aumentada 


-3 

7 


representa  el  sistema  lineal 


x¡  -  3x2  +  5x3  =  2 
4x¡  +  7x2-  x3  =  8. 

b )  El  sistema  lineal 


x1  -  5x3  =  -1 

Xl 

+  0x2  -  5X: 

2xj  +  8x2  =  7 

es  lo  mismo  que  2xx 

+  8x2  +  Ox 

x2  +  9x3  =  1 

0*! 

+  x2+  9x 

Por  lo  tanto,  la  matriz  del  sistema  es 


/I 

0 

-5 

-1\ 

2 

8 

0 

7  ■ 

□ 

\o 

1 

9 

1/ 

■  Operaciones  elementales  con  renglones  Puesto  que  los  renglones  de  una  matriz 
aumentada  representan  las  ecuaciones  de  un  sistema  lineal,  las  tres  operaciones  elemen¬ 
tales  de  un  sistema  lineal  listado  previamente  son  equivalentes  a  las  siguientes  operacio¬ 
nes  elementales  con  renglones: 

i)  Multiplicación  de  un  renglón  por  una  constante  diferente  de  cero. 
i  i)  Intercambio  de  cualquier  par  de  renglones. 

iii)  Suma  de  un  múltiplo  constante  diferente  de  cero  de  un  renglón  a  cualquier  otro 
renglón. 

Desde  luego,  cuando  sumamos  un  múltiplo  de  un  renglón  a  otro,  sumamos  los  elementos 
correspondientes  en  los  renglones.  Se  puede  decir  que  dos  matrices  son  equivalentes 
por  renglón  si  puede  obtenerse  un  renglón  a  partir  de  otro  mediante  una  secuencia  de 
operaciones  elementales  con  renglones.  Al  procedimiento  de  llevar  a  cabo  operaciones 
elementales  con  renglones  en  una  matriz  para  obtener  una  matriz  con  renglones  equiva¬ 
lentes  se  le  llama  reducción  de  renglones. 


■  Métodos  de  eliminación  Para  resolver  un  sistema  como  el  expresado  en  (1)  uti¬ 
lizando  una  matriz  aumentada,  podemos  aplicar  tanto  el  método  de  eliminación  gaus- 
siana  como  el  de  eliminación  de  Gauss-Jordan.  En  el  primero,  se  reduce  a  renglones 
la  matriz  aumentada  del  sistema  hasta  llegar  a  una  matriz  aumentada  equivalente  en 
renglones,  la  cual  se  presenta  en  la  llamada  forma  escalonada: 

i)  El  primer  elemento  diferente  de  cero  en  un  renglón  diferente  de  cero  es  un  1 . 
i  i)  En  los  renglones  consecutivos  diferentes  de  cero,  el  primer  elemento  1  situado  en 
el  renglón  más  bajo  aparece  a  la  derecha  del  1  localizado  en  el  renglón  más  alto. 
iii )  Los  renglones  cuyos  elementos  son  todos  iguales  a  cero  se  encuentran  en  la  parte 
inferior  de  la  matriz. 
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En  el  método  de  Gauss-Jordan,  continúan  realizándose  las  operaciones  de  renglón  hasta 
obtener  una  matriz  aumentada  que  se  encuentre  en  su  forma  escalonada  reducida.  Una 
matriz  escalonada  reducida  tiene  las  tres  propiedades  que  se  listaron  anteriormente,  ade¬ 
más  de  la  siguiente: 

¿v)  Una  columna  que  contenga  como  primer  elemento  un  1,  tendrá  ceros  en  cualquier 
otro  lugar. 


i 


Nota:  Las  operaciones 
con  renglones  pueden 
dar  como  resultado 
diferentes  formas 
escalonadas. 


Ejemplo  4  Formas  escalonadas 


a )  Las  matrices  aumentadas 


/l 

5 

0 

2\ 

b 

1 

0 

-1 

\0 

0 

0 

0/ 

(° 

0  1 

-6 

2 

Vo 

0  0 

0 

1 

4  ) 

se  encuentran  en  forma  escalonada.  El  lector  debe  verificar  que  los  tres  criterios 
enunciados  se  satisfagan  para  esta  forma. 

b)  Las  matrices  aumentadas 


0 

0 

7\ 

b 

1 

0 

-! 

\0 

0 

0 

0/ 

(° 

0  1 

-6 

0 

-6\ 

vo 

0  0 

0 

1 

4  ) 

se  encuentran  en  forma  escalonada  reducida.  Observe  que  todos  los  elementos 
restantes  localizados  en  las  columnas  que  contienen  un  elemento  1  son  cero.  □ 


Se  debe  observar  que  en  la  eliminación  gaussiana  nos  detuvimos  cuando  se  obtuvo  una 
matriz  aumentada  en  forma  escalonada.  En  otras  palabras,  utilizando  diferentes  secuen¬ 
cias  de  operaciones  de  renglón,  es  posible  obtener  diferentes  formas  escalonadas  reduci¬ 
das.  Este  método  requiere  entonces  el  uso  de  la  sustitución  hacia  atrás.  En  la  eliminación 
de  Gauss-Jordan  nos  detuvimos  cuando  se  obtuvo  la  matriz  aumentada  en  la  forma 
escalonada  reducida.  Cualquier  secuencia  de  operaciones  con  renglones  nos  llevará  a  la 
misma  matriz  aumentada  en  forma  escalonada  reducida.  Este  método  no  requiere  la  sus¬ 
titución  hacia  atrás;  la  solución  del  sistema  será  evidente  al  inspeccionar  la  matriz  final. 
En  términos  de  las  ecuaciones  del  sistema  original,  nuestro  objetivo  en  ambos  métodos 
es  simplemente  hacer  que  el  coeficiente  de  x¡  en  la  primera  ecuación*  sea  igual  a  uno  y 
después  utilizar  múltiplos  de  esta  ecuación  para  eliminar  x¡  de  las  demás  ecuaciones.  El 
proceso  se  repite  para  las  variables  restantes. 

Para  mantener  un  registro  de  las  operaciones  con  renglones  que  se  realicen  en  una 
matriz  aumentada,  se  utiliza  la  siguiente  notación: 

Símbolo  Significado 

R¡j  Intercambie  los  renglones  i  y  j 

cR¡  Multiplique  el  i-ésimo  renglón  por  la  constante  c  diferente  de  cero 

cR¡  +  R:  Multiplique  el  i-ésimo  renglón  por  c  y  súmelo  al  renglón  /-ésimo 


Ejemplo  5  Métodos  de  eliminación  y  matrices  aumentadas 

Resuelva  el  sistema  lineal  del  ejemplo  2  utilizando  a)  la  eliminación  gaussiana  y  b)  la 

eliminación  de  Gauss-Jordan. 


*Siempre  es  posible  intercambiar  las  ecuaciones  de  tal  forma  que  la  primera  ecuación  contenga  a  la  varia¬ 
ble  X\. 
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Solución  a)  Al  utilizar  las  operaciones  de  renglón  en  la  matriz  aumentada  del  sistema, 
obtenemos: 


-2R,+R2 
-5R ,  +R, 


/l 

2 

-1 

i» 

2 

-1 

b 

2 

3 

9 

0 

1 

3 

2 

\0 

-3 

1 

14/ 

Vo 

-3 

1 

/i 

2 

-1 

2 

-1 

b 

1 

3 

2 

1 

0 

1 

3 

2 

\0 

0 

11 

2 

V 

Vo 

0 

1 

La  última  matriz  está  en  la  forma  escalonada  y  representa  el  sistema 


X|  +  2x2  -  x3  =  -1 

3  9 

Xi  H —  x3  =  — 

2  2 

x3  =  5. 

Sustituir  x3  =  5  en  la  segunda  ecuación  nos  da  x2  =  -3.  Al  reemplazar  ambos  valores  en 
la  primera  ecuación  obtenemos  finalmente  x¡  =  10. 


b)  Comenzamos  con  la  última  matriz  escrita  anteriormente.  Puesto  que  los  primeros  ele¬ 
mentos  localizados  en  la  segunda  y  tercera  columnas  son  unos,  debemos  hacer,  a  su  vez, 
que  los  elementos  restantes  de  la  segunda  y  tercera  columnas  sean  ceros: 


( 


1 

0 

0 


2 

1 

0 


/i 

0 

-4 

— io\ 

b 

1 

3 

2 

\0 

0 

1 

5/ 

-AR^  +  R. 

0 

0 

!0\ 

0 

1 

0 

“3 

Vo 

0 

1 

5/ 

La  última  matriz  está  en  la  forma  escalonada  reducida.  Tomando  en  cuenta  lo  que  signi¬ 
fica  la  matriz  en  términos  de  ecuaciones,  podemos  observar  que  la  solución  del  sistema 
es  x¡  =  10,  x2  =  -3,  x3  =  5.  □ 


Ejemplo  6  Eliminación  por  el  método  de  Gauss-Jordan 

Utilice  el  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  para  resolver 


x¡  +  3x2  -  2x3  =  -7 
4x¡  +  x2  +  3x3  =  5 
2x¡  -  5x2  +  7x3  =  19. 

Solución 


(l 

3 

-2 

-7^ 

-4R1+R2 

-2R,+R3 

3 

-2 

-n 

4 

1 

3 

5 

=> 

0 

-11 

11 

33 

\2 

-5 

7 

19/ 

^0 

-11 

11 

33/ 

(l 

3 

-2 

-3R2  +  Rí 

0 

1 

° 

1 

-1 

=> 

0 

1 

-1 

“3 

\o 

1 

-1 

-3/ 

^0 

0 

0 

0/ 

En  este  caso,  la  última  matriz  en  forma  escalonada  reducida  implica  que  el  sistema  origi¬ 
nal  de  tres  ecuaciones  con  tres  incógnitas  equivale  realmente  a  dos  ecuaciones  en  cuanto 
a  las  incógnitas.  Puesto  que  solamente  x3  es  común  a  ambas  ecuaciones  (los  renglones 
diferentes  de  cero),  podemos  asignar  sus  valores  de  forma  arbitraria.  Si  x3  =  t,  donde  t 
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representa  cualquier  número  real,  entonces  se  puede  observar  que  el  sistema  tiene  un 
infinito  número  de  soluciones:  x¡  =  2  -  t,  x2  =  -3  +  t,  x3  =  t.  Geométricamente,  estas 
ecuaciones  son  las  ecuaciones  paramétricas  de  la  línea  de  intersección  de  los  planos 
jq  +  0x2  +  x¡  =  2  y  0.q  +  x2—x3  =  —3.  □ 


Ejemplo  7  Sistema  inconsistente 

Resuelva  xt  +  x2  =  1 

4q  -  x2  =  -6 
2xx  -  3x2  =  8. 


Solución  En  el  proceso  de  aplicar  el  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  a  la  ma¬ 
triz  del  sistema,  nos  detenemos  en 


l1 

1 

.  ¡iones 

f1 

0 

4 

-1 

-6 

0 

1 

2 

\2 

-3 

8/ 

con  renglones 

Vo 

0 

16/ 

El  tercer  renglón  de  la  última  matriz  significa  0:q  +  (k2  =  16  (o  0  =  16).  Puesto  que 
ningún  valor  de  _q  y  x2  puede  satisfacer  esta  ecuación,  es  posible  concluir  que  el  sistema 
no  tiene  solución.  □ 


Vale  la  pena  recordar. 


A 


■wv - - ► 


B 

Figura  7.3  Red  eléctrica 


Los  sistemas  inconsistentes  de  m  ecuaciones  lineales  con  n  incógnitas  siempre  generarán 
la  situación  que  se  ilustra  en  el  ejemplo  7;  esto  es,  en  la  forma  escalonada  reducida  de 
la  matriz  aumentada  habrá  un  renglón  en  el  que  los  primeros  n  elementos  son  cero  y  el 
elemento  (n  +  1)  es  diferente  de  cero. 

I  Redes  Las  corrientes  que  circulan  por  las  ramas  de  una  red  eléctrica  pueden  deter¬ 
minarse  utilizando  las  leyes  de  nodos  y  de  mallas  de  Kirchhoff: 

Ley  de  nodos:  La  suma  algebraica  de  las  corrientes  en  cualquier  nodo  en  un  cir¬ 
cuito  es  0. 

Ley  de  mallas:  En  una  malla,  la  suma  algebraica  de  las  diferencias  de  potencial  en 
cada  elemento  suyo  es  0. 

Cuando  se  recorre  una  malla  en  una  dirección  específica  (en  el  sentido  horario  o  en  el 
sentido  antihorario),  se  considera  que  la  fem  es  positiva  cuando  va  de  -  a  +  y  negativa 
cuando  va  de  +  a  -.  El  producto  iR  se  considera  positivo  si  la  dirección  seleccionada 
por  el  resistor  es  opuesta  a  la  de  la  corriente  que  se  supuso,  y  es  negativo  si  la  dirección 
seleccionada  es  igual  a  la  supuesta. 

En  la  figura  7.3,  los  nodos  de  los  circuitos  de  la  red  se  identifican  como  Ay  B,  las 
mallas  como  Lx  y  L2,  y  la  dirección  seleccionada  en  cada  malla  va  en  el  sentido  horario. 
Ahora,  aplicando  a  la  red  las  leyes  anteriores,  obtenemos  el  sistema  no  homogéneo  de 
ecuaciones  lineales 

¿i  ~  h  -¿3  =  0  ¿i  -  ¿2  -  ¿3  =0 

E  -  ixRx  -  i2R2  =  0  o  ixRx  +  i2R2  =  E  (3) 

¿2^2  —  ?3^3  0  —  ¿3^3  0. 


Ejemplo  8  Corrientes  en  una  red 

Utilice  el  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  para  resolver  el  sistema  (3)  cuando 
A'i  =  10  ohms,  R2  =  20  ohms,  R3  =  10  ohms  y  E  =  12  volts. 

Solución  El  sistema  a  resolver  es 

¿1  -  ¿2  -  ¿3=° 

10¿!  +  20¿2  =  12 
20¿2  -  0¿3  =  0. 
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En  este  caso,  mediante  el  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  obtenemos 

o 


-1 

-1 

operaciones 

f1 

0 

0 

18\ 
fi  1 

20 

0 

12 

con  renglones 

0 

1 

0 

á 

20 

-10 

0/ 

0 

1 

12  / 
25/ 

Por  lo  tanto,  vemos  que  las  comentes  en  los  tres  circuitos  son  ;j  =  23  =  0.72  ampere, 
¿2  =  25  =  0.24  ampere  e  ¿3  =  ¿ §  =  0.48  ampere. 


■  Sistemas  homogéneos  Todos  los  sistemas  de  los  ejemplos  anteriores  son  no  ho¬ 
mogéneos.  Como  hemos  observado,  un  sistema  no  homogéneo  puede  ser  consistente  o 
inconsistente.  Por  el  contrario,  un  sistema  homogéneo  de  ecuaciones  lineales 


anxl  +  ai2x2  +  •  ■  ■  +  ahtxn  =  0 

«12*1  +  «22*2  +  •  •  •  +  a2nxn  =  0 

«ml*l  +  «m2*2  +  '  '  '  +  «mn*H  =  0 

siempre  es  consistente ,  puesto  que  =  0,  x2  =  0, . . . ,  xn  =  0  satisfarán  cada  una  de  las 

ecuaciones  del  sistema.  Una  solución  donde  todos  los  valores  son  iguales  a  cero  se  llama 
solución  trivial.  Sin  embargo,  es  natural  que  estemos  interesados  en  conocer  si  un  siste¬ 
ma  de  la  forma  (4)  tiene  cualesquiera  soluciones  para  las  que  algunas  de  las  x;,  i  =  1,2, 
...,«,  son  diferentes  de  cero.  Una  solución  de  este  tipo  se  denomina  solución  no  trivial. 
Un  sistema  homogéneo  tiene  ya  sea  solamente  la  solución  trivial  o  la  solución  trivial 
junto  con  un  número  infinito  de  soluciones  no  triviales.  El  teorema  siguiente,  enunciado 
sin  demostración,  nos  proporciona  una  condición  que  es  suficiente  para  justificar  la  exis¬ 
tencia  de  soluciones  no  triviales. 


TEOREMA  7.3 


Existencia  de  soluciones  no  triviales 


Un  sistema  homogéneo  de  la  forma  (4)  tiene  soluciones  no  triviales  si  el  número  m 
de  ecuaciones  es  menor  que  el  número  n  de  incógnitas  (m  <n). 


Ejemplo  9  Resolución  de  un  sistema  homogéneo 

Resuelva  2x¡  -  4x2  +  3x3  =  0 

*i  +  *2  -  2x3  =  0. 


Solución  Puesto  que  el  número  de  ecuaciones  es  menor  que  el  de  incógnitas  sabemos, 
a  partir  del  teorema  7.3,  que  el  sistema  dado  tiene  soluciones  no  triviales.  Utilizando  el 
método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  encontramos  que 


Como  en  el  ejemplo  6,  si  x3  =  t,  entonces  la  solución  del  sistema  es  x¡  =  §  t,  x2  =  \  t, 
x3  =  t.  Observe  que  al  seleccionar  t  =  0  obtenemos  la  solución  trivial  x,  =  0,  x2  =  0, 
x3  =  0  para  este  sistema.  Para  t  0  se  obtienen  soluciones  no  triviales.  Por  ejemplo,  las 
soluciones  correspondientes  a  t  =  6,  t  =  -12  y  t  =  3  son,  a  su  vez,  x¡  =  5,  x2  =  7,  x3  = 
6;  xj  =  -10,  x2  =  -14,  x3  =  -12,  y  x¡  =  2  >  x2  =  x3  =  3.  □ 


I  Ecuaciones  químicas  El  ejemplo  siguiente  proporciona  una  aplicación  de  sistemas 
no  homogéneos  en  la  química. 


7.2  Sistemas  de  ecuaciones  algebraicas  lineales 
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Una  similitud 
con  las  ecuaciones 
diferenciales  lineales. 


Ejemplo  10  BaLanceo  de  una  ecuación  química 

Balancee  la  ecuación  química  C2H6  +  02  — »  C02  +  H20. 


Solución  Deseamos  encontrar  enteros  positivos  xh  x2,  x3  y  x4  de  tal  forma  que 
jcAHe  +  x202  —>  x3C02  +  x4H20. 

Debido  a  que  el  número  de  átomos  de  cada  elemento  debe  ser  el  mismo  en  cada  miembro 
de  la  última  ecuación,  tenemos: 


carbono  (C): 

2x¡ 

=  x3 

2x¡ 

+ 

N> 

1 

z 

+ 

hidrógeno  (H): 

6-V| 

II 

£ 

O 

6x¡ 

+  0x2  +  0x3  - 

oxígeno  (0): 

2x2 

II 

£ 

+ 

z 

Oa'i 

+  2x2  -  2x3  - 

El  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  nos  da 


0x4  =  0 
2x4  =  0 
x4  =  0. 


0 

-1 

0 

oPe_  í[ 

0 

0 

1 

3 

0 

0 

-2 

o 

0 

1 

0 

7 

6 

2 

-2 

-1 

0/ 

\o 

0 

1 

2 

3 

por  lo  que  x¡  =  f 1,  x2  =  \t,x3  =  § 1,  x4  =  t.  En  este  caso  t  debe  ser  un  entero  positivo 
seleccionado  de  tal  forma  que  x¡,  x2  y  x3  sean  enteros  positivos.  Para  llevar  a  cabo  lo  an¬ 
terior  establecemos  t  =  6,  lo  cual  da  x¡  =  2,  x2  =  7,  x3  =  4,  xA  =  6.  La  ecuación  química 
balanceada  es  entonces. 


2C2H6  +  702  -»  4C02  +  6H20. 

I  Notación  En  vista  de  la  multiplicación  de  matrices  y  de  la  igualdad  de  matrices 
definidas  en  la  sección  7.1,  observe  que  el  sistema  lineal  (1)  puede  escribirse  de  manera 
compacta  como  una  ecuación  matricial  AX  =  B,  donde 


(  «11  al2 

■  ai n  \ 

hi\ 

A  = 

a2l  a22 

■  a2n 

,  x  = 

*2 

,  B  = 

b2 

\  am\  am2 

a¡nn  ! 

\xj 

\k) 

Como  es  natural,  la  matriz  A  se  denomina  matriz  de  coeficientes.  La  matriz  aumentada 
de  un  sistema  AX  =  B  a  menudo  se  denota  como  (A|B). 


Un  sistema  lineal  consistente  no  homogéneo  AX  =  B,  B  t-  0,  comparte  una  propiedad  con 
las  ecuaciones  diferenciales  lineales  no  homogéneas.  Si  X,,  es  una  solución  del  sistema 
homogéneo  asociado  AX  =  0,  y  Xp  es  una  solución  particular  del  sistema  no  homogéneo 
AX  =  B,  entonces  la  superposición  Xh  +  Xp  es  también  una  solución  del  sistema  no  ho¬ 
mogéneo.  Esto  es  fácil  de  comprobar:  A(X;,  +  Xp)  =  AX,,  +  AXp  =  0  +  B  =  B.  Además, 
de  modo  análogo  a  la  noción  de  una  solución  general  de  una  ecuación  diferencial  lineal, 
cada  solución  del  sistema  no  homogéneo  puede  obtenerse  a  partir  de  X;,  +  X„. 


Comentarios 


i)  Para  resolver  sistemas  de  ecuaciones  lineales  de  tamaño  grande,  es  evidente  que 
necesitamos  la  ayuda  de  una  computadora.  Puesto  que  los  dos  métodos  presentados 
en  esta  sección  son  muy  sistemáticos,  pueden  programarse  con  facilidad.  Sin  embar¬ 
go,  el  requisito  de  que  cada  renglón  diferente  de  cero  comience  con  un  uno  puede 
implicar  a  menudo  la  división  entre  un  número  muy  pequeño.  Podrían  presentarse 
problemas.  Los  sistemas  de  tamaño  grande  con  frecuencia  se  resuelven  de  manera 
indirecta,  esto  es,  mediante  una  técnica  de  aproximación  tal  como  la  iteración  de 
Gauss-Seidel.  Consulte  la  sección  6.1. 

ií)  Puesto  que  el  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  evita  la  necesidad  de 
sustitución  hacia  atrás,  parecería  ser  el  más  eficiente  de  los  dos  métodos  que  hemos 
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considerado.  En  realidad,  éste  no  es  el  caso.  Se  ha  demostrado  que,  en  sistemas  muy 
grandes,  el  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  puede  requerir  aproximada¬ 
mente  un  50%  más  de  operaciones  que  el  gaussiano. 

iii)  Un  sistema  de  ecuaciones  lineales  con  más  ecuaciones  que  incógnitas  se  dice  que 
está  sobredeterminado,  mientras  que  un  sistema  con  un  menor  número  de  ecuacio¬ 
nes  que  de  incógnitas  se  llama  subdeterminado.  Como  regla,  un  sistema  sobredeter¬ 
minado  es  generalmente  (no  siempre)  inconsistente.  Y  un  sistema  subdeterminado  es 
usualmente  (no  siempre)  consistente.  (Consulte  los  ejemplos  7  y  9.)  Debe  observarse  la 
imposibilidad  de  que  un  sistema  subdeterminado  consistente  tenga  una  solución  única. 
Para  comprender  esto,  suponga  que  se  tienen  m  ecuaciones  y  n  incógnitas  donde  m  <  n. 
Si  se  utiliza  la  eliminación  gaussiana  para  resolver  dicho  sistema,  entonces  la  forma 
escalonada  para  la  matriz  del  sistema  contendrá  r  <  m  renglones  diferentes  de  cero. 
Por  lo  tanto,  podemos  despejar  r  de  las  variables  en  términos  de  n  -  r  >  0  variables. 
Si  el  sistema  subdeterminado  es  consistente,  entonces  las  n  -  r  variables  restantes 
pueden  seleccionarse  arbitrariamente,  por  lo  que  el  sistema  tiene  un  número  infinito 
de  soluciones. 


EJERCICIOS  7.2  Las  respuestas  a  los  problemas  Impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-14. 


En  los  problemas  del  1  al  20,  utilice  la  eliminación  gaussiana 
o  la  de  Gauss-Jordan  para  resolver  el  sistema  dado  o  demostrar 
que  no  tiene  solución. 

2.  3x¡  —  2x2  =  4 


1  .  X¡  —  *2=11 

4x¡  +  3*2  =  —5 
3.  9xl  +  3*2  =  ~5 
2*!  +  *2  =  —  1 
5.  *|  —  *2  —  *3  =  —  3 

2*!  +  3*2  +  5*3  =  7 
*!  —  2*2  +  3*3  =—11 
7.  *|  +  *2  +  *3  =  0 
*,  +  *2  +  3*3  =  0 
9.  *!  —  *2  —  *3  =  8 

*1  —  *2  +  *3  =  3 
— *!  +  *2  +  *3  =  4 
1 1 .  2x¡  +  2*2  =  0 

—  2*!  +  *2  +  *3  =  0 

3*!  +  *3  =  0 

13.  *|  +  2*2  +  2*3  =  2 

*1  +  *2  +  *3  =  0 

*1  —  3*2  —  *3  =  0 

15.  *1  +  *2  +  *3  =  3 

X¡  —  *2  —  *3  =  —  1 

3*!  +  *2  +  *3  =  5 

16.  X¡  —  *2  —  2*3  =  —  1 

—  3*!  —  2*2  +  *3  =  — 7 

2*!  +  3*2  +  *3  =  8 


*1  —  *2  =  —2 
4.  10*!  +  15*2  =  1 

3*1  +  2*2  =  —  1 
6.  *!  +  2*2  —  *3  =  0 

2*!  +  *2  +  2*3  =  9 
*1  —  *2  +  *3  =  3 

8.  *!  +  2*2  —  4*3  =  9 

5*!  —  *2  +  2*3  =  1 
1 0.  3*!  +  *2  =  4 
4*!  +  3*2  =  —3 
2*!  —  *2=11 
12.  *!  —  *2  —  2*3  =  0 
2*!  +  4*2  +  5*3  =  0 
6*!  —  3*3  =  0 

14.  *!  —  2*2  +  *3  =  2 

3*!  —  *2  +  2*3  =  5 
2*!  +  *2  +  *3=1 


17.  *!  +  *3  —  *4  =  1 

2*2  +  *3  +  *4  =  3 

*!  —  *2  +  *4  =  —  1 

*!  +  *2  +  *3  +  *4  =  2 

1 8.  2*!  +  *2  +  *3  =3 

3*!  +  *2  +  *3  +  *4  =  4 

*!  +  2*2  +  2*3  +  3*4  =  3 
4*i  +5*2  —  2*3+  *4  =  16 

19.  *2  +  *3  —  *4  =  4 

*1  +  3*2  +  5*3  —  *4=1 

*1  +  2*2  +  5*3  —  4*4  =  —  2 

*1  +  4*2  +  6*3  —  2*4  =  6 

20.  *1  +  2*2  +  *4  =  0 

4*1  +  9*2  +  *3  +  12*4  =  0 

3*1  +  9*2  +  6*3  +  21*4  =  0 

*1  +  3*2  +  *3  +  9*4  =  0 

En  los  problemas  21  y  22,  utilice  una  calculadora  para  resolver 
el  sistema  dado. 

21.  *i  +  *2  +  *3  =  4.280 

0.2*i  -  0.1*2  -  0.5*3  =  “1-978 
4.1*i  +  0.3*2  +  0.12*3  =  1-686 

22.  2.5*i  +  1-4*2  +  4.5*3  =  2.6170 
1.35*i  +  0.95*2  +  1.2*3  =  0.7545 

2.7*i  +  3.05*2  -1.44*3  =  -1.4292 

En  los  problemas  del  23  al  28,  utilice  los  procedimientos  que 
se  ilustran  en  el  ejemplo  10  para  balancear  la  ecuación  química 
dada. 

23.  Na  +  H20  -»  NaOH  +  H2 

24.  KC103  ->  KC1  +  02 

25.  Fe304  +  C  ->  Fe  +  CO 
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26.  C5H8  +  02  ^  C02  +  H20 

27.  Cu  +  HN03  ->  Cu(N03)2  +  H20  +  NO 

28.  Ca3(P04)2  +  H3P04  Ca(H2P04)2 

En  los  problemas  29  y  30,  establezca  y  resuelva  el  sistema  de 
ecuaciones  necesario  para  encontrar  las  corrientes  en  los  cir¬ 
cuitos  de  la  red  eléctrica  dada. 


('  0 

37.  0  1 

\0  c 

/o  1 

38.  1  0 

\0  0 


o 

1 

c 


!)a 


29. 


Figura  7.4 


10 V  27 V 


+  -  +  - 


Figura  7.5  Red  para  el  problema  30 


El  sistema  lineal  (1)  puede  escribirse  como  la  ecuación  ma- 
tricial  AX  =  B.  Suponga  que  m  =  n.  Si  la  matriz  A  de  coefi¬ 
cientes  n  X  n  presente  en  el  sistema  tiene  una  factorización  LU 
A  =  LU  (consulte  la  página  304),  entonces  el  sistema  AX  =  B, 
o  LUX  =  B,  puede  resolverse  de  forma  eficiente  en  dos  etapas 
sin  eliminación  gaussiana  o  de  Gauss-Jordan: 

i)  Primero,  sea  Y  =  UX  y  despeje  Y  en  LY  =  B  por  sus¬ 
titución  directa. 

¡i)  Después,  despeje  X  en  la  expresión  UX  =  Y  utilizan¬ 
do  sustitución  hacia  atrás. 

En  los  problemas  del  39  al  42,  utilice  los  resultados  del  proble¬ 
ma  46  dado  en  los  ejercicios  7.1  para  resolver  el  sistema  que 
se  muestra. 


Una  matriz  elemental  E  se  obtiene  realizando  una  sola  opera¬ 
ción  de  renglón  sobre  la  matriz  identidad  I.  En  los  problemas 
del  31  al  34,  compruebe  que  el  esquema  dado  es  una  matriz 
elemental. 


31. 


0  1  0' 

1  o  o 

,0  0  l, 


(l  o 
33.  0  1 

\0  c 


32. 


34. 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

En  los  problemas  del  43  al  46,  utilice  un  CAS  para  resolver  el 
sistema  dado. 

43.  1.567.*!  —  3.48*2  +  5.22*3  =  1.045 

3.56*!  +  4.118*2  +  1.57*3  =  -1.625 

44.  *!  +  2*2  —  2*3  =  0 

2*!  —  2*2  +  *3  =  0 

3*!  —  6*2  +  4*3  =  0 
4*i  +  14*2  —  13*3  =  0 

45.  1.2*i  +  3.5*2  —  4.4*3  +  3.1*4  =  1.8 
0.2*i  —  6.1*2  —  2.3*3  +  5.4*4  =  —0.6 


Si  una  matriz  A  se  multiplica  previamente  por  una  matriz  ele¬ 
mental  E,  el  producto  EA  será  la  matriz  que  se  obtenga  a  partir 
de  A  mediante  la  operación  elemental  de  renglón  simbolizada 
por  E.  En  los  problemas  35  a  38,  calcule  el  producto  dado  para 
una  matriz  arbitraria  A  de  3  X  3. 


3.3*i  —  3.5*2  —  2.4*3  —  0.1*4  =  2.5 
5.2*!  +  8.5*2  —  4.4*3  —  2.9*4  =  0 
46.  *1  —  *2  —  *3  +  2*4  —  *5  =  5 
6*1  +  9*2  —  6*3  +  17*4  —  *5  =  40 


í° 

1 

°\ 

/I 

0 

0\ 

2*i 

+  *2  —  2*3  + 

5*4  — 

*5  =  12 

1 

0 

0  A 

36.  0 

1 

0  A 

*1 

+  2*2  —  *3  + 

3*4 

=  7 

\0 

0 

1/ 

\o 

0 

J 

*1 

+  2*2  +  *3  + 

3*4 

=  1 
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.3  Rango  de  una  matriz 


■  Introducción  En  una  matriz  general  de  m  X  n. 


a  los  renglones 

U[  =  (<jn  al2  ■  ■  ■ 


/  «n 

«12 

«1 n  ^ 

«21 

a22 

a2n 

V  «mi 

am2 

®mn  ) 

=  («21 

a22 

fl2,.),  .  .  .  ,  U 

(«mi  «m2  '  '  '  «mn  ) 


y  a  las  columnas 


/  «11  \ 

(  al2  ^ 

/  «1„  \ 

Vi  = 

«21 

>  v2  = 

«22 

, . . . ,  v„  = 

«2„ 

\«ml/ 

\«m  2/ 

V  «m/í  / 

se  les  llama  vectores  renglón  de  A  y  vectores  columna  de  A,  respectivamente. 


I  Una  definición  Como  vectores,  el  conjunto  ub  u2, . . . ,  um  puede  ser  linealmente 
independiente  o  linealmente  dependiente.  Tenemos  la  definición  siguiente. 


DEFINICION  7.8 


Rango  de  una  matriz 


El  rango  de  una  matriz  A  de  m  X  n,  representado  mediante  rango(A),  es  el  número 
máximo  de  vectores  renglón  linealmente  independientes  de  A. 


Ejemplo  1  Rango  de  una  matriz  de  3  x  4 


Considere  la  matriz  de  3  X  4 

/ 

1 

1  -  1 

3\ 

A  = 

2 

<N 

1 

8  ■ 

(1) 

\ 

,3 

5  -  7 

8/ 

Con  Uj  =  (—  1  1  -1  3),  u2  =  (2 

-2 

6  8)  y  u3  = 

(3  5 

—7  8),  podemos  observar 

que  4U[  —  \  u2  +  u3  =  0.  En  vista  de  la  definición  7.7  y  del  análisis  que  le  sigue,  conclui¬ 
mos  que  el  conjunto  ub  u2,  u3  es  linealmente  dependiente.  Por  otro  lado,  puesto  que  ni  u, 
ni  u2  pueden  considerarse  múltiplos  constantes  entre  sí,  el  conjunto  de  vectores  renglón  uh 
u2  es  linealmente  independiente.  De  aquí  que,  por  la  definición  7.8,  rango(A)  =  2. 

J  Espacio  de  renglón  De  acuerdo  con  la  terminología  propia  del  trabajo  con  vectores, 
los  vectores  renglón  ub  u2,  u3  de  la  matriz  (1)  son  un  conjunto  de  vectores  en  el  espacio 
vectorial  R4.  Puesto  que  RA  =  Span(ub  u2,  u3)  (el  conjunto  de  todas  las  combinaciones 
lineales  de  los  vectores  ub  u2,  u3)  es  un  subespacio  de  R4,  se  justifica  denominar  a  RA  como 
el  espado  renglón  de  la  matriz  A.  Ahora  el  conjunto  de  vectores  ub  u2  es  linealmente 
independiente  y  también  abarca  a  RA;  en  otras  palabras,  el  conjunto  u,,  u2  es  una  base  para 
Ra.  La  dimensión  (el  número  de  vectores  presentes  en  la  base)  del  espacio  renglón  RA  es  2, 
el  cual  constituye  el  rango(A). 

I  Rango  por  reducción  de  renglones  No  obstante  el  ejemplo  1,  en  general  no  es  fácil 
determinar  por  inspección  el  rango  de  una  matriz.  Aunque  existen  varias  formas  mecánicas 
de  encontrar  rango(A),  examinamos  una  forma  que  utiliza  las  operaciones  elementales 
con  renglones  presentadas  en  la  sección  anterior.  Específicamente,  el  rango  de  A  puede 
encontrarse  escribiendo  la  matriz  A  como  la  matriz  escalonada  reducida  B.  Para  com¬ 
prender  esto,  recuerde  primero  que  una  matriz  B  de  m  x  n  es  equivalente  en  renglones  a 
una  matriz  A  de  m  x  n  si  los  renglones  de  B  se  obtuvieron  a  partir  de  los  renglones  de  A 
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mediante  la  aplicación  de  las  operaciones  elementales  en  los  renglones.  Si  únicamente 
intercambiamos  dos  renglones  en  A  para  obtener  B,  entonces  el  espacio  renglón  RA  de 
A  y  el  espacio  renglón  RB  de  B  son  iguales  debido  a  que  los  vectores  renglón  de  A  y 
B  son  los  mismos.  Cuando  los  vectores  renglón  de  B  son  combinaciones  lineales  de 
los  renglones  de  A,  se  deduce  que  los  vectores  renglón  de  B  están  en  el  espacio  ren¬ 
glón  Ra,  y  por  lo  tanto  A’,,  es  un  subconjunto  de  RA  (escrito  como  Rlt  C  RA).  De  forma 
contraria,  A  es  equivalente  en  renglones  a  B  puesto  que  podemos  obtener  A  aplicando 
operaciones  en  los  renglones  en  B.  De  aquí  que  los  renglones  de  A  sean  combinacio¬ 
nes  lineales  de  los  renglones  de  B,  y  así  puede  deducirse  que  RA  es  un  subconjunto  de 
RB  (Ra  C  A’iJ.  A  partir  de  RB  C  RA  y  RA  C  RB,  podemos  concluir  que  RA  =  RB.  Por 
último,  si  escribimos  la  matriz  A  como  una  matriz  B  en  forma  escalonada  reducida, 
entonces  los  renglones  de  B  son  linealmente  independientes.  (¿Por  qué?)  Los  renglones 
de  B  forman  la  base  del  espacio  de  renglones  RA,  por  lo  cual  tenemos  el  resultado  de  que 
rango(A)  =  dimensión  de  RA. 

En  el  teorema  siguiente  se  resumen  estas  conclusiones. 


TEOREMA  7.4 


Rango  de  una  matriz  mediante 
reducción  de  renglones 


'N 


Si  una  matriz  A  es  equivalente  a  una  matriz  escalonada  B,  entonces 
i)  el  espacio  de  renglones  de  A  =  el  espacio  de  renglones  de  B, 
i  i)  los  renglones  de  B  diferentes  de  cero  forman  una  base  para  el  espacio  de 
renglones  de  A,  y 

iii)  rango(A)  =  al  número  de  renglones  de  B  diferentes  de  cero. 

_ _ _ J 


Ejemplo  2  Rango  mediante  reducción  de  renglones:  vuelta  al  ejemplo  1 

Reducimos  una  matriz  A  a  una  matriz  escalonada  B  exactamente  de  la  misma  forma  que 
reducimos  en  renglones  la  matriz  aumentada  de  un  sistema  de  ecuaciones  lineales  a  una 
forma  escalonada  al  usar  el  método  de  eliminación  gaussiana.  Utilizando  la  matriz  (1)  en 
el  ejemplo  1,  las  operaciones  elementales  de  renglones  nos  dan 


Puesto  que  la  última  matriz  está  en  la  forma  escalonada,  y  debido  a  que  la  última  matriz 
tiene  dos  renglones  diferentes  de  cero,  a  partir  del  inciso  iii)  del  teorema  7.4  podemos 
concluir  que  rango(A)  =  2 .  □ 


Ejemplo  3  Independencia  y  dependencia  lineales 

Determine  si  el  conjunto  de  vectores  u  =  (2,  1,  1),  u2  =  (0,  3,  0),  u3  =  (3,  1,  2),  en  R3  es 
linealmente  dependiente  o  linealmente  independiente. 


Solución  A  partir  del  análisis  anterior,  debe  ser  claro  que  si  formamos  una  matriz  A  con 
los  vectores  dados  como  renglones,  y  si  reducimos  por  renglones  la  matriz  A  a  una  matriz 
escalonada  B  con  rango  3,  entonces  el  conjunto  de  vectores  es  linealmente  independiente.  Si 
rango(A)  <  3,  entonces  el  conjunto  de  vectores  es  linealmente  dependiente.  En  este  caso,  re¬ 
sulta  sencillo  convertir  la  reducción  de  renglones  hasta  una  forma  de  renglones  escalonados. 


A  = 


/ 2  1 
0  3 
\3  1 


Por  lo  tanto,  rango(A)  =  3  y  el  conjunto  de  vectores  ub  u2,  u3  es  linealmente  indepen¬ 
diente.  □ 
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Como  se  mencionó  anteriormente,  los  vectores  de  una  matriz  escalonada  A  pueden 
servir  como  base  para  el  espacio  de  renglones.  En  el  ejemplo  3,  podemos  observar  que  una 
base  para  el  espacio  de  renglones  de  A  es  la  base  estándar  (1,  0,  0),  (0, 1,  0),  (0,  0,  1)  de  R 3. 


I  Rango  y  sistemas  lineales  El  concepto  de  rango  puede  asociarse  con  la  resolución 
de  sistemas  lineales  de  ecuaciones  algebraicas.  Suponga  que  AX  =  B  es  un  sistema 
lineal  y  que  (AIB)  representa  la  matriz  aumentada  del  sistema.  En  el  ejemplo  7  de  la 
sección  7.2  observamos  que  el  sistema 


x¡  +  x2  =  1 
4x¡  —  x2  =  ~6 
2x¡  —  3x2  =  8 

era  inconsistente.  La  inconsistencia  del  sistema  se  puede  observar  en  el  hecho  de  que, 
después  de  escribir  la  matriz  aumentada  (AIB)  en  forma  escalonada  reducida, 


1 

4 

2 


(2) 


el  último  renglón  es  diferente  de  cero.  Desde  luego,  esta  reducción  muestra  que 
rango(AIB)  =  3.  Sin  embargo,  observe  también  que  el  resultado  en  (2)  indica  el  rango(A) 
=  2  debido  a  que 


Ya  hemos  ilustrado  un  caso  especial  del  teorema  siguiente. 


TEOREMA  7.5 


Consistencia  de  AX  =  B 


'N 


Un  sistema  lineal  de  ecuaciones  AX  =  B  es  consistente  si,  y  sólo  si,  el  rango  de 
la  matriz  de  coeficientes  A  es  el  mismo  que  el  de  la  matriz  aumentada  del  sistema 

(AIB). 


J 


En  el  ejemplo  6  de  la  sección  7.2  pudimos  observar  que  el  sistema 


xl  +  3x2  —  2x3  =  —7 

4x¡  +  x2  +  3x3  =  5  (3) 

2x|  —  5x2  +  7x3  =  19 

era  consistente  y  tenía  una  número  infinito  de  soluciones.  Despejamos  dos  de  las  incóg¬ 
nitas,  x¡  y  x2,  en  términos  de  la  incógnita  x3  restante,  la  cual  nombramos  como  el  pará¬ 
metro  t.  En  una  solución  de  un  sistema,  el  número  de  parámetros  está  relacionado  con  el 
rango  de  la  matriz  de  coeficientes  A. 


TEOREMA  7.6 


Número  de  parámetros 
en  una  solución 


Suponga  que  un  sistema  lineal  AX  =  B  con  m  ecuaciones  y  n  incógnitas  es  consis¬ 
tente.  Si  la  matriz  de  coeficientes  A  es  de  rango  r,  entonces  la  solución  del  sistema 
contiene  n  -  r  parámetros. 
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Para  el  sistema  (3),  a  partir  de  la  reducción  de  renglones  podemos  observar 


1 

4 

2 


3 

-2 

0 

1 

2\ 

1 

3 

5 

0 

1 

-1 

-3 

5 

7 

19/ 

c 

Vo 

0 

0 

0/ 

que  rango(A)  =  rango(A|B)  =  2,  y  por  ende  el  sistema  es  consistente  de  acuerdo  con 
el  teorema  7.5.  Con  n  =  3  vemos  que  a  partir  del  teorema  7.6  el  número  de  parámetros 
presentes  en  la  solución  es  3  -  2  =  1. 

El  diagrama  siguiente  expresa  la  conexión  que  hay  entre  el  concepto  de  rango  de  una 
matriz  y  la  solución  de  un  sistema  lineal. 


Para  m  ecuaciones  lineales  con  n  incógnitas  AX  =  B. 


Dos  casos:  B  =  0,  B  #  0.  Sea  rango(A)  =  r. 


No  hemos  mencionado  la  conexión  que  hay  entre  las  columnas  de  una  matriz  A  y  el 
rango  de  A.  Resulta  que  el  número  máximo  de  columnas  independientes  que  una  ma¬ 
triz  A  puede  tener  debe  ser  igual  al  número  máximo  de  renglones  independientes.  En 
la  terminología  de  los  espacios  vectoriales,  el  espacio  de  renglones  Rx  de  la  matriz  A 
tiene  la  misma  dimensión  que  su  espacio  de  columnas  CA.  Por  ejemplo,  si  tomamos 
la  transpuesta  de  la  matriz  dada  en  (1)  y  la  escribimos  en  la  forma  escalonada: 


/  1 

2 

3  \ 

/I 

2 

3  \ 

1  -2 

5 

0 

1 

1 

2 

-1 

6 

-7 

0 

0 

0 

\  3 

8 

8/ 

\0 

0 

0/ 

podemos  observar  que  el  número  máximo  de  renglones  de  Ar  es  2,  y  por  lo  tanto  el 
número  máximo  de  columnas  linealmente  independientes  de  A  es  2. 
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EJERCICIOS  7.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-15. 


En  los  problemas  del  1  al  10,  utilice  el  inciso  iii)  del  teorema  c)  Si  rango(A)  =  3,  ¿entonces  cuántos  parámetros 

7.4  para  encontrar  el  rango  de  la  matriz  dada.  tiene  la  solución  del  sistema  AX  =  0? 


1. 


17.  Sean  vb  v2  y  v3  los  vectores  columna  primero,  segundo 
y  tercero,  respectivamente,  de  la  matriz 


4. 


1 

2 

0 


A  = 


í  2 

1 

V-1 


1 

o 

5 


i  r 

\  / 

3 

-1 

2 

0\ 

5- 

1 

0  4 

6'  ( 

,6 

2 

4 

5) 

VI 

4  1, 

1 

/I 

-2\ 

/i 

-2 

3 

4\ 

7. 

3 

-6 

8. 

i 

4 

6 

8 

7 

-1 

0 

1 

0 

0 

\4 

5/ 

\2 

5 

6 

8/ 

/O  2  4  2  2\ 

4  10  5  1 

2  1  |  3  i 

\6  6  6  12  0/ 


¿Qué  podemos  concluir  acerca  de  rango(A)  a  partir  de  la 
observación  2vi  +  3v2  —  v3  =  0? 

[Sugerencia:  Consulte  los  Comentarios  incluidos  al 
final  de  esta  sección.] 

Problemas  de  análisis 

1 8.  Suponga  que  el  sistema  AX  =  B  es  consistente  y  que  A 
es  una  matriz  de  6  x  3.  Suponga  también  que  el  número 
máximo  de  renglones  linealmente  independientes  en  A 
es  3.  Analice:  ¿la  solución  del  sistema  es  única? 

19.  Suponga  que  deseamos  determinar  si  el  conjunto  de 
vectores  columna 


/  \ 

/ 1  \ 

í -A 

/ 1  —2  18—11  1  6\ 

3 

2 

1 

0  013-11  15 

Vi  = 

2 

,  V2  = 

2 

.  v3  = 

1 

10. 

0  0  1  3  -1  2  10  8 

w 

\l) 

l  1/ 

V 


0  0  0 

-2  1  8 


0  1 

-1  1 


En  los  problemas  del  11  al  14,  determine  si  el  conjunto  de  vec¬ 
tores  dados  es  linealmente  dependiente  o  linealmente  indepen¬ 
diente. 


v4 


i2\ 

3 

4 

Vi/ 


/  1\ 
7 
-5 

V  1/ 


1 1 .  Uj  =  <1,  2,  3),  u2  =  <1,  0,  1),  u3  =  <1,  - 1,  5) 

12.  Uj  =  <2,  6,  3),  u2  =  <1,  -1,4),  u3  =  <3,2,  1), 
u4  =  <2,  5,  4) 

13.  Uj  =  <1,  -1,3,  1),  u2  =  <1,  -1,4,2), 

u3  =  <1, -1,5,7) 

14.  Uj  =  <2,  1,  1,  5),  u2  =  <2,  2,  1,  1),  u3  =  <3,  - 1,  6,  1), 
u4  =  <1,  1,  1,  -1) 


es  linealmente  dependiente  o  linealmente  independien¬ 
te.  Si 

CjVi  +  c2\2  +  c3v3  +  c4v4  +  c5v5  =  0  (4) 

solamente  para  c¡  =  0,  c2  =  0,  c3  =  0,  c4  =  0,  c5  =  0, 
entonces  el  conjunto  de  vectores  es  linealmente  inde¬ 
pendiente;  de  otra  forma,  el  conjunto  es  linealmente  de¬ 
pendiente.  Sin  embargo,  (4)  es  equivalente  al  sistema 
lineal 


1 5.  Suponga  que  el  sistema  AX  =  B  es  consistente  y  que  A 
es  una  matriz  de  5  X  8  y  rango(A)  =  3.  ¿Cuántos  pará¬ 
metros  tiene  la  solución  del  sistema? 

1 6.  Sea  A  una  matriz  de  4  X  6  diferente  de  cero. 

a )  ¿Cuál  es  el  rango  máximo  que  A  puede  tener? 

b)  Si  el  rango(A|B)  =  2,  ¿entonces  para  qué  valor(es) 
del  rango(A)  el  sistema  AX  =  B,  B  =£  0,  es  incon¬ 
sistente?  ¿Y  consistente? 


4Cl  +  c2  —  c3  +  2c4  +  c¡  =  0 

3ci  +  2c2  +  c3  +  3c4  +  7c5  =  0 

2  c¡  +  2  c2  +  c3  +  4c4  —  5c5  =  0 

c  i  +  c2  +  c3  +  c4  +  c5  =  0. 

Sin  llevar  a  cabo  ninguna  tarea  adicional,  explique  por 
qué  ahora  podemos  concluir  que  el  conjunto  de  vectores 
es  linealmente  dependiente. 
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Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

20.  Un  CAS  puede  utilizarse  para  obtener  una  matriz  en 
su  forma  escalonada.  Utilice  un  CAS  para  determinar 
los  rangos  de  la  matriz  aumentada  (AIB)  y  la  matriz  de 
coeficientes  A  para 

x¡  +  2x2  —  6x3  +  x4  +  x5  +  x6  =  2 

+  2x2  —  2x3  +  5x4  +  4x¡  +  2x6  =  3 

6x¡  +  2x2  —  2x3  +  x4  +  x¡  +  3x6  =  —  1 

—X!  +  2x2  +  3x3  +  x4  —  x5  +  6x6  =  0 

9x!  +  7x2  —  2x3  +  x4  +  4x5  =  5. 

¿El  sistema  es  consistente  o  inconsistente?  Si  es  consis¬ 
tente,  resuélvalo. 


7.4  Determinantes 


■  Introducción  Suponga  que  A  es  una  matriz  de  n  X  n.  Relacionado  con  A  existe  un 
número  llamado  el  determinante  de  A,  y  se  expresa  como  det  A.  De  manera  simbólica, 
una  matriz  A  se  distingue  del  determinante  de  A  mediante  el  reemplazo  de  los  paréntesis 
por  barras  verticales: 


(  an 

£¡12 

an2  ^ 

an 

£¡12 

a„  2 

A  = 

C¡21 

£¡22 

£¡2„ 

y  det  A  = 

£¡21 

£¡22 

a2„ 

V  an  1 

an2 

®nn  j 

£¡„1 

an2 

ann 

Se  dice  que  el  determinante  de  una  matriz  de  n  X  n  es  un  determinante  de  orden  n. 
Comenzaremos  definiendo  los  determinantes  de  matrices  1  X  1,2X  2y3  X  3. 

I  Una  definición  Para  una  matriz  A  =  (a)  de  1  X  1,  tenemos  que  det  A  =  \a\  =  a. 
Por  ejemplo,  si  A  =  (—5),  entonces  det  A  =  1—51  =  —5.  En  este  caso,  las  barras  vertica¬ 
les  II  colocadas  a  ambos  lados  del  número  no  significan  el  valor  absoluto  del  número. 


Tal  como  en  el  método  mnemotécnico,  se  piensa  de  un  determinante  de  orden  2  como 
el  producto  de  los  elementos  de  la  diagonal  principal  de  A  menos  el  producto  de  los  ele¬ 
mentos  de  la  otra  diagonal: 


multiplicación  multiplicación  resta 


Por  ejemplo,  si  A  = 


entonces  det  A 


6 

5 


-3 

9 


=  6(9) 


(-3)(5)  =  69. 
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La  expresión  mostrada  en  (3)  puede  escribirse  en  una  forma  más  manejable.  Mediante 
factorización  tenemos 


det  A  —  an(fl22a33  a23a3t)  +  an(  a2la33  +  a23a3l)  +  an(a21a32  a22a3l)- 

Sin  embargo,  considerando  (1),  cada  término  entre  paréntesis  se  reconoce  como  el  deter¬ 
minante  de  una  matriz  de  2  X  2: 


detA  =  an 


a22 

a32 


a23 

a33 


+  «12! 


a21 

fl3l 


+  fl13 


a2l 

a3l 


a22 

a32 


(4) 


Observe  que  cada  determinante  mostrado  en  (4)  es  un  determinante  de  una  submatriz  de 
la  matriz  A  y  corresponde  a  su  coeficiente  de  la  forma  siguiente:  an  es  el  coeficiente  del 
determinante  de  una  submatriz  obtenida  mediante  la  eliminación  del  primer  renglón  y  la 
primera  columna  de  A;  a12  es  el  coeficiente  del  negativo  del  determinante  de  la  subma¬ 
triz  obtenida  eliminando  el  primer  renglón  y  la  segunda  columna  de  A;  y,  por  último,  al3 
es  el  coeficiente  del  determinante  de  la  submatriz  que  se  obtuvo  eliminando  el  primer 
renglón  y  la  tercera  columna  de  A.  En  otras  palabras,  los  coeficientes  de  (4)  son  sim¬ 
plemente  los  elementos  del  primer  renglón  de  A.  Decimos  que  det  A  ha  sido  expandido 
por  cofactores  con  respecto  al  primer  renglón,  siendo  los  cofactores  an,  al2  y  a , 3  los 
determinantes 


Cu  = 

a22 

a23 

C]2  — 

fl21 

a23 

Cl3  ~ 

a2i 

a22 

a32 

a33 

a3 1 

a33 

«31 

a32 

Por  lo  tanto,  (4)  es 

detA  =  flnCjj  +  al2Ci2  +  ¿*13^13-  (5) 

En  general,  el  cofactor  de  a¡j  es  el  determinante 

CiJ  =  (-  1  y^My,  (6) 

donde  M¡¡  es  el  determinante  de  la  submatriz  que  se  obtiene  al  eliminar  el  i-ésimo  renglón 
y  la  /-ésima  columna  de  A.  El  determinante  M¡j  se  llama  menor.  Un  cofactor  es  un  menor 
con  signo-,  esto  es,  C¡¡  =  M¡¡  cuando  i  +  j  es  par  y  C¡j  =  —M¿j  cuando  i  +  j  es  impar. 

Una  matriz  de  3  X  3  tiene  nueve  cofactores: 

Cu  =  Mn  C|2  =  —  Mn  C13  =  Mn 

C2\  =  —  M2i  C22  =  M2  2  C23  =  ~M23 

C31  =  Af3i  C32  =  ~M32  C33  =  M33. 

La  inspección  del  arreglo  anterior  muestra  que  el  factor  con  signo  + 1  o  —  1  asociado  con 

un  cofactor  puede  obtenerse  a  partir  del  patrón  de  verificación: 


(7) 


matriz  de  3  X  3 
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Ahora  observe  que  (3)  puede  agruparse  y  factorizarse  de  nuevo  como 


det  A  —  fll2(fl21fl33  fl23fl3l)  +  fl22(flllfl33  fl13fl3l)  a32(alla23  al3a2l) 


+  a22 


an 

ü¡31 


«13 

«33 


+ 


(8) 


—  fl12Cl2  +  <^22^22  +  ^32^*32’ 


lo  cual  es  la  expansión  por  cofactores  de  det  A  a  lo  largo  de  la  segunda  columna.  Se  deja 
como  ejercicio  para  el  lector  la  demostración  a  partir  de  (3)  de  que  det  A  puede  expandir¬ 
se  también  por  cofactores  a  lo  largo  del  tercer  renglón: 

det  A  =  «31C31  +  «32C32  +  «33C33.  (9) 

Desde  luego,  en  las  ecuaciones  (5),  (8)  y  (9)  estamos  sugiriendo  el  resultado  general 
siguiente:  El  determinante  de  una  matriz  de  3  X  3  puede  evaluarse  expandiendo  por 
cofactores  det  A.  a  lo  largo  de  cualquier  renglón  o  columna. 


Ejemplo  1  Expansión  por  cofactores  a  lo  largo  del  primer  renglón 

/  2  4  7n 

Evalúe  el  determinante  de  A  =  6  0  3 

\1  5  3, 

Solución  Al  utilizar  la  expansión  por  cofactores  a  lo  largo  del  primer  renglón  se  obtiene 

2  4  7 

det  A  =  6  0  3  =  2C„  +  4C12  +  7Cj3. 

1  5  3 


Ahora,  los  cofactores  de  los  elementos  del  primer  renglón  de  A  son 

2  4  7 

C„  =  (-l)1+1 


6  0  3 
1  5  3 


Cn  =  (-iy 


Ci3  =  (-  D1 


2  4  7 
6  0  3 
1  5  3 

2~~4~~7 

6  0  3 
1  5  3 


=  (“O1 


=  (-D1 


=  (-D1 


0  3 
5  3 


6  3 

1  3 

6  0 

1  5 


donde  las  líneas  punteadas  indican  el  renglón  y  la  columna  que  se  deben  eliminar.  Así, 


0  3 

6  3 

6  0 

det  A  =  2(— 1)1+1 

5  3 

+  4(— 1)1+2 

1  3 

+  7(— 1)1+3 

1  5 

=  2[0(3)  -  3(5)]  -  4[6(3)  -  3(1)]  +  7[6(5)  -  0(1)]  =  120. 


□ 


Si  una  matriz  tiene  un  renglón  (o  una  columna)  que  contenga  muchos  elementos  en 
cero,  entonces  el  sentido  común  nos  dice  que  evaluemos  el  determinante  de  la  matriz  uti¬ 
lizando  la  expansión  por  cofactores  a  lo  largo  de  dicho  renglón  (o  columna).  Por  lo  tanto, 
en  el  ejemplo  1,  si  expandimos  el  determinante  de  A  utilizando  cofactores  a  lo  largo  de, 
digamos,  el  segundo  renglón,  entonces 

det  A  =  6C21  +  OC22  +  3C23  =  6C21  +  3C23 


=  6(—  l)1 


+  3(-l)2 


2  4 
1  5 


=  — 6(— 23)  -  3(6)  =  120. 
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Ejemplo  2  Expansión  por  cofactores  a  lo  largo  de  la  tercera  columna 


Evaluar  el  determinante  de  A 


Solución  Puesto  que  existen  dos  ceros  en  la  tercera  columna,  expandimos  por  cofactores 
a  lo  largo  de  esa  columna: 


det  A  = 


6 

-1 

-2 


5 

8 

4 


0 

-7 

0 


=  0  C13  +  (— 7)C23  +  OC33 


6  5 

0 

(  7)(  1)2+3 

1  8 

-2  4 

7 

0 

=  (-7)(-l)2+3 

5 

4 


=  7 [6(4)  -  5( — 2)]  =  238. 


□ 


Llevemos  las  ideas  anteriores  un  paso  más  adelante,  de  manera  que  podamos  eva¬ 
luar  el  determinante  de  una  matriz  de  4  X  4  multiplicando  los  elementos  de  un  renglón 
(o  columna)  por  sus  cofactores  correspondientes  y  sumando  los  productos.  En  este  caso, 
cada  cofactor  es  un  menor  con  el  signo  de  una  submatriz  de  3  X  3  apropiada.  El  teorema 
siguiente,  enunciado  sin  comprobación,  establece  que  el  determinante  de  cualquier  ma¬ 
triz  A  de  n  X  n  puede  evaluarse  mediante  cofactores. 


El  patrón  de  verificación  de  signos  del  factor  para  los  cofactores,  que  se  mostró  en  (7),  se 
extiende  a  las  matrices  de  orden  superior  a  3: 


+ 


matriz  de  4  X  4 


matriz  de  n  X  n 


Ejemplo  3  Expansión  por  cofactores  a  lo  largo  del  cuarto  renglón 

Evalúe  el  determinante  de  la  matriz 

/  5  1  2  4\ 

-10  2  3 

A  = 

116  1 
\  1  00  -4/ 


7.4  Determinantes 


329 


Solución  Puesto  que  la  matriz  tiene  dos  elementos  iguales  a  cero  en  su  cuarto  renglón, 
optamos  por  expandir  por  cofactores  det  A  a  lo  largo  de  ese  renglón: 


det  A  = 


5  1  2 
10  2 
1  1  6 
1  0  0 


=  (1)C41  +  0  C42  +  0C43  +  (—4  )C44, 


(10) 


1  2  4 

5 

1  2 

donde  C41  =  (-1)4+1 

0  2  3 

1  6  1 

y  C44  =  (-i)4+4 

-1 

1 

0  2 

1  6 

Enseguida  expandimos  por  cofactores  estos  determinantes  a  lo  largo  del  segundo  ren¬ 
glón: 


C«  =  (-l) 


1  2  4 
0  2  3 
1  6  1 


=  -  0(-l)2 


2  4 
6  1 


+  2(-l  )2 


1  4 
1  1 


+  3(-l)2 


C44  — 


=  18 

5  1  2 

1  0  2 
1  1  6 

=  -4. 


=  (-1X-1)2 


1  2 
1  6 


+  0(-l)2 


5  2 
1  6 


+  2(— 1) 


2+3 


1  2 
1  6 


5  1 
1  1 


Por  lo  tanto,  (10)  se  convierte  en 


det  A  = 


5  12  4 
10  2  3 
116  1 
10  0-4 


=  (1)(  1 8)  +  (— 4)(— 4)  =  34. 


Usted  puede  comprobar  este  resultado  expandiendo  por  cofactores  det  A  a  lo  largo  de  la 
segunda  columna.  □ 


Nota:  El  método 
ilustrado  en  La  ecuación 
(11)  no  es  válido  para  los 
determinantes  de  orden 


n  >  3. 


Comentarios 


En  cursos  previos  sobre  matemáticas,  seguramente  usted  estudió  el  dispositivo  de 
memoria  siguiente,  análogo  a  (2),  para  evaluar  un  determinante  de  orden  3: 


multiplicar  multiplicar 


«11  «12 

«21 

«23 

«22 

(ID 

«32 

«33 

**32 

i)  Sume  los  productos  de  los  elementos  correspondientes  a  las  flechas  que  van  de 
izquierda  a  derecha. 

ii)  Reste  del  número  obtenido  en  i)  la  suma  de  los  productos  de  los  elementos 
correspondientes  a  las  flechas  que  van  de  derecha  a  izquierda. 

Es  conveniente  hacer  aquí  una  advertencia.  El  dispositivo  de  memoria  que  se  da  en 
la  ecuación  (1 1),  aunque  se  adapta  fácilmente  a  las  matrices  mayores  a  3  x  3,  no 
proporciona  los  resultados  correctos.  No  existen  dispositivos  mnemotécnicos  para 
evaluar  los  determinantes  de  orden  4  o  mayores. 
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EJERCICIOS  7.4  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-15. 


En  los  problemas  del  1  al  4,  suponga  que 


Encuentre  los  siguientes  menores  o  cofactores. 

1.  Mu  2.  M32  3.  C13  4.  C22 

En  los  problemas  del  5  al  8,  suponga  que 

/  0  2  4  0\ 

12-2  3 

A  = 

5  1  0-1 

V 1  1  1  2/ 

Encuentre  los  siguientes  menores  o  cofactores. 

5.  M33  6.  7.  C3 4  8.  C*23 

En  los  problemas  del  9  al  14,  evalúe  el  determinante  de  la  ma¬ 
triz  dada. 


9.  (-7)  10.  (2) 


19. 


21. 


23. 


('  ‘ 

x  y 

\  2  3 


20. 


22. 


1 

5 

10 


1  1  M 

X  y  z 

2  -\-  x  44"  z) 


/I 

1 

-3  0\ 

f  2 

1 

2 

1\ 

1 

5 

3  2 

0 

5 

0 

4 

25. 

1 

-2 

1  0 

26. 

1 

6 

1 

0 

\4 

8 

O 

O 

^5 

-1 

1 

1/ 

(3 

2 

0 

1  - 

A 

I2 

2 

0 

0  - 

A 

0 

1 

4 

2 

3 

1 

1 

6 

0 

5 

27. 

0 

0 

2 

-1 

1 

28. 

1 

0 

2 

-1  - 

-1 

0 

0 

0 

4 

3 

2 

0 

1 

-2 

3 

0 

0 

0 

2) 

\o 

1 

0 

0 

1/ 

En  los  problemas  del  15  al  28,  evalúe  el  determinante  de  la 
matriz  dada  mediante  la  expansión  por  cofactores. 


15. 


17. 


5 

0 

°\ 

16.  0 

-3 

° 

\o 

0 

2/ 

/l 

-1 

-1 

18.  2 

2 

-2 

Vi 

1 

9 

En  los  problemas  29  y  30,  encuentre  los  valores  de  A  que  satis¬ 
fagan  la  ecuación  dada. 


29. 

-3  -  A 

2 

10 

5  -  A 

=  0 

1  -  A 

0 

-1 

30. 

1 

2  -  A 

1 

3 

3 

-A 

7.5  Propiedades  de  los  determinantes 


I  Introducción  En  esta  sección  vamos  a  considerar  algunas  de  las  muchas  propiedades 
de  los  determinantes.  El  objetivo  de  nuestro  estudio  es  emplear  estas  propiedades  para  de¬ 
sarrollar  medios  de  evaluación  de  un  determinante  como  una  alternativa  para  la  expansión 
por  cofactores. 

I  Propiedades  La  primera  propiedad  establece  que  el  determinante  de  una  matriz  de 
11X11  y  su  transpuesta  son  iguales. 
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TEOREMA  7.8 


Determinante  de  una  transpuesta 


Si  Ar  es  la  transpuesta  de  la  matriz  A  de  n  X  n,  entonces  det  A7  =  det  A. 


Por  ejemplo,  para  la  matriz  A  =  (  ^  4) ’  se  t'ene  ^  =  W  4)  '  ®*3Serve  clue 


det  A  = 


5  7 
3  -4 


=  -41 


det  Ar  = 


5  3 
7  -4 


=  -41. 


Puesto  que  la  transposición  de  una  matriz  tiene  el  efecto  de  intercambiar  sus  ren¬ 
glones  y  columnas,  el  significado  del  teorema  7.8  es  que  los  enunciados  que  tienen  que 
ver  con  determinantes  y  con  los  renglones  de  una  matriz  también  son  válidos  cuando  la 
palabra  “renglón”  se  reemplaza  por  la  palabra  “columna”. 


TEOREMA  7.9 


Dos  renglones  idénticos 


~\ 


Si  cualesquiera  dos  renglones  (columnas)  de  una  matriz  A  de  n  x  «  son  iguales, 
entonces  det  A  =  0. 

_ J 


Ejemplo  1  Matriz  con  dos  renglones  idénticos 


Puesto  que  la  segunda  y  la  tercera  columnas  de  la  matriz  A 
a  partir  del  teorema  7.9  se  puede  deducir  que 


det  A  = 


6 

4 

9 


2 

2 

2 


son  iguales. 


Usted  deberá  verificar  lo  anterior  expandiendo  por  cofactores  el  determinante. 


TEOREMA  7.10 


Renglón  o  columna  con  ceros 


Si  todos  los  elementos  presentes  en  un  renglón  (columna)  de  una  matriz  A  de  n  X  n 
son  cero,  entonces  det  A  =  0. 


Demostración  Suponga  que  el  í-ésimo  renglón  de  A  está  constituido  por  ceros.  De 
aquí  que,  en  la  expansión  por  cofactores  de  det  A  a  lo  largo  del  í-ésimo  renglón,  todos 
los  productos  sean  cero  y,  en  consecuencia,  det  A  =  0.  O 


Por  ejemplo,  del  teorema  7.10  se  puede  deducir  inmediatamente  que 


renglón  cero  — » 


o 

7 


y 


columna  cero  i 

4  6  0 

1  5  0 

8-10 


0. 


TEOREMA  7.11 


Intercambio  de  renglones 


Si  B  es  la  matriz  que  se  obtiene  al  intercambiar  cualquier  par  de  renglones  (colum¬ 
nas)  de  una  matriz  A  de  n  X  n,  entonces  det  B  =  —det  A. 


'N 


J 
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Por  ejemplo,  si  B  es  la  matriz  que  se  obtiene  al  intercambiar  los  renglones  primero  y 
'4  -1  9' 


tercero  de  A  = 


,  entonces,  a  partir  del  teorema  7.1 1  tenemos 


2 

1 

3 

4 

-1 

9 

det  B  = 

6 

0 

7 

=  - 

6 

0 

7 

4 

-1 

9 

2 

1 

3 

=  —  det  A. 


Usted  puede  comprobar  lo  anterior  calculando  ambos  determinantes. 


TEOREMA  7.12 


Constante  múltipLe  de  un  renglón 


Si  B  es  la  matriz  que  se  obtiene  a  partir  de  una  matriz  A  de  n  X  n  multiplicando  un 
renglón  (columna)  por  un  número  k  real  diferente  de  cero,  entonces  det  B  =  k  det  A. 


Demostración  Suponga  que  los  elementos  presentes  en  el  í-ésimo  renglón  de  A  se 
multiplican  por  el  número  k.  Llamemos  B  a  la  matriz  resultante.  Al  expandir  por  cofacto- 
res  la  matriz  B  a  lo  largo  del  í'-ésimo  renglón  nos  da 

det  B  =  kañCñ  +  kaaCi2  +  •  •  •  +  kainCin 

=  k(anCn  +  ai2C¡2  +  ■  •  ■  +  a¡„C¡lt)  =  k  det  A. 


expansión  por  cofactores  de  det  A  a  lo  largo  del  i-é simo  renglón  Q 


Ejemplo  2  Teoremas  7.12  y  7.9 


de  la  primera 
columna 

i 


a ) 


5  8 

20  16 


=  5 


1  8 

4  16 


de  la  segunda 
columna 

1  1 


=  5-8 


4  2 


=  5 


del  segundo 
renglón 

1 

1  1 

2  1 


=  80(1  -  2)  =  -80 


de  la  segunda  columna 


del  teorema  7.9 

4 


4 

2 

-1 

4 

-1 

-1 

b) 

5 

-2 

1 

=  (-2) 

5 

1 

1 

=  (-2)  -0  =  0 

□ 

7 

4 

-2 

7 

-2 

-2 

TEOREMA  7.13 


Determinante  de  un  producto 
de  matrices 


Si  tanto  A  como  B  son  matrices  de  n  X  /?,  entonces  det  AB  =  det  A  •  det  B. 


En  otras  palabras,  el  determinante  de  un  producto  de  dos  matrices  de  n  X  n  es  igual  al 
producto  de  los  determinantes  de  tales  matrices. 


Ejemplo  3  Determinante  de  un  producto  de  matrices 


Suponga  que  A  = 


y  b  = 


.  Entonces  AB  = 


-12  22 
6  -9 


.  Ahora 


det  AB  =  —24,  det  A  =  —  8,  det  B  =  3,  y  así  podemos  observar  que 
det  A  •  det  B  =  (— 8)(3)  =  -24  =  det  AB. 
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TEOREMA  7.14 


Determinante  inalterado 


Suponga  que  B  es  la  matriz  obtenida  a  partir  de  una  matriz  A  de  n  X  n  multiplican¬ 
do  los  elementos  de  un  renglón  (columna)  por  un  número  real  k  diferente  de  cero, 
y  sumando  luego  el  resultado  a  los  elementos  correspondientes  de  otro  renglón  (co¬ 
lumna).  Entonces  det  B  =  det  A. 


Ejemplo  4  Un  múltiplo  de  un  renglón  sumado  a  otro 

(5  1  2\ 

Suponga  que  A  =  3  0  7  y  que  la  matriz  B  está  definida  como  la  matriz  que  se 

\4  -1  4/ 

obtiene  a  partir  de  A  mediante  la  operación  elemental  de  renglones, 


Al  expandir  por  cofactores  a  lo  largo  de,  digamos,  la  segunda  columna,  encontramos  que 
det  A  =  45  y  det  B  =  45.  El  estudiante  deberá  comprobar  este  resultado. 


TEOREMA  7.15 


Determinante  de  una  matriz 
triangular 


Suponga  que  A  es  una  matriz  triangular  de  n  X  n  (superior  o  inferior).  Entonces 

det  A  =  ana22  •  ■  ■  am, 

donde  an,  a22,  . ..,  ann  son  los  elementos  de  la  diagonal  principal  de  A. 


J 


Comprobación  Demostremos  el  resultado  de  una  matriz  triangular  inferior  de  3  X  3 

(an  0  0N 

A  I  a2  ^  r¿22  0 

\fl3l  fl32  U33  f 

Al  expandir  det  A  por  cofactores  a  lo  largo  del  primer  renglón  nos  da 
a  22  0 

i 

í¡32  fl33 


det  A  =  ar 


—  an(a22a32  0  •  a32)  —  anfl22a33- 


Ejemplo  5  Determinante  de  una  matriz  triangular 

a)  El  determinante  de  la  matriz  triangular  inferior 


es 


/ 3  0  0  0\ 

2  6  0  0 

5  9-4  0 

\ 7  2  4  -2/ 


3  0 
2  6 
5  9 
7  2 


0 

0 

-4 

4 


0 

0 

0 

-2 


3  •  6  •  (-4)  ■  (-2)  =  144. 
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b)  El  determinante  de  la  matriz  diagonal  A  = 


det  A  = 


-3  0  0 
0  6  0 
0  0  4 


=  (-3)  •  6  •  4  =  -72. 


□ 


■  Reducción  de  renglones  Evaluar  el  determinante  de  una  matriz  de  n  x  n  emplean¬ 
do  el  método  de  expansión  por  cofactores  requiere  de  un  esfuerzo  colosal  cuando  la  ma¬ 
triz  es  de  orden  superior.  Para  expandir  el  determinante  de,  digamos,  una  matriz  de  5  x  5 
con  elementos  diferentes  de  cero  se  requiere  la  evaluación  de  cinco  cofactores  que  son 
los  determinantes  de  submatrices  de  4  x  4;  cada  una  de  éstas,  a  su  vez,  requiere  de  cuatro 
cofactores  adicionales  que  son  los  determinantes  de  submatrices  de  3  x  3,  etc.  Existe 
un  método  más  práctico  (y  programable)  para  evaluar  el  determinante  de  una  matriz. 
Este  método  se  basa  en  la  reducción  de  una  matriz  a  una  forma  triangular,  mediante  ope¬ 
raciones  de  renglón,  y  en  el  hecho  de  que  los  determinantes  de  las  matrices  triangulares 
son  fáciles  de  evaluar  (consulte  el  teorema  7.15). 


Ejemplo  6  Reducción  de  un  determinante  a  su  forma  triangular 


Evalúe  el  determinante  de  A 


Solución 


det  A  = 


2  7 
-3  2 
4  8 


=  2 


6  2  7 

-4  -3  2 

2  4 


=  -2 


=  -2 


=  -2 


=  -2 


1 

1  2  4 

-4  -3  2 

6  2  7 


4 

18 

7 


2  4 

5  18 

-10  -17 


4 

18 


0  0  19 

=  (— 2)(1)(5)(19)  =  - 


(2  es  un  factor  común  en  el  tercer  renglón:  teorema  7.12) 


(intercambio  de  los  renglones  primero  y  tercero:  teorema 
7.11) 

(4  veces  el  primer  renglón  sumado  al  segundo:  teorema 
7.14) 

(—6  veces  el  primer  renglón  sumado  al  tercero:  teorema 
7.14) 

(2  veces  el  segundo  renglón  sumado  al  tercero:  teorema  7.14) 
190  (teorema  7.15)  □ 


Nuestro  teorema  final  tiene  que  ver  con  los  cofactores.  En  la  sección  7.4  estudiamos 
que  un  determinante  det  A  de  una  matriz  A  d  en  X  n  podría  ser  evaluado  mediante  la  ex¬ 
pansión  de  cofactores  a  lo  largo  de  cualquier  renglón  (columna).  Esto  significa  que  los  n 
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elementos  a¡j  de  un  renglón  (columna)  se  multiplican  por  los  cofactores  correspondientes 
C¡¡  y  que  los  n  productos  se  suman.  Sin  embargo,  si  los  elementos  a¡j  de  un  renglón  ( a¡j  de 
una  columna)  de  A  se  multiplican  por  los  cofactores  correspondientes  Ckj  de  un  renglón 
diferente  ( Cik  de  una  columna  diferente),  la  suma  de  los  n  productos  es  igual  a  cero. 


TEOREMA  7.16 


Una  propiedad  de  Los  cofactores 


"\ 


Suponga  que  A  es  una  matriz  de  n  X  n.  Si  aa,  aa, . . .,  a¡„  son  los  elementos  presentes 
en  el  renglón  i-ésimo  y  Ck¡,  Ck2,  . ..,  Ckn  son  los  cofactores  de  los  elementos  ubica¬ 
dos  en  el  fc-ésimo  renglón,  entonces 


anCkl  +  aaCk2  +  •  •  •  +  ainCkn  =  0  para  i  =A  k. 

Si  a ¡j,  a2j,...,  anj  son  los  elementos  de  la  columna y'-ésima  y  Cu,  C2k, Cnk  son  los 
cofactores  de  los  elementos  de  la  fc-ésima  columna,  entonces 

ai¡C\k  +  a2jC2k  +  ■  ■  ■  +  anjCnk  =  0  para  y  ¥=  k. 
_ _ _ _ _ ) 

Demostración  Se  demostrarán  los  resultados  por  renglones.  Sea  B  la  matriz  que  se 
obtiene  a  partir  de  A  permitiendo  que  los  elementos  del  f-ésimo  renglón  de  A  sean  los  mis¬ 
mos  que  hay  en  el  /c-ésimo  renglón,  es  decir.  añ  =  akl,  a¡2  =  ak2, . . . ,  aín  =  akn.  Puesto  que 
B  tiene  dos  renglones  iguales,  a  partir  del  teorema  7.9  se  puede  deducir  que  det  B  =  0.  La 
expansión  por  cofactores  a  lo  largo  del  A-ésimo  renglón  proporciona  entonces  el  resultado 
deseado: 


0  -  det  B  -  aklCkl  +  ak2Ck2  +  •  •  ■  +  aknCkn 

=  ai\Ck\  +  aO.Ck2  +  "  '  +  ClinCkn- 


□ 


Ejemplo  7  Cofactores  del  tercer  renglón  y  eLementos  del  primer  renglón 

(  6  2  A 

Considere  la  matriz  A  =  —4  —3  2  .  Ahora  suponga  que  multiplicamos  los  ele- 

\  2  4  8/ 

mentos  del  primer  renglón  por  los  cofactores  del  tercero  y  sumamos  los  resultados;  esto  es, 


fli  i  Cu  +  a-nCm  +  flnC-n  —  6 


2  7 
-3  2 


+  2  - 


6  7 
-4  2 


+  7 


6 

-4 


=  6(25)  +  2(— 40)  +  7(— 10)  =  0. 


EJERCICIOS  7.5 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-15. 


En  los  problemas  del  1  al  10,  establezca  el  o  los  teoremas  apro¬ 
piados  de  esta  sección  que  justifiquen  la  igualdad  dada.  No 
expanda  por  cofactores  los  determinantes. 


1. 


3. 


1  2 

3  4 

3  4 

1  2 

-5 

6 

1 

6 

2 

-8 

-6 

-8 

1  2 

3 

1 

2 

18 

-12 


=  6 


1  2 

4  6 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

4. 

0 

0 

2 

=  -2 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

2 

3 

4 

2 

18 

6. 

4 

2 

18 

= 

5 

9 

-12 

5 

9 

-12 

1 

2 

3 

0  6 
0  8 
0  -9 
0  4 


1 

4 

7 

= 

2 

5 

8 

3 

6 

9 

3 

2 

1 

=  0 

8. 

2 

6 

3 

5 

-8 

-4 

=  0 
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1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

2 

0 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

3 

0 

0 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

4 

4 

0 

0 

0 

10. 


En  los  problemas  del  1 1  al  14,  evalúe  el  determinante  de  la 
matriz  dada  usando  el  resultado. 


23.  Considere  la  matriz 


A  = 


a  +  1  a  +  2 
b  +  1  b  +  2 
c  +  1  c  +  2/ 


Sin  utilizar  expansión,  evalúe  det  A. 
24.  Considere  la  matriz 


til 

«2 

a3 

/  !  !  !  \ 

bi 

b2 

=  5. 

II 

Cl 

Cl 

c2 

\y  +  z  x  +  z  x  +  y ) 

f  a3  a2  «i  \ 

^2a{  a2  a3\ 

11.  A  = 

¿3  b2  b] 

12.  B  = 

6bl  3b2  3b3 

\c3  c2  cj 

\2C!  c2  c3J 

13.  C  = 


14.  D  = 


Sin  utilizar  expansión,  demuestre  que  det  A  =  0. 

En  los  problemas  del  25  al  32,  utilice  el  procedimiento  que  se 
ilustra  en  el  ejemplo  6  para  evaluar  el  determinante  de  la  matriz 
que  se  proporciona. 


-fl3 


En  los  problemas  del  15  al  18,  evalúe  el  determinante  de  la 
matriz  dada  sin  expandir  por  cofactores. 


/  6  1  8  10\ 


25. 


27. 


29. 


15.  A  = 


16.  B  = 


17.  C  = 


31. 


26. 


28. 


30. 


32. 


18.  D  = 


33.  Proceda  como  en  el  ejemplo  6,  y  demuestre  que 
1  1  1 

=  (b  —  a)(c  —  a)(c  —  b). 


En  los  problemas  19  y  20,  verifique  si  det  A  =  det  AT  para  la 
matriz  A  que  se  proporciona. 


34.  Evalúe 


19.  A  = 


2 1 .  Considere  las  matrices 


20.  A  = 


1 

b 

b2 


a 3  b 3  c3 


1 

d 
d1 
d 3 


.  [ Sugerencia :  Consulte 
el  problema  33.] 


A  = 


Verifique  si  det  AB  =  det  A  det  B. 


\  2 

1 

5\ 

f  1 

1 

y  B=  4 

3 

8  ■ 

j 

35.  A  = 

2 

/  \0 

-1 

0/ 

1 

V  4 

-2 

En  los  problemas  35  y  36,  verifique  el  teorema  7.16  mediante 
la  evaluación  de  ci 2 1 C |  ¡  V  ci22C ¡  2  V  23 C ¡  3  y  cl  ¡  3 C 1 2  V  ci 23 C2,  ~f 
Í/33C32  en  la  matriz  dada. 

3  0 


22.  Suponga  que  A  es  una  matriz  de  n  X  n  tal  que  A2  =  I, 
donde  A2  =  AA.  Demuestre  que  det  A  =  ±1. 


.2  2-3, 

37.  Sea  A  =  (  ^  ^  Y  B  =  f  1  5)  Aerifique  s* 

det(A  +  B)  V  det  A  +  det  B. 
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38.  Suponga  que  A  es  una  matriz  de  5  X  5  para  la  que  det 
A  =  —7.  ¿Cuál  es  el  valor  de  det(2A)? 

39.  Se  dice  que  una  matriz  A  de  n  X  n  es  antisimétrica  si 
AT  =  —A.  Si  A  es  una  matriz  antisimétrica  de  5  X  5, 
demuestre  que  det  A  =  0. 

40.  Toma  alrededor  de  n !  multiplicaciones  evaluar  el  deter¬ 
minante  de  una  matriz  de  «  X  «  utilizando  la  expansión 
por  cofactores,  mientras  que  por  el  método  de  reducción 
de  renglones,  ilustrado  en  el  ejemplo  6,  se  requiere  de 
sólo  n3/ 3  operaciones  aritméticas. 


a)  Compare  el  número  de  operaciones  necesarias  para 
ambos  métodos  utilizando  una  matriz  de  25  X  25. 

b)  Si  una  computadora  puede  realizar  50000  opera¬ 
ciones  por  segundo,  compare  los  tiempos  que  le  to¬ 
maría  a  la  computadora  evaluar  el  determinante  de 
una  matriz  de  25  X  25  utilizando  la  expansión  por 
cofactores  y  la  reducción  de  renglones. 


7.6  Inversa  de  una  matriz 


■  Introducción  El  concepto  del  determinante  de  una  matriz  cuadrada  de  n  X  n  tendrá 
un  papel  importante  en  esta  sección  y  en  la  siguiente. 


7.6.1 


Cálculo  de  la  inversa 


En  el  sistema  de  los  números  reales,  si  a  es  un  número  diferente  de  cero,  entonces  existe 
un  número  b  tal  que  ab  =  ba  =  1 .  El  número  b  se  llama  inverso  multiplicativo  de  a  y  se 
denota  mediante  a  En  una  matriz  cuadrada  A  también  es  importante  saber  si  podemos 
calcular  otra  matriz  cuadrada  B  del  mismo  orden  tal  que  AB  =  BA  =  I.  Tenemos  la 
definición  siguiente. 


B 


Por  ejemplo,  la  matriz  A  = 
1  -1 


2  1 
1  1 


-1 


es  no  singular  o  invertible  ya  que  la  matriz 
es  su  inversa.  Para  comprobar  esto,  observe  que 


y 


=  i 


i  o 
o  i 


i. 


A  diferencia  del  sistema  de  los  números  reales,  donde  cada  número  a  diferente  de 
cero  tiene  un  inverso  multiplicativo,  no  toda  matriz  Aden  X  n  diferente  de  cero  tiene 
una  inversa. 


Por  ejemplo,  si  A  = 


AB  = 


yB 

bn 

b2l 


( bn  bl2\ 

I  I,  entonces 

\¿>21  b22/ 

£>12^  _  íbn  +  b2l  bl2  +  b22\ 

bj  V  0  0  ) 
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La  inspección  de  este  resultado  muestra  que  es  posible  obtener  la  matriz  identidad  I  de 
2X2,  puesto  que  no  hay  forma  de  seleccionar  bn,  bl2,  b2l  y  b22  para  obtener  1  como  el 
elemento  presente  en  el  segundo  renglón  y  la  segunda  columna.  Hemos  demostrado  que  la 
(l  l\ 

matriz  A  =  no  tiene  inversa. 

VO  Oj 

Una  matriz  de  n  X  n  que  no  tiene  inversa  se  denomina  matriz  singular.  Si  A  es  no 
singular,  su  inversa  se  expresa  como  B  =  A-1. 

Observe  que  en  la  notación  A-1  el  símbolo  —  1  no  es  un  exponente;  en  otras  palabras, 
A-1  no  es  un  recíproco.  Asimismo,  si  A  es  no  singular,  su  inversa  es  única. 

I  Propiedades  El  teorema  siguiente  relaciona  algunas  propiedades  de  la  inversa  de 
una  matriz. 


Demostración  de  (?)  Esta  parte  del  teorema  establece  que  si  A  es  no  singular,  enton¬ 
ces  su  inversa  A~'  también  es  no  singular  y  su  inversa  es  A.  Para  demostrar  que  A-1  es 
no  singular,  debemos  demostrar  que  puede  encontrarse  una  matriz  B  tal  que  A  1 B  = 
BA  1  =  I.  Sin  embargo,  como  suponemos  que  A  es  no  singular,  a  partir  de  (1)  sabemos 
que  A  A  1  =  A  1 A  =  I  y,  de  manera  equivalente,  A  1 A  =  A  A  1  =  I.  La  última  ecua¬ 
ción  matricial  indica  que  la  matriz  requerida,  la  inversa  de  A-1,  es  B  =  A.  Como  conse¬ 
cuencia,  (A-1)-1  =  A.  □ 

El  teorema  1  Mil)  se  puede  hacer  extensivo  a  cualquier  número  finito  de  matrices  no 
singulares: 

(AiA2  -  A,)-1  =  AklA-kU  ■■■  Af\ 

esto  es,  la  inversa  de  un  producto  de  matrices  no  singulares  es  el  producto  de  las  inversas 
en  sentido  contrario. 

En  el  estudio  que  sigue  vamos  a  considerar  dos  maneras  diferentes  de  encontrar  A-1 
para  una  matriz  no  singular  A.  El  primer  método  utiliza  determinantes,  mientras  que  el 
segundo  emplea  las  operaciones  elementales  de  renglones  estudiadas  en  la  sección  7.2. 

I  Método  de  la  adjunta  Recuerde  que  en  la  expresión  (6)  dada  en  la  sección  7.4  mos¬ 
tramos  que  el  cofactor  Cy  del  elemento  a¡j  de  una  matriz  A  de  n  X  n  es  C¡¡  =  (—1)'  +jM¡j, 
donde  M¡j  es  el  menor  de  a¡f,  esto  es,  el  determinante  de  la  submatriz  (n  -  1)  X  («  -  1)  que 
se  obtiene  eliminando  el  í-ésimo  renglón  y  la  /-ésima  columna  de  A. 


7.6  Inversa  de  una  matriz 


El  teorema  siguiente  proporciona  una  fórmula  breve  de  la  inversa  de  una  matriz  no 
singular  en  términos  de  la  adjunta  de  la  matriz.  Sin  embargo,  debido  a  los  determinantes 
involucrados,  este  método  es  poco  manejable  para  «  >  4. 


Demostración  Para  efectos  de  brevedad,  demostramos  el  caso  cuando  n  =  3.  Observe 
que 


A(adj  A) 


«12 

«13  \ 

(Cn 

C21 

C31 

a2  2 

«23  1 

C12 

C22 

C32 

a32 

«33/ 

\ca 

C23 

C33 

0  0  \ 

detA  0  I 

0  detA  / 


(3) 


puesto  que  det  A  =  aaCn  +  aaC¡2  +  ai3C¡3,  para  i  =  1,  2,  3  son  las  expansiones  por  co- 
factores  de  det  A  a  lo  largo  de  los  renglones  primero,  segundo  y  tercero,  y 

«I1C2I  +  «12Q22  +  CI13C23  =  0  «I1C3I  +  «I2C32  +  «I3C33  =  0 

a2\C\\  +  «22C|2  +  «23Cl3  =  0  «2lOsi  +  0.22C22  +  «23^33  =  0 

a3\Cn  +  «32C|2  +  ¿Í33C13  =  0  «31C21  +  «32^22  +  ^33^23  =  0 

en  vista  del  teorema  7.16.  Por  lo  tanto,  (3)  es  lo  mismo  que 

( 1  °  °\ 

A(adj  A)  =  (det  A)  I  0  1  0  I  =  (det  A)I 

\0  0  \) 


o  A(l/det  A)  adj  A  =  I.  De  manera  similar,  es  posible  demostrar  exactamente  de  igual 
manera  que  (( 1/det  A)  adj  A)A  =  I.  Así,  por  definición,  A~'  =  ( 1/det  A)adj  A.  □ 


Para  alguna  referencia  futura,  observemos  en  el  caso  de  una  matriz  no  singular  de 
2X2 

/ all  °12  ' 

VC?21  a22S 


A  = 


que  los  cofactores  son  Cu  =  a2 2,  C12  =  ~a21,  C21  =  —  an  y  C22  =  an.  En  este  caso. 


adjA=|Cl1  Cl2 

VC21  C22. 

A  partir  de  (2)  se  puede  deducir  que 


1 


detA 

Para  una  matriz  no  singular  de  3  X  3, 


a22  a2l 

~a  12  «1 1 


Ü22 

~a7\ 


a22 

~a2l 


al2 

an 


Cu  = 


l  «11 

«12 

«13  \ 

A  = 

«21 

«22 

«23 

V  «31 

«32 

«33/ 

«22  «23  „ 

«21 

«23 

«21  «22 

a32  a33 


c„  =  - 


«31  fl33 


c„  = 


a3l  a32 


(4) 


340 


CAPITULO  7  Matrices 


y  así  sucesivamente.  Después  de  que  se  ha  formado  la  adjunta  de  A,  (2)  da 


detA 


Cu  C21  C31 

C¡2  C22  C32 

vCj3  C2  3  C33. 


(5) 


Ejemplo  1  Inversa  de  una  matriz 


Encuentre  la  inversa  de  A 


Solución  Puesto  que  det  A  =  10  —  8  =  2,  se  puede  deducir  a  partir  de  (4)  que 


A-1  = 


JY  10  — 4\  _  /  5 

2V-2  ij~  V-1 


Comprobación 


(  5-4  -2  +  2A 

Vio  -  10  -4  +  5 ) 


A~'A 


/  5  -  4  20  -  20\  (V  0\ 
(-1  +  1  -4  +  57  V0  1/' 


Ejemplo  2  Inversa  de  una  matriz 

/  2  2  0' 

Encuentre  la  inversa  de  A  =  —  2  1  1 

V  3  0  \, 

Solución  Puesto  que  det  A  =  12,  podemos  calcular  A-1  a  partir  de  (5).  Los  cofactores 
correspondientes  a  los  elementos  presentes  en  A  son 


Cu  = 


C?i  — 


C31 


1  1 
o  1 
2  0 
0  1 
2  0 
1  1 


=  1 


Cn  =  ~ 


=  -2  C„  = 


-2  1 

3  1 

0 


=  5 


C,3  = 


=  2 


=  2 


C32  — 


2 

3  1 

2  0 
2  1 


C 23  — 


-2 

3 

2 


=  -2  C33  = 


A  partir  de  (5)  obtenemos  entonces, 

1  -2 


2' 

5  2-2|= 

-3  6  6/ 

Se  invita  al  lector  a  comprobar  que  A  A  1  =  A  1 A  =  I. 


A~‘  =  —I 

12 


=  -3 


=  6 


=  6. 


□ 


Ahora  ya  estamos  en  la  posición  de  poder  demostrar  una  condición  necesaria  y  sufi¬ 
ciente  para  que  una  matriz  A  de  n  X  n  tenga  una  inversa. 


TEOREMA  7.19 


Matrices  no  singulares  y  det  A 

Una  matriz  A  de  n  X  n  es  no  singular  si,  y  sólo  si,  det  A  i=-  0. 


Demostración  Demostraremos  primero  la  suficiencia.  Suponga  que  det  A  ^  0.  Entonces 
A  es  no  singular,  ya  que  A~'  puede  encontrarse  a  partir  del  teorema  7.18. 
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Para  demostrar  la  necesidad,  debemos  suponer  que  A  es  no  singular  y  demostrar  que  det 
A  =£  0.  Ahora,  a  partir  del  teorema  7.13,  A  A  1  =  A  1 A  =  I  implica 

(det  A)(det  A-1)  =  (det  A~')(det  A)  =  det  I. 

Sin  embargo,  puesto  que  det  1=1  (¿por  qué?),  el  producto  (det  A)(det  A  ')  =  1  =A  0 
demuestra  que  debemos  tener  det  A  0.  □ 


Ejemplo  3  Una  matriz  singular 


La  matriz  de  2  X  2  A  = 
6-6  =  0. 


:\ 

I  no  tiene  inversa;  esto  es,  A  es  singular,  ya  que  det  A  = 

□ 


Debido  al  número  de  determinantes  que  deben  evaluarse,  el  anterior  procedimiento 
para  calcular  la  inversa  de  una  matriz  resulta  muy  tedioso  cuando  el  orden  de  la  matriz  es 
grande.  En  el  caso  de  matrices  de  3  X  3  o  mayores,  el  siguiente  método  es  una  manera 
particularmente  eficiente  de  encontrar  A-1. 

■  Método  de  las  operaciones  en  renglones  A  pesar  de  que  estaría  más  allá  del  al¬ 
cance  de  este  libro  demostrarlos,  utilizaremos  los  resultados  siguientes: 


TEOREMA  7.20 


Cálculo  de  la  inversa 


Si  una  matriz  A  de  n  X  n  puede  transformarse  en  una  matriz  identidad  I  de  n  X  n 
mediante  una  secuencia  de  operaciones  elementales  en  renglones,  entonces  A  es 
no  singular.  La  misma  secuencia  de  operaciones  que  transforma  a  la  matriz  A  en  la 
matriz  identidad  I  transformará  I  en  A  '. 


Es  conveniente  llevar  a  cabo  estas  operaciones  en  renglones  en  las  matrices  A  e  I  de 
manera  simultánea  mediante  una  matriz  de  n  x  2 n  obtenida  aumentando  A  con  la  identi¬ 
dad  I,  tal  como  se  ilustra  enseguida: 


/  an 

al2 

'  aln 

1 

0  ■ 

■  0\ 

(A|I)  = 

a2l 

a22 

a2n 

1 

0  ■ 

■  0 

\a„  i 

an2 

®nn 

0 

0  • 

■  i/ 

El  procedimiento  para  calcular  A  1  se  muestra  en  el  diagrama  siguiente: 


Realice  las  operaciones 
en  renglones  de  A  hasta 
obtener  I.  Esto  significa 
que  A  es  no  singular. 


1 

r 

1 

I 

) 

(I  1 

A-1) 


Al  aplicar  de  manera 
simultánea  las  mismas 
operaciones  de  renglones  a  I 
podemos  obtener  A-1. 


Ejemplo  4  Obtención  de  la  inversa  mediante  operaciones  elementales 
de  renglones 


Encuentre  la  inversa  de  A 


0 

3 

5 
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Solución  Utilizaremos  la  misma  notación  que  en  la  sección  7.2,  cuando  redujimos  la 
matriz  aumentada  a  la  forma  escalonada  reducida: 


l  2 

0 

1 

1 

0 

°\ 

/ 

i 

0 

1 

2 

1 

2 

0 

°\ 

-2 

3 

4 

0 

1 

° 

-2 

3 

4 

0 

1 

0 

V-5 

5 

6 

0 

0 

1  / 

V 

-5 

5 

6 

0 

0 

1/ 

2Ri  +R2 

5R.+R, 


¡R2 


-|«3  +  *2 


Puesto  que  I  aparece  a  la  izquierda  de  la  línea  vertical,  podemos  concluir  que  la  matriz 
ubicada  a  la  derecha  de  la  línea  es 


A-1  = 


□ 


Si  la  reducción  de  renglones  de  (AII)  nos  lleva  a  la  situación 

operaciones 

(AII)  (BIC), 

donde  la  matriz  B  contiene  un  renglón  de  ceros,  entonces  A  es  necesariamente  singular. 
Ya  que  reducir  más  B  siempre  nos  da  otra  matriz  con  un  renglón  de  ceros,  nunca  podre¬ 
mos  transformar  A  en  I. 


Ejemplo  5  Una  matriz  singular 


La  matriz  A  = 


1 

4 

0 


/I 

-1 

-2 

1 

0 

°\ 

2 

4 

5 

0 

1 

0 

\6 

0 

-3 

0 

0 

1/ 

no  tiene  inversa,  ya  que 


-2Rl+R1 


-*2  +  *3 
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Puesto  que  la  matriz  ubicada  a  la  izquierda  de  la  barra  vertical  tiene  un  renglón  de  ceros, 
podemos  detenernos  en  este  punto  y  concluir  que  A  es  singular. 


7.6.2 


Utilización  de  la  inversa  para  resolver  sistemas 


Un  sistema  de  m  ecuaciones  lineales  con  n  incógnitas  x¡,  x2, ,  xn, 


anx1  +  «12-^2  +  -  •  +  a.\ „X„  =  b  i 

«21*1  +  a22x2  +  ■  ■  ■  +  a2nxn=  b2  (6) 


Qm\X\  “t“  üm2X2  “t“  umnxn  bm 

puede  escribirse  de  manera  breve  como  una  ecuación  matricial  AX  =  B,  donde 


(  an 

a¡2 

(*i\ 

(bl\ 

A  = 

a2l 

a22 

a2  n 

,  x  = 

x2 

,  B  = 

b2 

\aml 

am2 

d mn  j 

\Xn/ 

\K/ 

■  Caso  especial  Suponga  que  m  =  n  en  (6),  de  tal  forma  que  la  matriz  de  coeficientes 
A  es  de  n  X  n.  En  particular,  si  A  es  no  singular,  entonces  el  sistema  AX  =  B  puede 
resolverse  multiplicando  ambas  ecuaciones  por  A-1.  A  partir  de  A  '(AX)  =  A  'B,  obte¬ 
nemos  (A  'A)X  =  A  15.  Debido  a  que  A  '.A  =  I  e  IX  =  X,  tenemos 

X  =  A  'B.  (7) 


Ejemplo  6  Uso  de  La  ecuación  (7)  para  resolver  un  sistema 

Utilice  la  inversa  de  la  matriz  de  coeficientes  para  resolver  el  sistema 

2x,  —  9x2  =  15 
3xj  +  6x2  =  16. 


Solución  El  sistema  dado  puede  escribirse  como 


Debido  a  que 


3  -9 

3  6 

cuencia,  a  partir  de  (4)  se  obtiene 


=  39  i=  0,  la  matriz  de  coeficientes  es  no  singular.  Como  conse- 


2 

-9V 

_  1  / 

'  6 

91 

\3 

6/ 

39  V 

v-3 

2/ 

A1  utilizar  (7)  podemos  deducir  que 


6  9  V  15 


1 


39V-3  2/ V 16 


1  /  234 


39  V  — 13 


y,  por  lo  tanto,  x1  =  6  y  x2  =  —  } . 


□ 


Ejemplo  7  Uso  de  La  ecuación  (7)  para  resolver  un  sistema 

Utilice  la  inversa  de  la  matriz  de  coeficientes  para  resolver  el  sistema 

2xx  +  x3  =  2 

5*!  +  5x2  +  6x3  =  —  1 
— 2x[  +  3x2  +  4x3  =  4. 
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Solución  Ya  calculamos  la  inversa  de  la  matriz  de  coeficientes 


(4 ' ;) 


en  el  ejemplo  4.  Por  lo  tanto,  (7)  nos  da 


( 


x2 

*3 


) 


Como  consecuencia,  x¡  =  19,  x2  =  62  y  x3  =  —36.  □ 

I  Unicidad  Cuando  det  A  =f=  0  la  solución  del  sistema  AX  =  B  es  única.  Suponga 
que  no  es  así,  es  decir,  que  det  A  =£  0  y  que  X!  y  X2  son  dos  vectores  solución  diferentes. 
Entonces,  AX,  =  B  y  AX2  =  B  implican  que  AX,  =  AX2.  Puesto  que  A  es  no  singular, 
A-1  existe,  por  lo  que  A^'fAXri  =  A~'(AX2)  y  (A_1A)X!  =  (A~'A)X2.  Esto  nos  genera 
IX,  =  IX2  o  X,  =  X2,  lo  cual  contradice  nuestro  supuesto  de  que  X!  y  X2  eran  vectores 
solución  diferentes. 


I  Sistemas  homogéneos  Un  sistema  de  ecuaciones  homogéneo  puede  escribirse 
como  AX  =  0.  Recuerde  que  un  sistema  homogéneo  siempre  tiene  la  solución  trivial 
X  =  0  y  posiblemente  un  número  infinito  de  soluciones.  En  el  teorema  siguiente  podre¬ 
mos  observar  que  los  sistemas  homogéneos  de  n  ecuaciones  con  n  incógnitas  solamente 
tienen  la  solución  trivial  cuando  A  es  no  singular. 


TEOREMA  7.21 


Solamente  la  solución  trivial 


Un  sistema  homogéneo  de  n  ecuaciones  lineales  con  n  incógnitas  AX  =  0  tiene 
solamente  la  solución  trivial  si,  y  sólo  si,  A  es  no  singular. 


Demostración  Comprobemos  la  parte  de  suficiencia  del  teorema.  Suponga  que  A  es 
no  singular.  Entonces,  mediante  (7),  obtenemos  la  solución  única  X  =  A  !0  =  0.  □ 

El  teorema  siguiente  responderá  la  pregunta:  ¿cuándo  un  sistema  homogéneo  de  n 
ecuaciones  lineales  con  n  incógnitas  tiene  una  solución  no  trivial?  Recuerde  que  si  un 
sistema  homogéneo  tiene  una  solución  no  trivial,  debe  poseer  un  número  infinito  de 
soluciones. 


TEOREMA  7.22 


Existencia  de  soluciones  no  triviales 


'X 


Un  sistema  homogéneo  de  n  ecuaciones  lineales  con  n  incógnitas  AX  =  0  tiene  una 
solución  no  trivial  si,  y  sólo  si,  A  es  singular. 


J 


En  vista  del  teorema  7.22  podemos  concluir  que  un  sistema  homogéneo  de  n  ecuacio¬ 
nes  lineales  con  n  incógnitas  AX  =  0  tiene 

solamente  la  solución  trivial  si,  y  sólo  si,  det  A  =h  0,  y 
una  solución  no  trivial  si,  y  sólo  si,  det  A  =  0. 

El  último  resultado  se  utilizará  en  la  sección  7.8. 
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Comentarios 


i)  Como  una  forma  práctica  de  resolver  n  ecuaciones  lineales  con  n  incógnitas,  el 
uso  de  una  matriz  inversa  brinda  algunas  ventajas  sobre  el  método  presentado  en  la 
sección  7.2.  Sin  embargo,  en  algunas  aplicaciones,  a  menudo  necesitamos  resolver 
un  sistema  AX  =  B  varias  veces;  esto  es,  necesitamos  analizar  las  soluciones  del 
sistema  correspondientes  a  la  misma  matriz  de  coeficientes  A  pero  con  vectores  de 
entrada  B  diferentes.  En  este  caso,  el  simple  cálculo  de  A-1  permite  obtener  estas 
soluciones  de  manera  rápida  mediante  la  multiplicación  de  matrices  A  B. 

ii)  En  la  definición  7.1 1  estudiamos  que  si  A  es  una  matriz  de  n  X  n  y  existe  otra 
matriz  B  de  n  X  n  que  se  puede  intercambiar  con  A,  de  tal  forma  que 

AB  =  I  y  BA  =  I,  (8) 

entonces  B  es  la  inversa  de  A.  Aunque  la  multiplicación  de  matrices,  en  general,  no 
es  conmutativa,  la  condición  dada  en  (8)  de  alguna  forma  es  menos  estricta  en  este 
sentido:  si  calculamos  una  matriz  B  de  n  X  n  para  la  que  AB  =  I,  entonces  puede 
demostrarse  que  BA  =  I  también,  y  que  B  es  la  inversa  de  A.  Como  consecuencia 
de  este  resultado,  si  en  secciones  subsecuentes  de  este  capítulo  deseáramos  demos¬ 
trar  que  cierta  matriz  B  es  la  inversa  de  una  matriz  A  dada,  será  suficiente  probar 
sólo  que  AB  =  I.  No  necesitamos  demostrar  que  B  se  puede  intercambiar  con  A 
para  dar  I. 


EJERCICIOS  7.6 


Las  respuestas  a  los  problemas  Impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-15. 


7.6.1 


Encontrar  la  inversa 


En  los  problemas  1  y  2,  compruebe  que  la  matriz  B  es  la  inver¬ 
sa  de  la  matriz  A. 


/I 

-1 

0\  /  2 

-1 

2\ 

2.  A  =  3 

0 

2  ,  B=  1 

-1 

2 

Vi 

1 

1/  \  —3 

2 

-3/ 

En  los  problemas  del  3  al  14,  aplique  el  teorema  7.19  para 
determinar  si  la  matriz  dada  es  singular  o  no  singular.  Si  es  no 
singular,  utilice  el  teorema  7.18  para  encontrar  la  inversa. 


(3 

0 

°\ 

/o 

2 

°\ 

11.  0 

6 

° 

12. 

0 

0 

1 

\0 

0 

-2/ 

Vb 

0 

0/ 

/° 

-1 

1 

4\ 

/I 

2 

1 

1\ 

3 

2 

-2 

1 

14. 

0 

0 

3 

0 

0 

4 

0 

1 

3 

1 

2 

0 

\1 

0 

-1 

l) 

1 

1 

0/ 

En  los  problemas  del  15  al  26,  utilice  el  teorema  7.20  para 
encontrar  la  inversa  de  la  matriz  dada  o  para  demostrar  que  no 
existe. 


15. 

17. 


19. 


21. 


23. 


25. 


/I  2  3 
4  5  6 
\7  8  9 


l  1  2 

-1  0 

2  1 

\  1  1 


1\ 

1 

0 

1/ 


/l  o  o  o\ 
0  0  10 
0  0  0  1 
\0  1  0  0/ 
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En  los  problemas  27  y  28,  utilice  las  matrices  dadas  para  en¬ 
contrar  (AB)-1. 


27.  A-1  = 


28.  A-1  = 


B 


29.  SiA  1 


B  1 


cuál  es  el  valor  de  A? 


30.  Si  A  es  no  singular,  entonces  (A: T)  1  =  (A  ' Compruebe 
'1  4^ 

,2  lOy 


lo  anterior  para  A  = 


3 1 .  Encuentre  un  valor  de  x  tal  que  la  matriz  A  = 
sea  su  propia  inversa. 


4  -3 
x  -4 


(  sen#  eos  6 

32.  Calcule  la  inversa  de  A  =  I  „  „ 

\  — eos  6  sen0 

33.  Se  dice  que  una  matriz  no  singular  A  es  ortogonal  si 
A-1  =  Ar. 

a)  Demuestre  que  la  matriz  del  problema  32  es  ortogonal. 

/1/V3  0  — 2/Vó\ 

b)  Demuestre queA  =  I  l/\/3  1/V2  l/Vó  ] 

\1/V3  -1/V2  1/V6/ 

es  una  matriz  ortogonal. 

34.  Demuestre  que  si  A  es  una  matriz  ortogonal  (consulte  el 
problema  33),  entonces  det  A  =  ±  1. 

35.  Si  A  y  B  son  matrices  no  singulares  de  n  X  n,  utilice  el 
teorema  7.19  para  demostrar  que  AB  es  no  singular. 

36.  Suponga  que  A  y  B  son  matrices  de  n  X  n.  Demuestre 
que  si  A  o  B  son  singulares,  entonces  AB  es  singular. 

37.  Demuestre  que  si  A  es  una  matriz  no  singular,  entonces 
det  A-1  =  1/det  A. 

38.  Demuestre  que  si  A2  =  A,  entonces  tanto  A  =  I  como  A 
es  singular. 

39.  Suponga  que  A  y  B  son  matrices  den  X  ny  que  A  es  no 
singular.  Demuestre  que  si  AB  =  0,  entonces  B  =  0. 

40.  Suponga  que  A  y  B  son  matrices  de  n  X  ny  que  A  es  no 
singular.  Demuestre  que  si  AB  =  AC,  entonces  B  =  C. 

41 .  Si  A  y  B  son  matrices  no  singulares  de  n  x  n,  ¿necesaria¬ 
mente  A  +  B  es  no  singular? 


42.  Considere  la  matriz  diagonal  de  3  X  3 
/  «11  0  0\ 

A  =  I  0  a22  0  I . 

\  0  0  «33  / 

Determine  las  condiciones  necesarias  para  que  A  sea  no 
singular.  Si  A  es  no  singular,  encuentre  A-1.  Generalice 
sus  resultados  a  una  matriz  diagonal  de  n  X  n. 


7.6.2 


Utilización  de  la  matriz  inversa 
en  la  resolución  de  sistemas 


En  los  problemas  del  43  al  50,  utilice  la  matriz  inversa  para 
resolver  el  sistema  de  ecuaciones  dado. 


43. 

Xj 

+  x2  = 

=  4 

44. 

Xl 

— 

*2 

= 

2 

2xi 

-x2  = 

=  14 

2X[  -1 

-  4x2  = 

-5 

45. 

4xj 

—  6x2 

=  6 

46. 

Xl 

+ 

2x2 

= 

4 

2xx 

+  x2 

=  1 

3x¡ 

+ 

4x2 

= 

-3 

47. 

Xi 

+ 

x3  = 

4 

48. 

Xj 

- 

*2 

+ 

x3  =  1 

Xi 

II 

m 

+ 

* 

+ 

0 

2x¡ 

+ 

Xa 

+ 

2x3  =  2 

5x! 

-  x2 

= 

6 

3X! 

+ 

2x2 

- 

x3  =  —  3 

49. 

Xi 

+  2x2 

+  2x3 

1 

Xi 

—  2x2 

+  2x3 

-3 

3x¡ 

“  -«2 

+  5x3 

= 

7 

50. 

X] 

i  — 

x 3 

=  2 

*2 

+  x3 

=  1 

-X] 

+  x2 

+  2x3 

+ 

■  x4  = 

=  -5 

x3  —  x4  =  3 


En  los  problemas  5 1  y  52,  escriba  el  sistema  en  la  forma  AX  =  B. 
Utilice  X  =  A  'B  para  resolver  el  sistema  para  cada  matriz  B. 

51 .  7xx  —  2x2  =  ¿>i, 

3x¡  -  2x2  =  b2, 


52.  xx  +  2x2  +  5x3  =  b¡ 


2x¡  +  3x2  +  8x3  =  b2, 
— Xi  +  X2  +  2x3  =  ¿>3 


En  los  problemas  del  53  al  56,  determine,  sin  resolverlo,  si  el 
sistema  de  ecuaciones  homogéneo  que  se  proporciona  tiene 
solamente  la  solución  trivial  o  una  solución  no  trivial. 


Xi 

+  2x2  —  x3  =  0  54. 

Xl 

+ 

x2  + 

U) 

II 

0 

4X! 

- 

x2  +  x3  =  0 

Xl 

- 

2x2  + 

x3  =  0 

5xi 

+ 

x2  —  2x3  =  0 

— 2xj 

+ 

X2  - 

2x3  =  0 

Xl 

+ 

to* 

1 

X 

+ 

i* 

11 

0 

5x2  +  2x4  =  0 

Xl 

+ 

UJ 

1 

II 

0 

3xi 

+ 

1 

& 

+ 

II 

0 
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200  +  w3  +  «i  +  100 

4 


56.  x¡  +  x2  ~  x3  +  *4  =  0 

X¡  +  *2  +  X3  —  *4  =  0 

2*2  +  *3  +  *4  =  0 

*2  *3  *4  =  0 

57.  El  sistema  de  ecuaciones  de  las  corrientes  ih  i2  e  ¿3  de  la 
red  que  se  muestra  en  la  figura  7.6  es 

h  +  h  +  ¿3=0 

~R\Í\  +  ^2*2  =  E2  ~  El 

—  Rih  +  R3Í3  =  E3  ~  El 
donde  74  y  Ek,  k  =  1,  2,  3,  son  constantes. 

a)  Exprese  el  sistema  como  una  ecuación  matricial  AX 

=  B. 

¿)  Demuestre  que  la  matriz  de  coeficientes  A  es  no  sin¬ 
gular. 

c)  Utilice  X  =  A  *B  para  encontrar  las  corrientes. 


Figura  7.6  Red  para  el 
problema  57 


58.  Considere  la  placa  cuadrada  que  se  muestra  en  la  figura 
7.7,  con  las  temperaturas  que  se  indican  en  cada  uno  de 
los  lados.  Bajo  ciertas  circunstancias  se  puede  demos¬ 
trar  que  las  temperaturas  aproximadas  uu  u2,  %  y  u4  lo¬ 
calizadas  en  los  puntos  Pu  P2,  P3  y  P4,  respectivamente, 
están  dadas  por 

u2  +  u4  +  100  +  100 


m2  = 


w3  = 


200  +  100  +  u4  +  u2 


W4 


m3  +  100  +  100  +  t<i 


a)  Demuestre  que  el  sistema  anterior  puede  escribirse 
como  la  ecuación  matricial 


/- 4 

1 

0 

1\ 

íuA 

/  — 20ü\ 

1 

-4 

1 

0 

u2 

-300 

0 

1 

-4 

1 

u3 

-300 

\  1 

0 

1 

-4/ 

\  «4  / 

\  -200  ] 

¿)  Resuelva  el  sistema  de  la  parte  a)  encontrando  la 
inversa  de  la  matriz  de  coeficientes. 


«  =  200 


Figura  7.7  Placa  del  problema  58 


.7  Regla  de  Cramer 


■  Introducción  Al  final  de  la  sección  anterior  pudimos  observar  que  un  sistema  de 
n  ecuaciones  lineales  con  n  incógnitas  AX  =  B  tiene  precisamente  una  solución  cuando 
det  A  ¥=  0.  Esta  solución,  como  se  verá  ahora,  puede  expresarse  en  términos  de  determi¬ 
nantes.  Por  ejemplo,  el  sistema  de  dos  ecuaciones  con  dos  incógnitas. 


«11*1  +  012*2  =  bx 
021*1  +  022*2  =  b2 


(1) 


tiene  la  solución 

¿1022  012^2  ¿íii¿2  ¿1021 

*1  =  — „  — —  y  *2  =  — — — _ — — 

011022  012021  011022  012021 


(2) 


siempre  y  cuando  ana22  —  a ,  2a2  ¡  +  0.  Puede  reconocerse  que  los  numeradores  y  denomina¬ 
dores  mostrados  en  (2)  son  determinantes.  Esto  es,  el  sistema  (1)  tiene  una  única  solución, 


b\  &  12 

au  bx 

b 2  a22 

@2\  b2 

«a 

012 

II 

«11 

012 

021 

022 

021 

@22 
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siempre  y  cuando  el  determinante  de  la  matriz  de  coeficientes 
sección  generalizamos  el  resultado  que  se  muestra  en  (2). 


an  ai2 

a2l  a22 


=f=  0.  En  esta 


■  Utilización  de  determinantes  para  resolver  sistemas  En  un  sistema  de  n  ecua¬ 
ciones  lineales  con  n  incógnitas 


anxx  +  anx2  +  •  ■  ■  +  olnxn  =  b. 

a2¡x¡  +  a22x2  +  •  ■  ■  +  a2nxn  =  b2 

an\x\  +  a„2x  2  +  ■  ■  ■  +  annxn  =  b„ 

es  conveniente  definir  una  matriz  especial. 


(4) 


/c-ésima  columna 

I 


/  an 

al2 

alk-l 

alk+l 

'  din  \ 

A*  — 

«21 

a22 

a2k~l 

a2k+\ 

a2n 

(5) 

\anl 

an2 

ank-  1 

bu  an  k+  1 

■  a,m  / 

En  otras  palabras,  Ak  es  la  misma  matriz  A  excepto  que  la  columna  Pésima  de  A  se  ha 
reemplazado  por  elementos  de  la  matriz  columna 


b2 

\bn) 


La  generalización  de  (3),  conocida  como  regla  de  Cramer,  está  dada  en  el  teorema 
siguiente. 


Demostración  En  primera  instancia,  escribimos  el  sistema  (1)  como  AX  =  B.  Puesto 
que  det  A  +  0,  A-1  existe,  por  lo  que 


/  c„ 

C21 

C„i\ 

fbA 

1 

C\2 

C22 

c„  2 

b  2 

detA 

\  Ct„ 

C-2n 

cnn  / 

\bnl 

fb.Cn 

+  b2C2l 

+ 

...  + 

bnCn\  \ 

1 

b¡Cu 

+  b2C22 

+ 

...  + 

bnPn  2 

detA 

\  b\C\n 

4“  b2C2n 

+ 

...  + 

bnCnn  J 

Ahora  el  elemento  del  renglón  Lésimo  de  la  última  matriz  es 


x 


k 


bl  Cjk  +  b2^2k  +  "•  +  bnCnk 

detA 


(7) 


7.7  Regla  de  Cramer 


349 


Sin  embargo,  ZqCy.  +  b2C2k  +. . .  +  bnCnk  es  la  expansión  por  cofactores  de  det  Ak, 
donde  Ak  es  la  matriz  dada  en  (5)  junto  con  la  Pésima  columna.  De  esta  manera,  tene¬ 
mos  que  xk  =  det  A¿./det  A  para  k  =  1,  2, . . . ,  n.  □ 


Ejemplo  1  Utilización  de  la  regla  de  Cramer  para  resolver  un  sistema 

Utilice  la  regla  de  Cramer  para  resolver  el  sistema 

3x1  +  2x2  +  x3  =  7 
x,  —  x2  +  3x3  =  3 
5*!  +  4x2  —  2x3  =  1 . 


Solución  La  solución  requiere  que  se  evalúen  los  cuatro  determinantes: 


det  A  = 


detA-,  = 


2 

1 

4 


3  7  1 
1  3  3 
5  1  -2 


=  13, 


=  78, 


Por  lo  tanto,  (3)  da 


detA[ 
det  A 


detA!  = 


detA3  = 


2  1 
-1  3 
4  -2 


3  2  7 
1  -1  3 
5  4  1 


=  -39, 


=  52. 


=  -3,  x2  = 


detA2 

detA 


=  6,  x3  = 


detA3 

detA 


=  4. 


Comentarios 


Igual  que  en  el  método  de  la  sección  anterior,  la  regla  de  Cramer  no  es  una  forma 
muy  práctica  de  resolver  sistemas  de  n  ecuaciones  lineales  con  n  incógnitas.  Para 
n  >  4,  el  trabajo  que  se  requiere  para  evaluar  los  determinantes  se  vuelve  enorme. 
Sin  embargo,  la  regla  de  Cramer  se  utiliza  algunas  veces  y  resulta  importante  desde 
el  punto  de  vista  teórico. 

Al  aplicar  la  regla  de  Cramer  se  pueden  tomar  algunos  atajos.  En  el  ejemplo  1, 
digamos,  en  realidad  no  tuvimos  que  calcular  det  A3  puesto  que  una  vez  encon¬ 
trados  los  valores  de  x]  y  x2  el  valor  de  x3  puede  encontrarse  utilizando  una  de  las 
ecuaciones  del  sistema. 


EJERCICIOS  7.7  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-15. 


En  los  problemas  del  1  al  10,  resuelva  el  sistema  de  ecuaciones 
dado  mediante  la  regla  de  Cramer. 


1. 

— 3xj  +  x2  =  3 

2. 

x,  +  x2  =  4 

í 

II 

es 

$ 

i 

¿3 

£ 

1 

£ 

II 

3. 

O.lxj  -  0.4x2  =  0.13 

4. 

0.2  IX!  +  0.57x2  =  0.369 

x,  -  x2  =  0.4 

0.1x[  +  0.2  x2  =  0.135 

5. 

2x  +  y  =  1 

6. 

5r  +  4s  =  - 1 

3x  +  2y  =  —2 

I  ()r  —  6s  =  5 

7. 

xl  —  2x2  —  3x3  =  3 

8. 

Xi  —  x2  +  6x3  =  —2 

x,  +  x2  —  x3  =  5  —x¡  +  2x2  +  4x3  =  9 

2xl  +  3x2  —  x3  =  \ 


9.  u  +  2v+  w  =  8  10.  4x+3y  +  2z  =  8 

2  u  —  2v  +  2w  =  7  —x  +  2z  =  12 

u  —  4v  +  3w  =  1  3x  +  2y  +  z  =  3 

1 1.  Utilice  la  regla  de  Cramer  para  determinar  la  solución 
del  sistema 

(2  —  k)x  i  +  kx2  =  4 
kx1  +  (3  —  k)x2  =  3. 

¿Para  qué  valor(es)  de  k  el  sistema  es  inconsistente? 

1 2.  Considere  el  sistema 
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3xt  +  2x2 
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Xi  +  x2  =  1 
xl  +  ex2  =  2. 


Cuando  el  valor  de  e  es  muy  cercano  a  1 ,  las  líneas  que 
forman  el  sistema  son  casi  paralelas. 

a)  Utilice  la  regla  de  Cramer  para  demostrar  que  una 

1  1 

solución  del  sistema  es  x¡  =  1 - ,  x2  = - . 

e  —  1  e  —  1 

b )  Se  dice  que  el  sistema  está  en  condición  anormal 
puesto  que  pequeños  cambios  en  los  datos  de  entra¬ 
da  (por  ejemplo,  los  coeficientes)  provocan  un  cam¬ 
bio  grande  o  significativo  en  la  salida  o  solución. 
Compruebe  lo  anterior  encontrando  la  solución  del 
sistema  para  e  =  1.01  y,  después,  para  e  =  0.99. 

13.  Las  magnitudes  de  7j  y  T2  de  la  tensión  presente  en  los 
cables  de  soporte  que  se  muestran  en  la  figura  7.8  satis¬ 
facen  las  ecuaciones 

(eos  25°)7\  -  (eos  15°)r2  =  0 
(sen  25°) 7j  +  (sen  15°)r2  =  300. 

Utilice  la  regla  de  Cramer  para  obtener  7)  y  T2. 


Figura  7.8  Cables  de  soporte  del  problema  13 

14.  El  bloque  de  400  libras  que  se  muestra  en  la  figura  7.9 
se  mantiene  sin  resbalar  a  lo  largo  del  plano  inclinado 
gracias  a  la  fricción  y  a  una  fuerza  F  de  magnitud  más 
pequeña.  Si  el  coeficiente  de  fricción  entre  el  bloque  y 
el  plano  inclinado  es  de  0.5,  entonces  la  magnitud  de  la 
fuerza  de  fricción  es  de  0.5 N,  donde  N  es  la  magnitud 


de  la  fuerza  perpendicular  ejercida  por  el  plano  sobre  el 
bloque.  Utilice  el  hecho  de  que  el  sistema  se  encuentra 
en  equilibrio  para  establecer  un  sistema  de  ecuaciones  y 
encontrar  F  y  N.  Aplique  la  regla  de  Cramer  para  calcu¬ 
lar  F  y  N. 


1 5.  Como  se  muestra  en  la  figura  7. 10,  un  circuito  consta  de 
dos  baterías  con  resistencias  internas  r,  y  r2  conectadas 
en  paralelo  con  un  resistor.  Utilice  la  regla  de  Cramer 
para  demostrar  que  la  corriente  i  que  pasa  por  la  resis¬ 
tencia  está  dada  por 

r\E 2  +  r2E¡ 

i  = - . 

r¡R  +  r2R  +  rlr2 


I* 1 

E2  r2 

R 

- VA - 1 

Figura  7.10  Circuito  para  el  probLema  15 


7.8  El  problema  del  valor  propio 


E3  Introducción  Si  A  es  una  matriz  de  n  X  n  y  K  una  matriz  de  n  X  1  (vector  co¬ 
lumna),  entonces  el  producto  AK  está  definido  y  es  otra  matriz  de  n  X  1.  En  muchas 
aplicaciones,  es  importante  determinar  si  existen  matrices  K  de  n  X  1  diferentes  de  cero 
tales  que  el  vector  producto  AK  sea  un  múltiplo  de  una  constante  A  con  la  propia  K.  A  la 
situación  que  plantea  resolver  AK  =  AK  para  vectores  K  diferentes  de  cero  se  le  llama  el 
problema  del  valor  propio  de  la  matriz  A. 

I  Una  definición  Los  comentarios  introductorios  anteriores  se  resumen  en  la  defini¬ 
ción  siguiente. 


7.8  EL  probLema  deL  valor  propio 
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Las  palabras  “valor  propio”  se  tomaron  del  alemán,  pues  a  partir  de  la  palabra  alema¬ 
na  eigenwert  que,  traducida  literalmente,  significa  “valor  apropiado”.  A  los  valores  pro¬ 
pios  y  vectores  propios  se  les  conoce  también  como  valores  característicos  y  vectores 
característicos,  respectivamente. 

El  método  de  eliminación  de  Gauss- Jordán  que  se  presentó  en  la  sección  7.2  puede 
utilizarse  para  encontrar  los  vectores  propios  de  una  matriz  cuadrada  A. 


Ejemplo  1  Verificación  de  un  vector  propio 

l' 

Compruebe  que  K  =  I  —  1  I  es  un  vector  propio  de  la  matriz 


1, 


A  = 


Solución  Realizando  la  multiplicación  AK  podemos  observar  que 

-2 


AK  = 


0 

2 

-2 


Y  \  valor  propio 

2  |  =  (-2)|  -1  j  =  ( -2)K. 


Podemos  observar,  a  partir  de  la  línea  anterior  y  la  definición  7.13,  que  A  =-2  es  un  valor 
propio  de  A.  □ 

Al  utilizar  las  propiedades  del  álgebra  matricial  podemos  escribir  (1)  en  la  forma 
alterna 


(A  -  AI)K  =  0,  (2) 

donde  I  es  la  identidad  multiplicativa.  Si  hacemos 


entonces  (2)  es  lo  mismo  que 

K  = 

( M 

k2 

U  J 

(rqi  —  A)Aj  + 

al2^2  4"  ' 

■  + 

ü\nkn 

£¡21^1  +  {ü22 

—  A  )k2  +  • 

•  + 

a2nKi 

a,ñkx  + 

anJí2  +  ' 

■  +  (ann  -  A  )kn 

A  pesar  de  que  la  solución  obvia  de  (3)  es  kx  =  0,  k2  =  0, . . . ,  kn  =  0,  estamos  buscando 
solamente  soluciones  no  triviales.  Sabemos  que  un  sistema  homogéneo  de  n  ecuaciones 
lineales  con  n  incógnitas  tiene  una  solución  no  trivial  si,  y  sólo  si,  el  determinante  de  la 
matriz  de  coeficientes  es  igual  a  cero.  Por  lo  tanto,  para  encontrar  una  solución  K  dife¬ 
rente  de  cero  para  (2),  debemos  tener  que 

det(A  -  AI)  =  0.  (4) 

La  inspección  de  (4)  muestra  que  la  expansión  por  cofactores  de  det(A  -  AI)  da  como  re¬ 
sultado  un  polinomio  de  grado  n  en  A.  La  ecuación  (4)  se  llama  ecuación  característica 
de  A.  Por  lo  tanto,  los  valores  propios  de  A  son  las  raíces  de  la  ecuación  característica. 
Para  encontrar  el  vector  propio  correspondiente  a  un  valor  propio  A,  simplemente  re¬ 
solvemos  el  sistema  de  ecuaciones  (A  -  AI)K  =  0  aplicando  el  método  de  eliminación 
Gauss-Jordan  a  la  matriz  aumentada  (A  -  AII0). 
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Ejemplo  2  Cálculo  de  valores  y  vectores  propios 

Encuentre  los  valores  y  vectores  propios  de 

(  1  2 

A=  6  -1 

\-l  -2 

Solución  Para  expandir  el  determinante  a  su  ecuación  característica 

1  —A  2  1 


det(A-AI): 


6  -1  -  A 

-1  -2 


0 

-1  -  A 


=  0, 


utilizamos  los  cofactores  del  segundo  renglón.  Se  puede  deducir  que  la  ecuación  carac¬ 
terística  es 

-A3  -  A2  +  12A  =  0  o  A(A  +  4)(A  -  3)  =  0. 

De  aquí  que  los  valores  propios  sean  A,  =  0,  A2  =  -4,  A3  =  3.  Para  calcular  los  vectores 
propios,  debemos  reducir  (A  -  AIIO)  tres  veces  correspondientes  a  los  tres  valores  pro¬ 
pios  distintos. 


Para  A  ¡  =  0  tenemos 


(A  -  0I|0)  = 


1 

2 

1 

0 

6  - 

1 

0 

0 

1  - 

2 

- 

1 

0 

/I 

2 

1 

°\ 

° 

1 

6 

13 

0 

\o 

0 

0 

0/ 

-6 R¡+R2 
R.+R, 


Por  lo  tanto,  podemos  observar  que  k ¡  =  -j^k3  y  k2  =  -^k3.  Seleccionando  k3  =  -13  nos 
da  el  vector  propio* 


Para  A2  =  -4, 


(A  +  41 1 0)  = 


-6 R¡  +  R2 
-5R,+R3 


-2  R1  +  Rl 
- 2R,+R , 


implica  que  k¡  =  -k3  y  k2  =  2 k3.  Seleccionamos  k3  =  1  y  entonces  resulta  un  segundo 
vector  propio 

-ti: 


*Desde  luego,  k3  podría  seleccionarse  como  cualquier  valor  diferente  de  cero.  En  otras  palabras,  una  cons¬ 
tante  diferente  de  cero  que  sea  múltiplo  de  un  vector  propio  es  también  un  vector  propio. 


7.8  El  problema  del  valor  propio 
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Por  último,  para  A3  =  3,  el  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  nos  da 


(A  -  3110) 


(~2 

6 

V-i 


2 

-4 

-2 


jn  renglone: 


/ 1  0  1 

°\ 

0  1  f 

0 

\0  0  0 

0/ 

y  así  k¡  =  -k3  y  k2  =  -  \  k3.  La  elección  de  que  k3  =  -2  da  como  resultado  un  tercer  vector 
propio, 


K3  = 


□ 


Cuando  una  matriz  A  de  n  X  n  tiene  n  distintos  valores  propios  A,,  A2, . . . ,  A,„  se  puede 
demostrar  que  es  posible  calcular  un  conjunto  de  n  vectores  propios  lineales  independien¬ 
tes  Kb  K2, . . . ,  K„.  Sin  embargo,  cuando  la  ecuación  característica  tenga  raíces  repetidas, 
puede  que  no  sea  posible  calcular  n  vectores  propios  lineales  independientes  para  A. 


Ejemplo  3  Cálculo  de  valores  y  vectores  propios 

(  3  4' 

Calcule  los  valores  y  vectores  propios  de  A  =  I 


Solución 


A  partir  de  la  ecuación  característica 


det(A  -  AI) 


3  -  A  4 
-1  7  - 


=  (A  -  5)2  =  0, 


podemos  observar  que  Aj  =  A2  =  5  es  un  valor  propio  de  multiplicidad  2.  En  el  caso  de 
una  matriz  de  2  X  2,  no  es  necesario  utilizar  el  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan. 
Para  encontrar  el  o  los  vectores  propios  correspondientes  a  Aj  =  5,  recurrimos  al  sistema 
(A  -  5110)  en  su  forma  equivalente 


—2k¡  +  4  kn  =  0 


—k\  +  2  k2  =  0. 


Es  evidente,  a  partir  de  este  sistema,  que  kl  =  2 k2.  Por  lo  tanto,  si  seleccionamos  k2  =  1 , 


encontraremos  un  solo  vector  propio  K, 


□ 


Ejemplo  4  Cálculo  de  valores  y  vectores  propios 

Calcule  los  valores  y  vectores  propios  de  A  = 

Solución  La  ecuación  característica 
9  -  A  1 

det(A  -  AI)  = 


9  -  A 
1 


1 

1 

9  -  A 


=  -(A  -  11)(A  -  8)2  =  0 


muestra  que  A¡  =  1 1  y  que  A2  =  A3  =  8  es  un  valor  propio  de  multiplicidad  2. 
Para  A,  =  1 1,  el  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  nos  da 


(A  -  1 1110): 


í~2 

1 

1 

0 

-1 

°\ 

1 

-2 

1 

o 

0 

1 

-1 

0 

V  1 

1 

-2 

0/ 

^0 

0 

0 

0/ 
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De  aquí  que  k¡=  k2  y  k2  =  k3.  Si  k2  =  1,  entonces 


Ahora,  para  A2  =  8  tenemos 


i 

i 

0) 

fl 

1 

1 

°\ 

(A  -  8110)  = 

i 

i 

0 

0 

0 

0 

0 

i 

i 

0  ) 

^0 

0 

0 

0/ 

En  la  ecuación  kx  +  k2  +  k3  =  0  podemos  seleccionar  libremente  dos  de  las  variables  de 
forma  arbitraria.  Por  un  lado,  seleccionando  k2  =  1,  k2  =  0  y,  por  el  otro,  k2  =  0,  k3  =  1, 
obtenemos  dos  vectores  propios  lineales  independientes: 


que  corresponden  a  un  solo  valor  propio. 

■  Valores  propios  complejos  Una  matriz  A  puede  tener  valores  propios  complejos. 


TEOREMA  7.24 


Valores  y  vectores  propios  complejos 


Sea  A  una  matriz  cuadrada  con  elementos  reales.  Si  A  =  a  +  ifi,  j8  A  0,  es  un  valor 
propio  complejo  de  A,  entonces  su  conjugado  A  =  a  -  ifi  también  es  un  valor  propio 
de  A.  Si  K  es  el  vector  propio  correspondiente  a  A,  entonces  su  conjugado  K  es  un 
vector  propio  correspondiente  a  A . 


Demostración  Puesto  que  A  es  una  matriz  de  elementos  reales,  la  ecuación  caracte¬ 
rística  det(A  -  AI)  =  0  es  una  ecuación  polinomial  con  coeficientes  reales.  A  partir  del 
álgebra  sabemos  que  las  raíces  complejas  de  dichas  ecuaciones  se  presentan  en  pares 
conjugados.  En  otras  palabras,  si  A  =  a  +  ifi  es  una  raíz,  entonces  A  =  a  -  ifi  lo  es  tam¬ 
bién.  Ahora  dejemos  que  K  sea  un  vector  propio  de  A  correspondiente  a  A.  Por  defini¬ 
ción,  AK  =  AK.  Calculando  los  conjugados  complejos  de  la  última  ecuación  tenemos 

AK  =  AK  o  AK  =  AK, 

puesto  que  A  es  una  matriz  real.  La  última  ecuación  muestra  que  K  es  un  vector  propio 
correspondiente  a  A .  □ 


Ejemplo  5  Valores  propios  y  vectores  propios  complejos 

{6  -l\ 

Calcule  los  valores  y  vectores  propios  de  A  =  I  I . 


Solución 


La  ecuación  característica  es 


det(A  -  AI) 


29  =  0. 


A  partir  de  la  fórmula  cuadrática,  encontramos  que  Aj  =  5  +  2i  y  A2  =  A ,  =  5  -  2 i. 
Ahora,  para  A  [  =  5  +  2 i,  debemos  resolver 


(1  -  2í')/c,  -  k2  =  0 

5Aq  -  (1  +  2 i)k2  =  0. 
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Puesto  que  k2  =  (1  -  2/)&i*  se  puede  deducir  que,  después  de  seleccionar  kl  =  1,  ese 
vector  propio  es 


Del  teorema  7.24  podemos  observar  que  un  vector  propio  correspondiente  a  A2  =  A}  =  5 
-  2 i  es 


K2  =  K ! 


1 

1  +  2  i 


□ 


Nuestro  último  teorema  se  deduce  inmediatamente  a  partir  del  hecho  de  que  el  deter¬ 
minante  de  una  matriz  triangular  superior,  triangular  inferior  o  diagonal,  es  el  producto 
de  los  elementos  de  la  diagonal. 


TEOREMA  7.25 


Matrices  triangular  y  diagonal 


Los  eigenvalores  de  una  matriz  triangular  superior,  triangular  inferior  o  diagonal 
son  los  elementos  de  la  diagonal  principal. 


*Observe  que  la  segunda  ecuación  es  simplemente  1  +  2 i  veces  la  primera. 


EJERCICIOS  7.8 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-15. 


En  los  problemas  del  1  al  6,  determine  cuáles  de  los  vectores 
columna  indicados  son  vectores  propios  de  la  matriz  A  dada. 
Proporcione  los  valores  propios  correspondientes. 


1. 


K2  = 


3. 


6.  A  = 


K2 


/-I 

i 

°1 

i  J 

1 

2 

1 

;  k,  = 

4 

V  0 

3 

-i 

1  ' 

V  3/ 

K,  = 


En  los  problemas  del  7  al  22,  calcule  los  valores  y  vectores 
propios  de  la  matriz  dada. 


8. 


9. 


11. 


13. 


15. 


2 

1 

8 

-5 

-1 

-5 

-1 


1  i 

í  0 

4 

°\ 

M 

17. 

-4 

° 

Vi ) 

1 

V  0 

0 

-2/ 

19. 


0  -1 
0 
1 


10. 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 
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21. 


22. 


Los  valores  propios  de  A-1  son  los  recíprocos  de  los  valo¬ 
res  propios  de  una  matriz  A  no  singular.  Además,  los  vec¬ 
tores  propios  de  A  y  A-1  son  iguales.  En  los  problemas  23  y  24, 
compruebe  estos  hechos  para  la  matriz  dada. 

'5  A  !' 

23.  A  =  |  .  )  24.  A  = 


Una  matriz  A  es  singular  si,  y  sólo  si  A  =  0  es  un  eigenvalor.  En 
los  problemas  25  y  26,  compruebe  que  una  matriz  A  dada  es 
singular.  Calcule  la  ecuación  característica  de  A  y  demuestre 
que  A  =  0  es  un  eigenvalor. 


l 

0 

l\ 

(6 

°) 

\ 

25.  A  = 

26.  A  =  4 

-4 

5 

\3 

0  J 

\7 

-4 

8 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

27.  Se  dice  que  una  matriz  cuadrada  A  es  una  matriz  es- 
tocástica  si  ninguno  de  sus  elementos  es  negativo  y  la 
suma  de  los  elementos  de  cada  renglón  (o  la  suma  de  los 
elementos  de  cada  columna)  da  como  resultado  máximo 


un  1 .  Las  matrices  estocásticas  son  de  gran  importancia 
en  la  teoría  de  la  probabilidad. 


a)  Compruebe  que 


A  = 


y 


0</><l,0<g<l, 


son  matrices  estocásticas. 


b )  Utilice  un  programa  de  cómputo  para  álgebra  lineal 
o  un  sistema  asistido  por  computadora  para  encon¬ 
trar  los  valores  y  vectores  propios  de  la  matriz  A  de 

3  X  3  del  inciso  a).  Forme  al  menos  seis  matrices  es¬ 
tocásticas  más  de  diferentes  tamaños,  2  X  2,  3  X  3, 

4  X  4  y  5  X  5.  Calcule  los  valores  y  vectores  pro¬ 
pios  de  cada  matriz.  Si  encuentra  un  patrón,  formule 
una  conjetura  y  después  trate  de  demostrarla. 

c)  En  la  matriz  A  de  3  X  3  del  inciso  a),  utilice  un 
programa  de  cómputo  para  calcular  A2,  A3,  A4,  . . . 
Repita  el  proceso  en  las  matrices  que  usted  formó 
en  tí).  Si  encuentra  un  patrón,  formule  una  conjetura 
y  después  trate  de  demostrarla. 


7.9  Potencias  de  las  matrices 


H  Introducción  En  algunas  ocasiones  es  importante  poder  calcular  de  manera  rápida 
una  potencia  de  A'”,  siendo  m  un  entero  positivo,  de  una  matriz  A  de  n  X  n: 

Am  =  AAA  •  ■  ■  A. 

t _ _ _ i 

v 

m  número  de  factores 


Desde  luego,  el  cálculo  de  A"1  podría  hacerse  con  un  programa  de  cómputo  apropiado  o 
escribiendo  un  programa  corto;  sin  embargo,  aún  así,  usted  debe  estar  consciente  de  que 
no  resulta  eficiente  utilizar  la  fuerza  bruta  para  realizar  multiplicaciones  sucesivas:  A2  = 
AA,  A3  =  AA2,  A4  =  AAAA  =  A(A3)  =  A2 A2,  y  así  por  el  estilo. 

I  Cálculo  de  Am  Vamos  a  esquematizar  un  método  alterno  para  efectuar  el  cálculo  de 
Am  mediante  el  teorema  siguiente,  el  cual  se  conoce  como  teorema  Cayley-Hamilton. 


TEOREMA  7.26 


Teorema  Cayley-HamiLton 


Una  matriz  A  de  n  x  n  satisface  su  propia  ecuación  característica. 


J 


Si  (  —  1)"A"  +  cn  _  jA"  1  +  •  •  •  +  C]A  +  c0  =  0  es  la  ecuación  característica  de  A,  enton¬ 
ces  el  teorema  7.26  establece  que, 

(—  1)"A”  +  c„  _  jA"  ~  1  +  ■  ■  •  +  cyA  +  c0I  =  0.  (1) 
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■  Matrices  de  orden  2  La  ecuación  característica  de  la  matriz  de  2  X  2  A  = 

es  A2  —  A  —  2  =  0,  y  los  valores  propios  de  A  son  A¡  =  —  1  y  A2  =  2.  El  teorema  7.26 
implica  que  A2  —  A  —  21  =  0,  o,  despejando  el  valor  más  elevado  de  A, 

A2  =  21  +  A.  (2) 

Ahora,  si  multiplicamos  (2)  por  A,  obtenemos  A3  =  2A  +  A2,  y  si  utilizamos  otra  vez 
(2)  para  eliminar  A2  en  el  lado  derecho  de  esta  nueva  ecuación,  entonces 

A3  =  2A  +  A2  =  2A  +  (21  +  A)  =  21  +  3A. 

Al  continuar  de  esta  manera,  en  otras  palabras,  multiplicando  el  último  resultado  por  A 
y  utilizando  (2)  para  eliminar  A2,  obtenemos  la  sucesión  de  potencias  de  A  expresada 
solamente  en  términos  de  la  matriz  identidad  I  y  A: 

A4  =  61  +  5A 

A5=10I+11A  (3) 

A6  =  221  +  21A 


-2 

-1 


y  así  sucesivamente  (compruébelo).  Así,  por  ejemplo. 


+  21 


-2 

-1 


(4) 


ecuación  característica  de  la  matriz  A  = 


puede  escribirse  como  A2  =  2  +  A, 


Ahora  podemos  determinar  ck  sin  efectuar  en  realidad  las  multiplicaciones  y  sustitu¬ 
ciones  sucesivas  como  hicimos  en  (3).  En  primera  instancia,  observe  que  debido  a  que  la 

-2  4^ 

-1  3  y 

resultados  similares  a  (3)  deben  ser  válidos  para  los  valores  propios  Aj  =  —  1  y  A2  =  2, 

esto  es.  A3  =  2  +  3A,  A4  =  6  +  5A,  A5  =  10  +  1 1A,  A6  =  22  +  21A, ...  Se  puede  deducir 
entonces  que  las  ecuaciones 


A"!  =  CoI  +  c,  A  y  A m  =  c0  +  cl  A  (5) 

son  válidas  para  el  mismo  par  de  constantes  c0  y  c  ¡ .  Podemos  determinar  las  constantes 
c0  y  (']  fijando  simplemente  los  valores  A  =  ~lyA  =  2enla  última  ecuación  de  (5)  y 
resolviendo  el  sistema  resultante  de  dos  ecuaciones  con  dos  incógnitas.  La  solución  del 
sistema 


(-1)'"  =  c0  +  Ci(-l) 

2m  =  c0  +  Cj(2) 


es  c0  =  \[2m  +  2(—  l)m],  C\  =  \[2m  —  (—1)"'].  Ahora,  sustituyendo  estos  coeficientes  en 
la  primera  ecuación  de  (5),  sumando  las  dos  matrices  y  simplificando  cada  elemento, 
obtenemos 


f\[~2m  +  4(  — l)m]  f[2m-(  — l)m]\ 

V  -\[2'n  -  (-1)'”]  |[2'”+2  —  (  —  1)"']/ 


(6) 


Usted  deberá  comprobar  el  resultado  de  (4)  estableciendo  el  valor  m  =  6  en  (6).  Observe 
que  (5)  y  (6)  son  válidas  para  m  >  0  ya  que  A°  =  I  y  A1  =  A. 


■  Matrices  de  orden  n  Si  la  matriz  A  fuera  de  3  X  3,  entonces  la  ecuación  caracterís¬ 
tica  (1)  sería  una  ecuación  polinomial  cúbica  y  la  analogía  de  (2)  nos  permitiría  expresar 
A3  en  términos  de  I,  A  y  A2.  Podemos  proceder  como  se  acaba  de  ilustrar  y  escribir 
cualquier  potencia  de  A"'  en  términos  de  I,  A  y  A2.  En  general,  para  una  matriz  A  de 
n  X  n,  podemos  escribir 

Am  =  c0I  +  CjA  +  c2A~  +  •  •  •  +  cn  _  ¡A”  1 , 
donde  cada  uno  de  los  coeficientes  ck,  k  =  0,  1, . . . ,  n  -*■  1,  depende  del  valor  de  m. 
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Ejemplo  1  Am  para  una  matriz  de  3  X  3 


Calcule  Am  para  A 


1 

2 

1 


Solución  La  ecuación  característica  de  A  es  —A3  +  2A2  +  A  —  2  =  0oA3  =  —2  +  A 
+  2A2,  y  los  valores  propios  son  A!  =  —  1,  A2  =  1  y  A3  =  2.  A  partir  del  análisis  anterior, 
sabemos  que  los  mismos  coeficientes  son  válidos  en  las  dos  ecuaciones  siguientes: 

A'"  =  c0I  +  c,  A  +  c2A2  y  A'”  =  c0  +  cqA  +  c2A2.  (7) 


A  su  vez,  asignar  A  =  —  1,  A  =  1,  A  =  2  en  la  última  ecuación  genera  tres  ecuaciones 
con  tres  incógnitas: 

(-l)m  =  c0-  Ci  +  c2 

1  =  c0  +  C,  +  c2  (8) 

2m  =  Cq  +  2  Cj  +  4c2. 


Resolver  (8)  nos  da 

cQ  =  5  [3  +  (—  l)m  —  2'"], 

C!  =  2[1  -  (-1)'"], 

c2  =  |[-3  +  (-l)m  +  2m+1]. 

Después  de  calcular  A2  sustituimos  estos  coeficientes  en  la  primera  ecuación  de  (7)  y 
simplificamos  los  elementos  de  la  matriz  resultante.  El  resultado  es 


2m  -  1 


/i[9  _  2m+1  -  (-lf] 

1  r  7/ti 
3l_z 

l[~ 

Am  = 

1  -  2m 

2m 

\g[3  -  2m+1  -  (-1)'"] 

i[2m  - 

![- 

Por  ejemplo,  con  m  =  10, 

f  -340 

341 

341 

A10  = 

-1023 

1024 

1023 

\ 

v  -341 

341 

342 

I  Cálculo  de  la  inversa  Suponga  que  A  es  una  matriz  no  singular.  El  que  A  satisfaga 
su  propia  ecuación  característica  puede  utilizarse  para  calcular  A-1  como  una  combina¬ 
ción  lineal  de  potencias  de  A.  Por  ejemplo,  acabamos  de  ver  que  la  matriz  no  singular 


A  = 


4 


satisface  A2 


-  A  - 


21  =  0.  Despejando  la  matriz  identidad  obtenemos 


I  =  i  A2  —  ó  A .  Multiplicando  el  último  resultado  por  A  ',  encontramos  que  A  1  =  \  A  —  2I. 
En  otras  palabras. 


f  ~ 2  4\1=1/-2  4\_  Y1  =  f~Í  2^1 

V-l  3J  2\  —  1  3J  2\0  \)  V-5  1/ 


(9) 


Comentarios 


Existen  algunos  problemas  evidentes  al  usar  el  método  recién  mostrado  para  calcular 
Am.  Si,  por  ejemplo,  la  matriz  del  ejemplo  1  tuviera  un  eigenvalor  de  multiplicidad 
dos,  entonces  tendríamos,  en  lugar  de  tres  ecuaciones  y  tres  incógnitas  como  en  (8), 
solamente  dos  ecuaciones  con  tres  incógnitas.  ¿Cómo  calculamos  los  coeficientes 
únicos  c0,  C|  y  c2?  Consulte  los  problemas  1 1  al  14  de  los  ejercicios  7.9.  También, 
en  el  caso  de  matrices  de  tamaños  grandes  que  tienen  valores  propios  diferentes,  el 
cálculo  de  c0,  cl5  c2, . . . ,  c„  _  ¡  es  muy  tedioso  de  hacer  a  mano. 
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EJERCICIOS  7.9 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-16. 


En  los  problemas  1  y  2,  demuestre  que  la  matriz  dada  satisface 
su  propia  ecuación  característica. 


(l 

-2) 

2.  A  = 

/O 

1 

1 

0 

í\ 

V4 

5  J 

\0 

1 

J 

En  los  problemas  del  3  al  10,  utilice  el  método  presentado  en 
esta  sección  para  calcular  A'".  Aplique  el  resultado  así  obtenido 
y  encuentre  el  valor  de  la  potencia  indicada  de  la  matriz  A. 


3.  A 

5.  A 

7.  A 

8.  A 

9.  A 

10.  A 


;  m  =  3  4.  A  = 


6.  A  = 


5 

-3 

1 

0 


m  =  10 


;  m  =  6 


m  =  10 


;  m  = 


;  m  =  4 
;  m  =  6 


En  los  problemas  11  a  12,  demuestre  que  la  matriz  dada  tiene 
un  eigenvalor  de  multiplicidad  dos.  Como  consecuencia,  las 
ecuaciones  Am  =  c0  +  cqA  (problema  11)  y  A'"  =  c0  +  C[A  + 
c2A2  (problema  12)  no  proporcionan  las  suficientes  ecuaciones 
independientes  como  para  formar  un  sistema  y  determinar  los 
coeficientes  c¡.  Utilice  la  derivada  (con  respecto  a  A)  para  cada 
una  de  estas  ecuaciones  evaluada  en  A ,  como  la  ecuación  extra 
necesaria  para  formar  un  sistema.  Calcule  A'"  y  utilice  este  re¬ 
sultado  para  calcular  la  potencia  indicada  de  la  matriz  A. 


a) 


c) 


A  = 

A  = 


(2  1  1 
10-2 
\11  3 


b)  A  = 


14.  En  su  obra  Líber  Abbaci,  publicada  en  1202,  Leonardo 
Fibonacci  de  Pisa  realizó  especulaciones  acerca  de  la 
reproducción  de  los  conejos: 


¿  Cuántos  pares  de  conejos  se  tendrán  en  un  año  si,  co¬ 
menzando  con  un  solo  par,  cada  mes  un  par  engendra 
un  nuevo  par  que  a  su  vez  puede  procrear  a  partir  del 
segundo  mes  en  adelante? 


La  respuesta  a  esta  pregunta  está  contenida  en  una  se¬ 
cuencia  conocida  como  serie  de  Fibonacci. 


Después  de  cada  mes 


Inicio  n  = 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7  8  9  10  11  12 

Pares  adultos 

1 

1 

2 

3 

5 

8 

13 

21  ... 

Pares  bebés 

0 

1 

1 

2 

3 

5 

8 

13  ... 

Pares  totales 

1 

2 

3 

5 

8 

13 

21 

34  ... 

Cada  uno  de  los  tres  renglones  que  describen  a  los  pares 
de  conejos  es  una  serie  de  Fibonacci  y  puede  definirse 
recursivamente  empleando  una  ecuación  diferencial  de 
segundo  orden  xn  =  2  +  xn  -  i>  n  =  2,  3, . . . ,  donde 

x0  y  x¡  dependen  del  renglón.  Por  ejemplo,  para  el  primer 
renglón  que  designa  pares  adultos  de  conejos,  x0  =  1, 

X|  =  1 . 

a)  Si  dejamos  que  yn  _  1  =  xn  _  2,  entonces  yn  =  xn  , ,  y 
la  ecuación  de  diferencia  puede  escribirse  como  un 
sistema  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden 

x„  =  +  y„_! 

y„  =  *„-!• 


13.  Demuestre  que  A  =  0  es  un  eigenvalor  de  cada  matriz. 
En  este  caso,  el  coeficiente  c0  de  la  ecuación  caracterís¬ 
tica  (1)  es  0.  Calcule  Am  en  cada  caso.  En  los  incisos  a) 
y  b),  explique  por  qué  no  es  necesario  despejar  en  nin¬ 
gún  sistema  los  coeficientes  c¡  para  determinar  A'”. 


Escriba  este  sistema  en  la  forma  matricial  X„  = 
AX„  _  l5  n  =  2,  3, . . .  . 


b)  Demuestre  que 


/  A2Aj”  -  A,A7  +  Aj,”  -  Aj” 


A".  = 

\ 


A2  Aj 
A2  -  Aj" 
A2  —  A! 


A?  ~  Aj"  \ 
A2  —  A[ 
A2Aj"  -  AjA2 
A2  —  A!  / 


o 


A'" 


_J _ /(I  +  V5)m+l  -  (1  -  V5)m+1 

2m  +  lV5  V  2(1  +  V5)m  -  2(1  -  V5)m 


2(1  +  V5)m 
(1  +  V5)(l  -  V5)m 


2(1  -  V5)m 
(1  -  V5)(l  +  Vsy. 
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donde  At  =  \  (1  —  V5)  y  A2  =  \  (1  +  \/5)  son  los 
valores  propios  distintos  de  A. 

c)  Utilice  el  resultado  obtenido  en  el  inciso  a)  para 
demostrar  que  X„  =  A"  -  1 X , .  Aplique  el  último  re¬ 
sultado  y  el  del  inciso  b )  para  calcular  el  número  de 
pares  adultos,  de  pares  bebés  y  de  pares  totales  de 
conejos  después  del  undécimo  mes. 

En  los  problemas  15  y  16,  utilice  el  procedimiento  que  se  ilus¬ 
tra  en  (9)  para  calcular  A-1. 


1 7.  Se  dice  que  una  matriz  A  de  n  X  n  diferente  de  cero  es 
nilpotente  de  índice  m  si  m  es  el  entero  positivo  más 
pequeño  para  el  que  A'"  =  0.  ¿Qué  matrices  de  las  in¬ 


cluidas  a  continuación  son  nilpotentes?  Si  alguna  es  nil¬ 
potente,  ¿cuál  es  su  índice? 


/O  0  0\ 
c)  10  0 
\2  3  0/ 

/  0  0  0  o\ 

-10  0  1 

e) 

0  10  1 

\-l  0  0  0/ 


b) 

d) 


f ) 


1 8.  a)  Explique  por  qué  cualquier  matriz  nilpotente  A  es 
singular.  [Sugerencia:  Revise  la  sección  7.5.]  b ) 
Demuestre  que  todos  los  valores  propios  de  una  ma¬ 
triz  nilpotente  A  son  cero.  [Sugerencia:  Utilice  la 
expresión  (1)  presentada  en  la  sección  7.8.] 


7.10  Matrices  ortogonales 


ffl  Introducción  En  esta  sección  vamos  a  utilizar  algunas  propiedades  elementales  de 
los  números  complejos.  Suponga  que  z  =  a  +  ib  denota  un  número  complejo,  donde 
ay  b  son  números  reales  y  el  símbolo  i  está  definido  por  i2  =  —  1 .  Si  z  =  a  —  ib  es  el 
conjugado  de  z,  entonces  la  igualdad  z  =  z  o  a  +  ib  =  a  —  ib  implica  que  b  =  0.  En 
otras  palabras,  si  z  =  z,  entonces  2  es  un  número  real.  Además,  se  comprueba  fácilmente 
que  el  producto  de  un  número  complejo  z  y  su  conjugado  z  es  un  número  real:  zz  =  a 2 
+  b2.  La  magnitud  de  z  se  define  como  el  número  real  |z|  =  a2  +  b2.  La  magnitud 
de  z  puede  expresarse  en  términos  del  producto  zz:  |z|  =  s/a2  +  b2  =  \zz\,  o  |z|2  =  zz. 
En  la  sección  9.1  puede  encontrarse  un  análisis  detallado  de  los  números  complejos. 

Existen  muchos  tipos  de  matrices  especiales,  pero  son  dos  los  que  se  presentan  con 
mucha  frecuencia  en  las  aplicaciones:  matrices  simétricas  (página  306)  y  matrices  orto¬ 
gonales  (página  347).  En  esta  sección  vamos  a  estudiar  ambos  tipos  con  más  detalle. 

I  Matrices  simétricas  Comencemos  recordando  la  definición  formal  de  una  matriz 
simétrica. 


La  demostración  del  teorema  siguiente  está  en  función  de  las  propiedades  de  los  nú¬ 
meros  complejos  estudiadas  en  el  repaso  incluido  al  comienzo  de  esta  sección. 


TEOREMA  7.27 


Valores  propios  reaLes 


Sea  A  una  matriz  simétrica  con  elementos  reales.  Por  lo  tanto,  los  valores  propios 
de  A  son  reales. 


y 


Demostración  Si  K  es  un  vector  propio  correspondiente  a  un  valor  propio  A  de  A,  enton¬ 
ces  AK  =  AK.  El  conjugado  de  la  última  ecuación  es 

AK  =  AK.  (1) 
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Puesto  que  los  elementos  de  A  son  reales,  tenemos  A  =  A,  y  entonces  (1)  es 

AK  =  A  K.  (2) 

Enseguida  calculamos  la  transpuesta  de  (2),  aprovechamos  que  A  es  simétrica  y  multipli¬ 
camos  la  ecuación  resultante  en  el  lado  derecho  por  K: 

KrAK  =  A  KrK.  (3) 

Sin  embargo,  cuando  multiplicamos  el  miembro  derecho  de  AK  =  AK  por  Kr,  obtene¬ 
mos 


KrAK  =  \KrK. 


Restar  (4)  de  (3)  nos  da 


0  =  (A  -  A)KrK. 


(4) 

(5) 


Ahora  Kr  es  una  matriz  de  1  X  n  y  K  es  una  matriz  de  n  X  1 ,  por  lo  que  el  producto 
KrK  es  la  matriz  KrK  =  flA^I2  +  |&2|2  +  •  •  •  +  |A„|2)  de  1  X  1.  Ya  que  por  definición, 
K  0,  la  última  expresión  es  una  cantidad  positiva.  Por  lo  tanto,  a  partir  de  (5)  podemos 
concluir  que  A  —  A  =  0oA  =  A.  Esto  implica  que  A  es  un  número  real.  □ 


En  Rn  el  producto  interno  o  producto  punto  de  dos  vectores  x  =  (xt,x2, . . . ,  x„)  y  y  = 
(yb  y2, . . . ,  yn)  está  dado  por 


x  y  =  x1yl  +  x2y2  +  ■  •  ■  +  xnyn. 


(6) 


(  x^\ 

hA 

Ahora,  si  X  y  Y  son  vectores  columna  de  n  X  1,  X  = 

x2 

y  y  = 

y2 

\Xn) 

\y’n) 

la  matriz  análoga  de  (6)  es 


entonces 


X  Y  =  XrY  =  (x,y,  +  x2y2  +  •  ■  ■  +  x„yn).* 


(7) 


Desde  luego,  para  los  vectores  columna  dados,  YrX  =  XrY.  La  norma  de  un  vector 
columna  X  está  dada  por 

||x||  =  Vx  •  X  =  Vx^x  =  Vxi  +  x¡  +  ■  ■  ■  + 


TEOREMA  7.28 


Vectores  propios  ortogonales 


Sea  A  una  matriz  simétrica  de  n  X  n.  Entonces  los  vectores  propios  correspondien¬ 
tes  a  los  distintos  (diferentes)  valores  propios  son  ortogonales. 


Demostración  Sean  A¡  y  A2  dos  valores  propios  distintos  de  A  correspondientes  a 
los  vectores  propios  K,  y  K2,  respectivamente.  Deseamos  demostrar  que  K,  ■  K,  = 
K/K2  =  0. 

Ahora,  por  definición,  debemos  tener 

AK!  =  AjKj  y  AK,  =  A2K2.  (8) 


*Puesto  que  una  matriz  de  1  X  1  es  simplemente  un  escalar,  de  aquí  en  adelante  eliminaremos  los  paréntesis  y 
escribiremos  XrY  —  +  *2ty2  +  ' ' '  +  xnyn- 
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Calculamos  la  transpuesta  de  la  primera  de  estas  ecuaciones,  utilizamos  AT  =  A,  y  des¬ 
pués  multiplicamos  el  resultado  de  la  derecha  por  K2: 

K/AK,  =  AjKfK*  (9) 

La  segunda  ecuación  incluida  en  (8)  está  multiplicada  en  su  primer  miembro  por  K ¡: 

K{AK2  =  A2K!rK2.  (10) 


Restar  (10)  de  (9)  nos  da 


0  =  AjKfKi  —  A2KfK2  o  0  =  (Ax  -  A2)KfK2. 
Puesto  que  A ,  #  A2,  se  puede  deducir  que  K ,7K2  =  0. 


□ 


Ejemplo  1  Vectores  propios  ortogonales 

Los  valores  propios  de  una  matriz  simétrica  A  = 

'o  1  0, 

y  A3  =  —2.  A  su  vez,  los  vectores  propios  correspondientes  son 


0  -1  0N 
-1  -1  1  I  sonA!  =  0,  A2  =  1 


Ki  = 


Puesto  que  todos  los  valores  propios  son  diferentes,  tenemos 


K/Kj  =  (10  1) 


KfKj  =  (10  1) 


1  •  (-1)  +  0  •  1  +  1  •  1  =  0 


1  ■  1  +  0  •  2  +  1  •  (-1)  =  0 


K2r  K3  =  ( —  1  1  1) 


=  (-1)  ■  1  +  1  ■  2  +  1  ■  (-1)  =  0. 


□ 


En  el  ejemplo  3  de  la  sección  7.8  pudimos  observar  que  probablemente  no  se  puedan 
encontrar  n  vectores  propios  linealmente  independientes  para  una  matriz  A  de  n  X  n 
cuando  algunos  de  los  valores  propios  están  repetidos.  Sin  embargo,  una  matriz  simétri¬ 
ca  es  la  excepción.  Es  demostrable  que  un  conjunto  de  n  vectores  propios  linealmente  in¬ 
dependientes  puede  calcularse  siempre  para  una  matriz  simétrica  A  d  en  X  n  aun  cuando 
existan  algunos  valores  propios  repetidos.  (Consulte  el  ejemplo  4  de  la  sección  7.8.) 

Podemos  deducir  que  un  conjunto  de  vectores  xb  x2,  ...,  x„  en  R"  es  ortonormal 
si  cada  par  de  vectores  diferentes  es  ortogonal  y  cada  vector  presente  en  el  conjunto 
es  un  vector  unitario.  En  términos  del  producto  interno  de  vectores,  el  conjunto  es 
ortonormal  si 

x,  ■  Xj  =  0,  i  =¿=  j,  y  x,  ■  x¡  =  1,  ¿=1,2,...,  n. 

La  última  condición  establece  simplemente  que  ||x,||  =  \/x¿  •  x¿  =  1,  i  =  1,2 


I  Matriz  ortogonal  El  concepto  de  un  conjunto  ortonormal  de  vectores  juega  un 
papel  importante  en  la  consideración  del  siguiente  tipo  de  matriz. 
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DEFINICIÓN  7.15 


Matriz  ortogonal 


Una  matriz  A  no  singular  d  en  X  n  es  ortogonal  si  A  1  =  AT. 


"\ 

J 


En  otras  palabras,  A  es  ortogonal  si  A7  A  =  I. 


Ejemplo  2  Matrices  ortogonales 

a)  La  matriz  identidad  I  de  n  X  n  es  una  matriz  ortogonal.  Por  ejemplo,  en  el  caso  de 
la  identidad  de  3  X  3 


se  puede  observar  fácilmente  que  I7  =  I  y  I7  I  =  II  =  I. 
b)  La  matriz 


A  = 


es  ortogonal.  Para  poder  apreciar  lo  anterior,  solamente  necesitamos  comprobar 
que  ArA  =  I: 


/ 


A7Á  = 


\  1 

0 

°\ 

=  p 

1 

0 

'  \0 

0 

1/ 

Demostración  parcial  Supongamos  que  A  es  una  matriz  ortogonal  de  n  X  n  con  co¬ 
lumnas  X1;  X2, . . . ,  X„.  De  aquí  que  los  renglones  de  Ar  sean  X 7,  X2r, . . . ,  Xj.  Sin  em¬ 
bargo,  puesto  que  A  es  ortogonal,  ArA  =  I;  esto  es, 


/x[x, 

X[X2  • 

■  X[X„\ 

( 1  0  • 

■  0\ 

ArA  = 

X2rx, 

x^x2  • 

•  xfx„ 

= 

0  1  • 

■  0 

\xn% 

x„rx2  • 

•  xlxj 

\0  0  ■ 

■  1/ 

Se  puede  deducir,  a  partir  de  la  definición  de  igualdad  de  matrices,  que 

X[X;  =  0,  i  +  j,  i,j  =  1,2, ...,«  y  Xf X,  =  1 ,  i=  1,2, ...,«. 

Esto  significa  que  las  columnas  de  la  matriz  ortogonal  forman  un  conjunto  ortonormal  de 
n  vectores.  □ 

Si  escribimos  las  columnas  de  la  matriz  del  inciso  b )  del  ejemplo  2  como 
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entonces  los  vectores  son  ortogonales: 


X[X2 


xfx 


3 


xfx3 


y  son  vectores  unitarios: 


(i  % 
u  3 


4  _  2 
9~9 


=  0 


2 

9 


=  0 


x[x,  =  (i  | 

Xfx2  =  (  -  I 

x3%  =  (i  I 


4 

9 


=  1 


=  1 


■  Construcción  de  una  matriz  ortogonal  Si  una  matriz  simétrica  A  de  n  X  n  tiene  n 
valores  propios  distintos  A  b  A2, . . . ,  A„,  a  partir  del  teorema  7.28  se  puede  deducir  que  los 
vectores  propios  Kh  K2, . . . ,  K„  son  mutuamente  ortogonales.  Multiplicando  cada  vector 
por  el  recíproco  de  su  normal,  obtenemos  un  conjunto  de  vectores  unitarios  mutua¬ 
mente  ortogonales,  esto  es,  un  conjunto  ortonormal.  Por  lo  tanto,  podemos  construir  una 
matriz  ortogonal  elaborando  una  matriz  P  de  n  X  n  cuyas  columnas  sean  esos  vectores 
propios  normalizados  de  A. 


Ejemplo  3  Construcción  de  una  matriz  ortogonal 

En  el  ejemplo  1  se  comprobó  que  los  vectores  propios 


de  la  matriz  simétrica  A  dada  son  ortogonales.  Ahora,  las  normas  de  los  vectores  propios  son 
HKjII  =  Vk[K!  =  V2,  ||K2||  =  VK¡K2  =  V3,  ||K3||  =  V'KÍK,  =  V6. 


Por  ende,  un  conjunto  ortonormal  de  vectores  es 


—  \ 
Ve 
2 

y/6 

VvíI 
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Se  utilizan  estos  vectores  como  columnas  para  obtener  la  matriz  ortogonal 


P  = 


Usted  debe  comprobar  que  Pr 


¡A _ L 

1  \ 

V2  V3 

Ve 

°  V3 

2 

Vó 

1  1 

1 

\V2  V3 

"  w 

=  P  *. 

□ 


En  la  sección  siguiente  se  utilizará  la  técnica  de  construcción  de  una  matriz  ortogonal 
a  partir  de  los  vectores  propios  de  una  matriz  simétrica. 

No  malinterprete  el  teorema  7.28.  Siempre  es  posible  calcular  n  vectores  propios 
linealmente  independientes  para  una  matriz  simétrica  real  A  de  n  X  n.  Sin  embargo,  el 
teorema  no  establece  que  todos  los  vectores  propios  sean  mutuamente  ortogonales.  El 
conjunto  de  vectores  propios  correspondientes  a  los  distintos  valores  propios  son  ortogo¬ 
nales;  sin  embargo,  los  diferentes  vectores  propios  correspondientes  a  un  eigenvalor  re¬ 
petido  pueden  no  ser  ortogonales.  Considere  la  matriz  simétrica  del  ejemplo  siguiente. 


Ejemplo  4  Utilización  deL  proceso  de  Gram-Schmidt 

En  la  matriz  simétrica 


A  = 


4 

-8 

-1 


-4 

-1 

-8 


se  encontró  que  los  valores  propios  son  Aj  =  A2  =  —  9,  y  A3  =  9.  Procediendo  como  en 
la  sección  7.8,  para  A!  =  A2  =  —9,  encontramos  que 


(A  +  9I|  0) 


( 16 

4 

-4 

ODeraciones 

l 

4 

1 

4 

°\ 

4 

1 

-1 

0 

- 

0 

0 

0 

0 

\  —4 

-1 

1 

0/ 

c 

Vo 

0 

0 

0/ 

A  partir  de  la  última  matriz  observamos  que  kx  =  —\k2  +  \k3.  Los  parámetros  k2  =  1, 
k3  =  I  seguidos  de  k2  =  —4,  k3  =  0  nos  dan,  a  su  vez,  los  distintos  vectores  propios 


K,  = 


Ahora,  para  A ,  =  9, 


(A  -  91 10)  = 


indica  que  K3  = 


r 2 

4 

-4 

4 

-17 

-1 

V-4 

-1 

-17 

es  un  tercer  vector 

operaciones 

0 

4 

°\ 

0 

=> 

0 

1 

1 

0 

0/ 

con  reglones 

Vo 

0 

0 

0/ 

Observe  que,  de  acuerdo  con  el  teorema  7.28,  el  vector  K3  es  ortogonal  con  respecto 
a  K,  y  K  2,  sin  embargo  Kj  y  K2,  vectores  propios  correspondientes  al  valor  propio  repe¬ 
tido  Aj  =  —9,  no  son  ortogonales  ya  que  K,  •  K2  =  —4  =A  0. 
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Utilizamos  el  proceso  de  ortogonalización  de  Gram-Schmidt  (consulte  el  capítulo  1  del 
tomo  II)  para  transformar  el  conjunto  { Kh  K2}  en  un  conjunto  ortogonal.  Sea  V!  =  K,  y, 
por  lo  tanto. 


El  conjunto  {Vb  V2}  es  un  conjunto  ortogonal  de  vectores  (compruébelo).  Además, 
el  conjunto  { V,,  V2,  K3}  es  un  conjunto  ortogonal  de  vectores  propios.  Utilizando  las 
normales  HVjll  =  V2,  ||V2||  =  3  y  ||K3||  =  3  V2,  obtenemos  un  conjunto  de  vectores 
ortonormales 


por  lo  que  la  matriz 


es  ortogonal. 


(o\ 

i\ 

4  \ 

3 

3v¿ 

1 

2 

1 

V2 

’ 

3 

’ 

3V2 

1 

2 

1 

w 

\  3/ 

\  3V2 J 

lo 

1 

4  \ 

3 

3V2 

1 

2 

1 

i  — 

V2 

3 

3V2 

1 

2 

1 

Iv 

2 

3 

3V2  / 

□ 


Comentarios 


Para  una  matriz  simétrica  real  de  n  X  n  con  valores  propios  repetidos,  siempre  es 
posible  calcular,  más  que  construir,  un  conjunto  de  n  vectores  propios  mutuamente 
ortogonales.  En  otras  palabras,  el  proceso  de  Gram-Schmidt  no  necesariamente 
tiene  que  utilizarse.  Consulte  el  problema  23  dado  en  la  sección  de  ejercicios  7.10. 


EJERCICIOS  7.10  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-16. 


L 


En  los  problemas  del  1  al  4,  a)  compruebe  que  los  vectores 
columna  indicados  son  vectores  propios  de  la  matriz  simétrica 
dada,  tí)  identifique  los  valores  propios  correspondientes  y  c) 
compruebe  que  los  vectores  columna  son  ortogonales. 


/  5  13 
13  5 

\  0  0 


/V 2\ 

/  V3\ 

/  V6\ 

2 

V5 

2 

, 

3 

3 

6 

Vó 

6 

0 

/ 

V3 

\  3  / 

V6 

\  3  / 
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(3  2  2\ 

2  2  O 

\2  O  4/ 


2 

1 

2 


En  los  problemas  del  5  al  10,  determine  si  la  matriz  dada  es 
ortogonal. 


(:: 

\0  0 


7. 


0 

JL 

13 

12 

13 


9. 


/O  0  0\ 

8.  0  0  0 

\0  0  0/ 


/O  i  0  -g\ 

0  0  1  o 

10  0  o 

\0  H  o  il 


En  los  problemas  del  11  al  18,  proceda  como  en  el  ejemplo  3 
para  construir  una  matriz  ortogonal  a  partir  de  los  vectores  pro¬ 
pios  de  la  matriz  simétrica  dada.  (Las  respuestas  no  son  únicas.) 


11. 

13. 

15. 


17. 


1 

1 

0 


En  los  problemas  19  y  20,  utilice  el  teorema  7.29  para  calcular 
los  valores  de  a  y  b  de  tal  forma  que  la  matriz  dada  sea  orto¬ 
gonal. 


19. 


En  los  problemas  21  y  22,  a )  compruebe  que  los  vectores  co¬ 
lumna  indicados  son  vectores  propios  de  la  matriz  simétri¬ 
ca  dada,  b )  Identifique  los  valores  propios  correspondientes, 
c)  Proceda  como  en  el  ejemplo  4  y  utilice  el  proceso  de  Gram- 
Schmidt  para  construir  una  matriz  ortogonal  P  a  partir  de  los 
vectores  propios. 


/0 

2 

2\ 

(  i\ 

21.  A  = 

2 

0 

2  ; 

K,-  -1 

\2 

2 

0/ 

V  0/ 

k3  = 


22. 


/i 

i 

1 

/-!\ 

i 

i 

1  1 

0 

i 

i 

1  1 

Ivi 

0 

’ 

\i 

i 

1  1/ 

\  1/ 

l- 

-i\ 

/  — 1  \ 

íl\ 

0 

1/  — 

1 

1 

1 

»  ^3  - 

0 

’ 

K4  — 

1 

\ 

0/ 

\  0/ 

w 

23.  En  el  ejemplo  4,  utilice  la  ecuación  k¡  =  —\k2  +  \k2  y 
seleccione  dos  diferentes  conjuntos  de  valores  para  k2 
y  k3  en  tal  forma  que  los  vectores  propios  K,  y  K2  sean 
ortogonales. 


24.  Construya  una  matriz  ortogonal  a  partir  de  los  vectores 
propios  de 


/ 1  2  0  0\ 
2  10  0 
0  0  12 
\0  0  2  1/ 


25.  Demuestre  que  si  A  y  B  son  matrices  ortogonales  de 
n  X  «,  entonces  AB  es  ortogonal. 


Aproximación  de  valores  propios 


■  Introducción  Recuerde  que  para  calcular  los  valores  propios  de  una  matriz  A  debe¬ 
mos  encontrar  las  raíces  de  la  ecuación  polinomial  p( A)  =  det(A  —  AI)  =  0.  Si  A  es  una 
matriz  de  tamaño  grande,  los  cálculos  para  obtener  esta  ecuación  característica  podrían 
volverse  una  pesadilla.  Además,  aunque  pudiésemos  calcular  la  ecuación  característica 
exacta,  es  probable  que  tuviéramos  que  utilizar  un  procedimiento  numérico  para  aproxi¬ 
mar  sus  raíces.  Existen  procedimientos  numéricos  alternos  para  aproximar  valores  pro¬ 
pios  y  los  correspondientes  vectores  propios.  El  procedimiento  que  consideraremos  en 
esta  sección  tiene  que  ver  con  matrices  que  poseen  un  valor  propio  dominante. 

■  Una  definición  Un  valor  propio  dominante  de  una  matriz  cuadrada  A  es  uno  cuyo 
valor  absoluto  es  mayor  que  el  valor  absoluto  de  cada  uno  de  los  valores  propios  restan¬ 
tes.  En  la  definición  siguiente,  enunciamos  de  modo  formal  este  último  enunciado. 
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DEFINICIÓN  7.16 


Valor  propio  dominante 

Hagamos  que  A,,  A2, ....  At, ,  A„  expresen  los  valores  propios  de  una  matriz  A  de 
n  X  n.  Se  dice  que  el  valor  propio  \k  es  el  valor  propio  dominante  de  A  si 

|Aa.|  >  A„  i  =  1,  2, . . . ,  n,  pero  i  k. 

Se  llama  vector  propio  dominante  de  A  a  un  valor  propio  correspondiente  a  \k. 

_ y 


En  el  ejemplo  2  de  la  sección  7.8  observamos  que  los  valores  propios  de  la  matriz 

í  '  2  '\ 

A  =  6  -1  0 

\-l  -2  -1/ 

son  Aj  =  0,  A2  =  —4  y  A3  =  3.  Puesto  que  |— 4|  >  0  y  \—4\  >  3,  podemos  observar  que 
A2  =  —4  es  el  valor  propio  dominante  de  A. 


Ejemplo  1  Matrices  sin  ningún  valor  propio  dominante 


a)  La  matriz  A  = 


tiene  valores  propios  A  ¡  =  —2  y  A2  =  2.  Puesto  que 


2  0> 

v0  -2) 

|A  1 1  =  |A2|  =  2  se  puede  deducir  que  no  existe  valor  propio  dominante. 


b)  Los  valores  propios  de  la  matriz 


(2  0 

0  5 

\0  0 


son  A!  =  2,  A2  =  A3  =  5. 


De  nuevo,  la  matriz  no  tiene  valor  propio  dominante. 


□ 


■  Método  de  las  potencias  Supongamos  que  la  matriz  A  de  n  X  n  tiene  un  valor 
propio  dominante  A [.  La  técnica  iterativa  para  aproximar  un  vector  propio  dominante  co¬ 
rrespondiente  se  debe  al  matemático  alemán  Richard  Von  Mises  (1883-1953)  y  se  llama 
método  de  las  potencias.  La  idea  básica  de  este  procedimiento  es  calcular,  en  primera 
instancia,  una  aproximación  a  un  vector  propio  dominante  empleando  la  secuencia 

X,  =  AX,  ,,  ¿=1,2,3,...,  (1) 

donde  X0  representa  un  vector  de  n  X  1  diferente  de  cero  que  es  un  primer  intento  o 
aproximación  del  vector  propio  buscado.  Iterando  (1)  resulta 

X,  =  AX0 

X,  =  AX,  =  A2X0 

:  (2) 

Xm  =  AXm  ,  =  AmX0. 

Bajo  ciertas  circunstancias,  para  valores  grandes  de  m  el  vector  definido  como  X,„  = 
A"'X0  es  una  aproximación  de  un  vector  propio  dominante.  Para  conceptualizar  mejor  lo 
anterior,  formulemos  algunos  supuestos  adicionales  acerca  de  la  matriz  A.  Supongamos 
que  los  valores  propios  de  A  son  tales  que 

|Ail  >  |A2|  &  |A3|  >  >  |A„| 

y  que  los  n  vectores  propios  correspondientes  Kj,  K2, . . . ,  KH  son  linealmente  indepen¬ 
dientes.  Debido  a  este  último  supuesto,  Kb  K2, . . . ,  K„  puede  servir  como  base  para  R". 
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Por  lo  tanto,  para  cualquier  vector  X0  den  X  1  diferente  de  cero,  se  pueden  calcular 
constantes  ch  c2,  . . . ,  c„  tales  que 


X0  —  CiK|  +  c2  K2  +  •  ■  ■  +  c„K„.  (3) 

También  supondremos  que  X0  se  selecciona  de  tal  forma  que  c1  =f=  0.  Multiplicando  (3) 
por  A  obtenemos 


AX0  =  CjAK,  +  c2AK2  +  ■  ■  •  +  c„AK„. 

Puesto  que  AK,  =  AjK1;  AK2  =  A2K2, . . . ,  AK„  =  A„K„,  la  última  línea  puede  expre¬ 
sarse  como 


AX0  —  +  c2A2K2  +  •  ■  ■  +  c„A„AK„.  (4) 

Multiplicamos  (4)  por  A  y  resulta 

A2X0  =  C|A)AK|  +  c2A2AK2  +  ■  •  ■  +  c„A„AK„ 

=  +  c2  AfK2  +  ■  ■  •  +  c„A,7K„. 

Continuamos  de  esta  forma  y  encontramos  que 

A"'X0  =  c.AT'K,  +  c2A2"K2  +  ■  •  ■  +  c„AnmK„  (5) 

=  ^(crK,  +  c2(j^j  K2  +  •  ■  •  +  K (6) 

Puesto  que  |Aj|  >  |A,-|  para  i  =  2,  3,  . . . ,  n,  tenemos  |  A  ¿/A ,  |  <  1  y,  como  consecuencia, 
límm^00(A /Aj)™  =  0.  Por  lo  tanto,  conforme  m  — >  oo,  podemos  observar  a  partir  de  (6) 
que 


AmX0  *  A™C|K|. 


(7) 


Ya  que  un  múltiplo  constante  diferente  de  cero  de  un  vector  propio  es  otro  vector  propio, 
podemos  deducir  a  partir  de  (7)  que  para  valores  grandes  de  m,  y  tomando  en  cuenta 
todas  las  suposiciones  formuladas,  la  matriz  de  n  X  I  X,„  =  AmX0  es  una  aproximación  a 
un  vector  propio  dominante  asociado  con  el  valor  propio  dominante  A La  rapidez  con  la 
que  este  método  converge  depende  del  cociente  A2/At:  si  |A2/Aj|  es  muy  pequeño,  enton¬ 
ces  la  convergencia  es  rápida,  mientras  que  si  | A 2/A  x  |  tiene  un  valor  cercano  a  la  unidad,  la 
convergencia  es  lenta.  Desde  luego,  esta  información  no  es  tan  útil  como  parece  debido  a 
que,  en  general,  no  conocemos  con  antelación  los  valores  propios. 

Falta,  entonces,  aproximar  el  valor  propio  dominante  en  sí  mismo.  Lo  anterior  se 
puede  llevar  a  cabo  mediante  el  producto  intemo.  Si  K  es  un  vector  propio  de  una  matriz 
A  correspondiente  al  valor  propio  A,  tenemos  AK  =  AK,  y  así  tenemos  que  AK  ■  K  = 
AK  ■  K.  Como  AK  K  y  K  K  son  escalares,  podemos  despejar  A  en  esta  última  ecua¬ 
ción: 

AK  •  K 


De  aquí  que,  si  Xm  =  A”'X0  es  una  aproximación  de  un  vector  propio  dominante  obte¬ 
nido  por  iteración  de  (1),  entonces  el  valor  propio  A ,  dominante  puede  aproximarse  por 
medio  del  cociente 


Ai 


AX„ 


X„ 


(8) 


El  cociente  presentado  en  (8)  es  conocido  como  cociente  de  Rayleigh. 


Ejemplo  2  Uti Lización  del  método  de  Las  potencias 

Utilice  el  método  de  las  potencias  para  aproximar  el  valor  propio  dominante  y  el  corres¬ 
pondiente  vector  propio  dominante  de  A  = 
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Solución  Puesto  que  no  conocemos  los  valores  propios  y  los  vectores  propios,  pode- 
mos  emplear  Xq  =  I  I.  Los  primeros  dos  términos  de  la  secuencia  de  vectores  definida 
por  (1)  son 


Xi  =  AX0 
X2  =  AXj 


2 

2 


Los  cinco  vectores  restantes  obtenidos  de  esta  forma  se  proporcionan  en  la  tabla  siguiente: 
1  3  4  5  6  7 

í  144  \  / 712\  / 3  576\  /17  848\  /89 304\ 

‘  V  68  y  V364y  Vi  7727  V  8  956  7  V44  588/ 


A  estas  alturas,  aparentemente  no  hemos  llegado  a  ningún  lado,  ya  que  los  elementos 
de  los  vectores  de  la  tabla  parecen  estar  aumentando  sin  límites.  Sin  embargo,  tenga  en 
cuenta  que  (7)  indica  que  estamos  obteniendo  una  constante  múltiple  de  un  vector.  Si 
el  método  de  las  potencias  converge  entonces,  por  factorización  del  elemento  con  valor 
absoluto  más  grande  de  Xm  (para  un  valor  de  m  grande),  obtendremos  una  aproximación 
razonable  de  un  vector  propio  dominante.  A  partir  de  la  tabla, 

X7  =  89304Í  (9) 


0.4933 


Parece  que  los  vectores  se  aproximan  a  los  múltiplos  escalares  de 


1 

0.5 


Ahora  utilizamos  (8)  para  aproximar  el  valor  propio  dominante  Aj.  Primero  tenemos 

^4  2  y  1  A  /4.9986\ 

,3  —  lAo.4993/  _  \2.5007y 

^4.9986\y 


AX7 

ax7  •  x7 
x7  x7 


2.5007/  V0.4993 


1 


1 


0.4993/  V0.4993 


1 


=  6.2472 


=  1.2493. 


Por  último,  tenemos 


ax7  •  x7 
x7  •  x7 


6.2472 

1.2493 


5.0006. 


El  lector  deberá  utilizar  el  procedimiento  de  la  sección  7.7  para  verificar  que  los  valores 


propios  y  los  correspondientes  vectores  propios  de  A  son  Á!  =  5,  A2  =  —2,  K, 


I  Escalamiento  Tal  como  acabamos  de  ver,  la  iteración  de  (1)  a  menudo  resulta  en 
vectores  cuyos  elementos  se  vuelven  muy  grandes  en  valor  absoluto.  Desde  luego,  los 
números  grandes  pueden  causar  problemas  si  se  utiliza  una  computadora  para  realizar 
un  gran  número  de  iteraciones.  El  resultado  en  (9)  sugiere  que  una  forma  de  evitar  esta 
dificultad  es  mediante  el  uso  de  un  vector  de  escalamiento  en  cada  etapa  de  la  iteración. 
Para  efectuar  el  escalamiento,  simplemente  multiplicamos  el  vector  AX0  por  el  recíproco 
del  elemento  que  tenga  el  valor  absoluto  más  grande.  Es  decir,  multiplicamos 

_ 1 _ 

máx{\xi\,\x2\,  ...,|x„|}' 
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A  esta  matriz  resultante,  cuyos  elementos  son  ahora  menores  o  iguales  a  la  unidad,  la 
llamamos  X¡.  Repetimos  el  proceso  con  el  vector  AX,  para  obtener  el  vector  escalado 
X2,  y  así  sucesivamente. 


Ejemplo  3  Vuelta  al  ejemplo  2 

Repita  las  iteraciones  del  ejemplo  2  utilizando  los  vectores  escalados. 


Solución  A  partir  de  AX0  = 


Xl  =  6 


6 

1 

0.3333 


definimos 


A  partir  de  AX,  = 


2 

-1 

X,  = 


1 

0.3333 

1 


4.6666\ 
2.6667/ 
4.6666\ 


4.6666  V2.6667/  \0.5714 


,  definimos 


1 


Proseguimos  de  esta  manera  hasta  construir  la  tabla  siguiente: 

¿  3  4  5  6 


0.4722 


1 

0.5112 


1 

0.4955 


0.5018 


1 

0.4993 


En  contraste  con  la  tabla  del  ejemplo  3,  a  partir  de  esta  tabla  resulta  evidente  que  los 


vectores  se  aproximan  a 


□ 


■  Método  de  la  deflación  Después  de  que  hemos  encontrado  el  valor  propio  do¬ 
minante  A  j  de  una  matriz  A,  podría  aún  ser  necesario  calcular  los  valores  propios  no 
dominantes.  El  procedimiento  que  se  analizará  a  continuación  es  una  modificación  del 
método  de  potencias  y  se  denomina  método  de  deflación.  Limitaremos  el  análisis  al 
caso  donde  A  es  una  matriz  simétrica. 

Suponga  que  Aj  y  son,  respectivamente,  el  valor  propio  dominante  y  un  vector 
propio  normalizado  correspondiente*  (es  decir,  IIKJI  =  1)  de  una  matriz  simétrica  A. 
Además,  suponga  que  los  valores  propios  de  A  son  tales  que 

|A r|  >  |A2|  >  |A3|  >  •  •  ■  >|A„|. 


Puede  demostrarse  que  la  matriz 

B  =  A  -  AjK^K/  (10) 

tiene  valores  propios  0,  A2,  A3, . . . ,  A„  y  que  los  vectores  propios  de  B  son  también  los  vec¬ 
tores  propios  de  A.  Observe  que  A2  es  ahora  el  valor  propio  dominante  de  B.  Aplicamos  el 
método  de  las  potencias  a  B  para  aproximar  A2  y  un  vector  propio  correspondiente. 


Ejemplo  4  EmpLeo  del  método  de  deflación 

Utilice  el  método  de  deflación  para  aproximar  los  valores  propios  de 

/  1  2  -1 

A  =  2  1  1 

\~1  1  0 


*Consulte  el  ejemplo  3  de  la  sección  7.10. 
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Solución  Comenzamos  utilizando  el  método  de  las  potencias  con  escalamiento  a  fin 
de  encontrar  el  valor  propio  dominante  y  un  vector  propio  correspondiente  de  A.  Se- 

l'\ 

leccionando  X0  =  1  ,  podemos  observar  que 

Vi/ 


AX0  = 


AXj  = 


/  1 

2 

“M/ 

2 

1 

1 

V-1 

1 

0/' 

(  1 

2 

~l\( 

2 

1 

1 

V-1 

1 

0/  V 

)-\ 

V0.5/ 

por  lo  que 


por  lo  que  X 


Los  vectores  escalados  X3  a  X10  aparecen  en  la  tabla  siguiente: 
i  3  4  5  6 


10 


1 

0.9440 

0.0293 


1 

0.9744 

0.0129 


0.9885 

0.0058/ 


Utilizamos  X10  y  (8)  para  encontrar  que 

AX10  •  X10 

*1  ~  y  Y  =  2-"9?- 
A10  *  A10 

Al  parecer  el  valor  propio  dominante  y  un  vector  propio  correspondiente  son  A  x  =  3  y 

í'\ 

K  =  1  respectivamente. 

w 

Nuestra  siguiente  tarea  es  construir  la  matriz  B  definida  por  ( 10).  Con  ||K||  =  \Í2,  el 

'1/V2N 

vector  propio  normalizado  es  Kj  =  \¡\Í2  .  Por  lo  tanto, 


B 


0 

'1/V2n 

3|  1/V2  |(1/V2  1/V2  0) 


1  2  -l\ 

1  i 

(\  1  o\ 

/ 

2  1  1 

- 

1  1  0 

= 

1  1  0/ 

1  \ 

Vo  0  0/ 

\ 

Utilizaremos  el  método  de  las  potencias  con  escalamiento  para  calcular  el  valor  propio 

í'\ 

dominante  de  B.  Con  X0  =  1  de  nuevo,  los  resultados  se  despliegan  en  la  tabla  si- 

V 1/ 

guiente: 


1 


X, 


0.8333  \ 
-0.8333 


Utilizamos  X7  y  (8),  y  encontramos 


ax7  •  x7 
x7  •  x7 


=  -1.9996. 
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A  partir  de  estos  cálculos,  parece  evidente  que  el  valor  propio  dominante  B  y  un  vector 

/-i' 

propio  correspondiente  son  A2  =  —  2yK=  1 

\-l, 

Para  calcular  el  último  valor  propio  de  A,  repetimos  el  proceso  de  deflación  para  en¬ 
contrar  el  valor  propio  dominante  y  un  vector  propio  correspondiente  de  la  matriz 

0.1667  -0.1667  -0.3333' 

-0.1667  0.1667  0.3333 

-0.3333  0.3333  0.6667; 

-1/V3> 

l/\/3  .  Se  invita  al  estudiante  a  comprobar  que 


donde  hemos  utilizado  K2  = 
A3  =  1. 


-1/V3y 


De  alguna  forma,  el  ejemplo  5  es  artificial  puesto  que  los  valores  propios  de  una 
matriz  no  necesitan  ser  números  “agradables”  como  3,  —2  y  1.  Además,  utilizamos  los 
valores  exactos  de  los  valores  propios  dominantes  A  j  y  A2  en  la  formación  de  las  matrices 
B  y  C.  Desde  luego,  en  la  práctica,  debemos  conformarnos  con  trabajar  con  aproxima¬ 
ciones  del  valor  propio  dominante  A[  y  un  vector  propio  correspondiente  Kj  dominante 
normalizado  de  A.  Si  estas  aproximaciones  se  utilizan  en  (10)  se  genera  un  error  en  el 
cálculo  de  la  matriz  B,  por  lo  que  más  errores  pueden  generarse  en  el  cálculo  de  su  valor 
propio  dominante  A2  y  el  vector  propio  dominante  K2.  Si  A2  y  K2  se  utilizan  para  cons¬ 
truir  la  matriz  C,  parece  razonable  concluir  que  los  errores  se  están  agravando.  En  otras 
palabras,  el  método  de  deflación  puede  volverse  demasiado  impreciso  a  medida  que  se 
calculen  más  valores  propios. 

■  Método  de  la  potencia  inversa  En  algunos  problemas  sobre  aplicaciones,  estamos 
más  interesados  en  aproximar  el  valor  propio  de  una  matriz  A  con  un  valor  absoluto  más 
pequeño  que  el  valor  propio  dominante.  Si  A  es  no  singular,  entonces  los  valores  propios 
de  A  son  diferentes  de  cero  (demuestre  esto),  y  si  A1;  A2, . . . ,  A„  son  los  valores  propios  de 
A,  entonces  1/Ab  1/A2, . . . ,  1/A„  son  los  valores  propios  de  A-1.  Esto  último  puede  obser¬ 
varse  multiplicando  la  ecuación  AK  =  AK,  A  A  0,  por  A-1  y  1/A  para  obtener  A  'K  = 
(1/A)K.  Ahora,  si  los  valores  propios  de  A  pudieran  agruparse  en  el  orden 

|Ail  &  |A2|  >  |A3|  &  &  |A„  i|  >  |AJ, 

entonces  podemos  observar  que  1/A„  es  el  valor  propio  dominante  de  A-1.  Aplicando  el 
método  de  las  potencias  a  A-1,  aproximamos  el  valor  propio  de  magnitud  más  grande 
y,  tomando  su  recíproco,  calculamos  el  valor  propio  de  A  de  menor  magnitud.  A  esto  se 
le  conoce  como  el  método  de  la  potencia  inversa.  Consulte  los  problemas  del  1 1  al  13 
dados  en  la  sección  de  ejercicios  7.11. 


EJERCICIOS7.il  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-16. 


Para  el  profesor  y  el  estudiante:  En  la  resolución  de  los  pro¬ 
blemas  siguientes  sería  de  utilidad  emplear  una  calculadora  con 
capacidad  para  trabajar  con  matrices  o  un  CAS. 

Cada  matriz  de  los  problemas  1  a  10  tiene  un  valor  propio  do¬ 
minante. 

En  los  problemas  1  y  2,  utilice  el  método  de  las  potencias  ilustra¬ 
do  en  el  ejemplo  3  para  encontrar  el  valor  propio  dominante  y  el 
correspondiente  vector  propio  dominante  de  la  matriz  dada. 


En  los  problemas  del  3  al  6,  utilice  el  método  de  las  potencias 
con  escalamiento  para  encontrar  el  valor  propio  dominante  y  el 
correspondiente  vector  propio  de  la  matriz  dada. 


4. 


6. 


1 

1 

0 


1 

1 

2 
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En  los  problemas  del  7  al  10,  utilice  el  método  de  deflación 
para  calcular  los  valores  propios  de  la  matriz  dada. 


7. 


9. 


/  O  O 
10.  0  -4 

\-4  0 


d)  Utilice  el  método  de  la  potencia  inversa  para  calcu¬ 
lar,  aproximado  a  dos  decimales,  el  valor  propio  de 
A  de  menor  magnitud. 

é)  Con  el  resultado  del  inciso  d),  encuentre  la  carga 
crítica  menor  aproximada.  Compare  su  respuesta 
con  la  proporcionada  en  la  sección  3.9. 


En  los  problemas  11  y  12,  aplique  el  método  de  la  potencia 
inversa  para  calcular  el  valor  propio  de  menor  magnitud  de  la 
matriz  dada. 


1 

M 

-0.2 

12. 

0.3  \ 

\3 

V 

V  0.4 

-o.J 

13.  En  el  ejemplo  3  de  la  sección  3.9  estudiamos  que  la 
curva  de  deflexión  de  una  columna  delgada  que  se  en¬ 
cuentra  bajo  una  carga  aplicada  P  está  definida  por  el 
problema  de  valor  en  la  frontera 

d2y 

El— y  +  Py  =  0,  v(0)  =  0,  y(L)  =  0. 
dx 

En  este  problema  demostramos  cómo  aplicar  las  técnicas 
matriciales  para  calcular  la  carga  crítica  más  pequeña. 

Dividamos  el  intervalo  [0,  L\  en  n  subintervalos  de 
longitud  h  =  L/n,  y  sea  x¡  =  ih,  i  =  0,  1 Para 
valores  pequeños  de  h,  se  puede  deducir,  a  partir  de  la 
expresión,  que 

d2y  ^  y¡+ 1  -  2y¡  +  y,-_! 
dx2  h2 

donde  y¡  =  y(x¡). 

a)  Demuestre  que  la  ecuación  diferencial  puede  reem¬ 
plazarse  por  la  ecuación  en  diferencias 

EI(yi+ 1  -  2y¡  +  y¡  _  J  +  Ph2y¡  =  0,  i  =  1,  2, ...,«-  1 

b )  Demuestre  que  para  n  =  4  la  ecuación  en  diferen¬ 
cias  del  inciso  a)  da  como  resultado  el  sistema  de 
ecuaciones  lineales 


Observe  que  este  sistema  tiene  la  forma  del  problema 
del  valor  propio  AY  =  AY,  donde  A  =  PL2I16EI. 

c )  Calcule  A-1. 


14.  Suponga  que  la  columna  del  problema  13  se  hace  más 
estrecha  por  lo  que  el  momento  de  inercia  de  una  sec¬ 
ción  transversal  I  varía  linealmente  desde  1(0)  =  70  = 
0.002  hasta /(L)  =  IL  =  0.001. 

a)  Utilice  la  ecuación  en  diferencias  del  inciso  a)  del 
problema  13  con  n  =  4  para  establecer  un  sistema  de 
ecuaciones  análogo  al  que  se  propuso  en  el  inciso  tí). 

b)  Proceda  igual  que  en  el  problema  13  para  calcular 
una  aproximación  a  la  carga  crítica  más  pequeña. 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

15.  En  la  sección  7.9  estudiamos  cómo  calcular  una  poten¬ 
cia  A'"  de  una  matriz  A  de  n  X  n.  Consulte  la  documen¬ 
tación  del  CAS  que  tenga  a  la  mano  para  encontrar  el 
comando  que  calcula  la  potencia  A'".  (En  Mathematica, 
el  comando  es  MatrixPower[A,  m].)  La  matriz 


tiene  un  valor  propio  dominante. 

a)  Utilice  un  CAS  para  calcular  A10. 

tí)  Ahora  utilice  (2),  Xm  =  A'"X0,  con  m  =  10  y  X0  = 

A 

0  ,  para  calcular  X10.  De  la  misma  manera 

0/ 

calcular  X12.  Después  proceda  igual  que  en  (9)  para 
calcular  el  vector  propio  dominante  aproximado  K. 

c)  Si  K  es  un  vector  propio  de  A,  entonces  AK  =  AK. 
Utilice  esta  definición  junto  con  el  resultado  del  in¬ 
ciso  tí)  para  encontrar  el  valor  propio  dominante. 


7.12  Diagonalización 


■  Introducción  En  el  capítulo  8  podremos  observar  que  los  valores  propios,  vectores 
propios,  matrices  ortogonales  y  el  tema  de  esta  sección,  diagonalización,  representan  he¬ 
rramientas  importantes  para  la  resolución  de  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  linea¬ 
les  de  primer  orden.  La  pregunta  fundamental  que  consideraremos  en  esta  sección  es: 

Para  una  matriz  A  de  n  X  n,  ¿podemos  calcular  una  matriz  no  singular  P  de  n  X  n 
tal  que  P  ‘AP  =  D  sea  una  matriz  diagonal? 

I  Una  notación  especial  Comenzamos  con  una  notación  abreviada  para  representar 
el  producto  de  dos  matrices  de  n  X  n.  Esta  notación  será  de  gran  utilidad  para  demostrar 
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el  teorema  principal  de  esta  sección.  Para  efectos  ilustrativos,  suponga  que  A  y  B  son 
matrices  de  2  X  2.  Por  lo  tanto, 

an  a\2\fb  11  ¿>12^  _  / +  «12^21  #11^12  +  aU^22 

a2l  a22/\b2]  ¿>22  /  VMll  +  a22b2i  «21^12  +  a22b22 

columna  1  columna  2 

fbu\ 

Si  escribimos  las  columnas  de  la  matriz  B  como  los  vectores  X,  =  ,  y  X,  = 

\bj 

entonces  las  columnas  1  y  2  del  producto  (1)  pueden  expresarse  mediante  los  productos 
AXj  y  AX2.  Esto  es, 

AB  =  (AXt  AX2). 

columna  1  columna  2 

En  general,  para  dos  matrices  de  n  X  n 

AB  =  A(Xj  X2 . . .  X„)  =  (AXj  AX2  . . .  AX„),  (2) 

donde  Xb  X2, . . . ,  X„,  son  las  columnas  de  B. 


I  Matriz  diagonalizable  Si  pudiera  encontrarse  una  matriz  P  no  singular  de  n  X  n 
de  tal  forma  que  P  AP  =  D  fuese  una  matriz  diagonal,  entonces  podríamos  decir  que 
la  matriz  A  de  n  X  n  puede  ser  diagonalizada,  o  que  es  diagonalizable,  y  que  P  diago- 
naliza  a  A. 

Para  descubrir  cómo  diagonalizar  una  matriz  supongamos,  con  propósitos  de  estudio, 
que  A  es  una  matriz  diagonalizable  de  3  X  3.  Entonces  existe  una  matriz  P  no  singular 
de  3  X  3  tal  que  P  1  AP  =  D  o  AP  =  PD,  donde  D  es  una  matriz  diagonal 

Mi  o  o  \ 

D  =  0  d22  0  . 

V  0  0  ¿33/ 

Si  P¡,  P2  y  P,  expresan  las  columnas  de  P,  entonces  puede  deducirse  que  a  partir  de  (2) 
la  ecuación  AP  =  PD  es  la  misma  que 


(AP¡  AP2  AP3)  —  (¿I  |P|  ¿22^*2  ¿33P3) 

o  AP¡  =  ¿]]P],  AP2  =  ¿22P2,  AP,  =  ¿33P3. 


Sin  embargo,  en  la  definición  7.13  observamos  que  dn,  d22  y  ¿33  son  valores  propios  de 
A  asociados  con  los  vectores  propios  Pb  P2  y  P3.  Estos  vectores  propios  son  linealmente 
independientes,  puesto  que  supusimos  una  P  no  singular. 

Ya  hemos  descubierto,  en  un  caso  particular,  que  si  A  es  diagonalizable,  entonces  las 
columnas  de  la  matriz  P  diagonalizadora  constan  de  vectores  propios  linealmente  inde¬ 
pendientes  de  A.  Puesto  que  queremos  diagonalizar  una  matriz,  realmente  nos  interesa 
lo  que  respecta  a  la  validez  de  la  conversión  del  último  enunciado.  En  otras  palabras,  si 
pudiéramos  encontrar  n  vectores  propios  linealmente  independientes  de  una  matriz  A 
de  n  X  n  y  formar  una  matriz  P  de  n  X  n  cuyas  columnas  consistieran  en  estos  vectores 
propios,  entonces  ¿P  diagonalizaría  a  A?  La  respuesta  es  sí,  y  se  demostrará  con  ayuda 
del  teorema  siguiente. 


TEOREMA  7.30 


Condición  suficiente  para  La 
diagonaLización 

Si  una  matriz  A  de  n  X  n  tiene  n  vectores  propios  linealmente  independientes  K,, 
K2, . . . ,  K„,  entonces  A  es  diagonalizable. 


Demostración  Demostraremos  el  teorema  para  el  caso  en  que  A  es  una  matriz  de  3  X  3. 
Sean  Kb  K2  y  K3  vectores  propios  linealmente  independientes  correspondientes  a  los 
valores  propios  Ab  A2  y  A3;  esto  es, 


AK]  =  A]K],  AK2  =  A2K2  y  AK3  =  A3K3.  (3) 
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Enseguida  construya  la  matriz  P  de  3  X  3  con  los  vectores  columna  K1;  K->  y  K3:  P  = 
(KiK2K3).P  es  no  singular  ya  que,  por  hipótesis,  los  vectores  propios  son  linealmente  in¬ 
dependientes.  A  continuación,  utilizando  (2)  y  (3),  podemos  escribir  el  producto  AP  como 

AP  =  (AKj  AK2  AK3)  =  (A | K,  A2K2  A3K3) 

/  Aj  0  0\ 

=  (K1K2K3)  o  a2  o  =pd. 

V  0  0  A  J 

Al  multiplicar  la  última  ecuación  del  lado  izquierdo  por  P  1  nos  da  P  'AP  =  D.  □ 

En  la  demostración  del  teorema  7.30  observe  con  mucho  cuidado  que  los  elementos 
de  la  matriz  diagonalizada  son  los  valores  propios  de  A,  y  que  el  orden  en  que  aparecen 
estos  números  en  la  diagonal  de  D  corresponde  al  orden  en  que  los  vectores  propios  se 
utilizan  como  columnas  de  la  matriz  P. 

En  vista  de  la  motivante  discusión  que  precedió  al  teorema  7.30  podemos  enunciar  el 
resultado  general: 


TEOREMA  7.31 


Criterio  para  La  diagonaLización 


"A 


Una  matriz  A  de  n  X  n  es  diagonalizable  si,  y  sólo  si,  A  tiene  n  vectores  propios 
linealmente  independientes. 

_ / 


En  la  sección  7.8  pudimos  observar  que  una  matriz  A  de  n  X  n  tendrá  n  vectores  pro¬ 
pios  linealmente  independientes  siempre  que  contenga  n  valores  propios  distintos. 


TEOREMA  7.32 


Condición  suficiente  para  La 
diagonaLización 


Si  una  matriz  A  de  n  X  n  tiene  n  valores  propios  distintos,  es  diagonalizable. 


A 


Ejemplo  1  DiagonaLización  de  una  matriz 

(—5  Sri 

Si  es  posible,  diagonalice  A  = 

6  10; 

Solución  Antes  que  nada,  calculamos  los  valores  propios  de  A.  La  ecuación  caracte- 
-5  -  A  9 

-6  10  -  A 

Los  valores  propios  son  A:  =  1  y  A2  =  4.  Puesto  que  los  valores  propios  son  diferentes, 
sabemos  a  partir  del  teorema  7.32  que  A  es  diagonalizable. 

Luego  los  vectores  propios  de  A  correspondientes  a  A,  =  I  y  A2  =  4  son,  respectiva¬ 
mente, 


rística  es  det(A  —  AI)  = 


=  A2  -  5A  +  4  =  (A  -  1)(A  -  4)  =  0. 


K,  = 


K,  = 


Si  utilizamos  estos  vectores  como  columnas,  encontramos  que  la  matriz  no  singular  P 
que  diagonaliza  a  A  es 

Í3  V 

p  =  (K'K2)  =  (2  , 

1  -1 

„-2  3 

por  lo  que  llevando  a  cabo  las  multiplicaciones  obtenemos 

1  _1Y"5  T  'W1  0 

,  — 2  3/1-6  10/ \2  1 J  VO  4 


Ahora 


P  1  = 


1  A  l> 


P  AP 


D. 


□ 
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En  el  ejemplo  1,  si  hubiéramos  invertido  las  columnas  de  P,  es  decir,  P  = 

(4  0' 

entonces  la  matriz  diagonal  hubiera  sido  D  =  I  ^ 


Ejemplo  2  DiagonaLización  de  una  matriz 


Considere  la  matriz  A 


Observamos  en  el  ejemplo  2  de  la  sec¬ 


ción  7.8  que  los  valores  propios  y  los  correspondientes  vectores  propios  son 


Debido  a  que  los  valores  propios  son  diferentes,  A  es  diagonalizable.  Construimos  la 
matriz 


Una  matriz  con  valo¬ 
res  propios  repetidos 
podría  ser  diagonalizable. 


P  =  (Kj  K2  K3)  = 


Al  igualar  los  valores  propios  con  el  orden  en  que  aparecen  los  vectores  propios  en  P, 
sabemos  que  la  matriz  diagonal  será 


A  partir  de  cualquiera  de  los  métodos  de  la  sección  7.6  encontramos  que 

A  0 


y  asi 


1 

2 

A 

/  1 

-1 

2\ 

6 

-1 

° 

6 

2 

3 

1 

-2 

-1/ 

V  13 

1 

-2/ 

□ 


La  condición  de  que  una  matriz  A  de  n  X  n  tenga  n  valores  propios  distintos  es  suficiente, 
esto  es,  una  garantía  para  que  A  sea  diagonalizable.  La  condición  de  que  haya  n  valores 
propios  distintos  no  es  una  condición  necesaria  para  la  diagonalización  de  A.  En  otras 
palabras,  si  la  matriz  A  no  tiene  n  valores  propios  distintos,  entonces  podrá  o  no  ser  diago¬ 
nalizable. 


Ejemplo  3  Una  matriz  que  no  es  diagonalizable 

En  el  ejemplo  3  de  la  sección  7.8  observamos  que  la  matriz  A  = 


tiene  un 


valor  propio  repetido  A,  =  A2  =  5.  Asimismo,  pudimos  calcular  un  solo  vector  propio 

/2\ 

K,  =  |  1.  Concluimos  a  partir  del  teorema  7.31  que  A  no  es  diagonalizable. 
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Ejemplo  4  Valores  propios  repetidos  pero  diagonalizables 

(°  1  °\ 

Los  valores  propios  de  la  matriz  A  =  1  0  0  son  Aj  =  —  1  y  A2  =  A3  =  1. 

\0  0  1/ 

(  '\ 

Para  At  =  —  1  obtenemos  Kj  =  I  —1  .  Para  el  valor  propio  repetido  A2  =  A3  =  1,  el 

V  0  / 

método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  nos  da 


(~  1 

1 

°\ 

/I 

-1 

0\ 

II 

o 

HH 

1 

< 

1 

-1 

0 

=> 

0 

0 

0 

\  0 

0 

0/ 

\0 

0 

0/ 

De  la  última  matriz  podemos  observar  que  k\  —  k2  =  0.  Puesto  que  k3  no  se  puede  deter¬ 
minar  a  partir  de  la  última  matriz,  podemos  seleccionar  un  valor  arbitrario.  La  alternativa 
k2  =  1  nos  da  Aj  =  1.  Si  después  seleccionamos  k3  =  0  obtenemos  el  vector  propio 


K2  = 


La  elección  alternativa  k2  =  0  nos  da  k¡  =  0.  Si  &3  =  1  obtenemos  otro  vector  propio 
correspondiente  a  A2  =  A3  =  1: 

-(? 

Puesto  que  los  vectores  propios  Kh  K2  y  K3  son  linealmente  independientes,  una  matriz 
que  diagonaliza  a  A  es 


P  = 


Al  igualar  los  valores  propios  con  los  vectores  propios  en  P,  tenemos  que  P  1 AP  =  D, 
donde 


/-!  0  0\ 

D  =  0  1  0  . 

V  o  0  1/ 

■  Matrices  simétricas  Una  matriz  simétrica  A  de  n  X  n  con  elementos  reales  siem¬ 

pre  se  puede  diagonalizar.  Lo  anterior  es  una  consecuencia  del  hecho  de  que  siempre  po¬ 
dremos  calcular  n  vectores  propios  linealmente  independientes  de  dicha  matriz.  Además, 
puesto  que  podemos  calcular  n  vectores  propios  mutuamente  ortogonales,  es  posible 
usar  una  matriz  ortogonal  P  para  diagonalizar  A.  Se  dice  que  una  matriz  simétrica  es 
diagonalizable  ortogonalmente. 


Demostración  parcial  Se  demostrará  la  parte  necesaria  (es  decir,  la  parte  “sólo  si”) 
del  teorema.  Supongamos  que  una  matriz  A  de  n  X  n  es  diagonalizable  ortogonalmente. 
Entonces  existe  una  matriz  ortogonal  P  tal  que  P  AP  =  D  o  A  =  PI)P  Puesto  que  P 
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es  ortogonal,  P  1  =  Pr  y,  en  consecuencia,  A  =  PDPr.  Sin  embargo,  a  partir  de  i)  y  iii ) 
del  teorema  7.2  y  de  que  la  matriz  diagonal  es  simétrica,  tenemos 

Ar  =  (PDPy  =  (P7)7D7Pr  =  PDPr  =  A. 


Por  lo  tanto,  A  es  simétrica. 


□ 


> 

Consulte  los  Coménta¬ 
nos  de  esta  sección. 


Ejemplo  5  DiagonaLización  de  una  matriz  simétrica 

(9  1  1\ 

Considere  la  matriz  simétrica  A  =  1  9  1  .  En  el  ejemplo  4  de  la  sección  7.8  estu- 

\1  1  9/ 

diamos  que  los  valores  propios  y  los  correspondientes  vectores  propios  son 


Los  vectores  propios  K1;  K2  y  K3  son  linealmente  independientes,  sin  embargo,  observe 
que  no  son  mutuamente  ortogonales  ya  que  K2  y  K3,  los  vectores  propios  correspondien¬ 
tes  al  valor  propio  repetido  A2  =  A3  =  8,  no  son  ortogonales.  Para  A2  =  A3  =  8  podemos 
calcular  los  vectores  propios  a  partir  del  método  de  eliminación  de  Gauss-Jordan  como 


(A  -  81 1 0) 


íl  ' 
0  0 

\o  o 


el  cual  implica  que  k{  +  k2  +  k3  =  0.  Debido  a  que  las  variables  son  arbitrarias,  selec¬ 
cionamos  k2  =  I ,  k3  =  0  para  obtener  K2,  y  k2  =  0,  k3  =  1  para  obtener  K3.  De  haber 
seleccionado  k2  =  í,k3=  1  y,  después,  k2  =  1,  k3  =  —  1,  obtendríamos,  respectivamente, 
dos  vectores  propios  ortogonales  totalmente  diferentes. 


Por  lo  tanto,  un  nuevo  conjunto  de  vectores  propios  mutuamente  ortogonales  es 


Kj  = 


Multiplicamos  estos  vectores,  a  su  vez,  por  el  recíproco  de  las  normales  IIK^ 
||K2||  =  \Zé,  y  ||K3||  =  \/2,  y  obtenemos  el  conjunto  ortonormal 


=  V3, 


1  \ 
V3 

1 

l--\ 

V6 

1 

0  j 
1 

V3 

1 

w 

V6 
\  Vi) 

Vi 

W2^ 
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Enseguida  utilizamos  estos  vectores  como  columnas  para  construir  una  matriz  ortogonal 
que  diagonalice  a  A: 


U _ 


V3 

V6 

1 

1 

V3 

1 

1 

\V3 

0 

1 

V2 

1 

\Til 


La  matriz  diagonal  cuyos  elementos  son  los  valores  propios  de  A  correspondientes  al 
orden  en  que  aparecen  los  vectores  propios  en  P  es  entonces 


/II  0  0\ 

D  =  0  8  0  . 

\  0  0  8/ 


Lo  anterior  se  demuestra  a  partir  de 

/ 


P  'AP  =  PrAP  = 


1 

1  \ 

/ 1 

2 

°\ 

V3 

V3 

V3 

(:  i :) 

V3 

V6 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

Vfi 

V6 

V6 

V3 

V6 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

V2 

V2/ 

\V3 

Vó 

V2I 

11  0 

°\ 

0  8 

0  = 

D. 

0  0 

8/ 

□ 


Formas  cuadráticas  Se  dice  que  una  expresión  algebraica  de  la  forma 

ax2  +  bxy  +  cy 2 


(4) 


está  en  forma  cuadrática.  Si  permitimos  que  X  = 
como  la  matriz  producto 


,  entonces  (4)  puede  escribirse 


XrAX  =  (x  y) 


\b 


<b 


(5) 


\b 


es  simétrica. 


Observe  que  la  matriz  , 

\2b  c , 

Es  probable  que  en  la  materia  de  cálculo  usted  haya  estudiado  que  una  adecuada  rota¬ 
ción  de  ejes  nos  permite  eliminar  el  término  xy  de  la  ecuación 

ax2  +  bxy  +  cy2  +  dx  +  ey  +  f=  0. 

Como  lo  ilustra  el  ejemplo  siguiente,  podemos  eliminar  el  término  xy  mediante  una 
matriz  ortogonal  y  la  diagonalización  más  que  a  través  del  uso  de  la  trigonometría. 


Ejemplo  6  Identificación  de  una  sección  cónica 

Identificar  la  sección  cónica  cuya  ecuación  es  2x 2  +  4xy  —  yr  =  1. 

Solución  A  partir  de  (5)  podemos  escribir  la  ecuación  dada  como 

(*  v)Q  _i)(*)  =  1  0  X?ÁX  =  !.  (6) 


7.12  DiagonaLización 
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Figura  7.11  Ejes  X  y  Y 
del  ejempLo  6 


donde  A  = 


y  X  =  I  ].  Se  demuestra  que  los  valores  propios  y  los  corres¬ 


pondientes  vectores  propios  de  A  son 

A,  =  -2,  A2  =  3,  Kj  = 


K,  = 


Observe  que  y  K2  son  ortogonales.  Además,  IIK^I  =  ||K2||  =  \/5  ,  por  lo  que  los  vec¬ 
tores 


/  1  \ 

(  2  \ 

Vs 

Vs 

2 

y 

i 

vi) 

\Vi) 

son  ortonormales.  De  aquí  que  la  matriz. 


1 

i 

2  \ 

V5 

Vs 

2 

i 

Y 

Vs) 

sea  ortogonal.  Si  definimos  el  cambio  de  variables  X  =  PX'  donde  X' 
la  forma  cuadrática  2 jr  +  4xy  —  y2  puede  escribirse  como 

XrAX  =  (X')rPrAPX'  =  (X')r(P7AP)X'. 


entonces 


Puesto  que  P  diagonaliza  ortogonalmente  a  la  matriz  simétrica  A,  la  última  ecuación  es 
igual  a 

XrAX  =  (X'fDX'.  (7) 

Utilizamos  (7)  para  observar  que  (6)  se  convierte  en 

Xo  X)-1  0  -2*2  +  3*-2=>- 

Esta  última  ecuación  se  conoce  como  la  forma  estándar  de  una  hipérbola.  Las  coordena¬ 
das  xv  de  los  vectores  propios  son  (1,  —2)  y  (2,  1).  Utilizando  la  sustitución  X  =  PX'  en 
la  forma  X'  =  P  'X  =  PrX,  encontramos  que  las  coordenadas  XY  de  estos  dos  puntos 
son  ( V5,  0)  y  (0,  V5),  respectivamente.  A  partir  de  lo  anterior,  concluimos  que  los  ejes 
X  y  Y  son  como  se  muestra  en  la  figura  7.11.  Los  vectores  propios,  en  color  negro  en  la 
figura,  se  muestran  a  lo  largo  de  los  nuevos  ejes.  Los  ejes  X  y  Y  se  llaman  ejes  principa¬ 
les  de  la  cónica.  □ 


Comentarios 


La  matriz  A  del  ejemplo  5  es  simétrica  y,  como  tal,  los  vectores  propios  correspon¬ 
dientes  a  los  distintos  valores  propios  son  ortogonales.  En  la  tercera  línea  del  ejem¬ 
plo,  observe  que  Kb  un  vector  propio  para  A,  =  1 1,  es  ortogonal  a  K2  y  K3.  Los 


vectores  propios  K2  = 


y  k3 


^  0  J  correspondientes  a  A2  =  A3  =  8  no 


son  ortogonales.  Como  alternativa  en  la  búsqueda  de  vectores  propios  ortogonales 
para  este  valor  propio  repetido  mediante  la  aplicación,  por  segunda  vez,  del  método 
de  eliminación  de  Gauss-Jordan,  podemos  simplemente  aplicar  el  proceso  de  or- 


togonalización  Gram-Schmidt  y  transformar  el  conjunto  {K2,  K3)  en  un  conjunto 
ortogonal.  Consulte  la  sección  1.7  y  el  ejemplo  4  de  la  sección  7.10. 
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EJERCICIOS  7.12  Las  respuestas  a  los  problemas  Impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-17. 


En  los  problemas  del  1  al  20,  determine  si  la  matriz  A  dada  es 
diagonalizable.  Si  es  así,  encuentre  la  matriz  P  que  diagonaliza 
a  A  y  la  matriz  diagonal  D  tal  que  D  =  P  AP. 


1. 


3. 


5. 


-9  13' 


9. 


11. 


13. 


15. 


17. 


2. 


4. 


6. 


8. 


10. 


12. 


14. 


16. 


18. 


0  2 


0  U 


27. 


29. 


28. 


30. 


En  los  problemas  del  3 1  al  34,  utilice  el  procedimiento  que  se  ilustra 
en  el  ejemplo  6  para  identificar  la  sección  cónica  dada.  Grafique. 

31 .  5x2  —  2xy  +  5y2  =  24 

32.  13x2  -  lOxy  +  13y2  =  288 

33.  — 3x2  +  8  xy  +  3y2  =  20 

34.  16x2  +  24xy  +  9y2  -  3x  +  4y  =  0 

35.  Encuentre  una  matriz  A  de  2  X  2  que  tenga  valores  pro¬ 
pios  \:  =  2  y  X2  =  3  y  vectores  propios  correspondien¬ 


tes  K,  =  I  y  K2  = 


36.  Encuentre  una  matriz  simétrica  de  3  X  3  que  tenga  los 
valores  propios  A1  =  l,A2  =  3yA3  =  5y  vectores  pro¬ 
pios  correspondientes 


K,  = 


37.  Si  A  es  una  matriz  diagonalizable  de  n  X  n,  entonces 
D  =  P  1  AP,  donde  D  es  una  matriz  diagonal.  Demuestre 
que  si  m  es  un  entero  positivo,  entonces  A"1  =  PD"  P 

38.  La  m-ésima  potencia  de  una  matriz  diagonal 


/- 

8 

-10 

7 

-9\ 

/ 

an 

0  ■■ 

0  \ 

19. 

0 

2 

0 

0 

n  — 

0 

a22 

0 

9 

-9 

8 

-9 

u  — 

l 

1 

1 

-1 

2/ 

o 

0 

<w 

/4 

2 

-1 

4\ 

/  an 

0 

■■  0 

20. 

0 

1 

2 

3 

0 

2 

0 

1 

es  Dn  = 

0 

nm 

“22 

■■  0 

\o 

0 

0 

2/ 

\  o 

0 

•  •  Qm 

^nn 

En  los  problemas  del  21  al  30,  la  matriz  dada  A  es  simétrica. 
Encuentre  una  matriz  ortogonal  P  que  diagonalice  a  A  y  la  ma¬ 
triz  diagonal  D  tal  que  D  =  PrAP. 


Utilice  este  resultado  para  calcular 

1 2  0  0  0\ 
0 
0 


\0 


0 

-1 

o 


o 

o 

5/ 


En  los  problemas  39  y  40,  utilice  los  resultados  de  los  proble¬ 
mas  37  y  38  para  calcular  la  potencia  indicada  de  la  matriz  que 
se  proporciona. 


39.  A  = 


40.  A  = 


10 

-5 
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7.13  Criptografía 


H  Introducción  La  palabra  criptografía  es  una  combinación  de  dos  palabras  griegas: 
crypto,  que  significa  “oculto”  o  “secreto”,  y  grapho,  “escritura”.  La  criptografía  es  en¬ 
tonces  el  estudio  de  la  elaboración  de  “escritos  secretos”  o  códigos. 

En  esta  sección  se  considerará  un  sistema  de  codificación  y  descifrado  de  mensajes  el 
cual  requiere  que  tanto  el  emisor  como  el  receptor  del  mensaje  sepan: 


una  regla  de  correspondencia  específica  entre  un  conjunto  de  símbolos  (tales  como  le¬ 
tras  del  alfabeto  y  signos  de  puntuación  a  partir  de  los  cuales  se  forman  los  mensajes) 
y  un  conjunto  de  enteros;  y 
una  matriz  A  no  singular  específica. 


0  1  2  3  4  5  6 

espacio  abe  d  e  f 


■  Codificación  y  descifrado  Una  correspondencia  natural  entre  los  primeros  veinti¬ 
siete  números  enteros  no  negativos  y  las  letras  del  alfabeto  y  un  espacio  (para  separar  las 
palabras)  está  dada  por 

7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  21  22  23  24  25  26 

,  .  .  .  ,  t  (1) 

ghij  klmnopqr  s  tuvwxyz 


A  partir  de  (1),  el  equivalente  numérico  del  mensaje 


SEND  THE  DOCUMENT  TODAY 

es 

19  5  14  4  0  20  8  5  0  4  15  3  21  13  5  14  20  0  20  15  4  1  25.  (2) 

El  emisor  codificará  el  mensaje  mediante  la  matriz  no  singular  A  y,  como  veremos  más 
adelante,  el  receptor  del  mensaje  codificado  descifrará  el  mensaje  por  medio  de  la  ma¬ 
triz  (única)  A-1.  El  mensaje  numérico  (2)  está  escrito  ahora  como  una  matriz.  Puesto  que 
hay  23  símbolos  en  el  mensaje,  necesitamos  una  matriz  que  pueda  aceptar  al  menos  24 
elementos  (una  matriz  de  m  X  n  tiene  mn  elementos).  Optamos  por  escribir  (2)  como  la 
matriz  de  3  X  8 


19 

5 

14 

4 

0 

20 

8 

5\ 

0 

4 

15 

3 

21 

13 

5 

14  .  (3) 

20 

0 

20 

15 

4 

1 

25 

0/ 

Observe  que  el  último  elemento  (a38)  presente  en  la  matriz  M  del  mensaje  simplemente 
se  ha  llenado  con  un  espacio  representado  por  el  número  0.  Desde  luego,  pudimos  haber 
escrito  (2)  como  una  matriz  de  6  X  4  o  de  4  X  6;  sin  embargo,  esto  requeriría  una  gran 
matriz  de  codificación.  Una  matriz  de  3  X  8  nos  permite  codificar  el  mensaje  mediante 
una  matriz  de  3  X  3.  El  tamaño  de  las  matrices  utilizadas  interesa  cuando  la  codificación 
y  el  descifrado  se  efectúan  a  mano  en  lugar  de  hacerse  por  computadora. 

Se  selecciona  la  matriz  de  codificación  A,  o  más  bien  se  construye,  de  tal  forma  que 

A  es  no  singular, 

A  tiene  solamente  elementos  enteros  y 

A-1  tiene  solamente  elementos  enteros. 


El  último  criterio  no  es  particularmente  difícil  de  cumplir.  Solamente  necesitamos  se¬ 
leccionar  los  elementos  enteros  de  A  en  tal  forma  que  det  A  =  ±  1 .  Para  una  matriz  de 
2X2ode3X3  podemos  calcular  entonces  A-1  mediante  las  fórmulas  (4)  y  (5)  de  la 
sección  7.6.  Si  A  tiene  elementos  enteros,  entonces  todos  los  cofactores  Cn,  C12,  etc., 
son  también  enteros.  A  partir  de  este  análisis  seleccionamos 

/-!  0  -1\ 

A=  2  3  4  .  (4) 

V  2  4  5/ 
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Usted  deberá  comprobar  que  det  A  =  —  1. 

El  mensaje  original  se  codifica  premultiplicando  la  matriz  M  del  mensaje  por  A;  es 
decir,  el  mensaje  se  envía  como  la  matriz: 


B  =  AM 


/-I 

0 

/  19 

5 

2 

3 

4 

° 

4 

V  2 

4 

5/ 

\20 

0 

-39 

-5 

-34 

-19 

118 

22 

153 

77 

138 

26 

188 

95 

14 

4 

0 

20 

8 

15 

3 

21 

13 

5 

20 

15 

4 

1 

25 

-4 

-21 

-33 

-5 

79 

83 

131 

52 

104 

97 

161 

66 

(5) 


El  lector  se  podrá  imaginar  la  dificultad  que  implica  descifrar  (5)  sin  conocer  A.  Sin 
embargo,  el  receptor  del  mensaje  codificado  B  conoce  A  y  a  su  inversa,  por  lo  que  el 
descifrado  es  el  cálculo  directo  de  la  premultiplicación  de  B  por  A-1: 

AM  =  B  implica  M  =  A  'B. 


Para  la  matriz  (4)  calculamos  a  partir  de  la  expresión  (5)  dada  en  la  sección  7.5  que 


Por  lo  tanto,  el  mensaje  descifrado  es 

/  1  4  — 3\/-39  -5 

M  =  2  3  -2  118  22 

\  —2  -4  3/  \  138  26 

/ 19  5  14  4  0  20  8 

=  0  4  15  3  21  13  5 

\20  0  20  15  4  1  25 


-34 

-19 

-4 

-21 

-33 

-5 

153 

77 

79 

83 

131 

52 

188 

95 

104 

97 

161 

66 

o 


19  5  14  4  0  20  8  5  0  4  15  3  21  13  5  14  20  0  20  15  4  1  25  0. 


Sin  embargo,  también  mediante  el  conocimiento  de  la  correspondencia  original  (1),  el 
receptor  traduce  los  números  en 

SEND_THE_DOCUMENT_TODAY_ 


donde  hemos  indicado  los  espacios  en  blanco  mediante  líneas. 

Vale  la  pena  hacer  algunas  observaciones.  La  correspondencia  o  mapeo  (1)  es  una 
de  las  muchas  correspondencias  que  pueden  establecerse  entre  las  letras  del  alfabeto 
(incluso  podríamos  incluir  los  símbolos  de  puntuación  como  el  punto  y  la  coma)  y  los 
números  enteros.  Mediante  la  utilización  de  las  26  letras  del  alfabeto  y  el  espacio  en 
blanco,  ¡podemos  establecer  27!  de  estas  correspondencias.  (¿Por  qué?)  Además,  pudi¬ 
mos  haber  usado  una  matriz  de  2  X  2  para  codificar  (2).  El  tamaño  de  la  matriz  M  del 
mensaje  habría  sido  entonces  de  al  menos  2  X  12  con  la  finalidad  de  poder  contener  los 
23  elementos  del  mensaje.  Por  ejemplo,  si 


A  =  P  "I 

( 19 

y  M  = 

5 

14 

4 

0 

20 

8 

5 

0  4 

15 

3) 

V0  1 J 

7  \21 

13 

5 

14 

20 

0 

20 

15 

4  1 

25 

0  J 

entonces 


B  =  AM 


31 

24 

32 

40 

20 

48 

35 

13 

5 

14 

20 

0 

20 

15 

6  65  3\ 

1  25  0 / 
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Al  utilizar  A  1  = 


;\ 

1 ,  obtenemos  como  antes 


,  7l  -2V61  31  24  32  40  20  48  35  8  6  65  3\ 

M  =  A  B  = 

VO  1/V21  13  5  14  20  0  20  15  4  1  25  0/ 

_  719  5  14  4  0  20  8  5  0  4  15  3\ 

~~  \21  13  5  14  20  0  20  15  4  1  25  0/ 

No  existe  una  razón  en  particular  por  la  que  el  mensaje  numérico  (2)  tenga  que  fragmen¬ 
tarse  en  renglones  (1X8  vectores)  como  en  la  matriz  (3).  De  manera  alterna,  (2)  podría 
haberse  fragmentado  en  columnas  (vectores  de  3  X  1)  como  se  muestra  en  la  matriz 

/ 19  4  8  4  21  14  20  l\ 

5  0  5  15  13  20  15  25  . 

\  14  20  0  3  5  0  4  0/ 

Por  último,  sería  recomendable  enviar  el  mensaje  codificado  en  forma  de  letras  del  alfa¬ 
beto  más  que  como  números.  En  el  problema  13  de  los  ejercicios  7.13  estudiaremos  la 
forma  de  transmitir  el  mensaje  SEND  THE  DOCUMENT  TODAY  codificado  como 

OVTHWFUVJVRWYBWYCZZNWPZL. 


EJERCICIOS  7.13  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-17. 


En  los  problemas  del  1  al  6,  utilice  la  matriz  A  y  la  correspon¬ 
dencia  ( 1)  para  codificar  el  mensaje  dado.  Verifique  su  trabajo 
descifrando  el  mensaje  codificado. 


1.  A  = 


2.  A  = 


3.  A  = 


4.  A  = 


5.  A  = 


6.  A  = 


;  SEND  HELP 


;  THE  MONEY  IS  HERE 


;  PHONE  HOME 


MADAME  X  HAS  THE  PLANS 


GO  NORTH  ON  MAIN  ST 


;  DR  JOHN  IS  THE  SPY 


En  los  problemas  del  7  al  10,  utilice  la  matriz  A  y  la  correspon¬ 
dencia  (1)  para  descifrar  el  mensaje  dado. 


7.  A  = 


r 

3Y 

7152 

B  = 

184 

171 

86 

212\ 

\5 

2/ 

V  95 

116 

107 

56 

133/ 

8.  A  = 


B 


9.  A  = 


10. 


2  -r 

1  —  ly 

46  -7  -13  22  -18  1 
23  -15  -14  2  -18  -12 


731  21  21 

22 

20 

9\ 

B  = 

19 

0  9 

13 

16 

15 

V  13 

1  20 

8 

0 

9/ 

72  1 

A  = 

0  0 

-1 

W  1 

1/ 

7  36 

32 

28 

61 

26 

56 

10 

B  = 

-9 

-2  - 

18 

-1 

-18 

-25 

0 

^  23 

27 

23 

41 

26 

43 

5 

1 1 .  Utilicemos  la  correspondencia  (1)  para  codificar  el  men¬ 
saje  siguiente  empleando  una  matriz  de  2  X  2: 


17  16  18  5 

-30  -31  -32  -10 


34  0  34  20  9  5  25 
-59  0  -54  -35  -13  -6  -50 


Descifre  el  mensaje  si  las  dos  primeras  letras  son  DA  y 
las  dos  últimas  son  AY. 
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1 2.  a)  Utilizando  la  correspondencia 

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  21  22  23  24  25  26  27 
j  klnms  tuwxghiopqrvyzabcdef  espacio 

encuentre  el  valor  numérico  del  mensaje 
BUY  ALL  AVAILABLE  STOCK  AT  MARKET 

b )  Codifique  el  mensaje  posmultiplicando  la  matriz  M 
del  mensaje  por 


c)  Verifique  su  trabajo  descifrando  el  mensaje  codifi¬ 
cado  en  el  inciso  b). 

1 3.  Con  relación  a  las  matrices  A  y  B  que  se  definieron  en 

(4)  y  (5),  respectivamente. 

a)  Rescriba  B  como  B'  utilizando  enteros  módulo  27.* 

b )  Compruebe  que  el  mensaje  codificado  que  se  vaya  a 
enviar  como  letras  sea 

OVTH  WFU  V  J  VRW  YB  W  Y  CZZN  WPZL 

c)  Descifre  el  mensaje  codificado  calculando  A  B'  y 
rescribiendo  el  resultado  mediante  el  uso  de  enteros 
módulo  27. 


7.14  Código  corrector  de  errores 


U  Introducción  En  contraste  con  la  sección  anterior,  no  existe  ninguna  connotación 
de  hermetismo  en  la  palabra  “código”  tal  como  se  utiliza  en  esta  sección.  Vamos  a  es¬ 
tudiar  brevemente  el  concepto  de  comunicaciones  digitales,  esto  es,  las  comunicaciones 
que  hay  entre  un  satélite  y  una  computadora.  Como  consecuencia,  solamente  trataremos 
con  matrices  cuyos  elementos  sean  dígitos  binarios,  es  decir,  ceros  y  unos.  Al  sumar  o 
multiplicar  dichas  matrices,  utilizaremos  aritmética  módulo  2.  Esta  aritmética  está  defi¬ 
nida  mediante  las  tablas  de  suma  y  multiplicación 


+ 

0 

1 

X 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

Propiedades  fundamentales  como  la  conmutativa  y  la  asociativa  son  válidas  para  este 
sistema.  La  única  excepción  significativa  en  este  caso  es  que  1  +  1=0. 

I  Secuencias  binarias  En  las  comunicaciones  digitales,  los  mensajes  o  palabras 
están  compuestos  por  n  tupias  binarias,  es  decir,  n  tupias  constituidas  únicamente  por  ceros 
y  unos,  o  bits.  Se  dice  que  una  palabra  de  n  bits  es  una  secuencia  binaria  de  longitud  n. 


Ejemplo  1  Secuencias  binarias 

a)  Las  4  tupias  ordenadas  (0,  1,0,  1)  constituyen  una  palabra  de  4  bits,  o  una  se¬ 
cuencia  de  longitud  cuatro. 

b )  La  representación  binaria  (es  decir,  en  base  2)  del  número  39  es  1  0  0  1  1  1,  o 
como  6  tupias  (1,  0,  0,  1,  1,  1). 

c)  La  palabra  ASCII1  correspondiente  a  la  letra  Z  es  la  secuencia  de  longitud  8: 
(LO,  0,  1,  1,0,  LO). 

Por  conveniencia,  una  palabra  de  longitud  n  se  escribirá  como  una  matriz  de  I  X  n, 
esto  es,  como  un  vector  renglón.  Por  ejemplo,  la  palabra  de  4  bits  del  ejemplo  1  se  escri¬ 
biría  como  la  matriz  de  1  X  4,  W  =  (0  1  0  1). 


*Para  los  enteros  a  y  b,  escribimos  a  =  b  (mod  27)  si  b  es  el  residuo  (0  <  b  <  27)  cuando  a  se  divide  entre 
27.  Por  ejemplo,  33  =  6  (mod  27),  28  =  1  (mod  27),  y  así  por  el  estilo.  Los  enteros  negativos  se  manejan 
de  la  manera  siguiente.  Si  27  =  0  (mod  27),  entonces,  por  ejemplo,  25  +  2  =  0  (mod  27)  de  tal  forma  que 
— 25  =  2  (mod  27)  y  —  2  =  25  (mod  27).  Asimismo,  —30  =  24  (mod  27),  puesto  que  30  +  24  (=  54)  = 
0  (mod  27). 

^Siglas  de  American  Standard  Code  for  Information  Interchange  (Código  Estadounidense  Estándar  para 
Intercambio  de  Información). 
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■  Códigos  Con  la  frase  codificar  un  mensaje  queremos  explicitar  el  proceso  me¬ 
diante  el  cual  transformamos  una  palabra  W  de  longitud  n  en  otra  palabra  C  de  longitud 
n  +  m  agregando  m  bits  a  W,  llamados  bits  de  verificación  de  paridad.  Se  dice  que  una 
palabra  codificada  es  una  palabra  código.  Mediante  el  descifrado  de  un  mensaje  reci¬ 
bido  queremos  explicitar  otro  proceso  que  proporciona  ya  sea  otro  mensaje  descifrado  o 
una  indicación  de  que  ha  ocurrido  un  error  durante  la  transmisión.  Se  le  llama  código  a 
un  esquema  de  codificación  y  descifrado. 

Uno  de  los  códigos  más  sencillos  que  existen  es  el  código  de  verificación  de  paridad, 
en  el  cual  una  palabra  se  codifica  de  acuerdo  a  la  regla: 

Si  el  número  de  unos  localizados  Par:  Agregue  un  0  a  la  palabra 

en  la  palabra  es  impar:  Agregue  un  1  a  la  palabra 

La  palabra  paridad  se  refiere  a  si  el  número  de  unos  que  hay  en  una  palabra  es  par  o 
impar.  La  regla  de  codificación  proporcionada  en  (1)  permite  que  la  paridad  de  la  palabra 
código  sea  siempre  par. 


Ejemplo  2  Codificación  de  palabras 

Utilice  el  código  de  verificación  de  paridad  para  codificar  las  palabras  a)  W  = 
(1  0  0  0  1  \)yb)  W  =  (1  1  1  0  0  1). 

Solución  a)  Puesto  que  en  W  el  número  de  unos  es  impar,  agregamos  el  bit  extra  1  al 
final  de  la  palabra  W.  La  palabra  código  es  entonces  C  =  (1  0  0  0  1  1  1  ).b)  En 
este  caso,  el  número  de  unos  es  par,  por  lo  que  el  bit  extra  agregado  a  la  palabra  es  0.  La 
palabra  codificada  es  C  =  (1  110  0  10). 

En  las  comunicaciones  digitales  la  palabra  codificada  C  es  la  que  se  transmite.  Sin 
embargo,  debido  a  la  presencia  de  algún  tipo  de  interferencia  o  ruido  en  el  canal  de  trans¬ 
misión,  pueden  modificarse  uno  o  más  bits  de  C.  Por  lo  tanto,  el  mensaje  transmitido  no 
siempre  es  el  que  se  recibe.  Consulte  la  figura  7.12. 

El  código  de  verificación  de  paridad  permite  que  al  descifrar  se  detecten  errores  sim¬ 
ples.  Suponga  que  R  es  el  mensaje  recibido.  Un  error  simple  en  R  significa  que  un  bit  se 
ha  modificado;  ya  sea  que  un  cero  se  haya  convertido  en  uno  o  viceversa.  En  cualquier 
caso,  la  paridad  de  la  palabra  R  es  impar. 


ruido 


Figura  7.12  Los  bits  de  una  palabra  codificada  pueden  sufrir  modificaciones 
debido  a  interferencias 


Ejemplo  3  Descifrado  de  paLabras 

Utilice  el  código  de  verificación  de  paridad  para  descifrar  las  palabras 

á)  R  =  (1  1  0  0  1  0  1)  y 
b)  R  =  (1  0  1  1  0  0  0). 

Solución  a)  La  paridad  de  R  es  par.  Eliminamos  el  último  bit  y  hacemos  que  el  mensaje 
descifrado  sea  (110  0  10).  b)  La  paridad  de  R  es  impar.  El  descifrado  es  simple: 
un  error  de  paridad. 
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CAPITULO  Matrices 


Para  algunos  tipos  de  comunicación  digital,  como  la  comunicación  interna  con  una 
computadora,  se  recomienda  el  código  de  verificación  de  paridad.  Sin  embargo,  el  ejem¬ 
plo  2  indica  claramente  una  desventaja  importante  de  este  código:  si  se  presenta  un  error, 
no  sabremos  cómo  corregirlo  ya  que  no  sabemos  cuál  es  el  bit  incorrecto.  Además,  se 
pueden  presentar  múltiples  errores  en  la  transmisión.  Si,  digamos,  dos  unos  fueron  cam¬ 
biados  por  ceros  durante  la  transmisión,  el  mensaje  recibido  mantendría  paridad  par  y  el 
descifrado  se  efectuaría  eliminando  el  último  bit.  En  este  caso,  al  menos  uno  de  los  bits 
del  mensaje  descifrado  es  erróneo. 

I  Códigos  Hamming  El  código  de  verificación  de  paridad  es  un  ejemplo  de  un  código 
de  detección  de  errores,  pero  no  de  corrección  de  errores.  En  lo  que  resta  de  este  estudio 
se  considerará  un  código  detector  y  corrector  de  errores  que  se  llama  código  Hamming 
(7,  4).  Este  código,  uno  de  los  códigos  más  ampliamente  utilizados,  fue  inventado  por 
el  matemático  Richard  W.  Hamming,  de  los  Laboratorios  Bell,  en  los  años  de  1950  y  es 
un  esquema  de  codificación  y  descifrado  capaz  de  detectar  la  presencia  de  un  solo  error 
en  un  mensaje  recibido,  además  puede  proporcionar  información  acerca  de  qué  bit  debe 
corregirse.  En  el  código  (7,  4)  el  proceso  de  codificación  consiste  en  transformar  una 
palabra  de  4  bits  W  =  (wl  w2  w3  w4)  en  una  palabra  codificada  de  7  bits 

C  =  (a  c2  Wi  c3  w2  w3  w4), 

donde  c , ,  c2  y  c3  denotan  los  bits  de  paridad.  (Las  palabras  mayores  a  cuatro  bits  pueden 
fragmentarse  en  secuencias  de  palabras  de  cuatro  bits.) 

I  Codificación  En  el  código  Hamming  (7,  4)  los  bits  de  verificación  de  paridad  c , ,  c2 
y  c3  están  definidos  en  términos  de  los  bits  de  información  w , ,  w2,  w3  y  w4: 


Ci  =  Wl  +  w2  +  w4 


c2  =  Wi  +  w3  +  w4  (2) 

c3  =  w2  +  w3  +  w4. 


donde  la  aritmética  se  lleva  a  cabo  en  módulo  2.  Utilizando  matrices  podemos  escribir 
(2)  como  el  producto 


/I  1  0 

10  1 
\0  1  1 


íw\ 

w2 

W3 

\w4/ 


(3) 


Ejemplo  4  Codificación  de  una  palabra 

Codifique  la  palabra  W  =  (1  0  1  1). 


Solución  A  partir  de  (3)  tenemos,  con  wt  =  1,  w2  =  0,  w3 


y  w4  =  1 : 


( 


/I  10 
10  1 
\0  1  1 


1 

1 

1 


/1\ 

o 

1 

Vi/ 


/I  •  1  +  1  •  o  +  o 
1  •  1  +  0  •  0  +  1 
\0  •  1  +  1  •  0  +  1 


+ 

1 ' 

•  1 

+ 

1  • 

•  1 

+ 

1  • 

•  1 

Esto  es,  c¡  =  0,  c2  =  1,  c3  =  0,  por  lo  que  la  palabra  codificada  correspondiente  es 
C  =  (0  1  10  0  1  1). 


Antes  de  entrar  en  los  detalles  acerca  de  cómo  descifrar  un  mensaje,  necesitamos  pre¬ 
sentar  una  matriz  especial.  Primero  observamos  que  en  la  aritmética  módulo  2  no  existen 
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números  negativos;  el  inverso  aditivo  de  1  es  1  no  —  1 .  Teniendo  esto  presente,  podemos 
escribir  el  sistema  (2)  en  la  forma  equivalente 


c3  +  w2  +  w3  +  vv4  =  0 

c2  +  wq  +  w3  +  w4  =  0  (4) 

Cq  +  W1  +  vv2  +  w4  =  0. 


A  estas  expresiones  se  les  llama  ecuaciones  para  la  verificación  de  paridad.  Esto 
significa  que  cada  c¡  es  una  verificación  de  paridad  de  tres  de  los  dígitos  de  la  palabra 
original.  Por  ejemplo,  si  el  número  de  unos  ubicados  en  los  tres  dígitos  w2,  vv3  y  wq  es 
impar,  entonces,  de  la  misma  forma  que  con  el  código  de  verificación  de  paridad  estudia¬ 
do  antes,  podríamos  considerar  tq  =  1,  y  así  sucesivamente.  Como  una  matriz  producto, 
(4)  puede  escribirse  en  la  forma 


/O  0  0  1  1 
0  110  0 
\  1  0  1  0  1 


La  matriz  de  3  X  7  en  (5), 


(5) 


/O  0  0  1  1  1  1\ 

H  =  0  1  10  0  1  1 

\1  0  1  0  1  0  1/ 


se  denomina  matriz  de  verificación  de  paridad.  Hemos  demostrado  en  (5)  que  los 
dígitos  binarios  de  una  palabra  código  C  =  (cq  c2  wq  c3  w2  w3  wq)  satisfacen  la 
ecuación  matricial 


HCr  =  0. 


(6) 


Una  inspección  más  detallada  de  H  muestra  algo  sorprendente:  las  columnas  de  H, 
de  izquierda  a  derecha,  son  los  números  1  a  7  escritos  en  binario.  Por  ejemplo,  escribiendo 


la  columna 


1  1  0,  como  110,  podemos  reconocer  la  representación  binaria  del 


número  6. 

Sea  R  una  matriz  de  1  X  7  que  representa  el  mensaje  recibido.  Puesto  que  H  es  una 
matriz  de  3  X  7  y  Rr  es  una  matriz  de  7  X  1 ,  el  producto 


S  =  HRr 


(7) 


es  una  matriz  de  3  X  1  llamada  síndrome  de  R. 


■  Descifrado  Si  el  síndrome  del  mensaje  recibido  R  es 

S  =  HRr  =  0, 

entonces,  en  vista  del  resultado  en  (6),  podemos  concluir  que  R  es  una  palabra  código, 
y  se  supone  que  la  transmisión  es  correcta  con  R  igual  al  mensaje  original  codificado  C. 
El  descifrado  del  mensaje  se  logra  eliminando  simplemente  los  tres  bits  de  verificación 
en  R. 


Ejemplo  5  Síndromes 

Calcule  el  síndrome  de 

á)  R  =  (1  1  0  1  0  0  1)  y 
b)  R  =  (1  0  0  1  0  1  0). 
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Solución  a)  A  partir  de  (7)  tenemos, 


/O  00111 

S  =  0  1  10  0  1 

\  1  0  1  0  1  o 


1 

1 

1 


/A 

1 


Concluimos  que  R  es  la  palabra  código.  Eliminando  los  bits  de  verificación  en  color  de 
(110  0  0  1),  obtenemos  el  mensaje  descifrado  (0  0  0  1). 


/O  00111 

b)  A  partir  de  (7),  S  =  0  1  1  0  0  1 

\101010 


/A 

o 

o 

1 


w 


Puesto  que  S  =4  0,  el  mensaje  recibido  R  no  es  la  palabra  código. 


□ 


Como  se  mencionó  antes,  el  código  Hamming  (7,  4)  nos  permite  detectar  y  tam¬ 
bién  corregir  un  solo  error  en  el  mensaje  R.  Sea  C  una  palabra  código  y  sea  E  = 
[e¡  e2  e3  e4  e¡  e6  <?7]  una  palabra  de  ruido  con  un  solo  error  que  se  suma  a  C  durante  su 
transmisión.  Los  elementos  de  E  están  definidos  como 

f  1,  si  el  ruido  cambia  al  í-ésimo  bit 
e¡  =  s 

1 0,  si  el  ruido  no  cambia  al  í-ésimo  bit. 

El  mensaje  recibido  es  entonces  R  =  C  +  E.  A  partir  de  la  propiedad  Rr  =  CT  +  Er  y  de 
la  ley  distributiva,  observamos  que  el  síndrome  de  R  es  el  mismo  que  el  de  E: 

HRr  =  H(Cr  +  E7)  =  HCr  +  HEr  =  0  +  HEr  =  HEr. 


A  partir  de  la  definición  de  matriz  suma,  la  expresión  anterior  representa  un  procedi¬ 
miento  directo  para  comprobar  que  el  síndrome  de  E 

(e4  +  e¡  +  e6  +  e7 
e2  +  e3  +  e6  +  e7 
e¡  +  e3  +  e5  +  e7 


puede  escribirse  como  la  suma  de  vectores  columna  de  H  con  los  coeficientes  de 
símbolos  que  denotan  los  bits  donde  puede  presentarse  el  error: 


HE'  =  eA  0 


+  e7 


los 

(8) 


Ahora  considere  el  conjunto  de  vectores  columna  de  3  X  1  cuyos  elementos  son 
dígitos  binarios.  Puesto  que  sólo  existen  dos  formas  de  seleccionar  cada  uno  de  los  tres 
elementos,  tenemos  23  =  8  de  tales  vectores.  Los  siete  vectores  diferentes  de  cero  son  las 
columnas  de  H  o  los  vectores  columna  desplegados  en  (8).  El  síndrome  S  del  mensaje 
recibido  R  es  un  vector  columna  de  3  X  1  con  elementos  binarios;  de  aquí  que,  si  S  A  0, 
entonces  S  debe  ser  una  de  las  columnas  de  H.  Si  R  contiene  un  solo  error,  entonces 
S  =f=  0  y,  puesto  que  todos  los  elementos  de  E  son  cero  excepto  un  elemento,  podemos 
observar  a  partir  de  (8)  que,  en  sí  mismo,  el  síndrome  indica  qué  bit  es  el  erróneo.  En  la 
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práctica  no  es  necesario  escribir  (8);  sólo  calcule  el  síndrome  S  del  mensaje  recibido  R. 
S  es  una  columna  de  H  y,  en  consecuencia,  es  el  número  binario  de  ese  bit  erróneo. 


Ejemplo  6  Descifrado  de  una  palabra 

En  el  inciso  b)  del  ejemplo  5  pudimos  observar  que  el  síndrome  del  mensaje  R 

/O' 

(10  0  10  10)  fue  S  =  1  I .  Esto  es  la  tercera  columna  de  H  (o  la  representación 


binaria  del  número  3)  y  así  concluimos  que  el  tercer  bit  de  R  es  erróneo.  Cambiando  el 
cero  por  un  uno  obtenemos  la  palabra  código  C  =  (  1  0  110  1  0).  De  modo  que 
eliminando  de  C  los  bits  primero,  segundo  y  cuarto  encontremos  el  mensaje  descifrado 
(1  0  10).  □ 


En  estas  breves  descripciones  de  criptografía  y  teoría  de  la  codificación  todavía  ni  si¬ 
quiera  hemos  comenzado  a  rascar  en  la  superficie  de  estos  temas  tan  interesantes.  Nuestro 
objetivo  fue  muy  modesto:  mostrar  cómo  la  teoría  de  matrices  es  una  herramienta  de  tra¬ 
bajo  natural  en  varias  áreas  de  las  matemáticas  y  de  las  ciencias  de  la  computación. 


Comentarios 


El  código  Hamming  (7,  4)  puede  detectar  sin  corregir  cualquier  par  de  errores.  Los 
alumnos  interesados  en  saber  cómo  se  lleva  a  cabo  esto  o  en  detalles  adicionales 
de  la  teoría  de  la  codificación  deberán  consultar  su  biblioteca  para  poder  acceder  a 
textos  más  especializados. 


Las  respuestas  a  los  problemas  Impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-18. 


EJERCICIOS  7.14 


En  los  problemas  del  1  al  6,  codifique  la  palabra  dada  utilizan¬ 
do  el  código  de  verificación  de  paridad. 

1.  (0  1  1)  2.  (1  1  1) 

3.  (0  0  0  1)  4.  (1  0  1  0) 

5.  (1  0  1  0  1  0  0)  6.  (0  1  1  0  1  0  1) 

En  los  problemas  del  al  12,  descifre  el  mensaje  dado  utilizando 
el  código  de  verificación  de  paridad. 

7.  (1  0  0  1)  8.  (0  0  1  1) 

9.  (1  1  1  0  0)  10.  (1  0  1  00) 

11.  (1  0  0  1  1  1)  12.  (1  0  0  1  0  1) 

En  los  problemas  del  13  al  18,  codifique  la  palabra  dada  utili¬ 
zando  el  código  Hamming  (7,  4). 

13.  (1110)  14.  (0  0  11) 

15.  (0  1  0  1)  16.  (0  0  0  1) 

17.  (0  110)  18.  (110  0) 

En  los  problemas  del  19  al  28,  determine  si  el  mensaje  dado 
es  una  palabra  código  cifrada  en  código  Hamming  (7,  4).  Si  es 
así,  descífrelo;  de  lo  contrario,  corrija  el  único  error  y  descifre 
el  mensaje  corregido. 

19.  (0  0  0  0  0  0  0)  20.  (1  1  0  0  0  0  0) 

21.  (1  1  0  1  1  0  1)  22.  (0  1  0  1  0  1  0) 

23.  (1  1  1  1  1  1  1)  24.  (1  1  0  0  1  1  0) 


25.  (0  1  1  1  0  0  1)  26.  (1  0  0  1  0  0  1) 

27.  (1  0  1  1  0  1  1)  28.  (0  0  1  0  0  1  1) 

29.  a)  Determine  el  número  total  de  7  tupias  con  elemen¬ 

tos  binarios. 

b)  ¿Cuántas  palabras  código  de  7  tupias  hay  en  el  códi¬ 
go  Hamming  (7,  4)? 

c)  Elabore  una  lista  de  todas  las  palabras  código  in¬ 
cluidas  en  el  código  Hamming  (7,  4). 

30.  a)  En  el  código  Hamming  (8,  4)  una  palabra 

W  =  (w1  w2  vv3  w4) 

de  longitud  4  se  transforma  en  una  palabra  código  de 
longitud  8: 

C  =  (cq  c2  c3  w¡  c4  w2  w3  w4), 
donde  las  ecuaciones  de  verificación  de  paridad  son 

c4  +  w2  +  w3+  w4  =  0 
c3  +  w{  +  w3+  w4  =  0 
c2  +  wl  +  w2+  w4  =  0 
C1  +  c2+  c3+  wl  +  c4  +  w2  +  w3  +  w4  =  0. 

Codifique  la  palabra  (0  1  10). 

b)  A  partir  del  sistema  dado  en  el  inciso  a),  determine 
la  matriz  de  verificación  de  paridad  H. 

c)  Utilizando  la  matriz  H  en  el  inciso  b),  calcule  el 
síndrome  S  del  mensaje  recibido 

R  =  (0  0  1  1  1  1  0  0). 
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7.15  Método  de  los  mínimos  cuadrados 


I  Introducción  En  la  realización  de  experimentos,  a  menudo  tabulamos  datos  en  la 
forma  de  pares  ordenados  ( x¡,  yj,  (x2,  y2),  ■  •  ■ ,  (x„,  yn ),  donde  cada  x¡  es  diferente.  Dados 
los  datos,  frecuentemente  deseamos  poder  extrapolar  o  predecir  y  a  partir  de  x  calculan¬ 
do  un  modelo  matemático,  es  decir,  una  función  que  se  aproxime  o  “ajuste”  a  los  datos. 
En  otras  palabras,  queremos  encontrar  una  función  f(x)  tal  que, 

f(x  i)  «  }’i,  f(x2)  »  y2,  ...,  f(x„)  «  yn. 

Sin  embargo,  es  natural  que  no  solamente  deseemos  cualquier  función,  sino  una  función 
que  se  ajuste  a  los  datos  tanto  como  sea  posible. 

En  el  análisis  presentado  enseguida,  concentraremos  nuestra  atención  sobre  el  pro¬ 
blema  de  encontrar  un  polinomio  lineal /(x)  =  ax  +  b  o  línea  recta  que  “se  ajuste  de  la 
mejor  manera”  a  los  datos  (xlt  Vi),  (x2,  y2), ... ,  (x„,  yn).  El  procedimiento  para  calcular 
esta  función  lineal  se  conoce  como  el  método  de  los  mínimos  cuadrados. 

Comencemos  con  un  ejemplo. 


Ejemplo  1  Linea  de  mejor  ajuste 

Considere  los  datos  (1,  1),  (2,  3),  (3,  4),  (4,  6),  (5,  5)  que  se  muestran  en  la  figura  7.13a). 
De  manera  visual,  y  por  el  hecho  de  que  la  línea  y  =  x  +  1 ,  mostrada  en  la  figura  7.13 b), 
pasa  a  través  de  dos  de  los  puntos  de  datos,  podemos  considerar  esta  línea  como  la  que 
mejor  se  ajusta  a  los  datos. 


Es  evidente  que  necesitamos  algo  mejor  que  la  estimación  visual  para  determinar  la 
función  lineal  y  =  /(x),  como  se  hizo  en  el  último  ejemplo.  Necesitamos  un  criterio  que 
defina  el  concepto  de  “mejor  ajuste”  o,  como  a  menudo  se  conoce,  “la  bondad  del  ajuste”. 

Si  tratamos  de  comparar  los  puntos  de  datos  con  la  función /(x)  =  ax  +  b,  entonces 
queremos  encontrar  los  valores  de  ay  b  que  satisfagan  el  sistema  de  ecuaciones 


o 


Vi  =  ax\  +  b 
y2  =  ax2  +  b 


y„  =  axn  +  b 


(yi\ 

( 

Y  =  AX  donde  Y  = 

y2 

,  A  = 

\ynJ 

\ 

A 

1 

i/ 


(1) 


(2) 


Por  desgracia,  (1)  es  un  sistema  sobredeterminado  y,  al  menos  que  los  puntos  de  datos 
estén  en  la  misma  línea,  no  tiene  solución.  Por  lo  tanto,  debemos  conformarnos  con 

(  a\ 

encontrar  un  vector  X  =  I  I  de  tal  manera  que  el  lado  derecho  AX  se  encuentre  en  la 
proximidad  del  lado  izquierdo  Y. 


i 

fl) 


Figura  7.13  Puntos  de  datos  en 
a);  una  línea  que  se  ajusta  a  los 
datos  en  b) 


■  Línea  de  los  mínimos  cuadrados  Si  los  puntos  de  datos  son  (x1;  yO,  (x2,  y2), ..., 
(xn,  v„),  entonces  una  manera  de  determinar  qué  tan  bien  se  ajusta  la  función  lineal  flx) 
=  ax  +  b  a  los  datos  es  medir  las  distancias  verticales  que  hay  entre  los  puntos  y  las 
gráficas  de/: 

=  \y¡  ~  f(x¡)\,  i  =  1,2,...,  n. 

Podemos  pensar  de  cada  e¡  como  el  error  producido  al  aproximar  el  valor  del  dato  y¡  me¬ 
diante  el  valor  funcional /(x,).  Observe  la  figura  7.14.  De  manera  intuitiva,  sabemos  que 
la  función /se  ajustará  bien  a  los  datos  si  la  suma  de  todos  los  valores  e¡  es  mínima.  En 
realidad,  un  método  más  adecuado  para  resolver  el  problema  es  encontrar  una  función 
lineal /de  tal  forma  que  la  suma  de  los  cuadrados  de  todos  los  valores  e,  sea  mínima. 


Figura  7.14  e,  es  el  error 
producido  al  aproximar  y,  a/(x,-) 
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Definamos  que  la  solución  del  sistema  (1)  sean  aquellos  coeficientes  ay  b  que  minimi¬ 
cen  la  expresión  E  =  el  +  e\  +  •  •  •  +  e¡¡,  es  decir, 

E  =  [?1  +  [>2  -  /fe)]2  +  •  ■  ■  +  [yn 

=  [y!  -  (axx  +  b )]2  +  [ y 2  ~  (ax2  +  i>)]2  +  •  •  •  +  [yn  -  (ax„  +  b )]2 


O 


e  =  2  [y¡  ~  axi  -  bf- 

Í=  1 


(3) 


La  expresión  E  se  llama  suma  de  los  errores  cuadrados.  La  línea  y  =  ax  +  b  que  mini¬ 
miza  la  suma  de  los  errores  cuadrados  (3)  es,  por  definición,  la  línea  de  mejor  ajuste  y 
se  denomina  línea  de  los  mínimos  cuadrados  de  los  datos  (xh  y,),  (x2,  y2), . . . ,  (x„,  yj. 

El  problema  aún  prevalece:  ¿cómo  encontramos  los  valores  de  a  y  b  de  tal  forma  que 
el  valor  de  (3)  sea  mínimo?  La  respuesta  puede  encontrarse  en  el  cálculo.  Si  pensamos  en 
(3)  como  una  función  de  dos  variables  ay  b,  entonces  para  encontrar  el  valor  mínimo  de 
E  establecemos  la  primera  derivada  parcial  como  igual  a  cero: 


A  su  vez,  las  últimas  dos  condiciones  nos  dan, 


n 

-2  2  x¡  I  ,'í  “  axi  “  b\  =  0 
1=1 

n 


(4) 


“2  2  [y i  -  ax¡  -  b]  =  0. 

;=i 

Expandimos  las  sumas  y  utilizamos  2"=i  b  =  nb,  para  encontrar  que  el  sistema  (4)  es 
igual  a 


a  +  | 

ÍM» 

II 

i*,* 

"  A 

X  l  —  I  ' 

1  =  1 

n 

(5) 

(a  + 

nb  = 

¿Tí- 

1  =  1 

Aunque  no  se  darán  los  detalles,  los  valores  de  a  y  b  que  satisfacen  el  sistema  (5)  nos  dan 
el  valor  mínimo  de  E. 

En  términos  de  matrices,  es  posible  demostrar  que  (5)  es  equivalente  a 

ArAX  =  ArY,  (6) 


donde  A,  Y  y  X  se  encuentran  definidos  en  (2).  Puesto  que  A  es  una  matriz  de  n  X  2  y 
AT  es  una  matriz  de  2  X  «,  la  matriz  ArA  es  de  2  X  2.  Además,  a  menos  que  todos  los 
puntos  de  datos  se  encuentren  sobre  la  misma  línea  vertical,  la  matriz  A7  A  es  no  singu¬ 
lar.  Por  lo  tanto,  (6)  tiene  la  solución  única 

X  =  (AtA)  'ArY.  (7) 


Decimos  que  X  es  la  solución  por  mínimos  cuadrados  del  sistema  sobredeterminado  (1). 


Ejemplo  2  Línea  de  mínimos  cuadrados 

Encuentre  la  línea  de  mínimos  cuadrados  para  los  datos  del  ejemplo  1.  Determine  la  suma 
de  los  errores  cuadrados  E  para  esta  línea  y  para  la  expresada  por  medio  de  y  =  x  +  1 . 

Solución  Para  la  función /(x)  =  ax  +  b,  los  datos  (1,  1),  (2,  3),  (3,  4),  (4,  6),  (5,  5)  nos 
llevan  al  sistema  sobredeterminado, 

a  +  b  =  1 
2a  +  b  =  3 

3a  +  b  =  4  (8) 

Aa  +  b  =  6 
5a  +  b  =  5. 
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Por  otro  lado,  identificando 


/A 

ll 

3 

2  1 

Y  = 

4 

y  A  = 

3  1 

tenemos  ArA 

6 

4  1 

W  \5  1  / 


por  lo  que  (7)  nos  da 


X  = 


55  15x_1 

15  5 


"i  5 

50  V  — 15 


[l  l\ 

T 

ll\ 

2  1 

3 

3  1 

4 

4  1 

6 

\5  1  /  W 

15V68 
55Ai9 


--(  5 
50  V  — 15 


-15Vl  2  3 
557V1  1  1 


/A 

3 

4 
6 

W 


Por  lo  tanto,  la  solución  por  mínimos  cuadrados  de  (8)  es  a  =  1.1  y  b  =  0.5,  y  la  línea  de 
mínimos  cuadrados  es  y  =  l.lx  +  0.5.  Para  esta  línea,  la  suma  de  los  errores  cuadrados  es 


E  =  [1  -/(l)]2  +  [3  -f(2)f  +  [4  -/( 3)]2  +  [6  — /(4)]2  +  [5  -/(5)]2 
=  [1  -  1.6]2  +  [3  -  2.7]2  +  [4  -  3.8]2  +  [6  -  4.9]2  +  [5  -  6]2  =  2.7. 


Para  la  línea  y  =  x  +  1  estimada  y  que  también  pasa  por  dos  de  los  puntos  de  datos, 
encontramos  que  E  =  3.0. 

Mediante  comparación,  la  figura  7.15  muestra  los  puntos  de  datos,  la  línea  y  =  x  +  1, 
y  la  línea  de  mínimos  cuadrados  y  =  l.lx  +  0.5. 


Figura  7.15  Linea  de  los  mínimos 
cuadrados  (en  color)  del  ejemplo  2 


EJERCICIOS  7.15  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-18. 


En  los  problemas  del  1  al  6,  encuentre  la  línea  de  mínimos  cua¬ 
drados  para  los  datos  que  se  proporcionan. 

1.  (2,  1),  (3,  2),  (4,  3),  (5,  2) 

2.  (0,  -1),  (1,3),  (2,  5),  (3,  7) 

3.  (1,  1),  (2,  1.5),  (3,  3),  (4,4.5),  (5,5) 

4.  (0,  0),  (2,  1.5),  (3,  3),  (4,  4.5),  (5,  5) 

5.  (0,  2),  (1,  3),  (2,  5),  (3,  5),  (4,  9),  (5,  8),  (6,  10) 

6.  (1,  2),  (2,  2.5),  (3,  1),  (4,  1.5),  (5,  2),  (6,  3.2),  (7,  5) 

7.  En  un  experimento,  se  encontró  la  correspondencia  si¬ 
guiente  entre  la  temperatura  T  (en  °C)  y  la  viscosidad 
cinemática  v  (en  centistokes)  de  un  aceite  con  cierto 
aditivo: 

T  20  40  60  80  100  120 

v  220  200  180  170  150  135 


8.  En  un  experimento  se  encontró  la  correspondencia  si¬ 
guiente  entre  la  temperatura  T  (en  °C)  y  la  resistencia 
eléctrica  R  (en  Mil): 

T  400  450  500  550  600  650 

R  0.47  0.90  2.0  3.7  7.5  15 

Encuentre  la  línea  de  mínimos  cuadrados  R  =  aT  +  b. 
Utilice  esta  línea  para  calcular  la  resistencia  a  T  =  700. 


Encuentre  la  línea  de  mínimos  cuadrados  v  =  aT  +  b. 
Utilice  esta  línea  para  calcular  la  viscosidad  del  aceite  a 
T=  140  y  T  =  160. 
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Modelos  discretos  de  compartimiento  j 


m 


-t-f. o 

o 

compartimiento  1  compartimiento  2 

Figura  7.16  Material  fluyendo 
entre  dos  compartimientos  a 
velocidades  específicas 


H  Introducción  La  construcción  de  un  modelo  matemático  que  describe  el  número 
de  libras  de  sal  que  hay  en  dos  tanques  conectados  donde  fluye  salmuera  hacia  dentro  y 
fuera  de  los  tanques  es  un  ejemplo  de  análisis  compartimental.  Es  posible  comprobar 
mediante  el  análisis,  que  el  modelo  compartimental  es  un  sistema  de  ecuaciones  diferen¬ 
ciales.  En  esta  sección  presentamos  la  noción  de  un  modelo  matemático  discreto. 

■  El  modelo  general  de  dos  compartimientos  Suponga  que  fluye  material  entre 
dos  tanques  con  volúmenes  Vi  y  V2.  En  el  diagrama  que  se  muestra  en  la  figura  7.16,  F01, 
F i2,  F2l,  Fw  y  F2 o  representan  velocidades  de  flujo.  Observe  que  el  símbolo  con  doble 
subíndice  F¡¡  representa  la  velocidad  de  flujo  desde  el  tanque  i  al  tanque  j.  Después,  su¬ 
ponga  que  una  segunda  sustancia,  llamada  rastreador,  se  inyecta  al  compartimiento  1  a 
una  velocidad  I(t)  conocida.  Supondremos  que  el  rastreador  está  perfectamente  mezclado 
en  ambos  compartimientos  en  todo  momento  t.  Si  x(t)  expresa  la  cantidad  de  rastreador 
que  hay  en  el  compartimiento  1  y  y(t)  es  la  cantidad  correspondiente  en  el  compartimien¬ 
to  2,  entonces  las  concentraciones  son  c,(í)  =  x(t)/Vl  y  c2(í)  =  y(t)/V2,  respectivamente. 
Se  puede  concluir  que  el  modelo  general  de  dos  compartimientos  es, 

dx 

—  =  -{Fu  +  F,0)c,(í)  +  F2lc2(t)  +  /(í) 

at 

dy  (1) 

,  —  ^21cl(0  (7*21  +  F20)C2(t). 

at 

El  modelo  presentado  en  (1)  mantiene  un  registro  de  la  cantidad  de  rastreador  que 
fluye  entre  los  compartimientos.  El  material  consiste  en,  digamos,  un  fluido  y  un  ras¬ 
treador  que  se  intercambian  de  manera  continua.  Presentamos  a  continuación  un  modelo 
que  mantiene  un  registro  del  contenido  de  los  compartimientos  cada  At  unidades  de 
tiempo  y  supone  que  el  sistema  cambia  solamente  en  los  tiempos  Ai,  2Aí,  . . . ,  «Ai,. . . 
Desde  luego,  seleccionando  un  valor  para  At  muy  pequeño,  podemos  aproximar  el  caso 
continuo. 


Figura  7.17  Intercambio  de 
material  entre  compartimientos 


H  Modelos  discretos  compartimentales  En  la  construcción  de  un  modelo  compar¬ 
timental  de  un  sistema  físico,  conceptualmente  separamos  el  sistema  en  un  número  dife¬ 
rente  de  pequeños  componentes  entre  los  cuales  se  transporta  material.  No  es  necesario 
que  los  compartimientos  sean  diferentes  espacialmente,  sino  que  se  puedan  distinguir 
con  respecto  a  algún  criterio.  A  continuación  se  muestran  algunos  ejemplos: 

Lluvia  ácida  (conteniendo  estroncio  90,  por  ejemplo)  está  depositada  sobre  pastizales. 
Los  compartimientos  pueden  ser  pastos,  suelo,  corrientes  y  basura. 

Al  estudiar  el  flujo  de  energía  que  fluye  a  través  de  un  ecosistema  acuático,  podemos 
separar  el  sistema  en  fitoplancton,  zooplancton,  depredadores  de  plancton,  algas  mari¬ 
nas,  pequeños  carnívoros,  grandes  carnívoros  y  organismos  en  descomposición. 

Un  rastreador  se  inyecta  en  el  torrente  sanguíneo  y  se  pierde  en  el  cuerpo  gracias  al 
metabolismo  de  un  órgano  en  particular  y  por  excreción.  Los  compartimientos  apro¬ 
piados  podrían  ser  sangre  arterial,  sangre  venosa,  el  órgano  en  cuestión  y  la  orina. 

Suponga  que  un  sistema  está  dividido  en  «  compartimientos  y  que,  después  de  cada 
At  unidades  de  tiempo,  se  intercambia  el  material  entre  los  compartimientos.  Se  supon¬ 
drá  que  una  fracción  fija  t¡¡  del  contenido  del  compartimiento  j  se  transfiere  al  comparti¬ 
miento  i  cada  At  unidades  de  tiempo,  como  se  muestra  en  la  figura  7.17.  Este  supuesto  se 
conoce  como  hipótesis  lineal  controlada  por  donantes. 

Dejemos  que  los  elementos  x¡  de  la  matriz  X  de  n  X  1, 


(xÁ 

(  y  i\ 

X  = 

x2 

,  Y  = 

y2 

Vw 

\yj 
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representen  las  cantidades  de  rastreador  que  hay  en  el  compartimiento  i.  Decimos  que  X 
especifica  el  estado  del  sistema.  La  matriz  Y  de  n  X  1  es  el  estado  del  sistema  Ai  uni¬ 
dades  de  tiempo  después.  Demostraremos  que  X  y  Y  están  relacionados  por  la  ecuación 
matricial  Y  =  TX,  donde  T  es  una  matriz  de  n  X  n  determinada  mediante  los  coeficien¬ 
tes  de  transferencia  Ty.  Para  encontrar  T  observe,  por  ejemplo,  que 

yí  =  X|  +  (cantidad  de  rastreador  ingresando  a  1)  —  (cantidad  de  rastreador  abandonando  1) 

=  *1  +  (Tl2*2  +  Tl3*3  +  '  '  '  +  TlnX„)  ~  (T21  +  T31  +  •  ■  ■  +  Tnl)Xi 
=  (1  -  T21  -  r31 - -  Tni)Xi  +  T12X2  +  •  •  ■  +  TlnXn. 


Si  permitimos  que  ru  =  1  —  r21  —  t31  —  •  •  *  —  rnl,  entonces  tu  es  justamente  la  fracción 
del  contenido  del  compartimiento  1  que  permanece  en  1 . 

Al  permitir  que  Tii  ~  1  2 j±¡Tji  tenemos,  en  general. 


yi  =  TnXi  +  t  12X2  +  •■•  +  TlnXn 
y  2  =  T21X1  +  T22X2  +  ■■•  +  T2nx„ 

O 

yn  =  Tnl*l  +  Tn2X2  +  ■■■  +  T„„X„ 

La  ecuación  matricial  (3)  es  la  ecuación  deseada  Y  =  TX.  La  matriz  T  =  (t x  „  se 
denomina  matriz  de  transferencia.  Observe  que  la  suma  de  los  elementos  de  cualquier 
columna,  coeficientes  de  transferencia,  es  igual  a  1 . 

Modelos  discretos  compartimentales  se  muestran  en  los  dos  ejemplos  siguientes. 


(  y  \\ 

( Tn 

Ti  2  ■ 

■  T]n  \ 

(  X\\ 

yi 

= 

T21 

T22 

■  T2n 

X2 

\yní 

V  Tnl 

T„  2  ■ 

'  T,m  ) 

\Xnl 

Ejemplo  1  Matriz  de  transferencia 

Las  tres  cajas  de  la  figura  7.18  representan  tres  compartimientos.  El  contenido  de  cada 
compartimiento  en  el  tiempo  t  se  indica  en  cada  caja.  Los  coeficientes  de  transferencia  se 
muestran  al  lado  de  las  flechas  que  conectan  los  compartimientos. 

a)  Encuentre  la  matriz  de  transferencia  T. 

b)  Suponga  que  Ai  =  1  día.  Encuentre  el  estado  del  sistema  Y  un  día  después. 

/kxa 

a)  El  estado  del  sistema  en  el  tiempo  t  =  0  es  X  =  250  . 

\  80/ 

Recuerde  que  t¡j  especifica  la  velocidad  de  transferencia  del  compartimiento  j  al  i.  De 
aquí  tenemos  que  t21  =  0.2,  r12  =  0.05,  t32  =  0.3,  r23  =  0,  r13  =  0.25  y  r31  =  0.  A  partir 
de  estas  cantidades  podemos  observar  que  la  matriz  T  es 


Nota:  Una  matriz 
de  transferencia  es 
un  ejemplo  de  matriz 
estocástica.  Consulte 
el  problema  27  de  los 
ejercicios  7.8. 


Figura  7.18  Compartimientos  y 
coeficientes  de  transferencia  del 
ejemplo  1 


/  —  0.05  0.25  \ 

T  =  0.2  —  0  . 

\  o  0.3  —  / 


(4) 


Sin  embargo,  puesto  que  los  elementos  de  las  columnas  deben  sumar  1,  podemos  llenar 
los  espacios  en  (4): 


/  0.8  0.05  0.25  \ 

T  =  0.2  0.65  0 

\  0  0.3  0.75  / 


b)  El  estado  del  sistema  un  día  después  es,  por  lo  tanto, 


Y  =  TX 


/  0.8 

0.05 

0.25  \ 

/iOOX 

/ 112.5 

0.2 

0.65 

° 

250  = 

182.5 

\  0 

0.3 

0.75/ 

\  80/ 

\  135 

□ 


7.16  Modelos  discretos  de  compartimiento 


397 


Si  X0  expresa  el  estado  inicial  del  sistema  y  X„  es  el  estado  después  de  «(Ai)  unidades 
de  tiempo,  entonces 


X!=TXo,  X2  =  TX„  X3  =  TX2, . . . ,  X„+1  =  TX„. 

Ya  que  X2  =  T(TX0)  =  T2X0,  X3  =  T(T2X0)  =  T3X0, 

tenemos  en  general  que  X„  =  T"X0,  n  =  1,2,...  (5) 

Por  supuesto,  pudimos  haber  utilizado  el  método  que  se  mostró  en  la  sección  7.9  para 
calcular  T";  sin  embargo,  con  ayuda  de  una  calculadora  o  un  sistema  asistido  por  compu¬ 
tadora  resulta  muy  sencillo  utilizar  la  fórmula  recursiva  X„  +  2  =  TX„  permitiendo  que 
n  =  0,  1,  ... 


Ejemplo  2  Estados  de  un  ecosistema 


Se  deposita  estroncio  90  sobre  los  pastizales  debido  a  la  lluvia.  Para  estudiar  cómo 
se  transporta  este  material  a  través  del  ecosistema,  fragmentamos  el  sistema  en 
los  compartimientos  que  se  muestran  en  la  figura  7.19.  Suponga  que  Ai  =  1  mes  y  los 
coeficientes  de  transferencia  (estimados  de  manera  experimental)  que  se  muestran  en 
la  figura  se  miden  en  fracción/mes.  (Ignoraremos  que  se  pierde  parte  del  estroncio  90 
debido  a  la  disminución  de  la  radiactividad.)  Suponga  que  la  lluvia  deposita  el  estron¬ 


cio  90  en  los  compartimientos  por  lo  cual  X0 


/  2°\ 
60 
15 

W 


.  (Las  unidades  deben  ser  gra¬ 


mos  por  hectárea.)  Determine  los  estados  del  ecosistema  para  los  siguientes  12  meses. 


Figura  7.19 


Ecosistema  del  ejemplo  2 


Solución  A  partir  de  los  datos  de  la  figura  7.19  podemos  observar  que  la  matriz  de 
transferencia  T  es 


/  0.85  0.01  0  0\ 

_  0.05  0.98  0.2  0 

0.1  0  0.8  0 
\  0  0.01  0  1  / 

Debemos  calcular  Xb  X2, . . . ,  X12.  El  estado  del  ecosistema  después  del  primer  mes  es 


/  0.85 

0.01 

0 

°\ 

/  2°\ 

/n.6\ 

0.05 

0.98 

0.2 

0 

60 

62.8 

0.1 

0 

0.8 

0 

15 

14.0 

\  o 

0.01 

0 

1/ 

\  20/ 

\20.6  / 

Los  estados  restantes  se  calcularon  con  ayuda  de  un  sistema  asistido  por  computadora  y  la 
fórmula  recursiva  X„  M  =  TX„  donde  n  =  1,  2, . . . ,  1 1,  y  se  proporcionan  en  la  tabla  7.1. 
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Tabla  7.1 


Mes 

Pastos 

Suelo 

Materia  orgánica  inerte 

Corrientes 

0 

20.00 

60.00 

15.00 

20.00 

1 

17.60 

62.80 

14.00 

20.60 

2 

15.59 

65.22 

12.96 

21.23 

3 

13.90 

67.29 

11.93 

21.88 

4 

12.49 

69.03 

10.93 

22.55 

5 

11.31 

70.46 

9.99 

23.24 

6 

10.32 

71.61 

9.13 

23.95 

7 

9.48 

72.52 

8.33 

24.66 

8 

8.79 

73.21 

7.61 

25.39 

9 

8.20 

73.71 

6.97 

26.12 

10 

7.71 

74.04 

6.40 

26.86 

11 

7.29 

74.22 

5.89 

27.60 

12 

6.94 

74.28 

5.44 

28.34  □ 

EJERCICIOS  7.16  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-18. 


1 .  a)  Utilice  los  datos  del  diagrama  de  compartimien¬ 
tos  de  la  figura  7.20  para  determinar  la  matriz  de 
transferencia  T  apropiada  y  el  estado  inicial  X0  del 
sistema. 

b )  Encuentre  el  estado  del  sistema  después  de  un  día  y 
de  dos  días. 


c)  Encuentre  el  estado  de  equilibrio  X 


que 


satisface  TX  =  X.  [Sugerencia:  ¿Cuál  es  el  análogo 
de  la  sugerencia  del  inciso  c)  del  problema  1  ?] 


c)  De  un  momento  a  otro  el  sistema  alcanzará  el  estado 
de  equilibrio 


X  =  ^  que  satisface  TX  =  X.  Calcule  X. 
renda:  x¡  +  x2  =  150.] 


[Suge- 


1 

0.2/día 

9 

90 

60 

0.4/día 

Figura  7.20  Compartimientos  del  problema  1 


Figura  7.21  Compartimientos  del  probLema  2 


2.  a)  Utilice  los  datos  del  diagrama  de  compartimien¬ 
tos  de  la  figura  7.21  para  determinar  la  matriz  de 
transferencia  apropiada  T  y  el  estado  inicial  X0  del 
sistema. 

b)  Calcule  el  estado  del  sistema  después  de  un  día  y  de 
dos  días. 


3.  a)  Utilice  los  datos  del  diagrama  de  compartimien¬ 
tos  de  la  figura  7.22  para  determinar  la  matriz  de 
transferencia  apropiada  T  y  el  estado  inicial  X0  del 
sistema. 

b)  Calcule  el  estado  del  sistema  después  de  un  día  y  de 
dos  días. 


7.16  Modelos  discretos  de  compartimiento 


399 


c)  Encuentre  el  estado  de  equilibrio  X 
satisface  TX  =  X. 


Problema  de  análisis 

x2  I  que  5.  Caracterice  el  vector  X  de  la  parte  c)  de  los  problemas  1 
x3  /  a  3  en  términos  de  uno  de  los  conceptos  principales  de  la 

sección  7.8. 


1 

0.3/día 

100 

0 

0.5/día 

0.5/día 


0.4/día 


Figura  7.22  Compartimientos  del  problema  3 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

6.  Se  utilizan  radioisótopos  (como  el  fósforo  32  y  el  carbo¬ 
no  14)  para  estudiar  la  transferencia  de  nutrientes  en  las 
cadenas  alimenticias.  La  figura  7.24  es  una  representa¬ 
ción  compartimental  de  una  cadena  alimenticia  marina 
simple.  Cien  unidades  (de  microcuries,  por  ejemplo)  de 
rastreador  se  disuelven  en  agua  de  un  acuario  que  con¬ 
tiene  una  especie  de  fitoplancton  y  otra  de  zooplancton. 


4.  Un  campo  ha  quedado  totalmente  destrozado  por  efecto 
del  fuego.  Comenzarán  a  crecer  primero  dos  tipos  de 
vegetación,  pastos  y  pequeños  arbustos;  sin  embargo, 
los  arbustos  pequeños  pueden  ocupar  solamente  cierta 
área  si  están  precedidos  por  pastos.  En  la  figura  7.23,  el 
coeficiente  de  transferencia  de  0.3  indica  que,  al  final 
del  verano,  el  30%  de  lo  que  antes  era  terreno  desocupa¬ 
do  en  el  campo  será  ocupado  por  pastos. 

a)  Encuentre  la  matriz  de  transferencia  T. 

H 

tí)  Suponga  que  X  =  0  y  que  el  área  se  mide  en 

V  0  / 

acres. 

Utilice  la  fórmula  recursiva  X„  +  3  =  TX„,  así  como 
una  calculadora  o  un  sistema  asistido  por  compu¬ 
tadora  para  determinar  el  terreno  que  estará  cubierto 
en  cada  uno  de  los  siguientes  seis  años. 


Figura  7.23 

Compartimientos 
del  problema  4 


a)  Encuentre  la  matriz  de  transferencia  T  y  el  estado 
inicial  X0  del  sistema. 

b)  En  lugar  de  la  fórmula  recursiva,  utilice  X„  =  T'X0, 
n  =  1,2,...,  12,  para  predecir  el  estado  del  sistema 
en  las  12  horas  siguientes.  Use  un  sistema  asistido 
por  computadora  y  el  comando  para  calcular  po¬ 
tencias  de  matrices  (en  Mathematica  es  el  coman¬ 
do  MatrixPower[T,  n])  para  encontrar  T2,  T3,  . . . , 

rpl2 


0.06/hr 

(respiración) 


1 

Fotoplancton 


0.06/hr 
(pastar) 


//Itor 


0.02/hr 
(toma  de  rastreador  disuelti 

0.01/hr 


Agua 


0.05/hr 

(excreción) 


Zooplancton 


Figura  7.24  Cadena  alimenticia  marina  del  problema  6 


EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  7  Las  respuestas  a  los  problemas  impares 

seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-18. 


En  los  problemas  del  1  al  20,  llene  los  espacios  en  blanco  o 
responda  verdadero  o  falso. 


4.  Si  A  = 


, entonces  A 


1 .  Una  matriz  A  =  (a,-,)4  x  3  tal  que  a¡¡  =  i  +  j  está  dada  por 


2.  Si  A  es  una  matriz  de  4  X  7  y  B  es  de  7  X  3,  entonces  el 

tamaño  de  AB  es _ . 

3.  Si  A  =  ^  y  B  =  (3  4),  entonces  AB  = _ y  BA 


5.  Si  A  y  B  son  matrices  no  singulares  de  n  X  n,  entonces 

A  +  B  es  necesariamente  no  singular. _ 

6.  Si  A  es  una  matriz  no  singular  para  la  que  AB  =  AC, 

entonces  B  =  C. _ 

7.  Si  A  es  una  matriz  de  3  X  3  tal  que  A  =  5,  entonces  det 

GA)  = _ y  det(— Ar)  = _ . 
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8.  Si  det  A  =  6  y  det  B  =  2,  entonces  det  AB  1 


9.  Si  A  y  B  son  matrices  de  n  X  n  cuyos  elementos  corres¬ 
pondientes  a  la  tercera  columna  son  iguales,  entonces 
det(A  -  B)  = _ . 

1 0.  Suponga  que  A  es  una  matriz  de  3  X  3  tal  que  det  A  =  2. 

Si  B  =  10A  y  C  =  —  B  ',  entonces  det  C  = _ . 

1 1 .  Sea  A  una  matriz  de  n  X  n.  Los  valores  propios  de  A 
son  las  soluciones  diferentes  de  cero  de  det(A  —  XI)  = 
0. _ 

1 2.  Un  múltiplo  escalar  diferente  de  cero  de  un  vector  pro¬ 

pio  es  también  un  vector  propio  correspondiente  al  mis¬ 
mo  valor  propio. _ 

1 3.  Un  vector  columna  K  de  n  X  1  con  todos  sus  elementos 

iguales  a  cero  nunca  es  un  vector  propio  de  una  matriz  A 
de  n  X  n. _ 

1 4.  Sea  A  una  matriz  de  n  X  n  con  elementos  reales.  Si  A 

es  un  valor  propio  complejo,  entonces  A  es  también  un 
valor  propio  de  A. _ 

1 5.  Una  matriz  A  d  en  X  n  siempre  tiene  n  vectores  propios 
lineales  independientes. 


16.  La  matriz  aumentada 


escalonada  reducida. 


24.  a)  Se  dice  que  dos  matrices  A  y  B  de  n  X  n  son  an¬ 
tiintercambiables  si  AB  =  —  BA.  Demuestre  que 
cada  una  de  las  matrices  de  giro  de  Pauli 

'°  0  ay  =  (0  az  =  (l  ^ 

J  0 J  y  \Í  o/  z  vo  -b 

donde  i2  =  —1,  son  antiintercambiables  entre  sí. 
Las  matrices  de  giro  de  Pauli  se  utilizan  en  mecáni¬ 
ca  cuántica. 

b)  Se  dice  que  la  matriz  C  =  AB  -  BA  es  la  intercam¬ 
biadora  de  las  matrices  A  y  B  de  n  X  n.  Encuentre  las 
matrices  intercambiables  de  crx  y  uy  ,ayyaz,ycrzy  crx. 

En  los  problemas  25  y  26,  resuelva  el  sistema  dado  mediante  el 
método  de  eliminación  de  Gauss- Jordán. 


25. 


26. 


/I 

1 

1 

2\ 

27. 

b 

1 

0 

3  está  en  forma 

\0 

0 

0 

0/ 

27.  Sin  expandir,  demuestre  que  —  —  — 


1 7.  Si  una  matriz  A  de  3  X  3  es  diagonalizable,  entonces  tiene 

tres  vectores  propios  lineales  independientes. _ 

1 8.  Las  únicas  matrices  diagonalizables  ortogonalmente  son 

las  matrices  simétricas. _ 


28.  Demuestre  que 


x~ 

1 

4 

9 


x 

1 

2 

3 


1 

1 

c 

ab 


=  0. 


=  0  es  la  ecuación  de 


una  parábola  que  pasa  por  los  tres  puntos  (1,2),  (2,  3)  y 
(3,  5). 


19.  La  matriz  A 


^  es  ortogonal  puesto  que  sus 


columnas  son  vectores  ortogonales. 


20.  Los  valores  propios  de  una  matriz  simétrica  con  elemen¬ 
tos  reales  son  siempre  números  reales. _ 

21.  Una  matriz  B  de  «  X  n  es  simétrica  si  Br  =  B,  y  una 
matriz  C  de  n  X  n  es  oblicua-simétrica  si  CT  =  —  C. 
Observando  la  identidad  2A  =  A  +  Ar  +  A  —  Ar,  de¬ 
muestre  que  cualquier  matriz  A  de  n  X  n  puede  escribir¬ 
se  como  la  suma  de  una  matriz  simétrica  y  una  matriz 
oblicua-simétrica. 


22.  Demuestre  que  no  existe  una  matriz  de  2  X  2  con  ele- 

,  ( 0  1 

mentos  reales  tales  que  A  = 

4  Vi  0 

23.  Se  dice  que  una  matriz  A  de  n  X  n  es  nilpotente  si,  para 
un  entero  positivo  n.  A"  =  0. 

a)  Determine  una  matriz  nilpotente  de  2X2,  A  A  0. 

b)  Demuestre  que  una  matriz  nilpotente  es  necesaria¬ 
mente  singular. 


En  los  problemas  29  y  30,  evalúe,  por  inspección,  el  determi¬ 
nante  de  la  matriz  dada. 

¡A  0  0  0  0  0\ 

0-20  000 

0  0  3  0  0  0 

29. 

0  00-100 
0  0  0  0  2  0 

\0  0  0  0  0  5/ 

/  —3  0  0  0\ 

4  6  0  0 

30. 

13  9  0 
\  6  4  2  1/ 

En  los  problemas  3 1  y  32,  sin  resolverlos,  defina  si  los  sistemas 
homogéneos  dados  tienen  solamente  la  solución  trivial  o  si 
tienen  un  número  infinito  de  soluciones. 

31 .  x1  —  x2  +  x3  =  0  32.  x¡  —  x2  ~  x3  =  0 

5x¡  +  x2  —  x3  =  0  5x¡  +  x2  —  x3  =  0 

x¡  +  2x2  +  x3  =  0  x¡  +  2x2  +  x3  =  0 
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En  los  problemas  33  y  34,  realice  el  balanceo  de  la  ecuación 
química  dada. 


En  los  problemas  41a  46,  determine  los  valores  propios  y  los 
vectores  propios  correspondientes  de  la  matriz  dada. 


33.  I2  +  HN03  ->  HIO,  +  NO,  +  H20 

34.  Ca  +  H3PO4  — >  Ca3P208  +  H2 

En  los  problemas  35  y  36,  resuelva  el  sistema  dado  mediante  la 
regla  de  Cramer. 

35.  x¡  +  2x2  ~  3x3  =  —2  36.  x¡  +  x3  =  4 

2xx  —  4x2  +  3jc3  =  0  2X|  +  3x2  +  4x3  =  5 

4x2  +  6x3  =  5  xl  +  4x2  +  5x3  =  0 

37.  Utilice  la  regla  de  Cramer  para  despejar  x  y  y  en  el  sistema 

X  =  x  eos  6  +  y  sen  0 
Y  =  —  x  sen  6  +  y  eos  9> 

38.  a)  Establezca  el  sistema  de  ecuaciones  para  encontrar 

las  corrientes  que  circulan  en  las  ramas  de  la  red  que 
se  muestra  en  la  figura  7.25. 


’¿4 

«3 


Figura  7.25  Red  del  problema  38 

b)  Use  la  regla  de  Cramer  para  demostrar  que 


‘2 

Ri 


‘3 

«2 


41. 


1  2 

4  3 


42. 


44. 


/O  0  0\ 

46.  0  0  1 

\2  2  1/ 


47.  Determine  los  valores  de  la  primera  columna  de  tal  ma¬ 
nera  que  la  matriz  resulte  ortogonal: 


1 

Vi 

0 


1 

V2 


48.  Considere  la  matriz  simétrica  A 


/  1  0  -2\ 
0  0  0 
\ —2  0  4/ 


a )  Determine  las  matrices  P  y  P  1  que  diagonalicen 
ortogonalmente  a  la  matriz  A. 

b)  Determine  la  matriz  diagonal  D  realizando  la  multi¬ 
plicación  P~'AP. 


39.  Resuelva  el  sistema 


2xj  +  3x2  —  x3  =  6 
x¡  —  2x2  =  —3 

— 2x¡  +  x3  =  9 

escribiéndolo  como  una  ecuación  matricial  y  calculando 
la  inversa  de  la  matriz  de  coeficientes. 


40.  Utilice  la  inversa  de  la  matriz  A  para  resolver  el  sistema 
AX  =  B,  donde 


/'  2  3\ 

2  3  0 

\0  1  2) 


y  el  vector  B  está  dado  por  a) 


y  b) 


49.  Identifique  la  sección  cónica  x 2  +  3xy  +  y1  =  1. 

50.  Considere  los  datos  de  población  siguientes: 

Año  1890  1900  1910  1920  1930 

Población  (en  millones)  63  76  92  106  123 

La  población  real  en  1940  era  de  132  millones  de  perso¬ 
nas.  Compare  dicha  cantidad  con  la  población  pronosti¬ 
cada  a  partir  de  la  línea  de  los  mínimos  cuadrados  de  los 
datos  proporcionados. 

/Í0 

En  los  problemas  5 1  y  52,  utilice  la  matriz  A  =  I 

codificar  el  mensaje  dado.  Use  la  correspondencia  de 
sección  7.13. 

5 1 .  SATELLITE  LAUNCHED  ON  FRI 

52.  SEC  AGNT  ARRVS  TUES  AM 


(1)  de  la 
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O  1  o 


En  los  problemas  53  y  54,  utilice  la  matriz  A 


para  determinar  el  mensaje  dado.  Use  la  correspondencia  (1) 
de  la  sección  7.13. 


( 19 

0 

15 

14 

0 

20 

53.  B  =  35 

10 

27 

53 

1 

54 

V  5 

15 

-3 

48 

2 

39 

5  2  21  \ 

27  17  40 

21  13  -2/ 


55.  Descifre  los  mensajes  siguientes  utilizando  el  código  de 
verificación  de  paridad. 

a)  (1100  11) 

b)  (01101110) 

56.  Descifre  la  palabra  (1  0  0  1)  utilizando  el  código  de 
Hamming  (7,  4). 


CAPITULO  7  Ejercidos  de  repaso 
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Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  lineales 
Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  no  lineales 

_ ) 


CAPÍTULO 


Sistemas  de  ecuaciones 
diferenciales  lineales 


Estructura  del  capítulo 


8.1 

Teoría  preliminar 

''N 

8.2 

Sistemas  lineales  homogéneos 

8.3 

8.2.1  Valores  propios  reales  distintos 

8.2.2  Valores  propios  repetidos 

8.2.3  Valores  propios  compLejos 

Solución  mediante  diagonaLización 

8.4 

Sistemas  lineales  no  homogéneos 

8.5 

8.4.1  Coeficientes  indeterminados 

8.4.2  Variación  de  parámetros 

8.4.3  DiagonaLización 

Matriz  exponencial 

Ejercicios  de  repaso  deL  capítulo  8 

_ J 

En  La  sección  2.9  estudiamos  por  primera  vez  en  este  libro  Los 
sistemas  de  ecuaciones  diferenciales,  y  en  las  secciones  3.11  y  4.6 
pudimos  resolver  algunos  de  estos  sistemas.  En  el  presente  capí¬ 
tulo  vamos  a  concentrarnos  únicamente  en  sistemas  de  ecuaciones 
diferenciales  lineales  de  primer  orden.  Mientras  la  mayor  parte  de  los 
sistemas  considerados  pudieron  resolverse  por  medio  de  eliminación 
(sección  3.11)  o  de  la  transformada  de  Laplace  (sección  4.6),  aquí 
vamos  a  desarrollar  una  teoría  general  para  este  tipo  de  sistemas  y, 
para  el  caso  de  sistemas  con  coeficientes  constantes,  un  método  de 
solución  que  utiliza  algunos  conceptos  básicos  del  álgebra  de  matri¬ 
ces.  Advertiremos  que  esta  teoría  general  y  el  procedimiento  de  solu¬ 
ción  son  similares  a  los  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  orden 
superior  que  se  estudiaron  en  las  secciones  3.3  a  la  3.5.  El  material 
también  resulta  fundamental  para  efectuar  el  análisis  de  sistemas  de 
ecuaciones  no  lineales  de  primer  orden  (capítulo  9). 
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Teoría  preliminar 


La  notación  y  las  propiedades  matriciales  se  utilizarán  ampliamente  en  este  capítulo. 
El  estudiante  deberá  revisar  el  capítulo  7  en  caso  de  que  no  esté  familiarizado  con  estos 
conceptos. 

I  Introducción  Recuerde  que  en  la  sección  3.11  ilustramos  cómo  resolver  sistemas 
de  n  ecuaciones  diferenciales  en  n  incógnitas  de  la  forma 

P  n(D)X|  +  Pl2(D)x2  +  •  •  •  +  P  in(D)xn  =  b\(t) 


P2i(D)x1  +  P22(D)x2  +  •  •  •  +  P2n(D)xn  =  b2(t) 


(1) 


P„i(D)x\  +  P„2(D)x2  +  •  •  •  +  Pnn(D)xn  =  bn(t). 


donde  P¡¡  eran  polinomios  de  diferentes  grados  del  operador  diferencial  D.  En  este  capí¬ 
tulo  concentraremos  nuestro  estudio  en  las  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  que 
representan  casos  especiales  de  sistemas  que  tienen  la  formulación  normal 


dx1 

dt 


8\if,  xu  x2,  ...  ,x„ ) 


dx2 

dt 


g2(t,  xu  x2,  x„ ) 


(2) 


dxn 

dt 


gn(t,xux2,  ...,xn). 


Un  sistema  de  n  ecuaciones  de  primer  orden  tal  como  (2)  se  denomina  sistema  de  pri¬ 
mer  orden. 


I  Sistemas  lineales  Cuando  cada  una  de  las  funciones  gu  g2,  . . . ,  g„  incluidas  en 
(2)  es  lineal  en  las  variables  independientes  xh  x2, ,  xn,  obtenemos  la  forma  normal 
de  un  sistema  de  primer  orden  de  las  ecuaciones  lineales: 


dx¡ 

—  =  an{t)x  i  +  an{t)x2  +  •••  +  aln(t)xn  +  ft(t) 
—r  =  a2l{t)x  i  +  a22(t)x2  +  •  ■  •  +  a2n(t)xn  +  f2{t) 


(3) 


=  a„\{t)x\  +  an2{t)x  2  +  •••  +  ann[t)xn  +f,(t). 

A  un  sistema  de  la  forma  presentada  en  (3)  le  llamamos  simplemente  sistema  lineal. 
Asumimos  que  tanto  los  coeficientes  aJt)  como  las  funciones  f(t)  son  continuos  en  un 
intervalo  común  1.  Cuando  f(t)  =  0,  i  =  1,  2,  . . . ,  n,  se  dice  que  el  sistema  lineal  es 
homogéneo;  de  lo  contrario  será  no  homogéneo. 

■  Forma  matricial  de  un  sistema  lineal  Si  X,  A  (?)  y  F(f)  denotan  las  matrices  res¬ 
pectivas 


l  an{t)  «12  (0  ■ 

■  «i„M  \ 

X  = 

x2(t) 

>  A(í)  = 

«21M  a22{t )  ■ 

'  a2n(t) 

.  m  = 

m 

W  0/ 

V«„iM  a„2(t)  ■ 

ann(t)  / 

\fn(t)  / 

8.1  Teoría  preliminar 


entonces  el  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  (3)  se  puede  escribir 
como 


íxl\ 

(  flllW  «12 (t)  ■ 

■  «1  n(t)  \ 

ÍX  l\ 

X2 

= 

«2l(í)  «22M 

■  a2n(t) 

X2 

+ 

Í2  (0 

\Xn) 

V  ani(t)  a„2(t)  ■ 

■  ann{t) ) 

\  Xn  ) 

\m) 

o  simplemente  X'  =  AX  +  F.  (4) 

Si  el  sistema  es  homogéneo,  su  forma  matricial  es  entonces 

X'  =  AX.  (5) 


Ejemplo  1  Sistemas  escritos  en  notación  matricial 


a)  Si  X  =  (  J,  entonces  la  forma  matricial  del  sistema  homogéneo 


dx 

dt 


=  3x  +  4y 


dy 

-=5,-7, 


es  X'  = 


3  4 
5  -7 


X. 


b)  Si  X  =  |  y  | ,  entonces  la  forma  matricial  del  sistema  no  homogéneo 

yZj 


dx 

dt 

dy 

dt 

dz 

dt 


6 x  +  y  z  +  t 
8x  +  ly  -  z  +  10f 
2x  +  9y  —  z  +  6t 


es 


□ 


Desde  luego,  un  vector  solución  de  (4)  es  equivalente  a  n  ecuaciones  escalares  x¡  =  </>¡(t), 
xi  =  4>2 ,  xn  =  4>„(t),  y  se  puede  interpretar  de  manera  geométrica  como  un 
sistema  de  ecuaciones  paramétricas  de  una  curva  espacial.  En  los  casos  n  =  2  y  n  =  3, 
las  ecuaciones  x¡  =  <p¡(t),  x2  =  </>2(0^  y  x¡  =  <p¡(t),  x2  =  </>2(0>  x3  =  <fi3(t)  representan 
curvas  en  los  espacios  bidimensional  y  tridimensional,  respectivamente.  Solemos  deno¬ 
minar  a  tal  curva  solución  como  trayectoria.  El  plano  también  se  denomina  plano  de 
fase.  Ilustraremos  estos  conceptos  en  la  sección  siguiente,  así  como  en  el  capítulo  9. 
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Ejemplo  2  Verificación  de  soluciones 

Compruebe  que  en  el  intervalo  (—00,  00) 


X! 


son  soluciones  de 


Solución  A  partir  de  X,' 


-2e-2'\ 

2e~2'/ 


y 


x2' 


/  18e6,\ 

V30e6y 


vemos  que 


y 


AXj 

ax2 


(  e~2'  -  3e~2'\  _  /-  2éT2'\ 
\5e~2'  -  3e~27  “  V  2e~2y 


=  x; 


3e6'  +  15e6,\  _  /l8e6'\  _ 
15é?6f  +  15e67  ~~  V30e6y  ~~  2 


(6) 


□ 


Gran  parte  de  la  teoría  de  sistemas  de  n  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer 
orden  es  similar  a  la  de  las  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  n-ésimo  orden. 


■  Problema  de  valor  inicial  Si  t0  denota  un  punto  en  un  intervalo  /  y 


/  *t(4>)\ 

hi\ 

X(fo)  = 

x2(r0) 

y  x0  = 

yi 

\x„{t0)) 

\ynJ 

donde  7,,  i  =  1,  2,  n  son  las  constantes  dadas.  Entonces  el  problema 
Resolver:  X'  =  A(í)X  +  F(í) 

Sujeto  a:  X(í0)  =  X0 

es  un  problema  de  valor  inicial  en  el  intervalo. 


TEOREMA  8.1 


Existencia  de  una  solución  única 


Sean  las  entradas  de  las  matrices  A(f)  y  F(f)  funciones  continuas  en  un  intervalo 
común  I  que  contienen  el  punto  t0.  Por  lo  tanto,  existe  una  solución  única  para  el 
problema  de  valor  inicial  (7)  en  el  intervalo. 

_ _ _ J 


I  Sistemas  homogéneos  En  las  siguientes  definiciones  y  teoremas  nos  enfocaremos 
sólo  en  los  sistemas  homogéneos.  Aunque  no  se  indique,  siempre  asumiremos  que  a¡j  y  f 
son  funciones  continuas  de  t  en  algún  intervalo  común  I. 


■  Principio  de  superposición  El  siguiente  resultado  es  un  principio  de  superposi¬ 
ción  para  soluciones  de  sistemas  lineales. 


TEOREMA  8.2 


Principio  de  superposición 


Sea  X , ,  X2,  ...,  Xk  un  conjunto  de  vectores  solución  del  sistema  homogéneo  (5) 
en  un  intervalo  I.  Entonces,  la  combinación  lineal 


donde  c¡,  i  =  1,  2, 
intervalo. 


X  —  c^Xj  +  c2X2  +  ■  ■  ■  +  CjX¿, 

k  son  constantes  arbitrarias,  es  también  una  solución  en  el 


8.1  Teoría  preliminar 
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Del  teorema  8.2  se  desprende  que  una  constante  múltiple  de  cualquier  vector  solución  de 
un  sistema  homogéneo  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer  orden  es  también 
una  solución. 


Ejemplo  3  Uso  deL  prinripio  de  superposición 

Compruebe  que  los  dos  vectores 


Xj  = 

son  soluciones  del  sistema 


eos  t 

-|cos  t  +  |sen  t 


■  eos  t 


X  = 


sen  t 


X,  = 


Mediante  el  principio  de  superposición,  la  combinación  lineal 


1  eos  t  \ 

r°\ 

1 

X  =  clXl  +  c2X2  =  cA 

— ^cos  t  +  ¿sen  t 

1  +  °2| 

\  —  eos  t  —  sen  t  ) 

W 

es  otra  solución  del  sistema. 


(8) 


□ 


■  Dependenda  Lineal  e  independencia  lineal  Estamos  interesados  principalmente 
en  las  soluciones  del  sistema  homogéneo  (5)  que  sean  linealmente  independientes. 


DEFINICIÓN  8.2 


Dependencia  Lineal  e  independencia 
Lineal 


Sea  X1;  X2,  . . . ,  X¿  un  sistema  de  vectores  solución  del  sistema  homogéneo  (5)  en 
un  intervalo  I.  Decimos  que  este  conjunto  es  linealmente  dependiente  en  el  inter¬ 
valo  si  existen  constantes  c,,  c2,  . . . ,  ck,  que  no  son  todas  cero,  de  tal  forma  que 

CjXj  +  c2X2  +  ■  ■  •  +  CjXj.  =  0 


para  toda  t  en  el  intervalo.  Si  el  conjunto  de  vectores  no  es  linealmente  dependiente 
en  el  intervalo,  se  dice  que  es  linealmente  independiente. 


El  caso  k  =  2  tiene  que  aclararse;  dos  vectores  solución  X,  y  X2  son  linealmente  de¬ 
pendientes  si  uno  es  un  múltiplo  constante  del  otro,  y  viceversa.  Para  k  >  2,  un  conjunto 
de  vectores  solución  es  linealmente  dependiente  si  podemos  expresar  al  menos  un  vector 
solución  como  una  combinación  lineal  de  los  vectores  restantes. 


■  Wronskiano  En  una  consideración  previa  relacionada  con  la  teoría  de  una  sola  ecua¬ 
ción  diferencial  ordinaria,  pudimos  introducir  el  concepto  del  determinante  wronskiano 
como  una  prueba  de  la  independencia  lineal.  Establecemos  el  teorema  siguiente  sin  probarlo. 


TEOREMA  8.3 


Criterio  para  soluciones  Linealmente 
independientes 


/  *n  \ 

(  Xu\ 

(  *l„\ 

*21 

,  X2  = 

*22 

,  X„  = 

*2  n 

\XnlJ 

\  *n2  / 

\  *n«  ) 

n  vectores  solución  del  sistema  homogéneo  (5)  en  un  intervalo  I.  Entonces  el  sistema 
de  vectores  solución  es  linealmente  independiente  en  1  si,  y  sólo  si,  el  wronskiano 

(continúa) 
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(continuación) 


W(X,,  X2,  X„)  = 

para  toda  t  incluida  en  el  intervalo. 


*n  * 12 
^21  -^22 


a  o 


(9) 


Es  posible  demostrar  que  si  X1(  X2,  . . . ,  X„  son  vectores  solución  de  (5),  entonces 
para  toda  t  en  I,  bien  W(Xb  X2,  . . . ,  X„)  +  0  o  W(X¡,  X2,  . . . ,  X„)  =  0.  Por  lo  tanto,  si 
podemos  demostrar  que  W  A  0  para  alguna  t0  en  /,  entonces  W  =t=  0  para  toda  t,  de  mane¬ 
ra  que  el  conjunto  de  soluciones  es  linealmente  independiente  en  el  intervalo. 

Observe  que,  a  diferencia  de  la  definición  del  wronskiano  dada  en  la  sección  3.1,  aquí 
la  definición  del  determinante  (9)  no  requiere  diferenciación. 


Ejemplo  4  Soluciones  linealmente  independientes 

(  l\  _2(  (3\  6t 

En  el  ejemplo  2  vimos  que  X;  =  I  le  y  X2  =  I  le  son  soluciones  del  sistema  (6). 

Resulta  evidente  que  Xj  y  X2  son  linealmente  independientes  en  el  intervalo  (— oo,  oo)  ya 
que  ningún  vector  es  un  múltiplo  constante  del  otro.  Además,  tenemos 


W(XU  X2)  = 

para  todos  los  valores  reales  de  t. 


3e6' 

5e6' 


8e4í  A  0 


□ 


DEFINICIÓN 


8.3 


Conjunto  fundamental  de  soluciones 


Todo  conjunto  Xb  X2,  . . . ,  X„  de  n  vectores  solución  linealmente  independientes 
del  sistema  homogéneo  (5)  en  un  intervalo  I  se  denomina  conjunto  fundamental 
de  soluciones  en  el  intervalo. 

_ y 


TEOREMA 


8.4 


Existencia  de  un  conjunto 
fundamental 


Existe  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  para  el  sistema  homogéneo  (5)  en  un 
intervalo  I. 

_ J 


Los  dos  teoremas  siguientes  son  los  equivalentes  del  sistema  lineal  examinado  en  los 
teoremas  3.5  y  3.6. 


TEOREMA  8.5 


Solución  general:  sistemas 
homogéneos 


Sea  Xls  X2, . . . ,  X„  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  del  sistema  homogéneo 
(5)  en  un  intervalo  I.  Por  lo  tanto,  la  solución  general  del  sistema  en  el  intervalo  es 

X  =  c¡X¡  +  c2X2  +  •  ■  ■  +  c„X„, 

donde  c¡,  i  =  1,2,...,  n  son  constantes  arbitrarias. 


Ejemplo  5  Solución  general  del  sistema  (6) 


A  partir  del  ejemplo  2  sabemos  que  X! 


son  soluciones  de 


(6)  linealmente  independientes  en  (— oo,  oo).  Por  lo  tanto,  X,  y  X2  forman  un  conjunto 


8.1  Teoría  preliminar 
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fundamental  de  soluciones  en  el  intervalo.  La  solución  general  del  sistema  en  el  intervalo 
es  entonces 


X  =  ClX,  +  c2X2  =  c/_  j  V*  +  c2QV. 


(10)  □ 


Ejemplo  6  Solución  general  del  sistema  (8) 

Los  vectores 


(  eos  t  \ 

I  j 

/ 

xH 

— ¡Icos  t  +  |sen  t 

,  X2  = 

K*  X3  = 

\  —  eos  t  —  sen  t  ) 

1 

w 

\ 

sen  t 
—¿sen  t  —  ¿eos  t 
—  sen  t  +  eos  t 


son  soluciones  del  sistema  (8)  en  el  ejemplo  3  (vea  el  problema  16  en  los  ejercicios  8.1). 
Ahora 


1L(X|,  X2,  X3) 


eos  t  0 

—icos  t  +  ¿sen  t  e' 
—  eos  t  —  sen  t  0 


sen  t 

— ¿sen  t  —  icos  t 
—  sen  t  +  eos  t 


=  é  A0 


para  todos  los  valores  reales  de  t.  Concluimos  que  X¡,  X2  y  X3  forman  un  conjunto  fun¬ 
damental  de  soluciones  en  (— oo,  oo).  Por  lo  tanto,  en  el  intervalo,  la  solución  general  del 
sistema  es  la  combinación  lineal  X  =  cX¡  +  c2X2  +  c3X3,  es  decir, 


X  = 


c  i 


eos  t 
—icos  t  + 
—  eos  1  — 


i  sen  1 
sen  t 


sen  t 

— isen  t  —  icos  t 
—  sen  t  +  eos  t 


□ 


I  Sistemas  no  homogéneos  Para  los  sistemas  no  homogéneos,  una  solución  par¬ 
ticular  Xp  en  un  intervalo  I  es  cualquier  vector,  libre  de  parámetros  arbitrarios,  cuyos 
elementos  son  funciones  que  satisfacen  el  sistema  (4). 


TEOREMA  8.6 


Solución  general:  sistemas  no 
homogéneos 


Sean  X„  una  solución  dada  del  sistema  no  homogéneo  (4)  en  un  intervalo  I,  y 


Xc  —  c¡X¡  +  c2X2  + 


c„X„ 


denote  la  solución  general  en  el  mismo  intervalo  del  sistema  homogéneo  asociado 
(5).  Luego,  la  solución  general  del  sistema  no  homogéneo  en  el  intervalo  es 


X  =  X. 


X,, 


La  solución  general  Xf  del  sistema  homogéneo  (5)  se  denomina  función  com¬ 
plementaria  del  sistema  no  homogéneo  (4). 


Ejemplo  7 

El  vector  Xp 


Solución  general:  sistema  no  homogéneo 

3 1  -  4N 


-5 1  +  6 


es  una  solución  particular  del  sistema  no  homogéneo 


12 1  -  11 


-3 


(ID 
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en  el  intervalo  ( — oo,  oo).  (Verifique  esto.)  La  función  complementaria  de  ( 1 1 )  en  el  mismo 

/I  3n 

intervalo,  o  la  solución  general  de  X  = 
ejemplo  5  como  Xc  =  c, 

X  =  Xc  +  Xp  =  c, 


1 

-1 


le  2í  +  c- 


^  3  JX,  se  estudió  en  la  expresión  (10)  del 

le6'.  Por  lo  tanto,  en  virtud  del  teorema  8.6 


+  C n 


eb'  + 


3í  -  4 
-5t  +  6 


es  la  solución  general  de  (1 1)  en  (— oo,  oo). 


EJERCICIOS  8.1  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-18. 


En  los  problemas  del  1  al  6,  exprese  el  sistema  lineal  en  forma 


matricial. 

dx 

dx 

dt 

3x  —  5y 

r- 

1 

$ 

N 

1 

<N 

dy  _ 

4x  +  8y 

dy  , 

—  =  5x 

dt 

dt 

dx 

dx 

3.  —  = 

—3x  +  4y  —  9z 

4.  —  =  x  -  y 

dt 

dt 

dy  _ 

6x  —  y 

dy 

—  =  x  +  2z 

dt 

dt 

dz 

dz 

10jt  +  4y  +  3z 

— =  —x  +  z 

dt 

dx 

dt 

5.  —  =  x  —  y  +  z  +  t  —  1 
dt 

dy 

—  =  2x  +  y  —  z  ~  3t2 
dt 


dz 

dt 

dx 


—  x  +  y  +  z  +  f2  —  t  +  2 


En  los  problemas  del  11  al  16,  compruebe  que  el  vector  X  es 
una  solución  del  sistema  dado. 


dx 

11.  —  =  3x  -  4y 
dt 


dy 

—  =  4x  -  ly\  X  = 
dt 


6.  —  =  —  3x  +  4v  +  e  '  sen  2 1 
dt 

dv 

—  =  5jc  +  9z  +  4e  '  eos  2 1 
dt 

dz 

—  =  v  +  6 z  —  e 
dt 

En  los  problemas  del  7  al  10,  escriba  el  sistema  dado  sin  el  uso 
de  matrices. 


16.  X'  = 


sen  t 

1  sen  t  —  \  eos  t 


—sen  t  +  eos  t 


En  los  problemas  del  1 7  al  20,  los  vectores  dados  son  solucio¬ 
nes  de  un  sistema  X'  =  AX.  Determine  si  los  vectores  forman 
un  conjunto  fundamental  en  (— oo,  oo). 


8.1  Teoría  preliminar 
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25.  Demuestre  que  la  solución  general  de 


20.  Xt  = 


2  e  ,  X,  = 


En  los  problemas  del  21  al  24,  verifique  si  el  vector  Xp  es  una 
solución  particular  del  sistema  dado. 


dx 

21.  —  =  x  +  4y  +  2?  —  7 
dt 


=  3x  +  2 y  -4 1-  18;  X  = 


+ 


/O  6  0\ 

X'  =  1  0  I  X 

\1  1  0/ 

en  el  intervalo  (—00,00)  es 


26.  Demuestre  que  la  solución  general  de 


en  el  intervalo  (—00,  00)  es 

x  -  <■■(_,  V2 )'V‘  +  C2(-1  +  Vi)^2' 


I 


Sistemas  lineales  homogéneos 


Analizaremos  sólo 
sistemas  lineales  con 
coeficientes  constantes. 


Introducción  En  el  ejemplo  5  de  la  sección  8.1,  vimos  que  la  solución  general  del 


sistema  homogéneo  X'  = 


1  3 

5  3 


X  es  X  —  cqX!  -I-  c2^C2  cq 


1 

-1 


e  21  +  Ci 


é". 


i  =  1,2,  donde  kx,  k2. 


Puesto  que  ambos  vectores  solución  tienen  la  forma  X,  =  | 

A1;  y  A2son  constantes,  nos  vemos  impulsados  a  preguntar  si  siempre  es  posible  encon¬ 
trar  una  solución  de  la  forma 


X  = 


A.\ 

k2 

\  K I 


eA'  =  Ké>a 


(1) 


para  el  sistema  general  homogéneo  de  primer  orden 

X'  =  AX,  (2) 

donde  la  matriz  de  coeficientes  A  es  una  matriz  de  constantes  de  orden  n  X  n. 


■  Valores  propios  y  vectores  propios  Si  (1)  ha  de  ser  un  vector  solución  del  siste¬ 
ma,  entonces  X'  =  KAeAr  de  manera  que  (2)  se  convierta  en  KA<?a'  =  AK<?a'.  Después  de 
dividir  eÁI  y  reordenar,  obtenemos  AK  =  AK  o  AK  —  AK  =  0.  Como  K  =  IK,  la  última 
ecuación  es  lo  mismo  que 


(A  -  AI)K  =  0. 


(3) 
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La  ecuación  matricial  (3)  es  equivalente  a  las  ecuaciones  algebraicas  simultáneas 


(ci\\  —  A)Aq  +  ^12^2  3"  ■  •  •  + 

Ü2\k\  "b  (^22  —  A)&2  "b  '  *  *  “b 


«i  A  =  o 
a2/A  =  0 


+  a„2^2  +  •  ■  •  +  (ara  -  A)fe„  =  0. 

Por  lo  tanto,  para  encontrar  una  solución  no  trivial  X  de  (2)  debemos  encontrar  primero 
una  solución  no  trivial  del  sistema  citado;  en  otras  palabras,  primero  tenemos  que  deter¬ 
minar  un  vector  no  trivial  K  que  satisfaga  (3).  Pero  con  el  fin  de  que  (3)  tenga  soluciones 
distintas  de  la  solución  evidente  kx  =  k2  =  . . .  =  kn  =  0,  necesitamos  tener 

det  (A  -  AI)  =  0. 


Esta  ecuación  polinomial  A  se  denomina  ecuación  característica  de  la  matriz  A;  sus  so¬ 
luciones  son  los  valores  propios  de  A.  Una  solución  K  0  de  (3)  correspondiente  a  un 
valor  propio  A  se  denomina  vector  propio  de  A.  Una  solución  del  sistema  homogéneo 
(2)  es  entonces  X  =  KeA'. 

En  el  siguiente  análisis  examinaremos  tres  casos:  todos  los  valores  propios  son  reales 
y  distintos  (es  decir,  no  hay  dos  valores  propios  iguales),  valores  propios  repetidos,  y  por 
último,  valores  propios  complejos. 


8.2.1 


Valores  propios  reales  distintos 


Cuando  la  matriz  A  de  orden  n  X  n  posee  n  valores  propios  reales  distintos  A,,  A2,  . . . , 
A„,  entonces  siempre  se  podrá  encontrar  un  sistema  de  n  vectores  propios  linealmente 
independientes  Kb  K2, . . . ,  K„  y 


X,  =  Kji 


X2  =  K2eA 


x„  =  K„eA 


es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones  de  (2)  en  (— oo,  oo). 


TEOREMA  8.7 


Solución  general:  sistemas 
homogéneos 


Sean  Ab  A2, . . . ,  A„  n  valores  propios  reales  distintos  de  la  matriz  de  coeficientes  A 
del  sistema  homogéneo  (2),  y  sean  Kb  K2,  ....  K„  los  vectores  propios  correspon¬ 
dientes.  Entonces,  la  solución  general  de  (2)  en  el  intervalo  (—00,00)  está  dada  por 

X  =  c1K1eAl'  +  c2K2eA2'  +  •••  +  c„  K„ev. 


Ejemplo  1  Valores  propios  distintos 

Resuelva 


dx 

—  =  2x  +  3v 
dt 


dy 

dt 


(4) 


=  2x  +  y. 


Solución  Primero  encontramos  los  valores  propios  y  los  vectores  propios  de  la  matriz 
de  coeficientes. 

A  partir  de  la  ecuación  característica 


det  (A  -  AI)  = 


2  -  A  3 
2  1  -  A 


=  *2 


A  —  3A  —  4  =  (A  +  1)(A  -  4)  =  0 


deducimos  que  los  valores  propios  son  A¡  =  —  1  y  A2  =  4. 
Ahora  para  A  [  =  —  1.  (3)  es  equivalente  a 

3  k¡  +  3  k2  =  0 

2  ki  +  2  k2  —  0. 


8.2  Sistemas  lineales  homogéneos 
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X 


c )  Gráfica  de  y  =  -e~‘  +  2e4' 


y _ _ 

4  -  / 

2  " 

O - - - x 

-2-  \ 

-5  -  \ 

-6  -  \ 

-8  N. 

-íol- . . - 

O  2.5  5  7.5  10  12.5  15 

c )  Trayectoria  definida  por  x  =  e~l  +  3e4t, 
y  =  -e~‘  +  2e4t  en  el  plano  fase 

Figura  8.1  Una  solución 
particular  de  (5)  produce  tres 
curvas  diferentes  en  tres  distintos 
planos  coordenados 


Figura  8.2  Retrato  de  fase  del 
sistema  (4) 


Por  lo  tanto,  k¡  =  —k2.  Cuando  k2=  —  1,  el  vector  propio  relacionado  es 


Para  A2  =  4,  tenemos  —2k¡  +  3 k2  =  0 

2  kx  —  3k2  =  0 

de  manera  que  kt  =  ?>k2l2,  y  por  lo  tanto,  con  k2  =  2,  el  vector  propio  correspondiente  es 


Puesto  que  la  matriz  de  coeficientes  A  es  una  matriz  de  2  X  2,  y  como  hemos  encontrado 
dos  soluciones  linealmente  independientes  de  (4), 


concluimos  que  la  solución  general  del  sistema  es 

X  =  c,X|  +  c2X2  =  c/_  j V'  +  c2Qe4'  (5)  □ 

Con  fines  de  repaso,  se  debe  tener  muy  presente  que  una  solución  de  un  sistema  de 
ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer  orden,  cuando  la  expresamos  en  términos 
matriciales,  simplemente  es  una  alternativa  al  método  empleado  en  la  sección  3.11,  es 
decir,  listar  las  funciones  individuales  y  las  relaciones  entre  las  constantes.  Si  sumamos 
los  vectores  incluidos  en  el  lado  derecho  de  (5)  y  después  igualamos  los  elementos  con 
los  correspondientes  del  vector  de  la  izquierda,  obtenemos  la  expresión  más  conocida 

x  =  cqe-'  +  3c2e4r,  y  =  — cqe-'  +  2  c2e4'. 


Tal  como  fue  señalado  en  la  sección  8.1,  podemos  interpretar  estas  ecuaciones  como 
ecuaciones  paramétricas  de  una  curva  o  trayectoria  en  el  plano  xy  o  plano  de  fase. 
Las  tres  gráficas  se  muestran  en  la  figura  8.1:  x(t )  en  el  plano  tx,  y{t)  en  el  plano  ty,  y  la 
trayectoria  en  el  plano  de  fase  correspondiente  a  la  elección  de  constantes  c,  =  c2  =  I 
en  la  solución.  Un  conjunto  de  trayectorias  presentes  en  el  plano  de  fase,  como  lo  mues¬ 
tra  la  figura  8.2,  es  un  retrato  de  fase  del  sistema  lineal  dado.  Lo  que  en  la  figura  8.2 
parecen  ser  dos  líneas  negras,  en  realidad  son  cuatro  medias  líneas  definidas  de  manera 
paramétrica  en  el  primero,  segundo,  tercero  y  cuarto  cuadrantes  mediante  las  soluciones 
X2,  — Xh  — X2  y  Xb  respectivamente.  Por  ejemplo,  las  ecuaciones  cartesianas  y  =  fjc, 
x  >  0,  y  y  =  —x,  x  >  0,  de  las  medias  líneas  incluidas  en  el  primero  y  cuarto  cuadrantes 
se  obtuvieron  al  eliminar  el  parámetro  t  en  las  soluciones  x  =  3e4‘,  y  =  2e4',  y  x  =  e  ', 
y  =  —  é~\  respectivamente.  Además,  cada  vector  propio  se  puede  visualizar  como  un 


vector  bidimensional  tendido  a  lo  largo  de  estas  medias  líneas.  El  vector  propio  Kt  : 

2  (  G 

descansa  a  lo  largo  de  y  =  2x  en  el  primer  cuadrante  y  K ,  =  I  ^  I  a  lo  largo  de  y 


3 


— x 


en  el  cuarto  cuadrante;  cada  vector  comienza  en  el  origen  con  K2  que  termina  en  el  punto 
(2,  3)  y  K[  que  termina  en  (1,  —  1). 

El  origen  no  sólo  es  una  solución  constante,  x  =  0,  y  =  0,  para  todo  sistema  lineal 
homogéneo  2  X  2  X'  =  AX  sino  que  también  es  un  punto  importante  en  el  estudio  cua¬ 
litativo  de  tales  sistemas.  Si  pensamos  en  términos  físicos,  las  puntas  de  flecha  marcadas 
en  las  trayectorias  de  la  figura  8.2  indican  la  dirección  en  que  se  movería  una  partícula 
con  coordenadas  (x(t),  y(t))  en  una  trayectoria  en  el  tiempo  t  a  medida  que  se  presente 
un  incremento  en  el  tiempo.  Observe  que  las  puntas  de  flecha,  salvo  las  de  las  medias 
líneas  trazadas  en  el  segundo  y  cuarto  cuadrantes,  indican  que  una  partícula  se  alejaría 
de  su  origen  conforme  aumentara  el  tiempo.  Si  imaginamos  que  el  tiempo  varía  desde 
—oo  hasta  oo,  entonces  el  análisis  de  la  solución  x  =  c¡e~'  +  3 c2e4t,  y  =  —  c¡e^‘  +  2 c2e4', 
c¡  +  0,  c2  ¥=  0,  muestra  que  una  trayectoria,  o  partícula  móvil,  “comienza”  por  ser  asin- 
tótica  en  relación  con  una  de  las  medias  líneas  definidas  mediante  Xt  o  —X!  (ya  que  e4' 
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es  insignificante  para  t  — >  —  oo)  y  “termina”  siendo  asintótica  respecto  a  una  de  las  me¬ 
dias  líneas  definidas  por  X2  y  —  X2  (puesto  que  e  '  es  insignificante  para  t  — »  oo). 

Dicho  sea  de  paso,  la  figura  8.2  representa  un  retrato  de  fase  que  es  característico  de 
todos  los  sistemas  lineales  homogéneos  X'  =  AX  de  2  X  2  con  valores  propios  reales  de 
signos  opuestos.  Vea  el  problema  17  en  los  ejercicios  8.2.  Además,  si  los  valores  propios 
reales  distintos  tienen  el  mismo  signo  algebraico,  los  retratos  de  fase  serán  aquellos  ca¬ 
racterísticos  de  todos  los  sistemas  lineales  de  2  X  2  de  este  tipo;  la  única  diferencia  sería 
que  las  puntas  de  flecha  indicarían  que  una  partícula  se  aleja  del  origen  en  cualquier  tra¬ 
yectoria  conforme  t  —¥  oo  cuando  A,  y  A2  son  positivos,  y  que  se  acerca  al  origen  en  cual¬ 
quier  trayectoria  cuando  tanto  A,  como  A2  son  negativos.  En  consecuencia,  resulta  muy 
común  denominar  al  origen  como  repulsor  en  el  caso  A  1  >  0,  A2  >  0,  y  como  atractor  en 
el  caso  A!  <  0,  A2  <  0.  Vea  el  problema  18  en  los  ejercicios  8.2.  En  la  figura  8.2,  el  origen 
no  es  ni  un  repulsor  ni  un  atractor.  La  investigación  sobre  el  caso  restante,  cuando  A  = 
0  sea  un  valor  propio  de  un  sistema  lineal  homogéneo  de  2  X  2,  se  deja  como  ejercicio 
para  el  lector.  Vea  el  problema  48  en  los  ejercicios  8.2. 


Ejemplo  2  Valores  propios  distintos 

Resuelva  —  =  —  4x  +  y  +  z 

x  +  5y  —  z 


dx 

dt 

dy 

dt 

dz 

dt 


(6) 


y  -  3 z. 


Solución  Mediante  los  cofactores  del  tercer  renglón,  encontramos 

-4  -  A  1  1 

det  (A  -  AI)  =  1  5  -  A  - 1 

0  1  -3  -  A 


=  -(A  +  3)(A  +  4) (A  -  5)  =  0, 


y,  por  lo  tanto,  los  valores  propios  son  A ,  =  —3,  A,  =  —4,  A3  =  5. 
Para  A !  =  —3,  la  eliminación  de  Gauss-Jordan  produce 


(A  +  3110)  = 


1 

1 

1 

Q  \  entre  , 

1  renglones  / 

1 

8 

-1 

O 

V 

0 

1 

0 

0/  ' 

Por  lo  tanto,  kx  =  k3y  k2  =  0.  La  alternativa  k3  =  1  produce  un  vector  propio  y  el  corres¬ 
pondiente  vector  solución 


X,  = 


(7) 


Ki  = 

De  manera  similar,  para  A2  =  —  4, 

'0 

v0 

implica  que  kl  =  1  0k3  y  k2  =  —  k3.  Al  elegir  k3  =  1,  obtenemos  un  segundo  vector  propio 
y  su  vector  solución 


h, 

1 

1 

0\ 

operaciones 
entre  , 

9 

-1 

o 

”S“ 

1 

1 

0/ 

\ 

Ko  = 


X7  = 


(8) 
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Por  último,  cuando  A3  =  5,  las  matrices  aumentadas 


(~9 

i 

1 

entre 

renglones 

0 

-1 

°\ 

1 

0 

-1 

o 

=► 

0 

1 

-8 

° 

V  0 

1 

-8 

0/ 

^0 

0 

0 

0/ 

producen 


K3  =  8  ,  X3  = 


(9) 


La  solución  general  de  (6)  es  una  combinación  lineal  de  los  vectores  solución  dados 
en  (7),  (8)  y  (9): 


X  = cj  0  \e 


C2 


10' 

-1  I  e  4'  +  c3 1  8  |é>5'. 


□ 


I  Uso  de  computadoras  Los  paquetes  de  cómputo  como  MATLAB,  Mathematica, 
Maple  y  DERIVE  pueden  ahorramos  mucho  tiempo  cuando  se  trata  de  encontrar  valores 
propios  y  vectores  propios  de  una  matriz.  Por  ejemplo,  para  encontrar  los  valores  propios 
y  los  vectores  propios  de  la  matriz  de  coeficientes  dada  en  (6)  mediante  Mathematica, 
primero  ingresamos  la  definición  de  matriz  por  renglones: 

m  =  {{-4, 1, 1},  {  1,  5,  —1},  {  0, 1,  -3}  }. 


Los  comandos  Eigenvalues[m]  y  Eigenvectors[m]  dados  en  secuencia  generan 
{-4, -3,5}  y  {  {  10, -1,  1},  {  LO,  1},  {  1,8,  1}  }, 


respectivamente.  En  Mathematica,  los  valores  propios  y  los  vectores  propios  también  se 
pueden  obtener  al  mismo  tiempo  mediante  Eigensystemjm]. 


8.2.2 


Valores  propios  repetidos 


Desde  luego,  no  todos  los  n  valores  propios  A  b  A2, . . . ,  A„  de  una  matriz  A  de  orden  n  X  n 
deben  ser  diferentes,  es  decir,  algunos  de  los  valores  propios  pueden  estar  repetidos. 
Por  ejemplo,  puede  advertirse  fácilmente  que  la  ecuación  característica  de  la  matriz  de 
coeficientes  en  el  sistema 


X'  = 


(10) 


es  (A  +  3)2  =  0,  y  por  lo  tanto  A  j  =  A2  =  —3  es  una  raíz  de  multiplicidad  dos.  Para  este 
valor  encontramos  el  vector  propio  único 


Ku 


de  manera  que  Xt 


(11) 


es  una  solución  de  (10).  Pero  como  estamos  interesados  en  formar  la  solución  general 
del  sistema,  debemos  concentramos  en  encontrar  una  segunda  solución. 

En  general,  si  m  es  un  entero  positivo  y  (A  —  A , )"'  es  un  factor  de  la  ecuación  carac¬ 
terística  pero  (A  —  A1)m+1  no  es  un  factor,  entonces  se  dice  que  A,  es  un  valor  propio  de 
multiplicidad  m.  Los  tres  ejemplos  presentados  a  continuación  ilustran  los  siguientes 
casos: 


i)  Para  ciertas  matrices  A  de  orden  n  X  n  puede  ser  posible  encontrar  m  vectores  pro¬ 
pios  linealmente  independientes  K  h  K2, . . . ,  K,„  correspondientes  a  un  valor  propio 
A  ¡  de  multiplicidad  m  <  n.  En  este  caso,  la  solución  general  del  sistema  contiene  la 
combinación  lineal 


ci  Kl(?Al'  +  c2K2eAl'  +  •  •  •  +  cm  KraeAlt. 
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ii)  Si  hay  sólo  un  vector  propio  correspondiente  al  valor  propio  A  de  multiplicidad  m, 
entonces  siempre  se  pueden  encontrar  m  soluciones  linealmente  independientes  de 
la  forma 

X,  =  KneAlí 

X2  =  K  2{tex''  +  K22eAl' 

¿ni  —  1  —  2 

Xm  =  Kml  -  —  ex,t  +  Km2  -  —  eAl'  +  •  ■  •  +  KmmeÁ,t, 

( m  —  1)!  (m  —  2)1 

donde  K¿;-  son  vectores  columna. 

I  Valor  propio  de  multiplicidad  dos  Iniciemos  considerando  los  valores  propios 
de  multiplicidad  dos.  En  el  primer  ejemplo  ilustramos  una  matriz  para  la  cual  podemos 
encontrar  dos  vectores  propios  que  corresponden  a  un  valor  propio  doble. 


Ejemplo  3  Valores  propios  repetidos 

1  -2  2' 

Resuelva  X'  =  |  -2  1  -2  \  X. 

2  -2  1, 

Solución  Si  se  amplía  la  determinante  en  la  ecuación  característica 


det  (A  -  AI)  = 


1  -  A  -2  2 

-2  1  -  A  -2 

2  -2  1  -  A 


=  0 


se  produce  —  (A  +  1)2(A  —  5)  =  0.  Vemos  que  Aj  =  A2  =  —  1  y  A3  =  5. 

Para  A !  =  —  1,  la  eliminación  de  Gauss-Jordan  inmediatamente  da  como  resultado 


2 

-  2 

2 

0\  / 

\  renglones  I 

2 

2 

-2 

0  ^ 

2 

-2 

2 

0/  ' 

El  primer  renglón  de  la  última  matriz  comprende  kx  —  k2  +  &3  =  0  o  =  k2  —  k3.  Las 
elecciones  k2  =  1,  k3  =  0  y  k2  =  1,  k3  =  1  producen,  a  su  vez,  A,  =  I  y  k¡  =  0.  Por  lo 
tanto,  dos  vectores  propios  que  corresponden  a  A3  =  —  1  son 


Ki  = 


K2  = 


Puesto  que  ningún  vector  propio  es  múltiplo  constante  del  otro,  hemos  encontrado  dos 
soluciones  linealmente  independientes,  correspondientes  al  mismo  valor  propio 


Xi  = 


Por  último,  para  A3  =  5,  la  reducción 


(A  +  5110)  = 


X2  = 


4 

-2 

2 

0  \  íntre  / 

1  renglones  / 

2 

-4 

-2 

0  =► 

2 

-  2 

-4 

0/  ' 

0 
1 

,0  o 
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implica  k\  =  k3  y  k2  =  ~k3.  Al  elegir  k3  =  1  se  tiene  kx  =  1,  k2  =  —  1,  y  por  lo  tanto  un 
tercer  vector  propio  es 


Concluimos  que  la  solución  general  del  sistema  es 


í'\  ñ  ( 

X  =  c^l Je  '  +  c^l Je  '  +  c3 


□ 


La  matriz  de  coeficientes  A  dada  en  el  ejemplo  3  es  una  clase  especial  de  matriz  cono¬ 
cida  como  matriz  simétrica.  Se  dice  que  una  matriz  A  de  orden  n  X  ne  s  simétrica  cuando 
su  matriz  transpuesta  Ar  (donde  las  columnas  y  los  renglones  están  intercambiados)  es  la 
misma  que  A,  es  decir,  si  AT  =  A.  Es  posible  demostrar  que  si  en  el  sistema  X'  =  AX  la 
matriz  A  es  simétrica  y  tiene  elementos  reales,  entonces  siempre  podremos  encontrar  n 
vectores  propios  linealmente  independientes  Kb  K2, . . . ,  K„,  y  la  solución  general  de  tal 
sistema  es  como  la  presentada  en  el  teorema  8.7.  Tal  como  se  ilustró  en  el  ejemplo  3,  este 
resultado  también  es  válido  cuando  algunos  de  los  valores  propios  están  repetidos. 


■  Segunda  solución  Ahora  suponga  que  A;  es  un  valor  propio  de  multiplicidad  dos  y 
que  sólo  hay  un  vector  propio  asociado  con  este  valor.  Se  puede  encontrar  una  segunda 
solución  expresada  en  la  siguiente  forma 

X2  =  K  teK'‘  +  PeAl',  (12) 


(  Pi\ 

donde 

K  = 

h 

y  P  = 

P2 

\k) 

\pnÍ 

Para  ver  esto  sustituimos  (12)  en  el  sistema  X'  =  AX  y  simplificamos: 

(AK  -  A,K)íeA|t  +  (AP  -  A,P  -  K)eA‘f  =  0. 


puesto  que  esta  última  ecuación  es  aplicable  a  todos  los  valores  de  t,  debemos  tener 


(A  -  AjI)K  =  0 

(13) 

y 

(A  -  A^P  =  K. 

(14) 

La  ecuación  (13)  indica  simplemente  que  K  debe  ser  un  vector  propio  de  A  asociado  con 
Ab  Cuando  resolvemos  (13),  encontramos  una  solución  X!  =  KeA|'.  Para  encontrar  la  se¬ 
gunda  solución  X2  sólo  necesitamos  resolver  el  sistema  adicional  (14)  para  el  vector  P. 


Ejemplo  4  Valores  propios  repetidos 

Encontrar  la  solución  general  del  sistema  dado  en  (10). 


Solución  A  partir  de  (1 1)  sabemos  que  Aj 

1 


Cuando  identificamos  K  = 
que  ahora  debemos  resolver 


yP  = 


=  —  3  y  que  una  solución 
|,  con  base  en  la  expresión 


(14)  encontramos 


(A  +  3I)P  =  K  o 


6/7 1 
2/7 1 


18/72  =  3 
6/72  =  1 . 
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Puesto  que  este  sistema  evidentemente  equivale  a  una  ecuación,  tenemos  un  número 
infinito  de  elecciones  para  p¡  y  p2.  Por  ejemplo,  si  elegimos  /?,  =  I  obtenemos  p2  = 


No  obstante,  en  aras  de  la  simplicidad,  elegiremos  px  =  \  de  manera  que  p2  =  0.  Por  lo 

fl2\ 

tanto,  P  =  II.  Así  que  a  partir  de  (12)  encontramos 


X9  = 


te 


Entonces  la  solución  general  de  ( 1 0)  es 

X  =  Cl(l)g  ^  +  °2 

Si  en  la  solución  del  ejemplo  4  asignamos  diferentes  valores  a  Ci  y  c2,  podremos  tra¬ 
zar  trayectorias  del  sistema  dado  en  (10).  En  la  figura  8.3  se  muestra  un  retrato  de  fase  de 
( 10).  Las  soluciones  Xj  y  —X!  determinan  dos  semirrectas  y  =  \x,  x  >  0  y  y  =  2x,  x  <  0, 
respectivamente,  las  cuales  se  muestran  en  negro  en  la  figura  8.3.  Como  el  valor  propio 
único  es  negativo  y  e  3'  — »  0  cuando  t  — »  oo  en  cada  trayectoria,  tenemos  que  (x(t),  y(t )) 
—¥  (0,  0)  cuando  f  — >  oo.  Esto  es  porque  las  puntas  de  flecha  de  la  figura  8.3  indican  que 
una  partícula  situada  en  cualquier  trayectoria  se  mueve  hacia  el  origen  a  medida  que  el 
tiempo  aumenta  y  porque,  en  este  caso,  el  origen  es  un  atractor.  Además,  una  partícula 
móvil  ubicada  en  una  trayectoria  x  =  3cle~3'  +  c2(te~3'  +  ¿e~3t),  y  =  c,e  3t  +  c2te~3', 
c2  ¥=  0,  se  acerca  tangencialmente  (0,  0)  a  una  de  las  medias  líneas  conforme  í  — »  oo.  En 
contraste,  cuando  el  valor  propio  repetido  es  positivo,  la  situación  se  invierte  y  el  origen 
es  un  repulsor.  Vea  el  problema  21  en  los  ejercicios  8.2.  Parecida  a  la  figura  8.2,  la  figura 
8.3  es  característica  de  todos  los  sistemas  lineales  homogéneos  de  2  X  2  X'  =  AX  que 
tienen  dos  valores  propios  negativos  repetidos.  Vea  el  problema  32  en  los  ejercicios  8.2. 


H  Valor  propio  de  multiplicidad  tres  Cuando  la  matriz  de  coeficientes  A  tiene  un 
solo  vector  propio  asociado  a  un  valor  propio  A,  de  multiplicidad  tres,  podemos  encon¬ 
trar  una  solución  de  la  forma  ( 12)  y  una  tercera  solución  de  la  forma 

í2 

X,  =  K  —  eÁ1'  +  P  teÁI'  +  QeAl', 

3  2 


AA 

(pi\ 

(  qx\ 

donde 

K  = 

k2 

,  p  = 

P2 

y  Q  = 

<h 

\k) 

\pn) 

\<lnj 

Al  sustituir  (15)  en  el  sistema  X'  =  AX,  encontramos  que  los  vectores  columna  K,  P  y 
Q  deben  satisfacer 


(A  -  AjDK  =  0 

(16) 

(A  -  AXI)P  =  K 

(17) 

y 

(A  -  A¡I)Q  =  P. 

(18) 

Por  supuesto,  las  soluciones  de  (16)  y  (17)  se  pueden  usar  en  la  formación  de  las  solu¬ 
ciones  X!  y  X2. 


Ejemplo  5 


Resolver  X' 


Valores  propios  repetidos 
(2  1  6\ 

=  0  2  5  X. 

\0  0  2/ 


y 


Figura  8.3  Retrato  de  fase 
del  sistema  (10) 
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Solución  La  ecuación  característica  (A  —  2)3  =  0  muestra  que  A,  =  2  es  un  valor  propio 
de  multiplicidad  tres.  Al  resolver  (A  —  2I)K  =  0  encontramos  el  vector  propio  único 


Después  resolvemos  en  sucesión  los  sistemas  (A  —  2I)P  =  K  y  (A  —  2I)Q  =  P  y  en¬ 
contramos  que 


A  partir  de  (12)  y  (15),  vemos  que  la  solución  general  del  sistema  es 


X  =  Cl 


+  c3 


□ 


Comentarios 


Cuando  un  valor  propio  A!  tiene  multiplicidad  m,  entonces  podemos  encontrar  m 
vectores  propios  linealmente  independientes  o  el  número  de  vectores  propios  corres¬ 
pondientes  es  menor  que  m.  Por  lo  tanto,  los  dos  casos  previstos  en  la  página  418  no 
representan  todas  las  posibilidades  de  que  ocurra  un  valor  propio  repetido.  Podría 
suceder,  digamos,  que  una  matriz  de  5  X  5  tenga  un  valor  propio  de  multiplicidad  5,  y 
que  existan  tres  vectores  propios  linealmente  independientes  correspondientes.  Vea  los 
problemas  31  y  49  en  los  ejercicios  8.2. 


8.2.3 


Valores  propios  complejos 


Si  A,  =  a  +  fii  y  A2  =  a  —  ¡3i ,  /3  >  0,  i2  =  —  1,  son  valores  propios  complejos  de  la 
matriz  de  coeficientes  A,  sin  lugar  a  dudas  podemos  esperar  que  sus  correspondientes 
vectores  propios  también  tengan  elementos  complejos.* 

Por  ejemplo,  la  ecuación  característica  del  sistema 


dx 

—  =  6x 
dt 


dy 

dt 


5x  +  4 y 


(19) 


es 


det  (A  —  AI) 


A2  -  10A  +  29  =  0. 


A  partir  de  la  fórmula  cuadrática  encontramos  que  A:  =  5  +  2i,  A2  =  5  —  2 i. 
Ahora  para  A  ¡  =5  +  2?  debemos  resolver 


(1  -  2i)ki  -  k2  =  0 


5ki  -  (1  +  2 i)k2  =  0. 


*Cuando  la  ecuación  característica  tiene  coeficientes  reales,  los  valores  propios  complejos  siempre  se  pre¬ 
sentan  en  pares  conjugados. 
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Como  k2  =  (1  —  2i)ku*  la  elección  k¡  =  1  produce  el  siguiente  vector  propio  y  un  vector 
solución: 


K[  = 


1 


Xi  = 


J  -  2  i. 

De  manera  similar,  para  A2  =  5  —  2 i  tenemos 

1 


Kz  =  !  +  2i)’  Xz  = 


1  -  2  i 


1  +  2  i 


,(5  +  2  .)/ 


p-2i)t 


Mediante  el  wronskiano  podemos  comprobar  que  estos  vectores  solución  son  linealmen¬ 
te  independientes,  y  por  lo  tanto  la  solución  general  de  (19)  es 


X  = 


Cl 


,(5  +  2/)/ 


1 

1  +  2  i 


,(5-2/)/ 


(20) 


Observe  que  los  elementos  de  K2  correspondientes  a  A2  son  los  conjugados  de  los  ele¬ 
mentos  de  K,  correspondientes  a  A¡.  El  conjugado  de  A ,  es,  por  supuesto,  A2.  Expresamos 
esto  como  A2  =  At  y  K2  =  K, .  Hemos  ilustrado  el  siguiente  resultado  general. 


TEOREMA  8.8 


Soluciones  correspondientes 
a  un  vaLor  propio  complejo 


Sea  A  la  matriz  de  coeficientes  que  tiene  elementos  reales  del  sistema  homogéneo 
(2),  y  sea  Kj  un  vector  propio  correspondiente  al  valor  propio  complejo  Aj  =  a  + 
¡73,  a  y  /3  son  reales.  Entonces 


KieAl' 


KjeA‘f 


son  soluciones  de  (2). 


Es  conveniente  y  relativamente  fácil  escribir  de  nuevo  una  solución  como  (20)  en 
términos  de  funciones  reales.  Con  este  fin  utilizamos  primero  la  fórmula  de  Euler  para 
escribir 


e(5+2¡)/  _  e5/g2/i  _  g5/(-cos  2 f  4-  i  sen  2 1) 

e(5~2‘)'  =  e5le  2/i  =  g5/(-cos  2 1  —  i  sen  2 1). 

Luego,  después  de  multiplicar  los  números  complejos,  recabar  términos  y  reemplazar 
Ci  +  c2  por  Ci,  y  (ct  —  c2)¡  por  C2,  (20)  se  convierte  en 


donde 


y 


X! 

X2 


x  =  QXj  +  c2x2, 


eos  2 1  — 


sen  2 1 


eos  2 1  + 


sen  2 1 


(21) 


Ahora  es  importante  darnos  cuenta  de  que  los  dos  vectores  X¡  y  X2  presentados  en  (21) 
son  en  sí  mismos  soluciones  reales  linealmente  independientes.  En  consecuencia,  igno¬ 
rar  la  relación  entre  Cj,  C2  y  c¡,  c2  está  justificado,  y  podemos  considerar  C,  y  C2  como 
completamente  arbitrarios  y  reales.  En  otras  palabras,  la  combinación  lineal  (21)  es  una 
solución  general  alternativa  de  (19). 


*Observe  que  la  segunda  ecuación  es  simplemente  la  primera  multiplicada  por  (1  +  2 ¿). 
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El  proceso  descrito  se  puede  generalizar.  Sea  K,  un  vector  propio  de  la  matriz  de  coefi¬ 
cientes  A  (con  elementos  reales)  correspondiente  al  valor  propio  complejo  =  a  +  i¡3. 
Entonces  los  dos  vectores  solución  presentados  en  el  teorema  8.8  se  pueden  expresar  como 

KieAl'  =  K1eQVíií  =  Kie“'(cos  ¡3t  +  i  sen  ¡5t) 

KX1'  =  KieMe~i(lt  =  Kie“'(cos  /3r  -  /sen  (3t). 


Con  base  en  el  principio  de  superposición,  teorema  8.2,  los  siguientes  vectores  también 
son  soluciones: 


Xj  =  |(KieAl'  +  KieAl')  =  ^  (K,  +  Kj)  e“'cos  -  l-  (-K,  +  Kl)ea' sen  ¡3t 
X2  =  ^(-KieAlf  +  K,eA|()  =  l—  (— Kj  +  Kj)e“fcos¿8r  +  i(K,  +  Kj)e“'sen  ¡3t. 
Para  todo  número  complejo  z  =  a  +  ib,  tanto  —  (z  +  z)  =  a  como  —  (  —  z  +  z)  =  b  son 


números  reales.  Por  lo  tanto,  los  elementos  incluidos  en  los  vectores  columna 
—  (Kj  +  Kj)  y  —  (  —  Kj  +  K¡)  son  números  reales.  Al  definir 

B^^  +  KO  y  B2  =  -^  (  —  Kj  +  Kj),  (22) 

se  llega  al  teorema  siguiente. 


Las  matrices  Bj  y  B2  dadas  en  (22)  a  menudo  se  representan  mediante 

Bj  =  Re(Kj)  y  B2  =  Im(K,)  (24) 

puesto  que  estos  vectores  son,  respectivamente,  las  partes  reales  e  imaginarias  del  vector 
propio  Kj.  Por  ejemplo,  (21)  se  deduce  de  (23)  con 


B1=Re(K1)  =  Q  y  B2  =  Im(Kj)  = 


Ejemplo  6  Valores  propios  compLejos 

Resolver  el  problema  de  valor  inicial 

X'=(-Í  4)*  X(°> 


Solución  Primero  obtenemos  los  valores  propios  de 


det(A  —  AI) 


2  -  A  8 
-1  -2  -  A 


A2  +  4  =  0. 


(25) 
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Los  valores  propios  son  Aj  =  2 i  y  A2  =  A,  =  —2 i.  Para  A ,  el  sistema 


(2-20*1+  8*2  =  0 
+  (-2  -  2z)*2  =  0 

da  *!  =  —  (2  +  20*2-  Si  establecemos  *2  =  —  1  obtenemos 


K:  = 


2  +  2 1 

-1 


-Mo 


Ahora,  con  base  en  la  expresión  (24),  formamos 

2^ 


=  Re(K,)  = 


-1 


B2  =  Im(K,)  = 


Puesto  que  a  =  0,  de  (23)  se  deduce  que  la  solución  general  del  sistema  es 


X  =  c. 


eos  2 1 


sen  2 t 


+  c, 


)cos  2t  +  (  )sen  2 1 

0  J  V-i 


Cjl 


2  eos  2 1  —  2  sen  2 1 
—  eos  2í 


+  c2\ 


2  eos  2 1  +  2  sen  2 í 
—  sen  2f 


(26) 


Algunas  gráficas  de  las  curvas  o  trayectorias  definidas  por  la  solución  (26)  del  sistema 

í  2 

se  ilustran  en  el  retrato  de  fase  de  la  figura  8.4.  Ahora  la  condición  inicial  X(0)  =  1 

o,  de  manera  similar,  x(0)  =  2  y  y(0)  =  —  1  producen  el  sistema  algebraico  2c,  +  2 c2  = 
2,  — c,  =  —  1  cuya  solución  es  c¡  =  1,  c2  =  0.  Por  lo  tanto,  la  solución  al  problema  es 

/ 2  eos  2t  —  2  sen  2 A 

X  =  .La  trayectoria  específica  definida  en  forma  paramétnca 

V  —  eos  2 1  J 

mediante  la  solución  particular  x  =  2  eos  2t  —  2  sen  2f,  y  =  —  eos  2í  es  la  curva  negra 
de  la  figura  8.4. 

Observe  que  esta  curva  pasa  por  (2,  —  1). 


Figura  8.4  Retrato  de  fase  del 
sistema  presentado  en  (26) 


EJERCICIOS  8.2 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-19. 


Valores  propios  reales  distintos 

En  los  problemas  del  1  al  12,  encuentre  la  solución  general  del 
sistema  dado. 


dx 

1 .  —  =  x  +  2v 
dt 


dy 

dt 


=  4x+  3y 


dx 

3.  —  =  —4x  +  2y 
dt 

dy  5  ,  0 

Jt  =  ~>X  +  2y 


5.  X' 


10 


-5 

-12 


IX 


dx 

2.  —  =  2x  +  2v 
dt 


dy 

dt 

dx 

dt 

dy 


=  x  +  3y 


4.  — 


=  -\x  ■ 


2y 


dt 
6.  X'  = 


=  i*  ~  2y 


-6  2 
-3  1 


¡X 


dx 

dt 


7.  —  =  x  +  y  -  z 


—  —  2y 
dt 


dz 
dt 

9.  X'  = 

11.  X'  = 


■y -z 


i  i 
1  2 


dx 

8.  —=2x~7y 
dt 


dy 

-y-  =  5x  +  lOv  +  4z 
dt 


dz 

dt 


=  5y  +  2  z 


1  0  1 


0' 


1  X  10.  X'=  0  1  0  X 


0  3  -L 


1  0  L 
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12.  X' 


5 

-1 

O 


En  los  ejercicios  13  y  14,  resuelva  el  PVI  dado. 
13.  X'  =  I 


JX,  X(0)  =' 


14.  X'  = 


X(0)  = 


15. 


0.9 

2.1 

3.2 

0.7 

6.5 

4.2 

1.1 

1.7 

3.4 

16.  X' 


17.  a ) 


-2.8 


0 

5.1 

2 

1 

0 


0\ 

3 

0 

0 

1/ 


X 


dx 

19.  —  =  3jc  ■ 
dt 

dy 
dt 

21.  X'  = 


dx 

20.  —  =  —6x  +  5  y 
dt 


=  9x- 3  y 

1  3 


dy 


dx 

23.  —  =  3y 
dt 


,X 

■3  5/ 

y-z 


dt 

22.  X'  = 
dx 


=  —  5x  +  4 y 
12  -9 


24.  —  = 
dt 


4  Oy 
=  3x  +  2y  +  4z 


=  x  +  y  ■ 


dy 
dt 
dz 

7,-x~y  +  z 


dy 

—  =  2x  + 2  z 
dt 

dz 

—  =  4x  +  2y  +  3z 
dt 


5 

-4 

°\ 

/ 

25. 

X  =  1 

0 

2  X  26. 

H 

\0 

2 

5/ 

\ 

/I 

0 

°\ 

/ 

27. 

X'  =  2 

2 

-1  X  28. 

H 

\o 

1 

0/ 

\ 

,0  0  4  / 

En  los  ejercicios  29  y  30,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

En  los  problemas  15  y  16,  utilice  un  CAS  o  un  programa  de 
cómputo  de  álgebra  lineal  como  apoyo  para  encontrar  la  solu¬ 
ción  general  del  sistema  dado. 


dado. 

f  2 

4 

\ 

(- 

29. 

X'  =  ( 

v-1 

6 

)X’ 

X(0)  =  ( 

(° 

0 

1 

30. 

X'=  I 

b 

1 

0 

X,  X(0)  = 

Vi 

0 

0) 

1 

31. 

Demuestre 

que 

la  matriz  de  5  X  5 

¡2  1  0  0  0} 


A  = 


Use  un  programa  de  cómputo  para  obtener  el  retrato 
de  fase  del  sistema  dado  en  el  problema  5.  Si  fuera 
posible,  incluya  las  puntas  de  flecha  como  en  la  fi¬ 
gura  8.2.  También  incluya  cuatro  medias  líneas  en 
su  retrato  de  fase. 

b )  Obtenga  las  ecuaciones  cartesianas  de  cada  una  de 
las  cuatro  medias  líneas  incluidas  en  el  inciso  a). 

c)  Trace  los  vectores  propios  en  su  retrato  de  fase  del 
sistema. 

1 8.  Encuentre  los  retratos  de  fase  para  los  sistemas  dados  en 
los  problemas  2  y  4.  Para  cada  sistema,  encuentre  todas 
las  trayectorias  de  media  línea  e  incluya  estas  líneas  en 
su  retrato  de  fase. 

Valores  propios  repetidos 

En  los  problemas  del  19  al  28,  encuentre  la  solución  general 
del  sistema  dado. 


0  2  0  0  0 

0  0  2  0  0 

0  0  0  2  1 

\o  o  o  o  2/ 

tiene  un  valor  propio  A  ¡  de  multiplicidad  5.  Demuestre 
que  se  pueden  encontrar  tres  vectores  propios  lineal¬ 
mente  independientes  correspondientes  a  A¡. 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

32.  Encuentre  los  retratos  de  fase  para  los  problemas  20  y 
21.  Para  cada  sistema,  encuentre  cualquier  trayectoria  de 
media  línea  e  incluya  estas  líneas  en  su  retrato  de  fase. 

Valores  propios  complejos 

En  los  problemas  del  33  al  44,  encuentre  la  solución  general 
para  el  sistema  dado. 


dx 

33.  —  =  6x  —  y 
dt 


34.  —  = 


dy 

dt 


=  5x  +  2y 


dx 

dt 

dy 

dt 


x  +  y 
=  —  2x  —  y 


dx 

35.  —  =  5x  +  y 
dt 

dy 

—  =  -2*  +  3y 

dt 

-  5^ 


37. 

X'=l5 

38. 

39. 

dx 

40. 

dy 

dt 

dz 

dt 


=  ~z 


=  y 


dx 

36.  —  =  4x  +  5y 
dt 

dy 

—  =  —  2x  +  6y 
dt 


1  -  8 

1  -  3 


dx 

—  =  2x  +  y  +  Z 
dt 

dy 

—  =  3x  +  6z 
dt 

dz 

—  =  ~4x  -  3 z 
dt 


X 
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1 

-1 

/ 

41. 

x  = 

- 

-1 

1 

0 

x 

42. 

H 

-1 

0 

l) 

\ 

i 

2 

5 

í 

43. 

X'  = 

-5 

-6 

4 

x 

44. 

H 

\ 

0 

0 

2) 

V 

O  1\ 

6  O  X 
O  4/ 

4  4\ 

-2  O  X 
O  -2/ 


En  los  ejercicios  45  y  46,  resuelva  el  problema  de  valor  inicial 
dado. 


45.  X' 

46.  X' 

Tareas 


para  el  laboratorio  de  cómputo 


47.  Encuentre  los  retratos  de  fase  para  los  sistemas  dados  en 
los  problemas  36,  37  y  38. 


48.  Resuelva  cada  uno  de  los  siguientes  sistemas  lineales. 


a) 


b) 


1 

-1 


X. 


Encuentre  un  retrato  de  fase  de  cada  sistema.  ¿Cuál  es  el 
significado  geométrico  de  la  línea  y  =  —  x  en  cada  retrato? 


Problemas  de  análisis 

49.  Considere  la  matriz  de  5  X  5  dada  en  el  problema  31. 
Resuelva  el  sistema  X'  =  AX  sin  ayuda  de  métodos  ma- 
triciales,  pero  exprese  la  solución  general  mediante  no¬ 
tación  matricial.  Utilice  la  solución  general  como  base 
para  su  análisis  sobre  cómo  se  puede  resolver  el  sistema 
con  los  métodos  matriciales  explicados  en  esta  sección. 
Desarrolle  sus  ideas. 

50.  Obtenga  una  ecuación  cartesiana  de  la  curva  definida  pa¬ 
ramétricamente  mediante  la  solución  del  sistema  lineal 
del  ejemplo  6.  Identifique  la  curva  que  atraviesa  (2,  —  1) 
en  la  figura  8.4.  [Sugerencia:  Calcule  x2,  y2  y  xy .] 


51 .  Examine  sus  retratos  de  fase  del  problema  47.  ¿En  qué 
condiciones  el  retrato  de  fase  de  un  sistema  lineal  ho¬ 
mogéneo  de  2  X  2  con  valores  propios  complejos  estará 
compuesto  por  una  familia  de  curvas  cerradas?,  ¿por 
una  familia  de  espirales?  ¿En  qué  condiciones  el  origen 
(0,  0)  es  un  repulsor?,  ¿un  atractor? 

52.  El  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  se¬ 
gundo  orden 

m{x'[  =  -kxxx  +  k2(x2  -  xx) 

m2x  'j  =  ~k2(x2  —  Xj)  (27) 

describe  el  movimiento  de  dos  sistemas  acoplados  re¬ 
sorte-masa  (vea  la  figura  3.59).  Ya  hemos  resuelto  un 
caso  especial  de  este  sistema  en  las  secciones  3.11  y 
4.6.  En  este  problema  describimos  aun  otro  método  para 
resolver  el  sistema. 

a )  Demuestre  que  (27)  se  puede  expresar  como  la 
ecuación  matricial  X"  =  AX,  donde 

(  k,  +  k2  kA 


\  m2  m2 ) 

b)  Si  se  asume  que  una  solución  es  de  la  forma  X  = 
Ke"",  demuestre  que  X"  =  AX  produce 

(A  -  AI)K  =  0  donde  A  =  ur. 


c)  Demuestre  que  si  ml  =  1,  m2  =  1,  kx  =  3  y  k2  =  2, 
una  solución  del  sistema  es 


d)  Demuestre  que  la  solución  del  inciso  c)  puede  escri¬ 
birse  como 


8.3  Solución  mediante  diagonalización 


I  Introducción  En  esta  sección  consideraremos  un  método  alternativo  para  resolver  un 
sistema  homogéneo  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer  orden.  Este  método  es 
aplicable  a  un  sistema  como  X'  =  AX  siempre  que  la  matriz  de  coeficientes  A  sea  diago- 
nalizable. 

I  Sistemas  acoplados  Un  sistema  lineal  homogéneo  X'  =  AX, 


[4\ 

( fln 

a\2 

aln  \ 

í  U  \ 

x2 

= 

C¡21 

a22 

a2n 

*2 

\4/ 

\fl„l 

an2 

®nn  ! 

vw 
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en  el  cual  cada  x[  se  expresa  como  una  combinación  lineal  de  xh  x2,  . . . ,  xn  se  dice  que 
está  acoplado.  Si  la  matriz  de  coeficientes  A  es  diagonalizable,  entonces  el  sistema  se 
puede  desacoplar  en  cada  x¡  únicamente  en  términos  de  x¡. 

Si  la  matriz  A  tiene  n  vectores  propios  linealmente  independientes  entonces,  con 
base  en  el  teorema  7.27,  sabemos  que  podemos  encontrar  una  matriz  P  tal  que  P  1 AP 
=  D,  donde  D  es  una  matriz  diagonal.  Si  sustituimos  X  =  PY  en  el  sistema  X'  =  AX, 
entonces 

PY'  =  APY  o  Y'  =  P  APY  o  Y'  =  DY.  (2) 

La  última  ecuación  dada  en  (2)  es  lo  mismo  que 


h'A 

0  0  ■ 

■  0\ 

/  y  i\ 

y'i 

0 

a2  0  ■ 

■  0 

yi 

(3) 

= 

\y'nj 

[o 

0  0  ■ 

■  kJ 

\  yJ 

Como  D  es  diagonal,  una  inspección  de  (3)  revela  que  este  nuevo  sistema  no  está  acopla¬ 
do:  cada  ecuación  diferencial  presente  en  el  sistema  es  de  la  forma  y'¡  =  \¡y¡,  i  =  1,2,..., 
n.  La  solución  de  cada  una  de  esas  ecuaciones  lineales  es  y¡  =  i  =  1,  2, . . . ,  n.  Por 
lo  tanto,  la  solución  general  de  (3)  se  puede  escribir  como  el  vector  columna 

/  ClgV\ 

c2ek2' 

Y  =  2.  .  (4) 

\c„eA"7 

Puesto  que  ahora  conocemos  Y,  y  como  la  matriz  P  se  puede  construir  a  partir  de  los 
vectores  propios  de  A,  la  solución  general  del  sistema  original  X'  =  AX  se  obtiene  a 
partir  de  X  =  PY. 


Ejemplo  1  Desacoplamiento  de  un  sistema  Lineal 


/ 

-2 

-1 

Resolver  X'  = 

0 

-3 

V 

0 

-4 

8  X  mediante  diagonalización. 

9/ 


Solución  Comenzaremos  por  encontrar  los  valores  propios  y  los  correspondientes  vec¬ 
tores  propios  de  la  matriz  de  coeficientes. 

A  partir  de  (A  —  AI)  =  —  (A  +  2)(A  —  1)(A  —  5),  obtenemos  A;  =  —  2,  A2  =  1  y 
A3  =  5.  Ya  que  los  valores  propios  son  distintos,  los  vectores  propios  son  linealmente 
independientes.  Cuando  se  resuelve  (A  —  A;I)K  =  0  para  i  =  1,  2  y  3  se  obtiene,  respec¬ 
tivamente, 


Por  lo  tanto,  una  matriz  que  diagonaliza  la  matriz  de  coeficientes  es 


P  = 


/ i  2 
0  2 
\0  1 


(5) 


Los  elementos  en  la  diagonal  principal  de  D  son  los  valores  propios  de  A  correspondien¬ 
tes  al  orden  en  que  aparecen  los  vectores  propios  en  P: 


(-2  0 
0  1 
\  o  o 
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Tal  como  ilustramos  antes,  la  sustitución  de  X  =  PY  en  X'  =  AX  produce  el  sistema 
desacoplado  Y'  =  DY.  La  solución  general  de  este  último  sistema  es  inmediata: 

/  cie  ' 

Y  =  c2e' 

W5í 

Por  lo  tanto,  la  solución  del  sistema  dado  es 

/l  2  l\  / Cje_2í\  / cxe^2'  +  2c2e'  +  c3e5'\ 

X  =  PY  =  0  2  1  c2é  =  2 c2e‘  +  c3e5í  .  (6)  ; 

\0  1  l/W5'  /  V  c2e'  +  c3e5'  J 

Observe  que  (6)  puede  escribirse  en  la  forma  acostumbrada  mediante  la  expresión  de 
la  última  matriz  como  una  suma  de  matrices  columna: 


e'  +  c 


La  solución  mediante  diagonalización  funcionará  siempre  a  condición  de  que  poda¬ 
mos  encontrar  n  vectores  propios  linealmente  independientes  de  la  matriz  A  de  orden 
n  X  «;  los  valores  propios  de  A  pueden  ser  reales  y  distintos,  complejos  o  repetidos.  El 
método  fracasa  cuando  A  tiene  valores  repetidos  y  los  n  vectores  propios  linealmente 
independientes  no  se  pueden  encontrar.  Desde  luego,  en  esta  última  situación  A  no  es 
diagonalizable. 

Puesto  que  hemos  encontrado  valores  propios  y  vectores  propios  de  A,  este  método 
equivale  básicamente  al  procedimiento  presentado  en  la  sección  previa. 

En  la  sección  siguiente  veremos  que  la  diagonalización  también  se  puede  usar  para 
resolver  sistemas  lineales  no  homogéneos  del  tipo  X'  =  AX  +  F(f). 


EJERCICIOS  8.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-19. 


En  los  problemas  del  1  al  10,  utilice  la  diagonalización  para 
resolver  el  sistema  dado. 


que  describe  el  movimiento  de  un  sistema  acoplado  re¬ 
sorte-masa. 


1.  X'  = 


3.  X'  = 


5.  X'  = 


7.  X'  = 


2.  X'  = 


4.  X'  = 


X  6.  X'  = 


X  8.  X'  = 


(7) 


mxx"x  =  -kxxx  +  k2{x2  -  xx) 
m2x"2  =  ~k2{x2  -  xx) 

en  tres  formas  diferentes  (vea  el  ejemplo  4  en  la  sección 
3.11,  el  problema  52  en  los  ejercicios  8.2,  y  el  ejemplo  1 
en  la  sección  4.6).  En  este  problema  se  conduce  al  lector 
a  través  de  todos  los  pasos  relacionados  con  la  manera 
de  resolver  (7)  mediante  diagonalización. 

a)  Exprese  (7)  en  la  forma  MX"  +  KX  =  0.  donde 
X  =  ^  '^j.  Identifique  las  matrices  M  y  K  de  2  X  2. 
Explique  por  qué  la  matriz  M  tiene  un  inverso. 


(-3 

2 

2n 

\ 

(0 

2 

°\ 

b)  Exprese  el  sistema  del  inciso  a)  como 

9.  X'  = 

-6 

5 

2 

X  10.  X'  = 

2 

0 

2  X 

X"  +  BX  =  0.  (8) 

\  —7 

4 

4z 

/ 

\0 

2 

0/ 

Identifique  la  matriz  B. 

11.  En  la  figura  3.59  ilustramos  cómo  resolver  un  sistema 
de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  segundo  orden 


c)  Resuelva  el  sistema  (7)  en  el  caso  especial  en  que 
m,  =  1,  m2  =  1,  kx  =  3  y  k2  =  2  mediante  la  resolu- 
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ción  de  (8)  usando  el  método  de  diagonalización.  En 
otras  palabras,  establezca  X  =  PY,  donde  P  es  una 
matriz  cuyas  columnas  son  vectores  propios  de  B. 


d)  Demuestre  que  su  solución  X  del  inciso  c)  es  la 
misma  que  la  dada  en  el  inciso  d)  del  problema  52 
en  los  ejercicios  8.2. 


Sistemas  lineales  no  homogéneos 


lT  Introducción  Los  métodos  de  coeficientes  indeterminados  y  de  variación  de 
parámetros  que  se  utilizaron  en  el  capítulo  3  para  encontrar  soluciones  particulares  de 
ecuaciones  diferenciales  ordinarias  lineales  no  homogéneas  pueden  adaptarse  a  la  reso¬ 
lución  de  sistemas  lineales  no  homogéneos.  De  estos  dos  métodos,  la  variación  de  pará¬ 
metros  es  la  técnica  más  eficaz.  No  obstante,  hay  casos  donde  el  método  de  coeficientes 
indeterminados  ofrece  un  medio  rápido  para  encontrar  una  solución  particular. 

En  la  sección  8.1,  vimos  que  la  solución  general  de  un  sistema  lineal  no  homogéneo 
X'  =  AX  +  F(í)  en  un  intervalo  I  es  X  =  Xc  +  Xp  donde  Xc  =  c: ,  X ,  +  c2X2  +  ■  •  •  +  c„X„ 
es  la  función  complementaria  o  solución  general  del  sistema  lineal  homogéneo  asociado 
X'  =  AX  y  Xp  es  cualquier  solución  particular  del  sistema  no  homogéneo.  Acabamos  de 
ver  en  la  sección  8.2  cómo  obtener  Xc  cuando  A  era  una  matriz  de  constantes  de  orden 
nX/i;  ahora  consideraremos  tres  métodos  para  obtener  Xp. 


8.4.1 


Coeficientes  indeterminados 


Los  supuestos  Tal  como  vimos  en  la  sección  3.4,  el  método  de  coeficientes  inde¬ 
terminados  consiste  en  establecer  conjeturas  informadas  acerca  de  la  forma  de  un  vector 
de  solución  particular  Xp;  la  conjetura  está  basada  en  los  tipos  de  funciones  que  com¬ 
prenden  las  entradas  de  la  matriz  columna  F(í).  No  sorprende  que  la  versión  matricial  de 
coeficientes  indeterminados  sea  sólo  aplicable  a  X'  =  AX  +  F(f)  cuando  los  elementos 
de  A  son  constantes  y  los  de  F (t)  son  constantes,  polinomios,  funciones  exponenciales, 
senos  y  cosenos,  o  sumas  finitas  y  productos  de  estas  funciones. 


Ejemplo  1  Coeficientes  indeterminados 

'-l  2n 


Resolver  el  sistema  X'  = 


1  1 


X  + 


en  (-oo,  oo). 


Solución  Primero  resolvemos  el  sistema  homogéneo  asociado 


X'  = 


-1  2 

-1  1 


X. 


La  ecuación  característica  de  la  matriz  de  coeficientes  A, 


det(A  —  AI)  = 


1  -  A  2 
-1  1  -  A 


=  A2  +  1  =  O, 


produce  los  valores  propios  complejos  A,  =  i  y  A2  =  A[  =  —  i.  Mediante  los  procedi¬ 
mientos  de  la  sección  pasada,  encontramos 


Xc  =  cq 


eos  t  +  sen  t 
eos  t 


+  c2 


eos  t  —  sen  t 
—  sen  t 
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Como  ahora  F(f)  es  un  vector  constante,  asumimos  un  vector  solución  particular  cons¬ 
ol 


tante  Xp  = 


bi 


.  Si  sustituimos  este  último  supuesto  en  el  sistema  original  e  igualamos 


los  elementos  obtenemos 


0  =  —  a{  +  2b¡  —  8 
0  =  —  d\  +  bí  +  3. 

Cuando  resolvemos  este  sistema  algebraico  obtenemos  ¿q  =  14  y  £>,  =  11,  y  por  lo  tanto 

fl4\ 

la  solución  particular  es  X;)  =  I  I.  La  solución  general  del  sistema  original  de  ecuacio¬ 
nes  diferenciales  en  el  intervalo  (— oo,  oo)  es  entonces  X  =  Xc  +  Xp  o 


X  =  c, 


í eos  t  +  sen  t 
V  eos  t 


+  c2 


f eos  t  —  sen  t 
—  sen  t 


+ 


□ 


Ejemplo  2  Coeficientes  indeterminados 


Resolver  el  sistema  X'  = 


6  1 
4  3 


X  + 


6 1 

-lOí  +  4 


en  (-oo,  oo). 


Solución  Los  valores  propios  y  los  correspondientes  vectores  propios  del  sistema  ho¬ 


mogéneo  asociado  X'  = 

T 


Ko 


6  1 
4  3 


X  se  encuentran  como  A,  =  2,  A2  =  7,  K,  = 


.  Por  lo  tanto,  la  función  complementaria  es 
Xc  =  c, 


e2‘  +  c2 


Ahora,  como  F(f)  se  puede  escribir  como  F(í)  = 


1 

1 

6 

10 


,  O  V 

t  +  1  4  I  intentaremos  encontrar 


una  solución  particular  del  sistema  que  posea  la  misma  forma: 

+ 


bi 


Al  sustituir  este  último  supuesto  en  el  sistema  dado  se  tiene 


o  bien 


6  1 
4  3 


t  + 


+ 


6 

-10 


t  + 


(6a2  +  b2  +  6)f  +  6¿r  i  +  bi  —  a2 
(4  a2  +  3  b2  —  10)í  +  4a¡  +  3  ¿q  —  b2  +  4  J 


A  partir  de  la  última  identidad,  obtenemos  cuatro  ecuaciones  algebraicas  en  cuatro  in¬ 
cógnitas 


6  a2  +  b2  +  6  =  0 
4a2  +  3  b2  —  10  =  0 


6al  +  bl  —  a2 


=  0 


4flj  +  3  bi  —£i2  +  4  =  0. 


Cuando  resolvemos  las  dos  primeras  ecuaciones  de  manera  simultánea  se  produce  a2  =  —2 
y  £>2  =  6.  Entonces  sustituimos  estos  valores  en  las  últimas  dos  ecuaciones  y  resolvemos 
para  a¡  y  b¡.  Los  resultados  son  ax  =  -y,  £q  =  y.  Por  lo  tanto,  de  aquí  se  deduce  que  un 
vector  solución  particular  es 


-2 


t  + 
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La  solución  general  del  sistema  en  (— oo,  oo)  es  X  =  Xc  +  Xp  o 


X  = 


i  A 

( -2), + 

i 

V  6 ) 

10 

l  T ) 

□ 


Ejemplo  3  Forma  de  Xp 

Determinar  la  forma  de  un  vector  solución  particular  Xp  para  el  sistema 

dx 

—  =  5x  +  3y  —  2e  +1 
dt 

dy 

—  =  —x  +  y  +  e  —  5t  +  7. 
dt 

Solución  Ya  que  F (í)  se  puede  escribir  en  términos  matriciales  como 


un  supuesto  natural  para  una  solución  particular  sería 


□ 


Comentarios 


El  método  de  coeficientes  indeterminados  para  sistemas  lineales  no  es  tan  sencillo  como 
parecen  indicar  los  últimos  tres  ejercicios.  En  la  sección  3.4,  la  forma  de  una  solución  par¬ 
ticular  yp  se  basó  en  el  conocimiento  previo  de  la  función  complementaria);,..  Esto  mismo 
resulta  ser  el  caso  para  la  formación  de  Xp.  Sin  embargo,  hay  todavía  más  dificultades; 
las  reglas  especiales  que  rigen  la  forma  de  yp  en  la  sección  4.4  no  llevan  completamente 
a  la  formación  de  Xp.  Por  ejemplo,  si  F (?)  es  un  vector  constante  como  en  el  ejemplo  1  y 
A  =  0  es  un  valor  propio  de  multiplicidad  uno,  entonces  Xc  contiene  un  vector  constante. 
Según  la  “regla  de  la  multiplicación”  dada  en  la  página  131,  por  lo  general  intentaríamos 


encontrar  una  solución  particular  de  la  forma  Xp  =  ] t.  Éste  no  es  el  supuesto 

adecuado  para  sistemas  lineales;  debe  ser  Xp  =  ^  Asimismo,  en  el  ejem¬ 

plo  3,  si  reemplazamos  e  '  en  F(7)  por  e2'  (A  =  2  es  un  valor  propio),  entonces  la  forma 
correcta  del  vector  solución  particular  es 


x"  =  u4  lfe2í  + 


°3  je2'  +  (  2 ) r  +  ( fll 

bj  \b2J  Ui 


Detendremos  aquí  el  análisis  de  estas  dificultades,  y  nos  concentraremos  en  el  método 
de  variación  de  parámetros. 
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Variación  de  parámetros 

I  Matriz  fundamental  Si  Xl5  X2,  . . . ,  X„  es  un  conjunto  fundamental  de  soluciones 
del  sistema  homogéneo  X'  =  AX  en  un  intervalo  /,  entonces  su  solución  general  en  el 
intervalo  es  la  combinación  lineal  X  =  C|X|  +  c2X2  +  •  •  •  +  c„X„,  o 


(  *11  \ 

(  Xu\ 

fxln\ 

l  C|*ll  +  C2Xl2  +  •••  +  ClrX¡„  \ 

*21 

*22 

*2  n 

Cl*21  +  c2x22  +  •  •  •  +  ClrX2n 

0 

+  c2 

+  ■  •  ■  +  cn 

= 

V-w 

\XnlJ 

\  Xfm  j 

\Ci*„i  +  c2xn2  +  ■■■  +  clrxnn) 

La  última  matriz  incluida  en  (1)  se  reconoce  como  el  producto  de  una  matriz  de  orden 
n  X  n  y  una  matriz  de  n  X  1 .  En  otras  palabras,  la  solución  general  ( 1)  se  puede  escribir 
como  el  producto 

X  =  S>(?)C,  (2) 


8.4.2 


donde  C  es  el  vector  columna  n  X  1  de  constantes  arbitrarias  cu  c2,  cn,  y  la  matriz 
de  orden  n  X  n,  cuyas  columnas  consisten  en  los  elementos  de  los  vectores  solución  del 
sistema  X'  =  AX, 


/  *n 

*12  • 

•  *1»  \ 

<K0  = 

*21 

*22 

•  x2n 

\xnl 

*«2  • 

■  X  / 
■^nn  / 

se  denomina  matriz  fundamental  del  sistema  en  el  intervalo. 

En  el  siguiente  análisis,  debemos  usar  dos  propiedades  de  una  matriz  fundamental: 


*  Una  matriz  fundamental  d»(f)  es  no  singular. 

Si  d>(í)  es  una  matriz  fundamental  del  sistema  X'  =  AX,  entonces 

fc'(f)  =  A<&(f).  (3) 

Un  nuevo  análisis  de  la  expresión  (9)  del  teorema  8.3  muestra  que  <3>(r)  es  el  mismo  que 
el  wronskiano  W(XU  X2,  . . . ,  X„).  Por  lo  tanto,  la  independencia  lineal  de  las  columnas 
de  <&(?)  en  el  intervalo  I  garantiza  que  d>(/j  #  0  para  toda  t  en  el  intervalo.  Como  <!>(/)  es 
no  singular,  el  inverso  multiplicativo  d>  ](t)  existe  para  toda  t  incluida  en  el  intervalo.  El 
resultado  dado  en  (3)  se  deduce  directamente  del  hecho  de  que  toda  columna  de  <3>(r)  es 
un  vector  solución  de  X'  =  AX. 


I  Variación  de  parámetros  De  manera  similar  al  procedimiento  de  la  sección  3.5, 
nos  preguntamos  si  es  posible  reemplazar  la  matriz  de  constantes  C  en  (21)  por  una  ma¬ 
triz  columna  de  funciones 


U(r) 


/  «i(0^ 

u2{t) 

\  «n(0  / 


de  manera  que  Xp 


d>(r)U(f) 


(4) 


es  una  solución  particular  del  sistema  no  homogéneo 

X'  =  AX  +  F(í).  (5) 

En  virtud  de  la  regla  del  producto,  la  derivada  de  la  última  expresión  incluida  en  (4)  es 

x;  =  a»(ou'(o  +  ^'(í)U(í).  (6) 

Observe  que  en  (6)  el  orden  de  los  productos  es  muy  importante.  Como  U(í)  es  una  ma¬ 
triz  columna,  los  productos  U'(f)4>(f)  Y  U(f)4>'(í)  no  están  definidos.  Al  sustituir  (4)  y 
(6)  en  (5)  se  tiene 

4»(í)U'(í)  +  «&'(f)U(0  =  A4»(r)U(í)  +  F(í).  (7) 
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Ahora,  si  utilizamos  (3)  para  reemplazar  <&'(í),  (7)  se  convierte  en 
<J>(f)U'(0  +  A<J>(?)U(í)  =  A4>(í)U(í)  +  F(f) 


o  0>(OU'(0  =  F(í).  (8) 

Cuando  ambos  lados  de  la  ecuación  (8)  se  multiplican  por  <l>  '(/)  se  tiene 

U'(í)  =  <I»  ‘(0F(í)  y,  por  lo  tanto,  U(í)  =  dt. 


Como  X„  =  <5(í)U(0,  concluimos  que  una  solución  particular  de  (5)  es 


Xp  =  <J»(í) 


<&-\t)F(t)  dt. 


(9) 


Para  calcular  la  integral  indefinida  de  la  matriz  columna  <í>  '(í)F(í)  en  (9),  integramos 
cada  elemento.  Por  lo  tanto,  la  solución  general  del  sistema  (5)  es  X  =  Xc  +  Xp  o 


X  =  <&(f)C  +  0>(í) 


3>_1(í)F(/)  dt. 


(10) 


Ejemplo  4  Variación  de  parámetros 

Encontrar  la  solución  general  del  sistema  no  homogéneo 


en  el  intervalo  (— oo,  oo). 

Solución  Primero  resolvemos  el  sistema  homogéneo 


La  ecuación  característica  de  la  matriz  de  coeficientes  es 


(11) 


(12) 


det  (A  -  AI) 


=  (A  +  2)(A  +  5)  =  0, 


de  manera  que  los  valores  propios  son  A  j  =  —2  y  A2  =  —5.  Aplicando  el  método  acos¬ 
tumbrado,  encontramos  que  los  vectores  propios  correspondientes  a  Aj  y  A2  son,  respec¬ 
tivamente, 


1 

-2 


Los  vectores  solución  del  sistema  (11)  son  entonces 


Xi  = 


e-2'  = 


x2  = 


1 

-2 


e-5'  = 


e-5í 
— 2e~5' 


Los  elementos  presentes  en  X!  forman  la  primera  columna  de  <&(f),  y  los  elementos  in¬ 
cluidos  en  X2  forman  la  segunda  columna  de  Por  lo  tanto. 


0>(í)  = 


—2e~ 


*~\t)  =  í 


i„5 1 


re 
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De  la  expresión  (9)  obtenemos 


x„  = 


<I>  1(r)F(r)  dt  = 


-le 


2  2f 


i„5í 


1  „2r' 


e  —?e 


3 1 


dt 


e-5' 
-2e-5' 


2  te21  + 


te 3 


V' 


dt 


e-5' 
-2e-5' 


27  .  1  - 
50  + 

21 


fe 

\te5' 


'  y2'  +  \e‘ 
-V '  -  V 

25e  12c 


Por  lo  tanto,  a  partir  de  (10),  la  solución  general  de  ( 1 1)  en  el  intervalo  es 


□ 


I  Problema  de  valor  inicial  La  solución  general  del  sistema  no  homogéneo  (5)  en 
un  intervalo  se  puede  escribir  de  una  forma  alternativa 


X  = 


0>(f)C  +  4>(í) 


1(í)F(5)  ds. 


(13) 


donde  t  y  t0  son  los  puntos  en  el  intervalo.  La  última  forma  resulta  útil  para  la  solución  de 
(5)  sujeta  a  una  condición  inicial  X(f0)  =  X0,  porque  los  límites  de  integración  se  eligen 
de  manera  que  la  solución  particular  desaparezca  en  t  =  t0.  Cuando  se  sustituye  t  =  t0 
en  (13)  resulta  X0  =  <F(f0)C,  de  la  cual  obtenemos  C  =  O  1  ( f0)^o-  Si  sustituimos  este 
último  resultado  en  (13)  resulta  la  siguiente  solución  del  problema  de  valor  inicial: 


8.4.3 


X  =  dh(í)  4>~1(f0)X0  +  4>(f)  ^-'(sjFCs)  ds. 


Diagonalización 


(14) 


I  Los  supuestos  Al  igual  que  en  la  sección  8.3,  si  la  matriz  de  coeficientes  A  posee 
n  vectores  propios  linealmente  independientes,  entonces  podemos  utilizar  la  diagonali¬ 
zación  para  desacoplar  el  sistema  X'  =  AX  +  F(f).  Suponga  que  P  es  una  matriz  tal  que 
P  AP  =  D,  donde  D  es  una  matriz  diagonal.  Por  sustitución  de  X  =  PY  en  el  sistema 
no  homogéneo  X'  =  AX  +  F(f)  se  tiene 


PY'  =  APY  +  F  o  bien  Y'  =  P^APY  +  P~‘F  o  bien  Y'  =  DY  +  G.  (15) 


En  la  última  ecuación  presentada  en  (15),  G  =  P  F  es  un  vector  columna.  De  manera 
que  cada  ecuación  diferencial  incluida  en  este  nuevo  sistema  tiene  la  forma  y¡  =  A,y¿  + 
g¡(t),  i  =  1,2 Pero  observe  que,  a  diferencia  del  procedimiento  utilizado  para 
resolver  un  sistema  homogéneo  X'  =  AX,  ahora  se  nos  pide  calcular  el  inverso  de  la 
matriz  P. 


Ejemplo  2 

Resolver  X' 


Diagonalización 


mediante  diagonalización. 


Solución  Los  valores  propios  y  los  correspondientes  vectores  propios  de  la  matriz  de 


coeficientes  son  A,  =  0,  A2  =  5,  = 


l,K2  = 


l  Así,  encontramos  P  = 


1 

-2 
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yP 


!  I.  Mediante  la  sustitución  X  =  PY  y 


P  F  = 


-l\Í3ef 

i 
5 


7  J 


el  sistema  desacoplado  es 

'0  0' 

,0  5. 

Las  soluciones  de  las  dos  ecuaciones  diferenciales 


Y'  = 


Y  + 


y'\  =  s 


sony!  =  W  +  ci  yy2  =  ~^e' 


e  y 

,5 1 


W 


>2  =  5y2 

c2e”,  respectivamente.  Por  lo  tanto,  la  solución  del 


sistema  original  es 

X  =  PY  = 


1  2 

-2  1 


~W  +  C! 
-¿e'  +  c2e5' 


-\é  +  2c¡  +  2c2e5' 
-fe'  —  2c  i  +  c2e5' 


Escrito  de  la  manera  acostumbrada  mediante  vectores  columna,  (16)  es 


X  =  c¡ 


+  c2 


e5'  — 


(16) 


□ 


EJERCICIOS  8.4  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-20. 


8.4.1 


Coeficientes  indeterminados 

En  los  problemas  del  1  al  8,  utilice  el  método  de  coeficientes 
indeterminados  para  resolver  el  sistema  dado. 


dx 

1 .  —  =  2x  +  3y  —  7 
dt 


dx 

2.  —  =  5jc  +  9y  +  2 
dt 


dy 

dt 


=  — x 


2y  +  5 


dt 


=  —x  +  lly  +  6 


sujeto  a 


1 0.  a)  El  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  para  las  co¬ 
rrientes  i2(t)  e  í3(í)  presentes  en  la  red  eléctrica  mos¬ 
trada  en  la  figura  8.5  es 

d  =  ( -RjLy  ~RJL{  \  +  ÍE/Ly 

dt\ij  K-Rí/L,  ~{Rx+ R2)/L2)\íJ  \e/l2. 

Utilice  el  método  de  coeficientes  indeterminados  para 
resolver  el  sistema  si  R¡  =  2  O,,  R2  =  3  íl,  =  1  h, 
L2  =  1  h,  E  =  60  V,  ¿2(0)  =  0  e  ¿3(0)  =  0. 

b)  Determine  la  corriente  ij(f). 


Figura  8.5  Red  para  el  probLema  10 

Variación  de  parámetros 

En  los  problemas  del  1 1  al  30,  utilice  la  variación  de  paráme¬ 
tros  para  resolver  el  sistema  dado. 

dx  dx 

11.  —  =  3x  —  3y  +  4  12.  —  =  2x  —  y 

dt  dt 

dy  dy 

—  =  2x  —  2v  —  1  —  =  3x  —  2y  +  4/ 

dt  dt 


13.  X'  = 


3  -5 

I  -1 


„'/2 
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14.  X'  = 

15.  X'  = 

16.  X'  = 

17.  X'  = 

18.  X'  = 


2  -1 

4  2 

O 

-1 
O 

-1 

1  8 

1  -1 

1  8 

1  -1 


X  + 


X  + 


X  + 


X  + 


X  + 


sen  2 1 
2cos  2 1. 

1 


19. 

X'=( 

<  3 

V-2 

1 

)X  + 

20. 

x'  =  ( 

f  3 

V-2 

f 

)x  + 

1 

|  J 

e'\ 

1 

0 

x  + 

,e2'í 

0 

3  ) 

'  \ 

W'J 

1 

-n 

1  1 

°\ 

1 

-1 

x  + 

‘ 

1 

O 

W) 

En  los  problemas  31  y  32,  utilice  (14)  para  resolver  el  proble¬ 
ma  de  valor  inicial  dado. 


31.  X'  = 

32.  X'  = 


3  -1 

-1  3 

1  -f 
1  -1 


X  + 


X  + 


4e2' 
4e4' 

i  A 


W’ 


,  X(0)  = 

X(l)  = 


2 

-1 


33.  El  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  para  las  corrientes 
;'i(í)  e  i2(t)  presentes  en  la  red  eléctrica  de  la  figura  8.6  es 


d_ 

dt 


“(*i  +  R2)/L2  R2/L2  Vi, 

R2/L{  —R2/L1)\í2 


+ 


e/l2 

o 


Utilice  variación  de  parámetros  para  resolver  el  sistema 
si  Ri  =  8  n,  R2  =  3  íl,  Lx  =  1  h,  ¿2  =  1  h,  E(t)  =  100 
sen  t V,  i | (0)  =  0e  ¿2(0)  =  0. 


Figura  8.6  Red  para  el  problema  33 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

34.  Resolver  un  sistema  lineal  no  homogéneo  X'  =  AX  + 
F(í)  mediante  variación  de  parámetros  cuando  A  es  una 
matriz  de  3  X  3  (o  mayor)  es  una  tarea  casi  imposible  de 
realizar  a  mano.  Considere  el  sistema 


(  2 

-2 

2 

( te'\ 

-1 

3 

0 

3 

X  + 

e-‘ 

0 

0 

4 

-2 

e2‘ 

\  0 

0 

2 

-1/ 

\  1  / 

a)  Utilice  un  CAS  o  algún  programa  computacional  de 
álgebra  lineal  para  encontrar  los  valores  propios  y 
los  vectores  propios  de  la  matriz  de  coeficientes. 

b)  Forme  una  matriz  fundamental  <&(í)  y  utilice  la 
computadora  para  encontrar  <1> 


c)  Utilice  la  computadora  para  realizar  los  cálculos  de 

<1>  ‘(f)F(f),  <1>_1(í)F(í)  dt,  <J>(í)  <1>  '(í)F(í)  dt, 

J 

<&(f)C  y  *&(f)C  +  <F_1(í)F(í)  dt,  donde  C  es  una 

matriz  columna  de  constantes  c,,  c2,  c3  y  c4. 

d)  Vuelva  a  escribir  el  resultado  de  la  computadora  para 
la  solución  general  del  sistema  en  la  forma  X  =  Xc 
+  X;J,  donde  Xr  —  c  |  X  |  -F  c2 X 2  -F  C3X3  -F  c4X4. 


Diagonalización 


En  los  problemas  del  35  al  38,  utilice  la  diagonalización  para 
resolver  el  sistema  dado. 


35.  X'  = 

36.  X'  = 

37.  X'  = 

38.  X'  = 


5  -2 

21  -8 


X  + 


1  3 

2  2, 

5  5 
5  5 

0  1 
1  0 


X  + 


X  + 


X  + 


2 1 


8<T 
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8.5  Matriz  exponencial 


I  Introducción  Las  matrices  pueden  utilizarse  en  una  forma  enteramente  distinta 
para  resolver  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer  orden.  Recuerde 
que  la  simple  ecuación  diferencial  lineal  de  primer  orden  x'  =  ax,  donde  a  es  una  cons¬ 
tante,  tiene  la  solución  general  x  =  cé" .  Por  lo  tanto,  parece  natural  preguntar  si  podemos 
definir  una  matriz  exponencial  eAt,  donde  A  es  una  matriz  de  constantes,  de  manera  que 
eAl  sea  una  solución  del  sistema  X'  =  AX. 

I  Sistemas  homogéneos  Ahora  veremos  que  es  posible  definir  una  matriz  expo¬ 
nencial  eAt  de  manera  que  el  sistema  homogéneo  X'  =  AX,  donde  A  es  una  matriz  de 
constantes  y  de  orden  n  X  n,  tenga  una  solución 

X  =  eA,C.  (1) 

Como  C  ha  de  ser  una  matriz  columna  n  X  1  de  constantes  arbitrarias,  queremos  que  eAt 
sea  una  matriz  de  orden  n  X  n.  A  pesar  de  que  el  desarrollo  completo  del  significado  y 
de  la  teoría  de  la  matriz  exponencial  requeriría  un  conocimiento  detallado  de  álgebra  ma- 
tricial,  una  forma  de  definir  eAt  está  inspirada  en  la  representación  en  series  de  potencias 
de  la  función  escalar  ea,\ 

f2  jk.  oo  j.k 

eat  =  1  +  at  +  a2 - h  •  +  cik - f  •  •  •  =  ak  — .  (2) 

2!  Id  ¿tí ó  k\ 

La  serie  presentada  en  (2)  converge  para  toda  t.  Mediante  estas  series,  con  1  reemplaza¬ 
do  por  la  identidad  I  y  la  constante  a  reemplazada  por  una  matriz  A  de  constantes  y  de 
orden  n  X  n,  llegamos  a  la  definición  para  la  matriz  eAt  de  orden  n  X  n. 


Es  posible  demostrar  que  las  series  dadas  en  (3)  convergen  en  una  matriz  de  orden 
n  X  n  para  todo  valor  de  t.  También,  en  (3),  A°  =  I,  A2  =  AA,  A3  =  A(A2),  y  así  su¬ 
cesivamente. 


■  Derivada  de  eA  La  derivada  de  la  matriz  exponencial  eAl  es  análoga  a  la  del  expo¬ 
nencial  escalar,  es  decir,  dldt  eal  =  aea>.  Para  justificar 


d  eAt  =  AeAt 
dt 


diferenciamos  (3)  término  por  término: 


d_ 

dt 


eA'  = 


d 

dt 


I  +  Ai  +  A2 


=  A 


I  +  Ai  +  A2  —  + 
2! 


tk 

+  A*-+ 
k\ 

=  AeA'. 


(4) 


A  +  A2í  H - A  V  + 

2! 


En  virtud  de  (4),  es  posible  demostrar  ahora  que  (1)  es  una  solución  de  X'  =  AX  para 
todo  vector  C  de  n  X  1  constantes: 


X'  =  —  eA'C  =  AeA'C  =  A(eA'C)  =  AX. 
dt 


(5) 
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■  eM  es  una  matriz  fundamental  Si  denotamos  la  matriz  exponencial  eAl  mediante 
el  símbolo  t ),  entonces  (4)  es  equivalente  a  la  ecuación  matricial  diferencial  'P'(f) 
=  A^P  (vea  la  expresión  (3)  de  la  sección  8.4).  Además,  a  partir  de  la  definición  8.4  se 
deduce  inmediatamente  que  'P(O)  =  eA0  =  I  y,  por  lo  tanto,  ^(0)  =£  0.  Resulta  que  estas 
dos  propiedades  son  suficientes  para  poder  concluir  que  "'R(í)  es  una  matriz  fundamental 
del  sistema  X'  =  AX. 


I  Sistemas  no  homogéneos  Hemos  visto  en  la  expresión  (4)  de  la  sección  2.3  que  la 
solución  general  de  la  única  ecuación  diferencial  lineal  de  primer  orden  x'  =  ax  +  f(t), 
donde  a  es  una  constante,  se  puede  expresar  como 


e~asf(s)  ds. 


Para  un  sistema  no  homogéneo  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  primer  orden,  es 
posible  demostrar  que  la  solución  general  de  X'  =  AX  +  F(f),  donde  A  es  una  matriz  de 
constantes  de  orden  n  X  n.  es 


X  =  X. 


x„  =  eA'C 


e~As  F(s)  ds. 


(6) 


Puesto  que  la  matriz  exponencial  eAt  es  una  matriz  fundamental,  siempre  es  no  singular  y 
e  As  =  (eAs) -1.  Observe  que  e  At  se  puede  obtener  de  eAt  si  t  se  reemplaza  por  —s. 


M  Cálculo  de  e  La  definición  de  eAl  dada  en  (3)  puede,  desde  luego,  usarse  siempre 
para  efectuar  su  cálculo.  No  obstante,  la  utilidad  práctica  de  (3)  está  limitada  por  el 
hecho  de  que  los  elementos  presentes  en  eAl  son  series  de  potencias  en  t.  Con  el  deseo 
natural  de  trabajar  con  cosas  simples  y  conocidas,  intentaremos  reconocer  si  estas  series 
definen  una  función  de  forma  cerrada.  Vea  los  problemas  del  1  al  4  en  los  ejercicios  8.5. 
Por  fortuna,  hay  muchas  formas  alternativas  para  calcular  eAl.  En  el  análisis  siguiente 
delineamos  dos  de  estos  métodos. 


■  Uso  de  la  transformada  de  Laplace  Vimos  en  (5)  que  X  =  eAt  es  una  solución  de 
X'  =  AX.  De  hecho,  como  eA0  =  I,  X  =  eAt  es  una  solución  del  problema  de  valor  inicial 

X'  =  AX,  X(0)  =  I.  (7) 

Si  x(s)  =  { X(r) }  =  ¡£{eA'}  ,  entonces  la  transformada  de  Laplace  de  (7)  es 

sx(s)  —  X(0)  =  Ax(s)  o  (si  —  A)x(s)  =  I. 

Cuando  multiplicamos  la  última  ecuación  por  (si  —  A)-1  resulta  que  x(s)  =  (si  —  A)  I 
=  (si  —  A)-1.  En  otras  palabras,  ££  {eAt}  =  (si  —  A)-1  o 

eAt  =  ££-‘{(sI  -  Ar1}.  (8) 


Ejemplo  1  Matriz  exponencial 

Uso  de  la  transformada  de  Laplace  para  calcular  eAl  para  A  = 


1  -1 

2  -2 


Solución  Primero  calculamos  la  matriz  si  —  A  y  después  su  inversa: 

's  -  1  1 


si  —  A  = 


s  +  2 


(si  -  A)-1  = 


/  s  +  2 

-1  \ 

A-1  1  V1. 

s(s  +  1) 

s(s  +  1) 

V  -2  s  +  2J 

2 

S  —  l 

\  s{s  +  1) 

s(s  +  1)/ 
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Entonces  descomponemos  los  elementos  de  la  última  matriz  en  fracciones  parciales: 

¡A  _  _L_  1  ■  1  \ 


(,I  -  A)-1  = 


s  +  1 
2 


1 

—  + 
s  s  +  1 

1  2 

—  + 
s  s 


(9) 


s  +  1  5  s  +  1  / 

Cuando  se  calcula  la  transformada  inversa  de  Laplace  de  (9)  se  obtiene  el  resultado  deseado, 

f2  -  e~'  -1  +  e~ 


eA'  = 


2  —  2e~f  —  1  +  2e~‘) 


□ 


I  Uso  de  potencias  A"  En  la  sección  7.8  desarrollamos  un  método  para  calcular 
una  potencia  arbitraria  Ak,  k  es  un  entero  no  negativo,  de  una  matriz  A  de  orden  n  X  n. 
Recuerde  de  la  sección  7.8  que  podemos  escribir 

n  —  1  n  —  1 

Ak=^CjAj  y  A  k=^cj\j,  (10) 

í= o  7=0 

donde  los  coeficientes  c¡  son  los  mismos  en  cada  expresión  y  que  la  última  es  válida  para 
los  valores  propios  A  b  A2, . . . ,  A„  de  A.  Suponemos  aquí  que  los  valores  propios  de  A  son 
distintos.  Si  determinamos  que  A  =  Ab  A2, . . . ,  A„  en  la  segunda  expresión  dada  en  (10), 
estaremos  en  condiciones  de  encontrar  c¡  en  la  primera  expresión  al  resolver  n  ecuacio¬ 
nes  en  n  incógnitas.  En  el  siguiente  desarrollo  será  conveniente  enfatizar  el  hecho  de  que 
los  coeficientes  c,  en  (10)  dependen  de  la  potencia  k  reemplazando  Cj  por  cÁk).  Con  base 
en  (3)  y  (2),  tenemos 

oo  fk  oo 

eK,=  ^Xk  y  eA'=2A*77-  (ID 

k~o  A!  k=0  k\ 

Después  usamos  (10)  en  (11)  para  reemplazar  Ak  y  A*  como  sumas  finitas  seguidas  por 
un  intercambio  en  el  orden  de  las  sumas 


ex)  jk 

eAl  =  y  - 

¿o  k\ 


oo  fk 
k  =  0 


n—\  \  n  —  1  /  oo  jk  \  n  —  1 

2  cÁk)AJ )  =  2  A'(  2  ir  cAk ) ) =  2 

7  =  0  /  7  =  0  \k  =  0  /  7  =  0 

n  —  1  \  «  —  1  /  oo  jk  \  n—  1 

2c#)A'j=  2a  2  Tr^)j=  2^W. 

7  =  0  /  7  =  0  \/fe  =  0  K  -  /  7  =  0 


(12) 

(13) 


%  ^  OO  i 

donde  bj(t )  =  ^  (t  /k\)Cj(k).  Similar  a  la  forma  en  que  usamos  los  valores  propios 

de  A  en  (10)  para  determinar  c¡,  aplicamos  una  vez  más  los  valores  propios,  pero  esta  vez 
en  la  suma  finita  (13)  para  determinar  un  sistema  de  ecuaciones  que  determine  bf,  estos 
coeficientes,  a  su  vez,  se  utilizan  en  (12)  para  establecer  ex‘. 


Ejemplo  2  Matriz  exponencial 

Calcular  eAl  para  A  = 

Solución  Ya  vimos  la  matriz  A  en  la  sección  7.8,  y  encontramos  que  sus  valores  pro¬ 
pios  eran  A!  =  —  1  y  A2  =  2.  Ahora,  como  A  es  una  matriz  de  2  X  2,  a  partir  de  (12)  y 
(13)  deducimos  que 

eAt  =  b0I  +  bl  A  y  ekt  =  b0  +  bl  A.  (14) 

Si  establecemos  A  =  — lyA  =  2enla  segunda  ecuación  de  (14),  obtenemos  dos  ecua¬ 
ciones  en  las  dos  incógnitas  b0  y  bl.  Cuando  se  resuelve  el  sistema 

e~'  =  b0~  b¡ 

e2t  =  b0  +  2  bi 


-2  4 
-1  3 
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produce  b0  =  \[e2t  +  2e  '],  bx  =  \[e2'  —  e  '].  Al  sustituir  estos  valores  en  la  primera 
ecuación  de  (14)  y  simplificar  los  elementos  resulta 


e 


Al  _ 


f-¡e2'  +  le-' 
V-fe2'  +  ¡e~f 


le 21 

le2' 


(15)  □ 


En  los  problemas  del  25  al  28  de  los  ejercicios  8.5  mostramos  cómo  calcular  la  matriz 
exponencial  eAt  cuando  la  matriz  A  es  diagonalizable  (vea  la  sección  7.1 1). 


I  Uso  de  la  computadora  Para  aquellos  que  estén  dispuestos  a  cambiar  la  com¬ 
prensión  en  aras  de  la  velocidad  de  encontrar  una  solución,  eA‘  puede  calcularse  en  una 
forma  automática  con  ayuda  de  un  programa  de  cómputo;  por  ejemplo,  en  Mathematica, 
la  función  MatrixExp[A  t]  determina  la  matriz  exponencial  para  una  matriz  elevada  al 
cuadrado  At;  en  Maple,  el  comando  es  exponential(A,  t);  en  MATLAB  la  función  es 
expm  (At ) .  Vea  los  problemas  27  y  28  en  los  ejercicios  8.5. 


EJERCICIOS  8.5  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-20. 


En  los  problemas  1  y  2,  utilice  (3)  para  calcular  eAt  y  e 


( 1 

0\ 

[0 

1\ 

1.  A  = 

2.  A  = 

) 

Vo 

V 

VI 

0  ) 

En  los  problemas  3  y  4,  utilice  (3)  para  calcular  <?. 


(  i 

1 

í° 

0 

o\ 

i 

1 

O 

4.  A  =  3 

0 

° 

\-2 

-2 

-2/ 

\5 

1 

0/ 

En  los  problemas  del  5  al  8,  utilice  (1)  y  los  resultados  obte¬ 
nidos  en  los  problemas  del  1  al  4  para  encontrar  la  solución 
general  del  sistema  dado. 


5. 


/  i  1  . 

7.  X'  =  1  1  1 

\-2  -2  -2 


6. 

X  8. 


0  0\ 

0  0  X 

1  o) 


En  los  problemas  del  9  al  12,  utilice  (6)  para  encontrar  la  solu¬ 
ción  general  del  sistema  dado. 


9.  X' 

10.  X' 

11.  X' 

12.  X' 


1  jx  +  (coshf) 

0  /  Vsenhr/ 


13. 


Resuelva  el  sistema  del  problema  7  sujeto  a  la  condición 


inicial  X(0)  = 


1 4.  Resuelva  el  sistema  del  problema  9  sujeto  a  la  condición 

/4N 

inicial  X(0)  = 

En  los  problemas  del  15  al  18,  utilice  el  método  del  ejemplo  1 
para  calcular  eAt  para  la  matriz  de  coeficientes.  Utilice  (1)  para 
encontrar  la  solución  general  del  sistema  dado. 


15.  X' 


17.  X'  = 


4  3 

-4  -4 
5  -9 
1  -1 


X 


X 


16.  X' 


18.  X'  = 


4  -2 
1  1 
0  1 
-2  -2 


X 


X 


En  los  problemas  del  19  al  22,  utilice  el  método  del  ejemplo 
2  para  calcular  eAt  para  la  matriz  de  coeficientes.  Use  (1)  para 
encontrar  la  solución  general  del  sistema  dado. 


19.  X' 


21.  X'  = 


2  -2 
-2  5 

3  8 

0  -1 


X 


X 


20.  X' 


22.  X'  = 


1 

~1 

1 


X 


23.  Si  la  matriz  A  se  puede  diagonalizar,  entonces  P  'AP  = 
D  o  A  =  POP  ].  Utilice  este  último  resultado  y  (3)  para 


demostrar  que  eAt 

Ai 


24.  Utilice  D  = 
que 


=  PeDtP  1 

0 


\  0  0 


0\ 

o 

k) 


y  (3)  para  demostrar 


eD'  = 


( e * 


V  0 


0 

_A97 


0 


°\ 

o 

eK>) 


En  los  ejercicios  25  y  26,  use  los  resultados  de  los  problemas 
23  y  24  para  resolver  el  sistema  dado. 


25.  X'  = 


X 


26.  X'  = 
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Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 


27.  a) 


Aplique  (1)  para  encontrar  la  solución  general  de 
r  4  2^ 


X' 


3  3 


X.  Use  un  CAS  para  encontrar  e  y 


después  la  computadora  para  determinar  los  valo¬ 
res  propios  y  los  vectores  propios  de  la  matriz  de 
^4  2^ 


coeficientes  A  = 


3  3 


y  la  forma  de  la  solución 


general  del  tipo  mostrado  en  la  sección  8.2.  Por 
último,  haga  coincidir  las  dos  formas  de  la  solución 
general  del  sistema. 


b )  Utilice  (1)  para  encontrar  la  solución  general  de  X' 

^  X.  Mediante  un  CAS,  encuentre  eAt . 

En  el  caso  de  obtener  un  resultado  complejo,  uti¬ 
lice  un  programa  computacional  para  hacer  la 
simplificación;  por  ejemplo  en  Mathematica,  si 
m=MatrixExp[A  t]  tiene  elementos  complejos,  in¬ 
tente  entonces  con  el  comando  Simplify[Complex 
Expand[m]]. 


28.  Utilice  (1)  para  encontrar  la  solución  general  de 


l~4 

0 

-1 

\  o 


0  6  0\ 

-5  0  -4 

0  1  0 

3  0  2/ 


Mediante  un  CAS,  encuentre  eA‘. 


Problemas  de  análisis 

29.  Lea  nuevamente  el  análisis  que  condujo  al  resultado 
dado  en  (8).  ¿La  matriz  si— A  tiene  siempre  un  inverso? 
Analice  este  planteamiento. 

30.  En  los  ejercicios  7.9  vimos  que  una  matriz  A  de 
orden  n  X  n  y  distinta  de  cero  es  una  matriz  nilpo- 
tente  si  m  es  el  entero  positivo  más  pequeño  tal  que 


(-'  1  1 

Am  =  0.  Compruebe  que  A  =  I  —  1  0  1 
tente.  \-l  1  1 


es  nilpo- 


Analice  por  qué  resulta  relativamente  fácil  calcular  eAt 
cuando  A  es  nilpotente.  Calcule  eAt  para  la  matriz  dada  y 
después  use  (2)  para  resolver  el  sistema  X'  =  AX. 


EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPITULO  8 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares 
seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-21. 


En  los  problemas  1  y  2,  llene  los  espacios  en  blanco. 


1.  El  vector  X  =  k\  ^  )  es  una  solución  de  X'  = 

v2  -Í)X“(l)Para/C  = 


2.  El  vector  X  =  je  +  c2y^je  es  una  solución 

(l  10\ 

del  problema  de  valor  inicial  X  =  I  IX,  X(0) 

\6  -3/ 


para  rq  = 


.  Y  c2  =  . 


es  un  vector  propio  de  la  matriz  de  coeficientes?  ¿Cuál  es  la 
solución  del  sistema  correspondiente  a  este  vector  propio? 

4.  Considere  el  sistema  lineal  X'  =  AX  de  dos  ecuaciones 
diferenciales  donde  A  es  una  matriz  de  coeficientes  real. 
¿Cuál  es  la  solución  general  del  sistema  si  se  sabe  que 

(í\ 

Aj  =  1  +  2i  es  un  valor  propio  y  K,  =  I  I  es  un  vector 
propio  correspondiente? 

En  los  problemas  del  5  al  14,  resuelva  el  sistema  lineal  dado 
mediante  los  métodos  de  este  capítulo. 


4  6  6\ 

3.  Considere  el  sistema  lineal  X'  =  |  13  2  X. 

-1  -4  -3/ 

Sin  intentar  resolver  el  sistema,  ¿cuál  de  los  siguientes 
vectores, 

Hi);  *-(.:)■ 

K4=(  2  I, 

■5 , 


dx 

6.  —  =  —4x 
dt 


2 y 


dy 

—  =  2x~4y 
dt 


8.  X'  =  | 


X 


0  2  1 

X  10.  X'  =  |  1  1  -2  |X 

1 2  2  -1, 


11.  X'  = 


12.  X 
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Considere  el  sistema  lineal  X'  =  AX  de  estas  tres 
ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  donde  la 
matriz  de  coeficientes  es 


utilizar  ninguna  fórmula  especial  (tal  como  (12)  de 
la  sección  8.2). 

b)  Aplique  el  procedimiento  usado  en  el  inciso  a)  para 
resolver 


('  1 

X'  =  1  1 

\1  1 


1 

1 

1 


X. 


y  se  sabe  que  A  =  2  es  un  valor  propio  de  multi¬ 
plicidad  dos.  Encuentre  dos  soluciones  diferentes 
del  sistema  correspondientes  a  este  valor  propio  sin 


1 6.  Compruebe  que  X  =  (  je1  es  una  solución  del  sistema 


lineal  X'  = 


1  0 
0  1 


X  para  las  constantes  arbitrarias 


c1  y  c2.  A  mano,  trace  un  retrato  de  fase  del  sistema. 


CAPITULO  8  Ejercidos  de  repaso 


443 


CAPÍTULO 


Sistemas  de  ecuaciones 
diferenciales  no  lineales 


Estructura  del  capítulo 


9.1 

Sistemas  autónomos 

N 

9.2 

Estabilidad  de  Los  sistemas  LineaLes 

9.3 

Linealización  y  estabilidad  Local 

9.4 

Sistemas  autónomos  como  modeLos  matemáticos 

9.5 

Soluciones  periódicas,  cicLos  Límite  y  estabilidad  gLobal 

Ejercicios  de  repaso  del  capítuLo  9 

_ J 

En  el  capítulo  8  nos  enfocamos  en  el  estudio  de  las  técnicas  apro¬ 
piadas  para  la  resolución  de  ecuaciones  diferenciales  lineales  de  la 
forma  X'  =  AX  +  F (f).  Cuando  el  sistema  de  ecuaciones  diferencia¬ 
les  es  no  lineal,  normalmente  no  se  pueden  encontrar  soluciones 
en  términos  de  funciones  elementales.  En  este  capítulo  estudia¬ 
remos  que  se  puede  obtener  información  muy  valiosa  acerca  de 
la  naturaleza  geométrica  de  las  soluciones  analizando  en  primera 
instancia  las  soluciones  constantes  especiales  llamadas  puntos  crí¬ 
ticos  y,  después,  buscando  las  soluciones  periódicas  denominadas 
ciclos  límite.  Se  presentará  el  importante  concepto  de  estabilidad 
y  se  ilustrará  con  ejemplos  de  los  campos  de  la  física  y  la  biología. 
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■  Introducción  En  la  sección  2.1  presentamos  las  nociones  acerca  de  ecuaciones 
diferenciales  autónomas  de  primer  orden,  los  puntos  críticos  de  una  ecuación  diferencial 
autónoma,  y  la  estabilidad  de  un  punto  crítico.  Este  estudio  anticipado  de  la  estabi¬ 
lidad  se  mantuvo  a  propósito  a  nivel  muy  intuitivo;  ya  es  tiempo  de  proporcionar  una 
definición  precisa  de  este  concepto.  Para  tal  efecto,  necesitamos  examinar  los  sistemas 
autónomos  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden.  En  esta  sección  definimos  los 
puntos  críticos  de  sistemas  autónomos  de  dos  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden; 
los  sistemas  autónomos  pueden  ser  lineales  o  no  lineales. 


I  Sistemas  autónomos  A  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  se 
le  llama  autónomo  cuando  puede  escribirse  en  la  forma 


dxl 

—  =  g l(*l,  X2,  . . .  ,  x„) 


dx2 

~T  =  gi{xu  x2,...,  xn) 


(1) 


dxn 

dt 


gn(x  1,  X2,  .  .  .  ,  X„). 


Observe  que  la  variable  independiente  t  no  se  muestra  en  forma  explícita  en  el  segundo 
miembro  de  cada  ecuación  diferencial.  Compare  (1)  con  el  sistema  general  proporcio¬ 
nado  en  la  expresión  (2)  de  la  sección  8.1. 


Ejemplo  1  Un  sistema  no  autónomo 

El  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  no  lineales  de  primer  orden 


dx{ 

dt 


i  dependencia  de  t 

=  x1  —  3x2  +  t2 


dx2 

dt 


=  t  xr  (senx20 

T  dependencia  de  t 


es  no  autónomo  debido  a  la  presencia  de  t  en  el  segundo  miembro  de  ambas  ecuaciones 
diferenciales.  □ 


Cuando  n  =  1  en  (1),  una  sola  ecuación  diferencial  de  primer  orden  toma  la  forma  dxl 
dt  =  g(x).  Esta  última  ecuación  es  equivalente  a  la  ecuación  (1)  de  la  sección  2.1,  donde 
los  símbolos  x  y  t  hacen  las  veces  de  y  y  x,  respectivamente.  Es  posible  construir  solucio¬ 
nes  explícitas,  ya  que  la  ecuación  diferencial  dx/dt  =  g(x)  es  separable,  y  utilizaremos 
tal  característica  para  presentar  los  conceptos  de  este  capítulo. 

■  Ecuaciones  diferenciales  de  segundo  orden  como  un  sistema  Cualquier  ecua¬ 
ción  diferencial  de  segundo  orden  x"  =  g(x,  x')  puede  escribirse  como  un  sistema  autó¬ 
nomo.  Tal  como  se  hizo  en  la  sección  3.7,  si  establecemos  y  =  x'  entonces  x"  =  g(x,  x') 
se  convierte  en  y'  =  g(x,  y).  Por  lo  tanto,  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  se 
convierte  en  el  sistema  de  dos  ecuaciones  de  primer  orden 


x'  =  y 
y'  =  g(x,  y). 
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Ejemplo  2  La  ecuación  diferencial  del  péndulo  como  sistema  autónomo 
En  la  ecuación  (6)  de  la  sección  3.10  demostramos  que  el  ángulo  de  desplazamiento  8  de 
un  péndulo  satisface  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segundo  orden 


d26  g 


dt¿ 


+  —  sen  9  =  0 


Si  establecemos  x  =  0  y  y  =  8',  esta  segunda  ecuación  diferencial  de  segundo  orden 
puede  reescribirse  como  el  sistema  autónomo 

x'  =  y 


Si  X(t)  y  g(X)  expresan  los  vectores  columna  respectivos 


1  *i  M  \ 

/  ^(ij.Xj,  .. 

• ,  xn)  \ 

X(í)  = 

*2  M 

.  g(x)  = 

g2(x  l,X2,.. 

• ,  xn) 

W  t) ) 

\  g„(Xl,  X 2 ,  •  • 

■  ,  Xn)  / 

entonces  el  sistema  autónomo  (1)  puede  escribirse  en  la  compacta  forma  de  vector  co¬ 
lumna  X'  =  g(X).  El  sistema  lineal  homogéneo  X'  =  AX  estudiado  en  la  sección  8.2  es 
un  caso  especial  importante. 

Asimismo,  en  este  capítulo  es  conveniente  escribir  (1)  utilizando  vectores  renglón.  Si 
establecemos 


X(í)  =  Ixft),  x2(t),  . . . ,  x„(í)) 

y  g(X)  =  (gl  (xb  X2,  .  .  . ,  x„ ),  g2(Xi,  x2, . . . ,  xn), . . . ,  g„(xu  x2, x„)), 

entonces  el  sistema  autónomo  (1)  también  puede  escribirse  en  la  compacta  forma  de 
vector  renglón  X'  =  g(X).  Debe  quedar  claro ,  a  partir  del  contexto,  si  estamos  utili¬ 
zando  la  forma  de  vector  columna  o  la  forma  de  vector  renglón,  y  por  lo  tanto,  no  hare¬ 
mos  distinción  alguna  entre  X  y  XT,  la  transpuesta  de  X.  En  particular,  cuando  n  =  2, 
resulta  conveniente  utilizar  la  forma  de  vector  renglón  y  escribir  una  condición  inicial 
como  X(0)  =  (x0,  y0). 

Cuando  la  variable  t  se  interpreta  como  tiempo,  podemos  referirnos  al  sistema  de 
ecuaciones  diferenciales  (1)  como  un  sistema  dinámico  y  a  una  solución  X(t)  como  el 
estado  del  sistema  o  la  respuesta  del  sistema  en  el  tiempo  t.  Con  esta  terminología, 
un  sistema  dinámico  es  autónomo  cuando  la  velocidad  X'(í)  a  la  que  el  sistema  varía 
depende  sólo  del  estado  presente  X(f)  del  sistema.  El  sistema  lineal  X'  =  AX  +  F(?)  es¬ 
tudiado  en  el  capítulo  8  es  entonces  autónomo  cuando  F(í)  es  constante.  Cuando  n  =  2  o 
n  =  3,  a  la  solución  se  le  llama  trayectoria  o  ruta,  ya  que  podemos  pensar  en  x  =  xfi), 
y  =  x2(t),  z  =  x 3(?)  como  si  fueran  las  ecuaciones  paramétricas  de  una  curva. 

■  Interpretación  del  campo  vectorial  Cuando  n  =  2,  el  sistema  (1)  se  denomina 
sistema  autónomo  plano  y  se  escribe  como 

dx 

—  =  P(x,  y) 
dt 

dy 

~  =  Q(x,  v). 

dt 

El  vector  V(x,  y)  =  (P(x,  y),  Q(x,  y))  define  un  campo  vectorial  en  una  región  del 
plano,  y  una  solución  del  sistema  puede  interpretarse  como  la  trayectoria  resultante  de 
una  partícula  a  medida  que  se  desplaza  por  la  región.  Para  ser  más  específicos,  expre¬ 
semos  V(x,  y)  =  (P(x,  y),  Q(x,  y))  como  la  velocidad  de  una  corriente  en  la  posición 
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(x,  y),  y  supongamos  que  una  pequeña  partícula  (tal  como  un  corcho)  se  libera  en  la 
posición  (x0,  y0)  de  la  corriente.  Si  X(t)  =  (x(í),  y(t))  expresa  la  posición  de  la  partícula 
en  el  tiempo  t,  entonces  X'(0  =  (x’(í),  y'(t))  es  el  vector  velocidad  v.  Cuando  no  están 
presentes  fuerzas  externas  y  se  ignoran  las  fuerzan  de  fricción,  la  velocidad  de  la  par¬ 
tícula  en  el  tiempo  t  es  la  velocidad  de  la  corriente  en  la  posición  X(í);  esto  es,  X'(t)  = 
\(x(t),  y(t  j),  o 

^  =  P(x(t),  y(t)) 
dt 

dy 

-f  =  Q(x(t),  y(t)). 
dt 

Por  lo  tanto,  la  trayectoria  de  la  partícula  es  una  solución  del  sistema  que  satisface  la 
condición  inicial  X(0)  =  (x0,  y0).  A  menudo  haremos  referencia  a  esta  sencilla  interpre¬ 
tación  de  un  sistema  autónomo  plano  para  ilustrar  nuevos  conceptos. 


Ejemplo  3  Sistema  autónomo  plano  de  un  campo  vectorial 

Un  campo  vectorial  para  el  flujo  en  estado  estable  de  un  fluido  alrededor  de  un  cilindro 
de  radio  1  está  dado  por. 


V(*,y) 


x2  -  yr  -2 xy  \ 

(*2  +  ff  (x2  +  f)2)’ 


donde  V0  es  la  velocidad  del  fluido  en  la  parte  más  lejana  al  cilindro.  Si  se  coloca  un 
pequeño  corcho  en  (  —  3,  1),  la  trayectoria  X(f)  =  (x(t),  y(t))  del  corcho  satisface  el 
sistema  autónomo  plano 


dx 

dt 

cfy 

dt 


V0I 

VqI 


~2xy  \ 
(x2  +  y2 f) 


sujeto  a  la  condición  inicial  X(0)  =  (—3,  1).  Vea  la  figura  9.1. 


□ 


■  Tipos  de  soluciones  Si  P(x,  y),  Q(x,  y),  y  las  derivadas  parciales  de  primer  orden 
dP/dx,  dP/dy,  dQ/dx  y  dQ/dy  son  continuas  en  una  región  R  del  plano,  entonces  una  solu¬ 
ción  del  sistema  autónomo  plano 


Figura  9.1  Campo  vectorial  del 
flujo  de  un  fluido  alrededor  de  un 
cilindro 


~r  =  P(x,  y) 
dt 

dy 

~  =  Q(x,y) 
dt 


que  satisface  X(0)  =  X0  es  única  y  constituye  uno  de  los  tres  tipos  básicos: 

o  Una  solución  constante  x(f)  =  x0,  y(t)  =  y0  (o  X(f)  =  X0  para  toda  t).  Una  solución 
constante  se  llama  punto  crítico  o  punto  estacionario.  Cuando  una  partícula  se 
coloca  en  un  punto  crítico  X0  (esto  es,  X(0)  =  X0),  permanece  ahí  indefinidamente. 
Por  esta  razón,  una  solución  constante  se  conoce  también  como  solución  de  equi¬ 
librio.  Observe  esto:  debido  a  que  X'(0  =  0,  un  punto  crítico  es  una  solución  del 
sistema  de  ecuaciones  algebraicas 

P(x,  y)  =  0 
Q(x,  y)  =  0. 

ii )  Una  solución  x  =  x(t),  y  =  y(t)  que  define  un  arco:  una  curva  plana  que  no  se  cmza 
a  sí  misma.  Por  lo  tanto,  la  curva  de  la  figura  9.2 a)  puede  ser  una  solución  de  un 
sistema  autónomo  plano,  mientras  que  la  curva  de  la  figura  9.2b)  no  puede  ser  una  so¬ 
lución.  Habría  dos  soluciones  que  comenzarían  a  partir  del  punto  P  de  la  intersección. 


X(0) 


a) 


Figura  9.2  La  curva  mostrada  en 
a)  se  llama  arco 
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Figura  9.3  Solución  periódica 
o  un  ciclo 


iii)  Una  solución  periódica  x  =  x(t),  y  =  y(t).  Se  le  llama  ciclo  a  una  solución  periódi¬ 
ca.  Si  p  es  el  periodo  de  la  solución,  entonces  X(í  +  p)  =  X(í),  y  una  partícula 
colocada  sobre  la  curva  en  X0  viajará  por  la  curva  y  regresará  a  X0  en  p  unidades  de 
tiempo.  Consulte  la  figura  9.3. 


Ejemplo  4  Búsqueda  de  Los  puntos  críticos 

Encuentre  todos  los  puntos  críticos  de  los  sistemas  autónomos  planos  siguientes. 

a)  x'  =  —x  +  y  tí)  x'  =  x2  +  y2  —  6  c)  x'  =  0.01x(100  —  x  —  y) 

y'  =  x  -  y  y’  =  x2  -  y  v'  =  0.05y(60  -  y  -  0.2x) 

Solución  Encuentre  los  puntos  críticos  igualando  a  cero  el  segundo  miembro  de  ambas 
ecuaciones  diferenciales. 

a)  La  solución  del  sistema 

-x  +  y  =  0 
x  —  y  =  0 

está  formada  por  todos  los  puntos  ubicados  sobre  la  línea  y  =  x.  Por  lo  tanto,  existe 
un  número  infinito  de  puntos  críticos. 

tí)  Para  resolver  el  sistema 

x2  +  y2  -  6  =  0 
x2  -y  =  0 

sustituimos  la  segunda  ecuación,  x2  =  y,  en  la  primera  para  obtener  y2  +  y  —  6  =  (y  + 
3)  (y  —  2)  =  0.  Si  y  =  —3,  entonces  x2  =  —3,  por  lo  que  no  existen  soluciones  rea¬ 
les.  Si  y  =  2,  entonces  x  =  ±V2,  y  así  los  puntos  críticos  son  (V2,  2)  y  (—  V2,  2). 

c)  Para  encontrar  los  puntos  críticos  se  requiere  de  una  cuidadosa  consideración  de  los 
casos.  La  ecuación  0.01x(100  —  x  —  y)  =  0  implica  que  x=0ox+y=  100. 

Si  x  =  0,  entonces  al  sustituir  en  0.05y(60  —  y  —  0.2x)  =  0  tenemos  y(60  — 
y)  =  0.  Por  lo  tanto,  y  =  0  o  60,  y  de  este  modo  (0,  0)  y  (0,  60)  son  los  puntos  críti¬ 
cos. 

Si  x  +  y  =  100,  entonces  0  =  y(60  —  y  —  0.2(100  —  y))  =  y(40  —  0.8y).  De 
aquí  se  deduce  que  y  =  0  o  50,  y  así  (100,  0)  y  (50,  50)  son  los  puntos  críticos.  □ 

Cuando  el  sistema  autónomo  plano  es  lineal,  podemos  utilizar  los  métodos  del  capí¬ 
tulo  8  para  investigar  las  soluciones. 


Ejemplo  5  Búsqueda  de  Las  soLuciones  periódicas 

Determine  si  el  sistema  dinámico  lineal  dado  tiene  una  solución  periódica. 

a)  x'  =  2x  +  8v  b)  x'  =  x  +  2y 

y'  =  -x-  2 y  y'  =  -\x  +  y 

En  cada  caso,  trace  la  gráfica  de  la  solución  que  satisface  X(0)  =  (2,  0). 

Solución 

a)  En  el  ejemplo  6  de  la  sección  8.2,  utilizamos  el  método  del  valor  propio-vector  pro¬ 
pio  para  demostrar  que 

x  =  ct(2  eos  2t  —  2  sen  2 1)  +  c2(2  eos  2t  +  2  sen  2 i) 
y  =  c^-cos  2t)  —  c2  sen  2 1. 
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Por  lo  tanto,  toda  solución  es  periódica  con  periodo  p  =  tí.  La  solución  que  satis¬ 
face  X(0)  =  (2,  0)  es 

x  =  2  eos  2t  +  2  sen  2 t,  y  =  —sen  2t. 

Esta  solución  genera  la  elipse  que  se  muestra  en  la  figura  9.4a). 
b)  Utilizamos  el  método  de  valores  y  vectores  propios  para  demostrar  que 

x  =  c¡(2e'  eos  t)  +  c2(2e'  sen  t),  y  =  c¡(— e'  sen  i)  +  c2(e'  eos  t). 

Debido  a  la  presencia  de  e'  en  la  solución  general,  no  existen  soluciones  periódicas 
(esto  es,  ciclos).  La  solución  que  satisface  X(0)  =  (2,  0)  es 


x  =  2el  eos  t,  y  =  —é  sen  t, 
y  la  curva  resultante  se  muestra  en  la  figura  9.4¿>). 


□ 


I  Conversión  a  coordenadas  polares  Excepto  para  el  caso  de  soluciones  constan¬ 
tes,  en  general  no  es  posible  encontrar  expresiones  explícitas  para  las  soluciones  de  un 
sistema  autónomo  no  lineal.  Sin  embargo,  podemos  solucionar  algunos  sistemas  no 
lineales  convirtiéndolos  a  coordenadas  polares.  A  partir  de  las  fórmulas  r2  =  x2  +  y1  y 
9  =  tan_1(y/x)  obtenemos 


dr  1  (  dx  dy\  dO  1  /  dx  dy\ 

—  =  —  \  x - I-  y  —  ,  —  =  —7  —y - 1-  x  —  . 

dt  r\dt  dtj  dt  r\  dt  dt  J 


(2) 


A  veces  podemos  utilizar  (2)  para  convertir  un  sistema  autónomo  plano  dado  en  coorde¬ 
nadas  rectangulares  a  un  sistema  más  simple  en  coordenadas  polares. 


b) 


Figura  9.4  Curvas  solución 
del  ejemplo  5 


Ejemplo  6  Conversión  a  coordenadas  polares 

Encuentre  la  solución  del  sistema  autónomo  plano  no  lineal 

x'  =  -y  -  xVx2  +  y2 

y'  =  x  —  yVx2  +  y2 

que  satisface  la  condición  inicial  X(0)  =  (3,  3). 

Solución  Al  sustituir  dxklt  y  dy/dt  en  las  expresiones  para  drldt  y  dd/dt  en  (2),  se  obtiene 

dr  1  7 

—  =  —  Lrí  —  y  —  xr)  +  y(x  —  vr)l  =  —  r2 
dt  r  v  J 


dO 

dt 


7 


[—  y(— y  —  xr)  +  x(x  —  yr)]  =  1. 


Puesto  que  (3,  3)  es  (3V2,  7r/4)  en  coordenadas  polares,  la  condición  inicial  X(0)  = 
(3,  3)  se  convierte  en  r(0)  =  V2  y  0(0)  =  ir/ 4.  Utilizando  la  separación  de  variables, 
podemos  observar  que  la  solución  del  sistema  es 

1 

r  = - ,  9  =  t  +  Cr,, 

t  + 

para  r  A  0.  (Compruebe  esto.)  Aplicando  las  condiciones  iniciales,  se  obtiene 


1 

t  +  V2/6 


1 

La  espiral  r  =  - — - se  muestra  en  la  figura  9.5. 

9  +  V2/6  -  tt/4 


□ 


Figura  9.5  Curva  solución 
del  ejemplo  6 
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Figura  9.6  Curvas  solución 
del  ejemplo  7 


Ejemplo  7  Soluciones  en  coordenadas  polares 

Cuando  se  expresa  en  coordenadas  polares,  un  sistema  autónomo  plano  es  de  la  forma 

f  =  °-5<3-') 

—  -  l 
dt 

Encuentre  y  trace  las  soluciones  que  satisfacen  X(0)  =  (0,  1)  y  X(0)  =  (3,  0)  en  coorde¬ 
nadas  rectangulares. 

Solución  Se  aplica  el  método  de  separación  de  variables  a  drldt  =  0.5(3  -  r)  y  se  in¬ 
tegra  dO/dt  para  llegar  a  la  solución 

r  =  3  +  c^05',  0  =  t  +  c2. 

Si  X(0)  =  (0,  1),  entonces  r(0)  =  1  y  0(0)  =  7t/2,  por  lo  que  cq  =  —  2  y  c2  =  ir/2. 
La  curva  solución  es  la  espiral  r  =  3  —  2e~0,5<e~’r/2).  Observe  que  conforme  t  — >  oo,  0 
aumenta  sin  límite  y  r  se  aproxima  a  3. 

Si  X(0)  =  (3,  0),  entonces  r(0)  =  3  y  0(0)  =  0.  Se  puede  deducir  que  c{  =  c2  =  0, 
y  así  r  =  3  y  0  =  t.  Por  lo  tanto  x  =  r  eos  0  =  3  eos  ty  y  =  r  sen  0  =  3  sen  t,  de  modo 
que  la  solución  es  periódica.  La  solución  genera  un  círculo  de  radio  3  respecto  a  (0,  0). 
Ambas  soluciones  se  muestran  en  la  figura  9.6. 


EJERCICIOS  9.1  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-21. 


En  los  problemas  del  1  al  6,  escriba  la  ecuación  diferencial 
no  lineal  de  segundo  orden  como  un  sistema  autónomo  plano. 
Encuentre  todos  los  puntos  críticos  del  sistema  resultante. 

1 .  x"  +  9  sen  x  =  0  2.  x"  +  (x1)2  +  2x  =  0 

3.  x"  +  x'(\  -  x3)  -  x2  =  0  4.  x"  +  4  — ^  +  2x'  =  0 

1  +  x2 

5.  x"  +  x  =  ex3  para  e  >  0 

6.  x"  +  x  —  exlxl  =  0  para  e  >  0 

En  los  problemas  7  a  16,  encuentre  los  puntos  críticos  del  siste¬ 
ma  autónomo  plano  dado. 


7. 

x' 

=  x  +  xy 

8. 

x' 

7 

=  y—  x 

y' 

=  ~y  ~ 

LV 

y' 

2 

=  x  —  y 

9. 

x' 

=  3x2  — 

4y 

10. 

x' 

3 

=  x  —  y 

y' 

=  x-y 

y' 

=  x  —  y3 

11. 

x' 

=  x  (10 

—  X  - 

-b) 

12. 

x' 

=  — 2x  + 

O 

+ 

y' 

=  y(16  - 

-y  - 

x) 

y' 

II 

1 

-  15  - 

y 

13. 

x' 

=  jcV 

14. 

xf 

=  sen  y 

y' 

=  y(ex~ 

i) 

y' 

=  ex~y  - 

i 

15. 

x' 

=  x(l  — 

X2- 

3/) 

16. 

x' 

=  — x(4  - 

-/) 

y' 

=  y(  3  - 

X2- 

3  y2) 

y' 

=  4y(l  - 

x2) 

En  los  problemas  del  17  al  22,  para  el  sistema  dinámico  lineal 
dado  (tomado  de  los  ejercicios  8.2) 

a)  encuentre  la  solución  general  y  determine  si  existen 
soluciones  periódicas, 

b)  encuentre  la  solución  que  satisface  la  condición  inicial 
dada  y 

c)  con  ayuda  de  una  herramienta  para  hacer  gráficas,  trace 
la  solución  del  inciso  b )  e  indique  la  dirección  en  que 
es  atravesada  la  curva. 

17.  x'  =  x  +  2 y 

y'  =  4x  +  3y,  X(0)  =  (2,  —2)  (problema  1,  ejercicios 

8.2) 

18.  x'  =  — 6x  +  2y 

y'  =  — 3x  +  y,  X(0)  =  (3,  4)  (problema  6,  ejercicios  8.2) 

19.  x'  =  4x  -  5y 

y'  =  5x  —  4y,  X(0)  =  (4,  5)  (problema  37,  ejercicios 

8.2) 

20.  x'  =  x  + y 

y'  =  —  2x  —  y,  X(0)  =  (—2,  2)  (problema  34,  ejercicios 

8.2) 
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21.  x'  =  5 x  +  y 

y'  =  —2x  +  3y,  X(0)  =  (—1,  2)  (problema  35,  ejerci¬ 
cios  8.2) 

22.  x'  =  x  —  8y 

y'  =  x  —  3y,  X(0)  =  (2,  1)  (problema  38,  ejercicios  8.2) 


En  los  problemas  del  23  al  26,  resuelva  el  sistema  autónomo 
plano  no  lineal  dado,  convirtiéndolo  a  coordenadas  polares. 
Describa  el  comportamiento  geométrico  de  la  solución  que 
satisface  la  condición  o  condiciones  iniciales  dadas. 


23.  x’  =  -y  -  x{x2  +  y2)2 

y’  =  x  -  v(x2  +  y2)2,  X(0)  =  (4,  0) 

24.  x'  =  y  +  x(x2  +  y2) 

y'  =  -x  +  y(x 2  +  y2),  X(0)  =  (4,  0) 

25.  x'  =  —y  +  x(l  —  x2  —  y2) 

y'  =  x  +  y(  1  -  x2  -  y2),  X(0)  =  (1,  0),  X(0)  =  (2,  0) 

[Sugerencia:  La  ecuación  diferencial  que  resulta  para 
r  es  una  ecuación  diferencial  de  Bernoulli.  Consulte  la 
sección  2.5.] 


26.  x' 


v^Ty 


(4  -  x2  -  y2) 


y 


(4  -  x2  -  y2),  X(0)  =  (1,  0), 


X(0)  =  (2,  0) 


[Sugerencia:  Consulte  el  ejemplo  3  de  la  sección  2.2.] 


Si  un  sistema  autónomo  plano  tiene  una  solución  pe¬ 
riódica,  entonces  debe  haber  al  menos  un  punto  crítico 
dentro  de  la  curva  que  genera  la  solución.  En  los  proble¬ 
mas  del  27  al  30,  utilice  este  hecho  junto  con  un  método 
numérico  para  investigar  la  posibilidad  de  encontrar  so¬ 
luciones  periódicas. 

27.  x'  =  —x  +  6y  28.  x'  =  —  x  +  6xy 

y'  =  xy  +  12  y'  =  —8  xy  +  2_y 

29.  x'  =  y 

y'  =  y(l  -  3x2  -  2 y2)  -  x 

30.  x'  =  xy 

y'  =  - 1  -  x2  -  y2 

31.  Si  z  =  /(x,  y)  es  una  función  con  primeras  derivadas  par¬ 
ciales  continuas  en  al  región  R,  entonces  un  flujo  V(x,  y) 
=  (P(x,  y),  Q(x,  y))  en  R  puede  definirse  haciendo  que 

df  df 

P(x,  y)  =  -—  (x,  y)  y  Q(x,  y)  =  ^  (x,  y).  Demuestre 

que  si  X(í)  =  (x(í),  y(f))  es  una  solución  del  sistema  au¬ 
tónomo  plano 


x'  =  P(x,  y) 

y'  =  Q(x,  y), 

entonces /(x(í),  y(í))  =  c  Para  alguna  constante  c.  Por  lo 
tanto,  la  curva  solución  cae  sobre  las  curvas  de  nivel  de/. 
[Sugerencia:  Utilice  la  regla  de  la  cadena  para  calcular 

f/(x(í),  y(í)).] 
at 


9.2  Estabilidad  de  los  sistemas  lineales 


I  Introducción  Hemos  podido  observar  que  el  sistema  autónomo  plano 

dx 

dy 

--CCv.y) 

genera  un  campo  vectorial  V(x,  y)  =  (P(x,  y),  Q(x,  y)),  y  que  una  solución  X  =  X(í)  del 
sistema  puede  interpretarse  como  la  trayectoria  resultante  de  una  partícula  que  se  coloca 
inicialmente  en  la  posición  X(0)  =  X0.  Si  X0  es  un  punto  crítico  del  sistema,  entonces 
la  partícula  permanece  en  estado  estacionario.  En  esta  sección  estudiaremos  el  compor¬ 
tamiento  de  las  soluciones  cuando  el  valor  de  X0  se  selecciona  muy  cercano  a  un  punto 
crítico  del  sistema. 

■  Algunas  preguntas  fundamentales  Suponga  que  X!  es  un  punto  crítico  de  un  sis¬ 
tema  autónomo  plano  y  X  =  X(í)  es  una  solución  del  sistema  que  satisface  X(0)  =  X0.  Si 
la  solución  se  interpreta  como  la  trayectoria  de  una  partícula  en  movimiento,  nos  interesa 
conocer  las  respuestas  a  las  preguntas  siguientes  cuando  X0  se  coloca  cerca  de  X,: 

i)  ¿Regresará  la  partícula  al  punto  crítico?  De  manera  más  precisa,  si  X  =  X(f)  es  la 
solución  que  satisface  X(0)  =  X0,  ¿es  lím,^.x  X(t)  =  X,? 
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punto  crítico 


a) 


c ) 

Figura  9.7  Puntos  críticos 


ii )  Si  la  partícula  /jo  regresa  al  punto  crítico,  ¿se  mantendrá  cercana  al  punto  crítico  o 
se  alejará  de  éste?  Por  ejemplo,  es  concebible  que  la  partícula  se  mueva  formando 
círculos  alrededor  del  punto  crítico,  o  que  regrese  a  un  punto  crítico  diferente  o  a 
ninguno.  Consulte  la  figura  9.7. 

Si  en  las  cercanías  del  punto  crítico  se  presenta  siempre  el  caso  a )  o  el  b)  de  la  figura  9.7, 
nos  referimos  al  punto  crítico  como  estable  localmente.  Sin  embargo,  si  el  valor  inicial 
X0  que  genera  un  comportamiento  similar  a  c)  puede  encontrarse  en  cualquier  punto 
dado  en  las  cercanías,  nos  referimos  a  ese  punto  crítico  como  inestable.  Estos  conceptos 
se  clarificarán  en  la  sección  9.3,  donde  se  estudiarán  las  preguntas  i )  y  ii)  para  el  caso  de 
sistemas  no  lineales. 


I  Análisis  de  estabilidad  Se  investigará  en  primera  instancia  estas  dos  preguntas  de 
estabilidad  para  sistemas  lineales  autónomos  planos  y  se  sentarán  las  bases  de  la  sección 
9.3.  Los  métodos  de  solución  del  capítulo  8  nos  permitirán  proporcionar  un  análisis 
geométrico  detallado  de  las  soluciones  a 

x'  =  ax  +  by 
y'  =  ex  +  dy 


en  términos  de  los  valores  y  vectores  propios  de  la  matriz  de  coeficientes 


A  = 


En  esta  fórmula,  a,  b,  c  y  d  son  constantes.  Para  aseguramos  de  que  X0  =  (0,  0)  es  el 
único  punto  crítico,  supondremos  que  el  determinante  A  =  ad  —  be  =h  0.  Si  t  =  a  + 
d  es  la  traza*  de  la  matriz  A,  entonces  la  ecuación  característica  (A  —  AI)  =  0  puede 
reescribirse  como 


A2  -  tA  +  A  =  0. 

Por  lo  tanto,  los  valores  propios  de  A  son  A  =  (r  ±  \/ r  —  4A)/2,  y  los  tres  casos  co¬ 
munes  para  estas  raíces  se  presentan  en  función  de  si  el  valor  de  r2  —  4A  es  positivo, 
negativo  o  cero.  En  el  ejemplo  siguiente  se  utiliza  un  método  numérico  para  encontrar  la 
naturaleza  de  las  soluciones  correspondientes  a  estos  casos. 


Ejemplo  1  Valores  propios  y  la  forma  de  las  soluciones 

Encuentre  los  valores  propios  del  sistema  lineal 

x'  =  —x  +  y 
y'  =  ex  —  y 


en  términos  de  c,  y  utilice  un  método  numérico  para  encontrar  las  formas  de  las  solucio¬ 
nes  correspondientes  a  los  casos  c  =  \ ,  4,  0  y  —  9. 


Solución  La  matriz  de  coeficientes 


-1 


1 

\  c  —1 

nante  A  =  1  —  c,  por  lo  que  los  valores  propios  son 


A  = 


±  V?" 


4A 


tiene  una  traza  r  =  —2  y  un  determi- 
>n 

2  ±  V4  -  4(1  -  c)  r 

=  -1  ±  Ve. 


La  naturaleza  de  los  valores  propios,  por  lo  tanto,  está  determinada  por  el  signo  de  c. 

Si  c  =  entonces  los  valores  propios  son  negativos  y  diferentes,  A  =  —  \  y  — §•  En  la 
figura  9.8a)  hemos  utilizado  un  método  numérico  para  generar  las  curvas  solución  o  tra¬ 
yectorias  que  corresponden  a  las  diferentes  condiciones  iniciales.  Observe  que,  excepto 
las  trayectorias  trazadas  en  negro  en  la  figura,  todas  las  trayectorias  parecen  aproximarse 


*En  general,  si  A  es  una  matriz  de  n  X  n,  la  traza  de  A  es  la  suma  de  los  elementos  de  la  diagonal  principal. 
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a  O  a  partir  de  una  dirección  fija.  Del  capítulo  8,  recuerde  que  una  colección  de  trayecto¬ 
rias  en  el  plano  xy  o  plano  de  fase  se  llama  retrato  fase  del  sistema. 

Cuando  c  =  4,  los  valores  propios  tienen  signos  contrarios,  A  =  1  y  —3,  y  se  presenta 
un  fenómeno  interesante.  Todas  las  trayectorias  se  alejan  del  origen  en  una  dirección  fija, 
excepto  las  soluciones  que  comienzan  sobre  la  línea  trazada  en  negro  en  la  figura  9.8 tí). 
Ya  estudiamos  un  comportamiento  como  éste  en  el  retrato  fase  de  la  figura  8.2.  Realice 
experimentos  con  métodos  numéricos  y  compruebe  estas  observaciones. 

La  selección  c  =  0  nos  lleva  a  un  solo  valor  propio  real  A  =  —  1 .  Este  caso  es  muy  pare¬ 
cido  al  caso  c  =  \  salvo  una  significativa  excepción.  Todas  las  curvas  solución  de  la  figura 
9.8c)  parecen  aproximarse  a  0  a  partir  de  una  dirección  fija  a  medida  que  t  aumenta. 


V 


y 


c)  c  =  0 


d)c  =  -  9 


Figura  9.8  Retratos  fase  para  el  sistema  lineal  del  ejemplo  1 


Por  último,  cuando  c  =  —9,  A  =  —  1  ±  V— 9  =  —  1  ±  3 i.  Por  lo  tanto,  los  valores 
propios  son  números  complejos  conjugados  con  la  parte  real  negativa  —1.  La  figura 
9.8¿/)  muestra  que  las  curvas  solución  se  mueven  en  espiral  hacia  el  origen  0  a  medida 
que  t  aumenta.  □ 

El  comportamiento  de  las  trayectorias  que  se  observan  en  los  retratos  de  cuatro  fases 
de  la  figura  9.8  del  ejemplo  1  puede  explicarse  utilizando  los  resultados  de  la  solución  de 
valores  y  vectores  propios  del  capítulo  8. 

Caso  I:  Valores  propios  reales  diferentes  (t2  —  4A  >  0) 

De  acuerdo  con  el  teorema  8.7  de  la  sección  8.2,  la  solución  general  de  (1) 
está  dada  por, 

X(í)  =  c1K1eAl'  +  c2K2cA2',  (2) 

donde  A¡  y  A2  son  los  valores  propios  y  K,  y  K2  son  los  vectores  propios  co¬ 
rrespondientes.  Observe  que  X(t)  puede  escribirse  también  como 

X(í)  =  ev[o  K,  +  c2K2e<A2-Al>].  (3) 
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a)  Ambos  valores  propios  negativos  (r2  —  4A  >  O,  r  <  O  y  A  >  0) 

Nodo  estable  (A2  <  At  <  0):  Puesto  que  ambos  valores  propios  son  negativos, 
a  partir  de  (2)  se  puede  deducir  que  límM00  X(f)  =  0.  Si  suponemos  que  A2  < 
Ab  entonces  A2  —  A:  <  0,  por  lo  que  e^2  Xl>l  es  una  función  de  decaimiento 
exponencial.  Por  lo  tanto,  podemos  concluir  de  (3)  que  X(f)  ~  c1K1eAl'  para 
valores  grandes  de  t.  Cuando  cq  =h  0,  X(í)  se  aproximará  a  0  desde  una  de  las 
dos  direcciones  determinadas  por  el  vector  propio  correspondiente  a  A,. 
Si  c1  =  0,  X(í)  =  c2K2eA2'  y  X(f)  se  aproxima  a  0  a  lo  largo  de  la  línea  deter¬ 
minada  por  el  vector  propio  K2.  La  figura  9.9  muestra  un  conjunto  de  curvas 
solución  alrededor  del  origen.  Un  punto  crítico  se  conoce  como  nodo  estable 
cuando  ambos  valores  propios  son  negativos. 

b)  Ambos  valores  propios  positivos  (t2  —  4A  >0,  t  >  0  y  A  >  0) 

Nodo  inestable  (0  <  A2  <  A,):  El  análisis  de  este  caso  es  parecido  a  a).  De 
nuevo,  a  partir  de  (2),  X(í)  sale  de  los  límites  conforme  t  aumenta.  Además, 
suponiendo  de  nuevo  que  A2  <  A]  y  usando  (3),  podemos  observar  que  X(t)  se 
sale  de  los  límites  en  una  de  las  direcciones  determinadas  por  el  vector  propio 
K,  (cuando  <q  A  0)  o  a  lo  largo  de  la  línea  determinada  por  el  vector  propio 
K2  (cuando  cq  =  0).  La  figura  9.10  muestra  un  conjunto  típico  de  curvas  solu¬ 
ción.  Este  tipo  de  punto  crítico,  correspondiente  al  caso  en  que  ambos  valores 
propios  son  positivos,  se  llama  nodo  inestable. 

c)  Valores  propios  con  signos  opuestos  (t2  —  4 A  >  0  y  A  <  0) 

Punto  de  equilibrio  (A2  <  0  <  A,):  El  análisis  de  las  soluciones  es  idéntico  que 
en  b),  salvo  por  una  excepción.  Cuando  cq  =  0,  X(í)  =  c2K2eA2'  y,  puesto  que 
A2  <  0,  X(í)  se  acercará  a  0  a  lo  largo  de  la  línea  determinada  por  el  vector  pro¬ 
pio  K2.  Si  X(0)  no  cae  sobre  la  línea  determinada  por  K2,  la  línea  determinada 
por  K,  sirve  como  asíntota  de  X(í).  Por  lo  tanto,  el  punto  crítico  es  inestable 
a  pesar  de  que  algunas  soluciones  se  aproximan  a  0  conforme  aumenta  t.  Este 
punto  crítico  inestable  se  llama  punto  de  equilibrio.  Consulte  la  figura  9.1 1 . 


Ejemplo  2  Valores  propios  reaLes  diferentes 

Clasifique  el  punto  crítico  (0,  0)  en  cada  uno  de  los  sistemas  lineales  siguientes  X'  =  AX 
como  nodo  estable,  nodo  inestable  o  punto  de  equilibrio. 


d)  A 


En  cada  caso  analice  la  naturaleza  de  las  soluciones  en  las  cercanías  de  (0,  0). 


Solución  a)  Puesto  que  la  traza  t  =  3  y  el  determinante  A  =  —4,  los  valores  propios  son 

t  ±  Vt2  -  4A  3  ±  V32  —  4(— 4)  3  ±  5 

A  = - = - = - =  4,  - 1 . 

2  2  2 

Los  valores  propios  tienen  signos  contrarios,  por  lo  que  (0,  0)  es  un  punto  de  equilibrio. 
No  es  difícil  demostrar  (vea  el  ejemplo  1  de  la  sección  8.2)  que  los  vectores  propios  co¬ 
rrespondientes  aA1  =  4yA2=— 1  son 


respectivamente.  Si  X(0)  =  X0  cae  sobre  la  línea  y  =  —  x,  entonces  X(í)  se  aproxima  a  0. 
Para  cualquier  otra  condición  inicial,  X(f)  se  volverá  ilimitada  en  las  direcciones  deter¬ 
minadas  por  Kj.  En  otras  palabras,  la  línea  y  =  §  x  sirve  como  asíntota  para  todas  estas 
curvas  solución.  Consulte  la  figura  9.12. 

b)  A  partir  de  r  =  — 29  y  A  =  100  se  deduce  que  los  valores  propios  de  A  son  Ai  =  —4  y 
A2  =  —25.  Ambos  valores  propios  son  negativos,  por  lo  que  (0,  0)  representa,  en  este 
caso,  un  nodo  estable.  Puesto  que  los  vectores  propios  correspondientes  a  A,  =  —4  y 
A2  =  —25  son 
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respectivamente,  se  puede  deducir  que  todas  las  soluciones  se  aproximan  a  0  en  la  direc¬ 
ción  definida  por  K1;  excepto  aquellas  soluciones  para  las  que  X(0)  =  X0  cae  sobre  la 
línea  y  =  —  \x  determinada  por  K2.  Estas  soluciones  se  aproximan  a  0  a  lo  largo  de  y  = 
—  § x.  Vea  la  figura  9.13.  □ 


Caso  II:  Un  valor  propio  real  repetido  (t2  —  4A  =  0) 

Nodos  degenerados:  De  la  sección  8.2,  recuerde  que  la  solución  general 
toma  una  de  dos  formas  diferentes,  dependiendo  de  si  es  posible  encontrar 
uno  o  dos  vectores  propios  linealmente  independientes  para  el  valor  propio 
repetido  A,. 

a)  Dos  vectores  propios  linealmente  independientes 

Si  y  K2  son  dos  vectores  propios  linealmente  independientes  correspon¬ 
dientes  a  Ab  entonces  la  solución  general  está  dada  por 


X(f)  =  Cl  KieAl'  +  c2K2eA,f  =  (ClK!  +  c2K2)eAl'. 

Si  A !  <0,  entonces  X(f)  se  aproxima  a  0  a  lo  largo  de  la  línea  determinada  por 
el  vector  C|K,  +  c2K2  y  el  punto  crítico  se  llama  nodo  degenerado  estable 
(vea  la  figura  9.14a)).  En  la  figura  9.14a),  la  flecha  aparece  invertida  cuando 
Aj  >  0,  y  tenemos  un  nodo  degenerado  inestable. 
b)  Un  solo  vector  propio  linealmente  independiente 

Cuando  únicamente  existe  un  solo  vector  propio  K,  linealmente  independien¬ 
te,  la  solución  general  está  dada  por 


X(í)  =  c1K1eA‘í  +  c2(K1feAl'  +  PeAl'), 

donde  (A  —  A^P  =  K,  (vea  la  sección  8.2,  (12)  a  (14)),  y  la  solución  puede 
escribirse  de  nuevo  como 


X(t)  =  feAl' 


Ci  c2 

c2  Ki  +  —  Kj  +  — P 
t  t 


Si  A:  <  0,  entonces  lím,.^  íeA,r  =  0  y  se  deduce  que  X(í)  se  aproxima  a  0 
en  una  de  las  direcciones  determinadas  por  el  vector  K,  (consulte  la  figu¬ 
ra  9.14 b)).  De  nuevo,  el  punto  crítico  se  llama  nodo  degenerado  estable. 
Cuando  Aj  >  0,  las  soluciones  se  parecen  a  las  de  la  figura  9. 14¿>)  con  las 
flechas  invertidas.  La  línea  determinada  por  K,  es  una  asíntota  en  todas  las 
soluciones.  Otra  vez,  el  punto  crítico  se  llama  nodo  degenerado  inestable. 


Figura  9.14  Nodos  degenerados  estables 
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Figura  9.15  Centro 


b) 


Figura  9.16  Puntos  espirales 
estables  e  inestables 


Caso  III:  Valores  propios  complejos  (t2  —  4 A  <  0) 

Si  =  a  +  ifi  y  =  a  —  ifi  son  los  valores  propios  complejos  y  =  Bj 
+  /B2  es  un  vector  propio  complejo  correspondiente  a  A,,  la  solución  general 
puede  escribirse  como  X(í)  =  c, X ( (í)  +  c2X2(t),  donde 

X,(í)  =  (Bx  eos  fit  —  B2  sen  fit)eM  y  X2(?)  =  (B2  eos  fit  +  B[  sen  fit)ea 

Consulte  las  ecuaciones  (23)  y  (24)  de  la  sección  8.2.  Por  lo  tanto,  una  solu¬ 
ción  puede  escribirse  en  la  forma 

x(t)  =  e“'(cn  eos  /3 1  +  cl2  sen  fit),  y(t)  =  ea\c2\  eos  fit  +  c22  sen  fit),  (4) 
y  cuando  a  =  0  tenemos 

x(t)  =  cn  eos  fit  +  cl2  sen  fit,  y(t)  =  c2l  eos  fit  +  c22  sen  fit.  (5) 

a)  Raíces  imaginarias  puras  (r2  —  4A  <  0,  t  =  0) 

Centro:  Cuando  a  =  0,  los  valores  propios  son  imaginarios  puros  y,  a  partir 
de  (5),  todas  las  soluciones  son  periódicas  con  periodo  p  =  2ir//3.  Observe 
que  si  tanto  c12  como  c2i  llegaran  a  ser  0,  entonces  (5)  se  reduciría  a 

x(t)  =  cn  eos  fit,  y(t)  =  c22  sen  fit, 

la  cual  es  una  representación  paramétrica  estándar  de  la  elipse  r2/^  +  y2lc\2 
=  1.  Despejando  fit  y  sen  fit  del  sistema  de  ecuaciones  (4)  y  utilizando  la 
identidad  sen2 fit  +  eos2 fit  =  1,  es  posible  demostrar  que  todas  las  soluciones 
son  elipses  con  centro  en  el  origen.  El  punto  crítico  (0,  0)  se  llama  centro  y 
la  figura  9.15  muestra  una  colección  típica  de  curvas  solución.  Las  elipses 
son  o  todas  transversales  en  sentido  horario  o  todas  transversales  en  sentido 
antihorario. 

b)  Parte  real  diferente  de  cero  (t2  —  4A  <  0,  t  =A  0) 

Puntos  espirales:  Cuando  a  =A  0,  el  efecto  del  término  é“  en  (4)  es  similar 
al  efecto  del  término  exponencial  presentado  en  el  análisis  del  movimiento 
amortiguado  visto  en  la  sección  3.8.  Cuando  a  <  0,  eat  — »  0,  y  las  espirales 
solución  de  forma  elíptica  están  cada  vez  más  cercanas  al  origen.  El  punto  crí¬ 
tico  se  llama  punto  espiral  estable.  Cuando  a  >  0,  el  efecto  es  contrario.  Una 
solución  de  forma  elíptica  se  aleja  cada  vez  más  del  origen  y  el  punto  crítico 
se  llama,  en  este  caso,  punto  espiral  inestable.  Vea  la  figura  9.16. 


Ejemplo  3  Valores  propios  repetidos  y  complejos 

Clasifique  el  punto  crítico  (0,  0)  de  cada  uno  de  los  sistemas  lineales  X'  =  AX  siguientes. 


b)  A  = 


-1 

-1 


En  cada  caso,  analice  la  naturaleza  de  la  solución  que  satisfaga  X(0)  =  (1,0).  Determine 
las  ecuaciones  paramétricas  de  cada  solución. 


Solución  a)  Puesto  que  r  =  —6  y  A  =  9,  el  polinomio  propio  es  A2  +  6A  +  9  =  (A  + 
3)2,  por  lo  que  (0, 0)  es  un  nodo  degenerado  estable.  Para  el  valor  propio  repetido  A  =  —  3, 

Í3\ 

encontramos  un  solo  vector  propio  K,  =11  por  lo  que  la  solución  X(í)  que  satisface 
a  X(0)  =  (1,  0)  se  aproxima  a  (0,  0)  en  la  dirección  especificada  por  la  línea  y  =  jr/3. 


b)  Puesto  que  t  =  0  y  A  =  1,  los  valores  propios  son  A  =  ±i,  por  lo  que  (0,  0)  es  un 
centro.  La  solución  X(?)  que  satisface  a  X(0)  =  (1,0)  es  una  elipse  que  rodea  al  origen 
cada  2ir  unidades  de  tiempo. 
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De  acuerdo  con  el  ejemplo  4  de  la  sección  8.2,  la  solución  general  del  sistema  dado 
en  a)  es 


x(0  =  cjí  :  Je  3'  +  c2 


te  3'  + 


La  condición  inicial  nos  da  cq  =  0  y  c2  =  2,  por  lo  que 

jc  =  (6 1+  1)é-  3f,  y  =  2 te^' 

son  ecuaciones  paramétricas  de  la  solución. 

La  solución  general  del  sistema  dado  en  b)  es 


X(í)  =  Cl  I 


f  eos  t  +  sen  A  /  eos  t  —  sen  t 


eos  t 


+  c2l 


■  sen  t 


La  condición  inicial  nos  da  cq  =  0  y  c2  =  1,  por  lo  que 


x  =  eos  t  —  sen  t,  y  =  —sen  t 

son  ecuaciones  paramétricas  de  la  elipse.  Observe  que  y  <  0  para  pequeños  valores  posi¬ 
tivos  de  t,  y  por  lo  tanto  la  elipse  es  transversal  en  sentido  horario. 

Las  soluciones  de  a)  y  b )  se  muestran  en  las  figuras  9.17a)  y  b),  respectivamente.  □ 


Figura  9.17  Curvas  solución 
del  ejemplo  3 


La  figura  9.18  muestra  un  resumen  de  los  resultados  de  esta  sección.  La  naturaleza 
geométrica  general  de  las  soluciones  puede  determinarse  calculando  la  traza  y  el  deter¬ 
minante  de  A.  En  la  práctica,  las  gráficas  de  las  soluciones  se  obtienen  de  manera  más 
sencilla  no  construyendo  las  soluciones  explícitas  con  valores  y  vectores  propios,  sino 
generando  las  soluciones  en  forma  numérica  mediante  el  uso  de  un  solucionador  numéri¬ 
co  y  un  método  como  el  de  Runge-Kutta  (sección  6.2)  para  sistemas  de  primer  orden. 


Figura  9.18  Resumen  geométrico  de  Los  casos  I,  II  y  III 
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Ejemplo  4  Clasificación  de  los  puntos  críticos 

Clasifique  el  punto  crítico  (0,  0)  de  cada  sistema  lineal  X'  =  AX  siguiente 


a)  A 


/  1.01  3.10\ 

V  — 1-10  —1.02/ 


para  las  constantes  positivas  a. 


b)  A  = 
b,  c,  d,  x  y  y. 


-ax 

cdy 


Solución  a)  Para  esta  matriz  t  =  —0.01,  A  =  2.3798  y  r2  —  4A  <  0.  Utilizando  la  figu¬ 
ra  9.18,  podemos  observar  que  (0,  0)  es  un  punto  espiral  estable. 

b )  Esta  matriz  surge  del  modelo  de  competencia  Lotka-Volterra,  el  cual  estudiaremos  en 
la  sección  9.4.  Puesto  que  t  =  —  (ax  +  dy)  y  todas  las  constantes  de  la  matriz  son  positi¬ 
vas,  t  <  0.  El  determinante  puede  escribirse  como  A  =  adxy  (1  —  be).  Si  be  >  1,  entonces 
A  <  0  y  el  punto  crítico  es  un  punto  de  equilibrio.  Si  be  <  1,  entonces  A  >  0  y  el  punto 
crítico  es  un  nodo  estable,  un  nodo  degenerado  estable  o  un  punto  espiral  estable.  En  los 
tres  casos  lím^ooXf?)  =  0.  □ 


Ahora  podemos  proporcionar  las  respuestas  para  cada  una  de  las  preguntas  plantea¬ 
das  al  comienzo  de  esta  sección  acerca  del  sistema  autónomo  plano  lineal 

x'  =  ax  +  by 
y'  =  ex  +  dy 

con  ad  —  be  0.  Las  respuestas  se  resumen  en  el  teorema  que  se  muestra  a  continuación. 


TEOREMA  9.1 


Criterio  de  estabilidad 
de  Los  sistemas  Lineales 


"A 


Para  un  sistema  autónomo  plano  lineal  X'  =  AX  con  det  A  =/=  0,  dejemos  que  X  = 
X(í)  exprese  la  solución  que  satisface  la  condición  inicial  X(0)  =  X0,  donde  X0  ¥=  0. 

a)  límMOOX(í)  =  0  si,  y  sólo  si,  los  valores  propios  de  A  tienen  partes  reales  nega¬ 
tivas.  Esto  se  presenta  cuando  A  >  0  y  t  <  0. 

b)  X(f)  es  periódica  si,  y  sólo  si,  los  valores  propios  de  A  son  puramente  imagina¬ 
rios.  Esto  se  presentará  cuando  A  >  0  y  t  =  0. 

c)  En  todos  los  demás  casos,  dada  cualquier  cercanía  al  origen,  existe  al  menos  un 
X0  en  la  cercanía  para  el  que  X(í)  se  vuelve  ilimitado  a  medida  que  t  aumenta. 


Comentarios 


La  terminología  utilizada  para  describir  los  tipos  de  puntos  críticos  varía  de  libro  a 
libro.  La  tabla  siguiente  relaciona  un  gran  número  de  términos  altemos  que  usted  puede 
encontrarse  en  la  literatura. 

Término  Términos  alternos 


punto  crítico 

punto  de  equilibrio,  punto  singular, 
punto  estacionario,  punto  de  descanso 

punto  espiral 

foco,  punto  focal,  punto  vértice 

nodo  estable  o  punto  espiral 

atractor,  destino 

nodo  inestable  o  punto  espiral 

repelente,  fuente 
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EJERCICIOS  9.2 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-22. 


En  los  problemas  del  1  al  8,  se  proporciona  la  solución  general 
del  sistema  lineal  X'  =  AX. 

a )  En  cada  caso,  analice  la  naturaleza  de  las  soluciones 
en  la  cercanía  de  (0,  0). 

b)  Con  ayuda  de  una  herramienta  para  hacer  gráficas, 
trace  la  solución  que  satisface  a  X(0)  =  (1,  1). 


1.  A  = 


2.  A  = 


3.  A  = 


4.  A  = 


-2  -2 


-2 
-1  -2 

3  4 

1  -1 
1  1 


I,  X(í)  =  cj  le  '  +  c2| 


,  X(í)  =  Cl| 


,  X(í)  =  el 


1 

-1 


é  +  c2 1 


e~ 


X(í)  =  e~* 


-1  -4 

1  -1)' 

2  eos  2/ 


Cll 


sen  2 1 


+  c2 1 


5.  A  = 


-6  5\ 

-5  4/ 

1 


—  sen  t 
eos  t 


-2  sen  2 1 
eos  2 1 


+  c- 


eos  t 
sen  f 


x(t)  =  Je  ’  +  c2  ^  jte  '  +  Je  ' 

6.  A  = 


2  4\ 

-i  6 y 


x(o  =  Cl^  y  +  c2 

7.  A  = 


fe4'  + 


2  -1 
3  -27’ 


X(í)  =  ql 

8.  A  = 

X(í)  =  c,l 


e  '  +  c 


_1  5). 

-i  iy 


5  eos  2f 
eos  2 í  —  2  sen  2f 


+  c2| 


5  sen  2f 
2  eos  2f  +  sen  2 f 


15.  x'  =  0.02x  —  0.1  ly  16.  x'  =  0.03x  +  O.Oly 
y'  =  O.lOx  -  0.05y  y'  =  -O.Olx  +  0.05y 

1 7.  Determine  las  condiciones  presentes  en  la  constante  real 
fi  de  tal  forma  que  (0,  0)  sea  el  centro  del  sistema  lineal 

x'  =  —fix  +  y 

y'  =  —x  +  fiy. 

1 8.  Determine  una  condición  presente  en  la  constante  real  u 
de  tal  forma  que  (0,  0)  sea  un  punto  espiral  estable  del 
sistema  lineal 

x'=y 

y'  =  —x  +  f¿y. 

1 9.  Demuestre  que  (0,  0)  siempre  es  un  punto  crítico  inesta¬ 
ble  del  sistema  lineal 

x'  =  fix  +  y 

y'  =  -x  +  y, 

donde  fi  es  una  constante  real  y  u  +  —  1.  ¿Cuándo  (0,  0) 
es  un  punto  de  equilibrio  inestable?  ¿Cuándo  (0,  0)  es 
un  punto  espiral  inestable? 

20.  Sea  X  =  X(f)  la  respuesta  de  un  sistema  dinámico  li¬ 
neal 

x'  =  ax  —  fiy 

y'  =  fix  +  ay 

que  satisface  la  condición  inicial  X(0)  =  X0.  Determine 
las  condiciones  presentes  en  las  constantes  reales  a  y  j8 
que  asegurarán  que  límMOOX(f)  =  (0,  0).  ¿Puede  (0,  0) 
ser  un  nodo  o  un  punto  de  equilibrio? 

21.  Demuestre  que  el  sistema  lineal  no  homogéneo  X'  = 
AX  +  F  tiene  un  punto  crítico  único  X,  cuando  A  =  det 
A  =£  0.  Concluya  que  si  X  =  X(í)  es  una  solución  del 
sistema  no  homogéneo,  t  <  0  y  A  >  0,  entonces  lím,  )00 
X(í)  =  Xi.  [Sugerencia:  X(í)  =  Xc(t)  +  Xj.] 

22.  En  el  ejemplo  4b),  demuestre  que  (0,  0)  es  un  nodo  esta¬ 
ble  cuando  be  <  1 . 

En  los  problemas  del  23  al  26,  se  proporciona  un  sistema  lineal 
no  homogéneo  X'  =  AX  +  F. 


En  los  problemas  del  9  al  16,  clasifique  el  punto  crítico  (0,  0) 
del  sistema  lineal  que  se  proporciona  calculando  la  traza  t  y  el 
determinante  A  y  empleando  la  figura  9.18. 


9.  x'  =  —  5x  +  3y 
y'  =  2x  +  ly 
11.  x'  =  —  5x  +  3v 
y'  =  —2x  +  5y 
13.  x'  =  -\  x+  \y 
,  i 

y  =  -x  ~  2  y 


10.  x'  =  —  5x  +  3 y 
y'  =2x-  ly 
12.  x'  =  —  5x  +  3y 
y'  =  -lx  +  4y 
14.  x'  =  |  x  +  \  y 

r  i  1 

y  =  -x  +  2  y 


a)  En  cada  caso,  determine  el  punto  crítico  único  X,. 

Utilice  un  método  numérico  para  determinar  la  natura¬ 
leza  de  cada  punto  crítico  encontrado  en  a). 


b) 

c) 


Investigue  la  relación  que  hay  entre  Xj  y  el  punto  críti¬ 
co  (0,  0)  del  sistema  lineal  homogéneo  X'  =  AX. 

23.  x'  =  2x  +  3y  -  6  24.  x'  =  -5x  +  9y  +  13 


y 


—x  2y  1  5 


y 


-x  -  1  ly  -  23 


25.  x'  =  O.lx  —  0.2y  +  0.35  26.  x'  =  3x  —  2y  —  1 


y'  =  O.lx  +  0.1y-  0.25 


y'  =  5x  -  3y  -  2 


9.2  Estabilidad  de  Los  sistemas  lineales 


459 


z 


-> - ' - 1 - -V 

-ti  *2  *3 


Figura  9.19  Cuenta  deslizándose 
sobre  la  gráfica  de  z  =  f(x) 


b)  inestable 


Figura  9.20  Puntos  críticos 
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.3  Linealización  y  estabilidad  local 


■  Introducción  La  idea  principal  de  esta  sección  es  la  linealización.  Una  aproxima¬ 
ción  lineal  local,  o  linealización,  de  una  función  diferenciable/(x)  en  un  punto  (x1,/(x1)) 
es  la  ecuación  de  la  línea  tangente  a  la  gráfica  de/en  el  punto:  y  =  /(x i)  +/'(x1)(jc-x1). 
Para  x  cercano  a  xh  los  puntos  sobre  la  gráfica  de/(x)  están  cerca  de  los  puntos  de  la 
línea  tangente,  por  lo  que  los  valores  y(x )  que  se  obtienen  a  partir  de  esta  ecuación 
pueden  utilizarse  para  aproximar  los  correspondientes  valores  de  f(x).  En  esta  sección 
aplicaremos  la  linealización  como  una  forma  de  analizar  ecuaciones  diferenciales  no 
lineales  y  sistemas  no  lineales;  la  idea  es  efectuar  su  reemplazo  por  ecuaciones  diferen¬ 
ciales  lineales  y  sistemas  lineales. 

■  Cuenta  deslizante  Comenzamos  esta  sección  afinando  los  conceptos  sobre  estabili¬ 
dad  presentados  en  la  sección  9.2,  de  tal  forma  que  también  se  apliquen  a  los  sistemas  au¬ 
tónomos  no  lineales.  A  pesar  de  que  el  sistema  lineal  X'  =  AX  tenía  solamente  un  punto 
crítico  cuando  det  A  0,  en  la  sección  9.1  observamos  que  un  sistema  no  lineal  puede 
tener  muchos  puntos  críticos.  Por  lo  tanto,  no  podemos  esperar  que  una  partícula  ubicada 
inicialmente  en  X0  permanezca  cercana  a  un  punto  crítico  Xl  dado,  a  menos  que  X0  haya 
sido  colocada  lo  suficientemente  cerca  de  Xt  para  comenzar.  La  partícula  bien  podría  ser 
llevada  a  un  segundo  punto  crítico  X2.  Para  enfatizar  esta  idea  se  considerará  el  sistema 
físico  ilustrado  en  la  figura  9.19,  donde  una  cuenta  se  desplaza  a  lo  largo  de  la  curva 
z  =  /(x)  bajo  la  influencia  de  la  gravedad  sola.  En  la  sección  9.4  demostraremos  que  la 
coordenada  x  de  la  cuenta  satisface  una  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segundo  orden 
x"  =  g(x,  x'),  y  por  lo  tanto,  estableciendo  y  =  x'  satisface  el  sistema  autónomo  no  lineal 

*'  =y 
y'  =  g(x,  y). 

Si  la  cuenta  se  ubica  en  P  =  (x,/( x))  y  dada  una  velocidad  inicial  de  cero,  ésta  permane¬ 
cerá  en  P  siempre  y  cuando/' (x)  =  0.  Si  la  cuenta  se  coloca  cerca  del  punto  crítico  ubicado 
en  x  =  x, ,  se  mantendrá  cerca  de  x  =  x¡  sólo  si  su  velocidad  inicial  no  la  lleva  por  encima  de 
la  “joroba”  localizada  enx  =  x2  hacia  el  punto  crítico  ubicado  enx  =  x3.  Por  lo  tanto,  X(0)  = 
(x(0),  x'(0))  debe  estar  cerca  de  (xb  0). 

En  la  definición  siguiente  expresaremos  la  distancia  que  hay  entre  dos  puntos  X  y  Y 
mediante  IX  —  Yl.  Recuerde  que  si  X  =  (xh  x2, . . . ,  x„)  y  Y  =  (y,,  y2, . . . ,  yn),  entonces 

|X  -  Y|  =  V(x¡  -  y¡)2  +  (x2  -  y2)2  +  ■■■  +  (x„  -  ynf. 


DEFINICIÓN  9.1 


Puntos  críticos  estables 


"N 


Sea  X|  un  punto  crítico  de  un  sistema  autónomo,  y  dejemos  que  X  =  X(i)  exprese 
la  solución  que  satisface  la  condición  inicial  X(0)  =  X0,  donde  X0  A  X,.  Decimos 
que  X,  es  un  punto  crítico  estable  cuando,  dado  cualquier  radio  p  >  0,  existe  un 
radio  correspondiente  r  >  0  tal  que  si  la  posición  inicial  X0  satisface  IX0  -  X ,  I  <  r, 
entonces  la  solución  correspondiente  X(f)  satisface  IX(í)  —  Xxl  <  p  para  toda  t  >  0. 
Si,  además,  lint,  í00X(í)  =  X!  siempre  que  IX0  —  X , I  <  r,  llamamos  a  X,  punto  crí¬ 
tico  estable  asintótico. 


Esta  definición  se  ilustra  en  la  figura  9.20a).  Dado  cualquier  disco  de  radio  p  alrede¬ 
dor  del  punto  crítico  Xh  una  solución  permanecerá  dentro  del  disco  siempre  y  cuando  el 
valor  de  X(0)  =  X0  sea  seleccionado  lo  suficientemente  cerca  de  X,.  No  es  necesario  que 
la  solución  se  acerque  al  punto  crítico  para  que  X!  sea  estable.  Los  nodos  estables,  los 
puntos  en  espiral  estables  y  los  centros  son  ejemplos  de  puntos  críticos  estables  de  siste¬ 
mas  lineales.  Para  enfatizar  que  X0  debe  seleccionarse  cercano  a  X,,  también  se  utiliza  el 
término  punto  crítico  estable  localmente. 

La  definición  de  punto  crítico  inestable  se  obtiene  al  negar  la  definición  9. 1 . 


CAPÍTULO  9  Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  no  lineales 


DEFINICIÓN  9.2 


Punto  crítico  inestable 


Sea  X]  el  punto  crítico  de  un  sistema  autónomo  y  que  X  =  X(f)  exprese  la  solución 
que  satisface  la  condición  inicial  X(0)  =  X0,  donde  X0  =h  Xt.  Decimos  que  X,  es  un 
punto  crítico  inestable  si  existe  un  disco  de  radio  p  >  0  con  la  propiedad  de  que, 
para  cualquier  r  >  0,  existe  al  menos  una  posición  inicial  X0  que  satisface  a  IX0  — 
XJ  <  r,  aun  cuando  la  solución  correspondiente  X(í)  satisfaga  a  IX(í)  —  Xxl  >  p  por 
al  menos  un  t  >  0. 

_ J 

Si  un  punto  crítico  X:  es  inestable,  sin  importar  qué  tan  pequeña  sea  la  cercanía  de  X1( 
siempre  se  puede  encontrar  una  posición  inicial  X0  tal  que  dé  como  resultado  que  la  so¬ 
lución  abandona  algún  disco  de  radio  p  en  algún  tiempo  t  ubicado  en  el  futuro.  Consulte 
la  figura  9.20 tí).  Por  lo  tanto,  los  nodos  inestables,  los  puntos  inestables  en  espiral  y  los 
puntos  de  equilibrio  son  ejemplos  de  puntos  críticos  inestables  de  sistemas  lineales.  En 
la  figura  9.19,  el  punto  crítico  ( x2 ,  0)  es  inestable.  El  ligero  desplazamiento,  o  velocidad 
inicial,  provoca  un  alejamiento  de  la  cuenta  respecto  al  punto  (j c2,/(x2)). 


Ejemplo  1  Punto  crítico  estable 

Demuestre  que  (0,  0)  es  un  punto  crítico  estable  del  sistema  autónomo  plano  no  lineal 

x'  =  —  y  —  xV ' x2  +  y2 
y'  =  x  -  y \Zx2  +  y2 

considerado  en  el  ejemplo  6  de  la  sección  9.1. 


Solución  En  el  ejemplo  6  de  la  sección  9.1,  demostramos  que  en  coordenadas  polares 

1 

r  = - ,  6  =  t  +  c2, 

t  +  Ci 

es  la  solución  del  sistema.  Si  X(0)  =  (r0,  90)  es  la  condición  inicial  en  coordenadas  po¬ 
lares,  entonces 

r  =  — ,  8  =  t+90. 

r0t  +  1 

Observe  que  r  <  r0  para  t  >  0,  y  r  se  aproxima  a  (0,  0)  a  medida  que  t  aumenta.  Por  lo 
tanto,  dado  p  >  0,  una  solución  que  comienza  en  menos  de  p  unidades  a  partir  de  (0,  0) 
permanece  dentro  de  p  unidades  del  origen  para  toda  í  >  0.  De  aquí  que  el  punto  crítico 
(0,  0)  sea  estable  y,  de  hecho,  asintóticamente  estable.  En  la  figura  9.21  se  muestra  una 
solución  típica.  O 


Figura  9.21  Punto  crítico 
asintóticamente  estable 


Ejemplo  2  Punto  crítico  inestable 

Un  sistema  autónomo  plano,  cuando  se  expresa  en  coordenadas  polares,  toma  la  forma 

dr 

—  =  0.05r(3  -  r) 
dt 

cffl  _ 
dt 

Demuestre  que  (x,  y)  =  (0,  0)  es  un  punto  crítico  inestable. 

Solución  Puesto  que  x  =  r  eos  0  y  v  =  r  sen  0,  tenemos 

dx  d9  dr 

—  =  —  r  sen  8 - 1 - eos  0 

dt  dt  dt 

dy  dO  dr 

—  =  r  eos  0 - 1-  —  sen  0. 

dt  dt  dt 
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Figura  9.22  Punto  crítico 
inestable 


A  partir  de  dr/dt  =  0.05r(3  —  r)  observamos  que  drldt  =  0  cuando  r  =  0,  y  podemos 
concluir  que  (x,  y)  =  (0,  0)  es  un  punto  crítico  si  sustituimos  r  =  0  en  el  nuevo  sistema. 

La  ecuación  diferencial  dr/dt  =  0.05  r  (3  —  r)  es  una  ecuación  logística  que  puede 
resolverse  mediante  la  separación  de  variables.  Si  r(0)  =  r0  y  r0  =h  0,  entonces 

_  3 

'  ~~  1  +  c0e-°15'’ 


donde  c0  =  (3 


rQ)/r0.  Puesto  que 


lím 


3 

1  +  c0e“015t 


=  3, 


se  puede  deducir  que  no  importando  qué  tan  cerca  de  (0,  0)  empiece  una  solución,  ésta 
rebasará  un  disco  de  radio  1  respecto  al  origen.  Por  lo  tanto,  (0,  0)  es  un  punto  crítico 
inestable.  En  la  figura  9.22  se  muestra  una  solución  típica  que  comienza  cerca  de  (0,  0). 

□ 


linealización  Rara  vez  es  posible  determinar  la  estabilidad  del  punto  crítico  de  un 
sistema  no  lineal  calculando  soluciones  explícitas,  como  en  los  ejemplos  1  y  2.  En  lugar 
de  hacer  esto,  reemplazamos  el  término  g(X)  en  el  sistema  autónomo  original  X'  =  g(X) 
por  un  término  lineal  A(X  -  X, )  que  se  aproxime  lo  más  posible  a  g(X)  en  las  cercanías 
de  Xj.  Este  proceso  de  reemplazo,  llamado  linealización,  se  mostrará  en  primera  instan¬ 
cia  para  la  ecuación  diferencial  de  primer  orden  x'  =  g(x). 

Una  ecuación  de  la  línea  tangente  a  la  curva  y  =  g(x)  en  x  =  x¡  es  y  =  g(; cx)  + 
g'(x i)  (x  —  x^,  y  si  x¡  es  un  punto  crítico  de  x'  =  g(x),  tenemos 

X'  =  g(x)  ®  g' (X\)(x  ~  X|). 

La  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  lineal 


X'  =  g'(xt)(x  ~  Xj) 

es  x  =  x¡  +ceXl>,  donde  Aj  =  g'(xt).  Por  lo  tanto,  g'(x¡)  <  0,  entonces  x(í)  se  aproxima 
a  x,.  El  teorema  9.2  afirma  que  se  presenta  el  mismo  comportamiento  en  la  ecuación 
diferencial  original  siempre  y  cuando  el  valor  de  x(0)  =  x0  sea  seleccionado  lo  suficien¬ 
temente  cercano  al  de  x¡. 


Las  ecuaciones  dife¬ 
renciales  autónomas 
de  primer  orden  se 
estudiaron  en  La  sec¬ 
ción  2.1. 


TEOREMA  9.2 


Criterio  de  estabilidad  parax' 


Sea  x1  un  punto  crítico  de  la  ecuación  diferencial  autónoma  x'  =  g(x),  donde  g  es 
diferenciable  en  x¡. 


a)  Si  g'(xi)  <  0,  entonces  x¡  es  un  punto  crítico  estable  asintóticamente. 

b )  Si  g'(xi)  >  0,  entonces  x,  es  un  punto  crítico  inestable. 
_ _ _ ) 


Figura  9.23  tt/4  es  asintótica¬ 
mente  estabLe;  5tt /4  es  inestabLe 


Ejemplo  3  Estabilidad  en  una  ecuación  diferencial  no  lineal 
de  primer  orden 

Tanto  x  =  7r/4  como  x  =  5  tt/4  son  puntos  críticos  de  la  ecuación  diferencial  autónoma 
x'  =  eos  x  —  sen  x.  Esta  ecuación  diferencial  es  difícil  de  resolver  explícitamente;  sin 
embargo,  podemos  utilizar  el  teorema  9.2  para  predecir  el  comportamiento  de  las  solu¬ 
ciones  en  las  cercanías  de  estos  dos  puntos  críticos. 

Puesto  que  g'(x)  =  —  senx  —  cosx,  g'(7r/4)  =  —  V2  <  0  y  g'/STr/A)  =  V2  >  0.  Por  lo 
tanto  x  =  ir/ 4  es  un  punto  crítico  estable  asintóticamente,  pero  x  =  5ir/4  es  inestable.  En 
la  figura  9.23  utilizamos  un  método  numérico  para  investigar  las  soluciones  que  comen¬ 
zaban  cerca  de  (0,  tt/4)  y  (0,  5-7T/4).  Observe  que  las  curvas  solución  que  empiezan  cerca 
de  (0,  57r/4)  se  mueven  alejándose  rápidamente  de  la  línea  x  =  5 tt/4,  tal  como  se  había 
anticipado. 
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Ejemplo  4  AnáLisis  de  estabilidad  de  la  ecuación  diferencial  logística 

Sin  resolverla  explícitamente,  analice  los  puntos  críticos  de  la  ecuación  diferencial  logís- 

r 

tica  (vea  la  sección  2.8)  x'  =  —  x(K  —  x),  donde  ry  K  son  constantes  positivas. 

Solución  Los  dos  puntos  críticos  son  x  =  0  y  x  =  K.  Puesto  que 

g'M  =  ^(K~  2x), 

A 

g'( 0)  =  r  y  g'(K)  =  —  r.  Por  lo  tanto,  podemos  concluir  que  x  =  0  es  un  punto  crítico 
inestable  y  x  =  K  es  un  punto  crítico  estable  asintóticamente.  □ 


M  Matriz  jacobiana  Se  puede  llevar  a  cabo  un  análisis  similar  para  un  sistema  autóno¬ 
mo  plano.  Una  ecuación  del  plano  tangente  a  la  superficie  z  =  g(x,  y)  en  X!  =  (jq,  y^  es 


^  =  g(* i.  yi)  + 

ÓX 


( X  ~  X\)  +  ~~ 

bi.yi)  dy 


bl>  Vi) 


(y  ~  yil 


y  g(x,  y)  puede  ser  aproximada  por  su  plano  tangente  en  las  cercanías  de  X,. 

Cuando  Xt  es  un  punto  crítico  del  sistema  autónomo  plano,  P(xu  y , )  =  Q(xh  y,)  =  0 
y  tenemos 


,  ,  i  dP 

x  =  P{x,  y)  «  — 

ÓX 


,  .  dP 

\X  ~  xx)  +  — 

bi.n)  óy 


bi-  vi) 


(y  -  yO 


,  ,  dQ 

y  =  Q{x,  y)  «  — 

OX 


bi.yO 


(x 


dy 


bi.  vi) 


(y  -  yO- 


El  sistema  original  X'  =  g(X)  puede  ser  aproximado  en  las  cercanías  del  punto  crítico  X, 
mediante  el  sistema  lineal  X'  =  A(X  —  X,),  donde 


/  dP 

dP 

\ 

dx 

bi.y.)  dy 

(*1.  >l) 

dQ 

dQ 

\  dx 

bi.y.)  dy 

b„y,)/ 

Esta  matriz  se  conoce  con  el  nombre  de  matriz  jacobiana  en  X¡  y  se  expresa  como 
g'(X!).  Si  establecemos  H  =  X  -  Xl5  entonces  el  sistema  lineal  X'  =  A(X  —  X¡)  se 
convierte  en  H'  =  AH,  que  es  de  la  forma  del  sistema  lineal  analizado  en  la  sección  9.2. 
El  punto  crítico  X  =  X!  para  X'  =  A(X  —  X¡  )  corresponde  ahora  al  punto  crítico  H  =  0 
para  H'  =  AH.  Si  los  valores  propios  de  A  tienen  partes  reales  negativas,  entonces,  por 
el  teorema  9.1,  0  es  un  punto  crítico  estable  asintóticamente  para  H'  =  AH.  Si  existe  un 
valor  propio  que  tenga  parte  real  positiva,  H  =  0  es  un  punto  crítico  inestable.  El  teo¬ 
rema  9.3  afirma  que  se  puede  llegar  a  la  misma  conclusión  para  el  punto  crítico  X,  del 
sistema  original. 


TEOREMA  9.3 


Criterio  de  estabilidad  para  los 
sistemas  autónomos  planos 


Sea  X,  un  punto  crítico  del  sistema  autónomo  plano  X'  =  g(X),  donde  P(x,  y)  y  Q(x,  y) 
tienen  primeras  derivadas  parciales  continuas  en  las  cercanías  de  Xt. 

a )  Si  los  valores  propios  de  A  =  g'(X,)  tienen  parte  real  negativa,  entonces  X,  es 
un  punto  crítico  estable  asintóticamente. 

b)  Si  A  =  g'(X|)  tiene  un  valor  propio  con  parte  real  positiva,  entonces  X!  es  un 
punto  crítico  inestable. 


9.3  Linealización  y  estabilidad  local 
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- 1 - 1 -  X 

-2  -1 

Figura  9.24  El  punto  parece  ser 
un  punto  espiral  estabLe 


Ejemplo  5  Análisis  de  estabilidad  de  sistemas  no  lineales 

Clasifique  (si  es  posible)  como  estables  o  inestables  los  puntos  críticos  de  cada  uno  de 
los  sistemas  autónomos  planos  siguientes. 

a)  x'  =  x2  +  y2  —  6  b)  x'  =  0.01x(100  —  x  —  y) 

y'  =  x2  -  y  y'  =  0.05y(60  -y-  0.2x) 


Solución  Los  puntos  críticos  de  cada  sistema  se  determinaron  en  el  ejemplo  4  de  la 
sección  9.1. 

a)  Los  puntos  críticos  son  ( \/2,  2)  y  (—  \Í2,  2),  la  matriz  jacobiana  es 


g'(X) 


(2x  2y\ 

\2x  - 1  / 


por  lo  que 

W«V^,2))-(^|  _«)  ,  A2 


g'((- V2,2)) 


/— 2V2  4\ 
V-2\/2  -1/ 


Como  el  determinante  de  A3  es  negativo,  Ai  tiene  un  valor  propio  real  positivo.  Por 
lo  tanto,  (\/ 2,  2)  es  un  punto  crítico  inestable.  La  matriz  A2  tiene  un  determinante  y 
una  traza  negativa,  por  lo  que  ambos  valores  propios  tienen  partes  reales  negativas. 
Se  puede  deducir  entonces  que  (  —  \Í2,  2)  es  un  punto  crítico  estable. 
tí)  Los  puntos  críticos  son  (0,  0),  (0,  60),  (100,  0)  y  (50,  50),  la  matriz  jacobiana  es 


g'(X)  = 


0.01(100  -  2x  -  y)  -  O.Olx 

-O.Oly  0.05(60  -  2y  -  0.2*) 


por  lo  que 

3) 

A3  =  g'((100,  0))  =  (~lo 


A2  =  g'((0,  60)) 


A4  =  g'((50,  50))  = 


-0.5 

-0.5 


Como  la  matriz  A!  tiene  un  determinante  positivo  y  una  traza  positiva,  ambos  valores 
propios  tienen  partes  reales  positivas.  Por  lo  tanto,  (0,  0)  es  un  punto  crítico  inestable. 
Los  determinantes  de  las  matrices  A2  y  A3  son  negativos,  y  así,  en  cada  caso,  uno  de  los 
valores  propios  es  positivo.  De  este  modo,  tanto  (0,  60)  como  (100,  0)  son  puntos  críticos 
inestables.  Puesto  que  la  matriz  A4  tiene  un  determinante  positivo  y  una  traza  negativa, 
(50,  50)  es  un  punto  crítico  estable. 


En  el  ejemplo  5  no  calculamos  r2  —  4A  (como  en  la  sección  9.2)  e  intentamos  cla¬ 
sificar  los  puntos  críticos  como  nodos  estables,  puntos  espirales  estables,  puntos  de 
equilibrio,  etc.  Por  ejemplo,  para  X[  =  (—  '\/2,  2)  en  el  ejemplo  4(a),  t2  —  4A  <  0,  y  si 
el  sistema  fuera  lineal,  podríamos  haber  concluido  que  X!  era  un  punto  espiral.  La  figura 
9.24  muestra  varias  curvas  solución  cercanas  a  X3  obtenidas  mediante  un  método  numé¬ 
rico,  y  cada  solución  parece  crecer  en  espiral  hacia  el  punto  critico. 

■  Clasificación  de  los  puntos  críticos  Es  natural  preguntarse  si  es  posible  inferir 
más  información  geométrica  acerca  de  las  soluciones  cercanas  al  punto  crítico  X:  de 
un  sistema  autónomo  no  lineal  a  partir  de  un  análisis  del  punto  crítico  del  sistema  lineal 
correspondiente.  La  respuesta  se  resume  en  la  figura  9.25;  sin  embargo,  deben  atenderse 
los  comentarios  siguientes. 

i)  En  cinco  casos  distintos  (nodo  estable,  punto  espiral  estable,  punto  espiral  inestable, 
nodo  inestable  y  equilibrio)  el  punto  crítico  se  puede  categorizar  como  el  punto 
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A 


\ 


espiral 

estable 


espiral 

inestable 


j  T2  =  4A 


equilibrio 


Figura  9.25  Resumen  de  geometría 

crítico  en  el  sistema  lineal  correspondiente.  Las  soluciones  tienen  las  mismas  carac¬ 
terísticas  geométricas  generales  que  las  soluciones  del  sistema  lineal,  y  conforme 
se  acercan  a  las  inmediaciones  de  X!  el  parecido  es  mayor. 

ii)  Si  t2  =  4A  y  t  >  0,  el  punto  crítico  X!  es  inestable;  sin  embargo,  para  este  caso  en 
el  límite,  todavía  no  podemos  decidir  si  ^  es  una  espiral  estable,  un  nodo  inestable 
o  un  nodo  degenerado  inestable.  De  manera  similar,  si  r2  =  4A  y  t  <  0,  el  punto 
crítico  X!  es  estable  pero  puede  ser  una  espiral  estable,  un  nodo  estable  o  un  nodo 
degenerado  estable. 

iii)  Si  t  =  0  y  A  >  0,  los  valores  propios  de  A  =  g'(X)  son  imaginarios  puros,  y  para 
este  caso  en  el  límite  X[  puede  ser  una  espiral  estable,  una  espiral  inestable  o  un 
centro.  De  este  modo,  todavía  no  es  posible  determinar  si  X!  es  estable  o  inestable. 


Ejemplo  6  Clasificación  de  los  puntos  críticos  de  un  sistema  no  lineal 
Clasifiquemos  cada  punto  crítico  del  sistema  autónomo  plano  del  ejemplo  5b)  como 
nodo  estable,  punto  espiral  estable,  punto  espiral  inestable,  nodo  inestable  o  punto  de 
equilibrio. 

Solución  Para  la  matriz  A:  correspondiente  a  (0,  0),  A  =  3,  r  =  4,  y  así  t2  —  4A  =  4. 
Por  lo  tanto,  (0,  0)  es  un  nodo  inestable.  Los  puntos  críticos  (0,  60)  y  (100,  0)  son  equi¬ 
librios,  ya  que  A  <  0  en  ambos  casos.  Para  la  matriz  A4,  A  >  0,  r  <  0  y  r2  —  4A  >  0.  Se 
puede  deducir  que  (50,  50)  es  un  nodo  estable.  Experimente  con  un  método  numérico 
para  comprobar  estas  conclusiones.  □ 


Ejemplo  7  Análisis  de  estabilidad  de  un  resorte  flexible 

De  la  sección  3.10,  recuerde  que  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  mx"  +  kx  + 
kp?  =  0,  para  k  >  0,  representa  un  modelo  general  para  las  oscilaciones  libres  no  amor¬ 
tiguadas  de  una  masa  m  conectada  a  un  resorte  no  lineal.  Si  k  =  I  y  k¡  =  —  1,  el  resorte 
se  conoce  como  flexible  y  el  sistema  autónomo  plano  correspondiente  a  la  ecuación  dife¬ 
rencial  no  lineal  de  segundo  orden  x"  +  x  —  x3  =  0  es 


*'  =  y 

y'  =  x3  —  x. 
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Encuentre  y  clasifique  (si  es  posible)  los  puntos  críticos. 


Figura  9.26  Retrato  fase  del 
sistema  no  lineal  del  ejemplo  8 


Solución  Puesto  que  x’  —  x  =  x(x2  —  1),  los  puntos  críticos  son  (0,  0),  (1,  0)  y  (—  1.  0). 
Las  matrices  jacobianas  correspondientes  son 

At  =  g'((0,  0))  =  f  J  A2  =  g'((l,0))  =  g'((— 1,0))  =  Q  J). 

Como  A2  <  0,  los  puntos  críticos  (1,  0)  y  (—1,  0)  son  puntos  de  equilibrio.  Los  valores 
propios  de  la  matriz  A¡  son  ±i,  y  de  acuerdo  con  el  comentario  iii),  el  estado  que  guarda 
el  punto  crítico  en  (0,  0)  permanece  dudoso.  Podría  ser  una  espiral  estable,  una  espiral 
inestable  o  un  centro. 

I  El  método  del  plano  fase  El  método  de  linealización,  cuando  tiene  éxito,  puede 
proporcionar  información  útil  acerca  del  comportamiento  local  de  las  soluciones  cerca¬ 
nas  a  los  puntos  críticos.  Es  de  ayuda  limitada  si  estamos  interesados  en  encontrar  las  so¬ 
luciones  cuya  posición  inicial  X(0)  =  X0  no  sea  cercana  a  un  punto  crítico  o  si  deseamos 
obtener  una  visión  global  de  la  familia  de  curvas  solución.  El  método  del  plano  fase  se 
basa  en  el  hecho  de  que 

dy  dy/dt  Q(x,y ) 
dx  dx/dt  P(x,  y) 

y  tiene  como  objeto  encontrar  y  como  una  función  de  x  utilizando  uno  de  los  métodos 
disponibles  para  resolver  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden  (capítulo  2).  Como  se 
pudo  observar  en  los  ejemplos  8  y  9,  a  menudo  el  método  puede  utilizarse  para  decidir  si 
un  punto  crítico  como  (0,  0)  en  el  ejemplo  7  es  una  espiral  estable,  una  espiral  inestable 
o  un  centro. 


Ejemplo  8  Método  del  plano  fase 

Utilice  el  método  del  plano  fase  para  clasificar  el  único  punto  crítico  (0,  0)  del  sistema 
autónomo  plano 


*  =r 


y  =  x ■ 


Solución  El  determinante  de  la  matriz  jacobiana 


g'(X) 


es  0  en  (0,  0),  por  lo  que  la  naturaleza  del  punto  crítico  (0,  0)  permanece  dudosa.  Utili¬ 
zando  el  método  del  plano  fase,  obtenemos  la  ecuación  diferencial  de  primer  orden 

dy  dy/dt  x 2 
dx  dx/dt  y2’ 

que  puede  resolverse  fácilmente  por  separación  de  variables: 


y2  dy 


x2  dx  o  y3  =  x3  +  c. 


Si  X(0)  =  (0,  yo),  es  posible  deducir  que  y3  =  x3  +  Vq  o  y  =  NKx3  +  yl-  La  figura  9.26 
muestra  un  conjunto  de  curvas  solución  correspondiente  a  las  diferentes  alternativas  para 
y0,  y  la  naturaleza  del  punto  crítico  es  evidente.  Sin  importar  qué  tan  cerca  de  (0,  0)  co¬ 
mience  la  solución,  X(t)  se  aleja  del  origen  conforme  aumenta  t.  El  punto  crítico  en  (0,  0) 
es,  por  lo  tanto,  inestable. 


Ejemplo  9  Análisis  del  plano  fase  de  un  resorte  flexible 

Utilice  el  método  del  plano  fase  para  determinar  la  naturaleza  de  las  soluciones  de  x"  + 

x  —  x3  =  0  en  las  cercanías  de  (0,  0). 
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Solución  Si  establecemos  dxldt  =  y,  entonces  dy/dt  =  x3  —  x.  A  partir  de  lo  anterior 
obtenemos  la  ecuación  diferencial  de  primer  orden 


dy  dy/dt  x3  —  x 

dx  dx/dt  y 


que  puede  resolverse  por  separación  de  variables.  Integrando 

.,2  „4 


y  dy  = 


y"  x’  x2 

(x  —  x)  dx  obtenemos  —  = - he. 

2  4  2 


Después  de  completar  el  cuadrado,  podemos  escribir  la  solución  como  y2  =  (x 2 
+  c0.  Si  X(0)  =  ( x0 ,  0),  donde  0  <  x0  <  1,  entonces  c0  =  —  (xq  —  l)2/2,  y  así 

2  _  C*2  ~  l)2  _  (*o  ~  O2  _  (2  -  x2  -  Xo)(xjj  -  x2) 

y  ~  2  2  ~  2 


lf/2 


Observe  que  y  =  0  cuando  x  =  —x0.  Además,  el  miembro  derecho  de  la  ecuación  es 
positivo  cuando  —  x0  <x  <x0,  por  lo  que  cada x  tiene  dos  valores  y  correspondientes.  La 
solución  X  =  X(í)  que  satisface  X(0)  =  (x0,  0)  es,  por  lo  tanto,  periódica,  y  de  este  modo 
(0,  0)  es  un  centro. 

La  figura  9.27  muestra  una  familia  de  curvas  solución  o  un  retrato  fase  del  sistema 
original.  Utilizamos  el  sistema  autónomo  del  plano  original  para  determinar  las  direccio¬ 
nes  indicadas  en  cada  trayectoria. 


Figura  9.27  Retrato  fase  del 
sistema  no  lineal  del  ejemplo  9 


EJERCICIOS  9.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-22. 


1 .  Demuestre  que  (0,  0)  es  un  punto  crítico  estable  asintóti- 
co  del  sistema  autónomo  no  lineal 

x'  =  ax  —  fiy  +  y2 
y'  =  px  +  ay  —  xy 

cuando  a  <  0  y  un  punto  crítico  inestable  cuando  a  >  0. 
[Sugerencia:  Transforme  a  coordenadas  polares.] 

2.  Cuando  se  expresa  en  coordenadas  polares,  un  sistema 
plano  autónomo  toma  la  forma 

dr  ,  , 

-  -  <"-(5  -  r) 

—  -  ¡ 
dt 

Demuestre  que  (0,  0)  es  un  punto  crítico  estable  asintóti- 
camente  si,  y  sólo  si,  a  <  0. 


En  los  problemas  del  3  al  10,  sin  resolver  explícitamente,  cla¬ 
sifique  los  puntos  críticos  de  la  ecuación  diferencial  autónoma 
de  primer  orden  como  asintóticamente  estable  o  inestable.  Se 
supone  que  todas  las  constantes  son  positivas. 


3. 

5. 

7. 

8. 


dx 

dt 

dT 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 


=  kx(n  +  1  — 
=  k(T  -  r0) 
=  k(a  —  x)(/3 
=  k(a  —  x)(/3 


dx  x 

x)  4.  —  =  —  kx  ln  — ,  x  >  0 
dt  k 

dv 

6.  m  —  =  mg  —  kv 
dt 


—  x),  a>  1 3 


—  x)(y  —  x),  a  >  ¡3  >  y 


9.  —  =  P(a  —  bP){  1  —  cP  '),  P  >  0,  a  <  be 
dt 

10.  —  =  kVAÍK  -  VA),  A  >  0 
dt 


En  los  problemas  del  1 1  al  20,  clasifique  (si  es  posible)  cada 
punto  crítico  del  sistema  autónomo  plano  que  se  proporciona 
como  nodo  estable,  punto  espiral  estable,  punto  espiral  inesta¬ 
ble,  nodo  inestable  o  punto  de  equilibrio. 


11.  x'  =  1  —  2xv 
y'  =  2xy  —  y 
13.  x'  =  y  -  x2  +  2 
y'  =  x2  —  xy 
15.  x'  =  —  3x  +  y2  +  2 
y'  =  x2  —  y2 
17.  x'  =  — 2xy 

y'  =  y  —  x  +  xy  —  y 
19.  x'  =  x(10  —  x  —  |y) 

y'  =  >'(16  -  y  ~  x) 


12. 

x' 

=  X2- 

-y2- 

- 1 

>' 

=  2y 

14. 

X ' 

=  2x  - 

->2 

y' 

=  “> 

+  xy 

16. 

x' 

=  xy  - 

-  3y  - 

-  4 

y' 

=  >2- 

-x2 

18. 

x’ 

=  x(l 

-x2 

-3y2) 

y' 

=  >(3 

-X2 

—  3y2) 

20. 

x' 

II 

l 

+ 

V 

+  10 

En  los  problemas  del  21  al  26,  clasifique  (si  es  posible)  cada 
punto  crítico  de  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  dada 
como  nodo  estable,  punto  espiral  estable,  punto  espiral  inesta¬ 
ble,  nodo  inestable  o  punto  de  equilibrio. 


21 .  6"  =  (eos  6  —  0.5)  sen  0,  101  <  ir 

22.  x"  +  x  =  (1  -  3(x')V  -  *2 


9.3  Linealización  y  estabilidad  local 


467 


23.  x"  +  x'(l  —  x 3)  —  x2  =  O 


24.  x"  +  4 — X  ,  +  2x'  =  O 

1  +  x2 

25.  x"  +  x  =  ex3  para  e  >  O 

„  d 

26.  x  +  x  —  exlxl  =  0  para  e  >  O  [Sugerencia:  — xlxl  =  21x1.] 

dx 

27.  Demuestre  que  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de  se¬ 
gundo  orden 

(1  +  a2x2)x"  +  (¡3  +  a2(x')2)x  =  0 
tiene  un  punto  de  equilibrio  en  (0,  0)  cuando  (3  <  0. 

28.  Demuestre  que  el  sistema  dinámico 

x'  =  —  ax  +  xy 
/  =  1  -  (3y  -  x2 

tiene  un  punto  crítico  único  cuando  a/3  >  1,  y  pruebe 
que  este  punto  crítico  es  estable  cuando  f3  >  0. 

29.  a )  Demuestre  que  el  sistema  autónomo  plano 

x'  =  -x  +  y  -  x3 
y'  =  -x  -  y  +  y2 

tiene  dos  puntos  críticos;  para  ello  trace  las  gráficas 
de  —x  +  y  —  x3  =  0  y  — x  —  y  +  y2  =  0.  Clasifique 
el  punto  crítico  en  (0,  0). 

b)  Demuestre  que  el  segundo  punto  crítico  Xt  = 
(0.88054,  1.56327)  es  un  punto  de  equilibrio. 

30.  a)  Demuestre  que  (0,  0)  es  el  único  punto  crítico  de  la 

ecuación  diferencial  de  Raleigh 

x"  +  e(  |  (x')3  —  x')  +  x  =  0. 

b)  Demuestre  que  (0,  0)  es  inestable  cuando  e  >  0. 
¿Cuándo  es  (0,  0)  un  punto  espiral  inestable? 

c)  Demuestre  que  (0,  0)  es  estable  cuando  e  <  0. 
¿Cuándo  es  (0,  0)  un  punto  espiral  estable? 

d)  Demuestre  que  (0,  0)  es  un  centro  cuando  e  =  0. 

31.  Utilice  el  método  del  plano  fase  para  demostrar  que 
(0,  0)  es  un  centro  de  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de 
segundo  orden  x"  +  2x3  =  0. 

32.  Mediante  el  método  del  plano  fase,  demuestre  que  la 
solución  a  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segundo 
orden  x"  +  2x  —  x2  =  0  que  satisface  x(0)  =  1  y  x'(0)  = 
0  es  periódica. 

33.  a )  Encuentre  los  puntos  críticos  del  sistema  autónomo 

plano 

x'  =  2xy 

y'  =  1  —  x2  +  y2, 

y  demuestre  que  la  linealización  no  proporciona  infor¬ 
mación  acerca  de  la  naturaleza  de  estos  puntos  críticos. 

b )  Utilice  el  método  del  plano  fase  para  demostrar  que 
ambos  puntos  críticos  encontrados  en  a)  son  cen¬ 
tros.  [Sugerencia:  Establezca  u  =  y2/x  y  demuestre 
que  (x  -  c)2  +  y2  =  c2  -  1 .] 


34.  El  origen  es  el  único  punto  crítico  de  la  ecuación  dife¬ 
rencial  no  lineal  de  segundo  orden  x"  +  (x')2  +  x  =  0. 

a)  Demuestre  que  el  método  del  plano  fase  conduce  a  la 
ecuación  diferencial  de  Bemoulli  dyldx  =  —  y  —  xy^1. 

b)  Demuestre  que  la  solución  que  satisface  x(0)  =  \  y 
x'(0)  =  0  es  no  periódica. 

35.  Una  solución  de  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de  se¬ 
gundo  orden  x"  +  x  —  x3  =  0  satisface  x(0)  =  0  y  x'(0) 
=  v0.  Utilice  el  método  del  plano  fase  para  determinar 
cuándo  la  solución  resultante  es  periódica.  [Sugerencia: 
Consulte  el  ejemplo  9.] 

36.  La  ecuación  diferencial  no  lineal  x"  +  x  =  1  +  ex2  apa¬ 
rece  en  el  análisis  del  movimiento  de  los  planetas  que 
utiliza  la  teoría  de  la  relatividad.  Clasifique  (si  es  po¬ 
sible)  todos  los  puntos  críticos  del  sistema  autónomo 
plano  correspondiente. 

37.  Cuando  en  un  circuito  LRC  está  presente  un  capacitor 
no  lineal,  la  caída  de  voltaje  ya  no  se  representa  como 
q/C,  sino  que  puede  describirse  con  mayor  precisión 
mediante  aq  +  ¡3q3,  donde  ay  ¡3  son  constantes  y  a  >  0. 
La  ecuación  diferencial  (34)  de  la  sección  3.8  del  circui¬ 
to  libre  puede  reemplazarse  entonces  por 

d2q  dq  , 

L  — 0 — b  R - b  aq  +  ¡3q  =  0. 


Encuentre  y  clasifique  todos  los  puntos  críticos  de  esta 
ecuación  diferencial  no  lineal.  [ Sugerencia :  En  los  dos 
casos,  divida  ¡3  >  0  y  /3  <  0.] 

38.  La  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segundo  orden 

mx"  +  kx  +  &¡x3  =  0, 


para  k  >  0,  representa  un  modelo  general  para  las  osci¬ 
laciones  no  amortiguadas  libres  de  una  masa  m  conec¬ 
tada  a  un  resorte.  Si  7,  >  0,  el  resorte  se  llama  rígido 
(consulte  el  ejemplo  1  de  la  sección  3.10).  Determine  la 
naturaleza  de  las  soluciones  de  x"  +  x  +  x3  =  0  en  las 
cercanías  de  (0,  0). 


39.  La  ecuación  diferencial  no  lineal 


— 7T  +  send  = 
dt2 


1 

2 


puede  interpretarse  como  un  modelo  para  cierto  péndulo 
con  una  función  constante  de  manejo. 


a)  Demuestre  que  (rr/6,  0)  y  (5tt/6,  0)  son  puntos  críti¬ 
cos  del  sistema  autónomo  plano  correspondiente. 

b)  Clasifique  el  punto  crítico  (577/6,  0)  mediante  linea¬ 
lización. 

c)  Utilice  el  método  del  plano  fase  para  clasificar  el 
punto  crítico  (77/6,  0). 

40.  a)  Demuestre  que  (0,  0)  es  un  punto  crítico  aislado  del 
sistema  autónomo  plano 

x'  =  x4  —  2xy3 


/  o  3  4 

y  =  Zx  y  —  y 
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sin  embargo,  esa  linealización  no  proporciona  nin¬ 
guna  información  útil  acerca  de  la  naturaleza  de  este 
punto  crítico. 

b)  Utilice  el  método  del  plano  fase  para  demostrar  que 
x3  +  y3  =  3 cxy.  Esta  curva  clásica  se  llama  hoja  de 
Descartes.  Las  ecuaciones  paramétricas  de  una  hoja 
son 

3  ct  3ct2 


[Sugerencia:  La  ecuación  diferencial  en  x  y  y  es  ho¬ 
mogénea.] 

c)  Utilice  una  herramienta  de  graficación  o  un  método 
numérico  para  obtener  las  curvas  solución.  Con  ayuda 
del  retrato  fase,  ¿podría  clasificar  usted  el  punto  crí¬ 
tico  como  estable  o  inestable?  ¿Podría  clasificar  el 
punto  crítico  como  un  nodo,  un  punto  de  equilibrio, 
un  centro  o  un  punto  espiral?  Explique  su  respuesta. 


I 

I  Introducción  Muchas  aplicaciones  de  física  conducen  al  planteamiento  de  ecua¬ 
ciones  diferenciales  autónomas  no  lineales  de  segundo  orden,  esto  es,  a  ecuaciones 
diferenciales  de  la  forma  x"  =  g(x,  x').  Por  ejemplo,  en  el  análisis  del  movimiento  libre 
amortiguado  de  un  sistema  resorte-masa  visto  en  la  sección  3.8,  supusimos  que  la  fuerza 
de  amortiguamiento  era  proporcional  a  la  velocidad  x'  y  que  el  modelo  resultante  tnx"  = 
~/3x'  -kxes  una  ecuación  diferencial  lineal.  Sin  embargo,  cuando  la  magnitud  de  la  fuer¬ 
za  de  amortiguamiento  es  proporcional  al  cuadrado  de  la  velocidad,  la  nueva  ecuación 
diferencial  mx"  =  -fix'\x'\  -  kx  es  no  lineal.  Y  el  sistema  autónomo  plano  correspondien¬ 
te  es  no  lineal: 


9.4  Sistemas  autónomos  como  modelos 
matemáticos 


y 


k 


—  x. 
m 


En  esta  sección,  analizaremos  también  el  péndulo  no  lineal,  el  movimiento  de  una 
cuenta  al  desplazarse  por  una  curva,  los  modelos  depredador-presa  de  Lotka-Volterra  y 
el  modelo  de  competencia  de  Lotka-Volterra.  En  estos  ejercicios  se  presentan  modelos 
adicionales. 


■  Péndulo  no  lineal  En  la  fórmula  (6)  de  la  sección  3.10  mostramos  que  el  ángulo 
de  desplazamiento  d  de  un  péndulo  simple  satisface  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de 
segundo  orden 


Cuando  establecemos  x  =  8  y  y  =  6',  esta  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  puede 
escribirse  de  nuevo  como  el  sistema  dinámico 


x  =  y 


y  =  — -  sen  x. 


Los  puntos  críticos  son  (±/nr,  0),  y  se  demuestra  fácilmente  que  la  matriz  jacobiana  es 


g'(( 


Si  k  =  2n  +  1,  A  <  0,  por  lo  que  todos  los  puntos  críticos  (±(2 n  +  1)77,  0)  son  puntos 
de  equilibrio.  En  particular,  el  punto  crítico  en  (77,  0)  es  inestable,  tal  como  se  esperaba. 
Consulte  la  figura  9.28.  Cuando  k  =  2 n,  los  valores  propios  son  imaginarios  puros,  por 
lo  que  la  naturaleza  de  estos  puntos  críticos  es  dudosa.  Como  hemos  supuesto  que  no 


a )  0  =  0,  9'  =  0 


b)  0  =  n,  6'  =  0 


Figura  9.28  (0,  0)  es  estable; 

(77,  0)  es  inestabLe 
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existen  fuerzas  de  amortiguamiento  actuando  sobre  el  péndulo,  esperamos  que  todos 
los  puntos  críticos  (±2 wr,  0)  sean  centros.  Lo  anterior  puede  comprobarse  utilizando  el 
método  del  plano  fase.  A  partir  de 


Figura  9.29  Retrato  fase  de  un 
péndulo  no  lineal 


dy 

dx 

es  posible  deducir  que  y 2 

Si  X(0)  =  (x0,  0),  entonces  y 


g  senjt 


dy/dt 
dx/dt 

2 1 

l 

28  ,  s 

—  (cosx  —  cosx0j. 


eos  X  +  c. 


Observe  que  y  =  0  cuando  x  =  —  x0,  y  que  (2g//)(cos  x  —  eos  x0)  >  0  para  Ixl  <  lx0[  <  77. 
Por  lo  tanto,  cada  x  tiene  dos  valores  correspondientes  de  y,  y  así  la  solución  X  =  X(t) 
que  satisface  X(0)  =  (x0,  0)  es  periódica.  Podemos  concluir  que  (0,  0)  es  un  centro. 
Observe  que  x  =  6  aumenta  para  las  soluciones,  tal  como  la  solución  trazada  en  negro  en 
la  figura  9.29,  que  corresponden  a  velocidades  iniciales  elevadas.  En  este  caso  el  péndu¬ 
lo  gira  respecto  a  su  pivote  en  círculos  completos. 


Ejemplo  1  Soluciones  periódicas  de  La  ecuación  diferencial  del  péndulo 
A  un  péndulo  en  posición  de  equilibrio,  con  d  =  0,  se  le  proporciona  una  velocidad  angular 
inicial  de  to0  rad/s.  Determine  en  qué  condiciones  el  movimiento  resultante  es  periódico. 


Solución  Se  requiere  examinar  la  solución  del  sistema  autónomo  plano  que  satisface 
X(0)  =  (0,  (o0).  A  partir  de  y2  =  (2 g/l)  eos  x  +  c  se  puede  deducir  que 


y 


2 


COS  X  —  1  3 - (ün 

2  g 


Para  poder  establecer  que  la  solución  X(f)  es  periódica,  basta  demostrar  que  existen 
dos  intersecciones  del  eje  x  =  ±x0  entre  —  77  y  77  y  que  el  lado  derecho  es  positivo  para 
Ixl  <  lx0l.  Por  lo  tanto,  cada  x  tiene  dos  valores  correspondientes  de  y. 

Si  y  =  0,  eos  x  =  1  —  ( U2g)a>Q ,  y  esta  ecuación  tiene  dos  soluciones  x  =  ±x0  entre 
—  77  y  77,  siempre  y  cuando  1  —  ( U2g)a>Q  >  —  1.  Observe  que  (2g//)(cos  x  —  eos  x0)  es 
entonces  positiva  para  Ixl  <  lx0l.  Esta  restricción  en  la  velocidad  angular  inicial  puede 
escribirse  como 


Kl  < 


□ 


Figura  9.30  Fuerzas  que  actúan 
sobre  la  cuenta  deslizante 


■  Oscilaciones  no  lineales:  la  cuenta  deslizante  Suponga,  como  indica  la  figura 
9.30,  que  una  cuenta  con  masa  m  se  desliza  a  lo  largo  de  un  alambre  delgado  cuya  forma 
está  descrita  por  la  función  z  =/(x).  Una  gran  variedad  de  oscilaciones  no  lineales  puede 
obtenerse  cambiando  la  forma  del  alambre  y  realizando  diferentes  suposiciones  acerca 
de  las  fuerzas  que  actúan  sobre  la  cuenta. 

La  fuerza  tangencial  F  debida  al  peso  W  =  mg  tiene  magnitud  mg  sen  6,  y  por  lo  tanto 
la  componente  x  de  F  es  Fx  =  —mg  sen  0  eos  0.  Como  tan  6  =  /'(x),  podemos  utilizar  las 
identidades  1  +  tan20  =  sec20  y  sen20  =  1  —  cos20  para  concluir  que 

Fx  =  —mg  sen  6  eos  6  =  —mg 

Suponemos  (como  en  la  sección  3.8)  que  una  fuerza  amortiguada  D,  actuando  en  direc¬ 
ción  opuesta  al  movimiento,  es  una  constante  múltiple  de  la  velocidad  de  la  cuenta.  La 
componente  x  de  D  es,  por  lo  tanto. 


/'(*) 

1  +  [ f  «r 


Dr 


470 


CAPÍTULO  9  Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  no  lineaLes 


Si  ignoramos  la  fuerza  de  fricción  entre  el  alambre  y  la  cuenta  y  suponemos  que  no  se  ejer¬ 
cen  fuerzas  externas  en  el  sistema,  podemos  deducir  a  partir  de  la  segunda  ley  de  Newton  que 


mx  =  —mg 


/'« 


i  +  [f  M]; 


-  /&', 


y  el  sistema  autónomo  plano  correspondiente  es 


/'(*)  P 
i  +  L f{x)]2  m  y' 


Si  Xj  =  (x1;  y,  )  es  un  punto  crítico  del  sistema,  y,  =  0  y,  por  lo  tanto, /'(xi)  =  0.  Entonces, 
la  cuenta  debe  estar  en  reposo  en  algún  punto  del  alambre  donde  la  línea  tangente  es  ho¬ 
rizontal.  Cuando/es  diferenciable  dos  veces,  en  X¡  la  matriz  jacobiana  es 

g'(xi)  =  í  °  ,  '  \ 

\-gf  C*i)  -P/mJ 

por  lo  que  t  =  ~P Im,  A  =  g/"(x, )  y  r2  —  4A  =  /3 2/nr  —  4g/‘"(x1).  Utilizando  los  resul¬ 
tados  de  la  sección  9.3,  podemos  llegar  a  las  conclusiones  siguientes: 

0  /"(* i)<0: 

Por  lo  tanto,  un  máximo  relativo  se  presenta  en  x  =  x¡,  y  puesto  que  A  <  0,  tenemos 
un  punto  de  equilibrio  inestable  en  X¡  =  (xl5  0). 

ü )  /Vi)  >  0  y  P  >  0: 

Por  lo  tanto,  se  presenta  un  mínimo  relativo  en  x  =  xb  y  como  r  <  0  y  A  >  0,  X ,  = 
(xb  0)  es  un  punto  crítico  estable.  Si  p2  >  Agm2f"(x] ),  el  sistema  es  sobreamorti¬ 
guado  y  el  punto  crítico  es  un  nodo  estable.  Si  p1  <  4 gnrf'fxP,  el  sistema  es  sub¬ 
amortiguado  y  el  punto  crítico  es  un  punto  espiral  estable.  La  naturaleza  exacta  del 
punto  crítico  estable  es  aún  dudosa  cuando  p2  =  Agm2f"(xp. 
iii)  f"(x i)  >  0  y  el  sistema  es  subamortiguado  (j8  =  0): 

En  este  caso,  los  valores  propios  son  imaginarios  puros;  sin  embargo,  el  método  del 
plano  fase  puede  utilizarse  para  demostrar  que  el  punto  crítico  es  un  centro.  Por  lo 
tanto,  las  soluciones  con  X(0)  =  (x(0),  x'(0))  cerca  de  X,  =  (xh  0)  son  periódicas. 


Figura  9.31  -ir/2  y  3tt/2  son 

estables 


Ejemplo  2  Deslizamiento  de  cuentas  a  lo  Largo  de  una  onda  seno 

Una  cuenta  de  10  gramos  se  desplaza  a  lo  largo  de  la  gráfica  de  z  =  sen  x.  De  acuerdo 
con  la  conclusión  ii),  el  mínimo  relativo  en  x¡  =  —tt/2  y  3tt/2  genera  los  puntos  críticos 
estables  (vea  figura  9.31).  Como /"( —  77/2)  =  f "(3  tt/2)  =  1,  el  sistema  será  subamorti¬ 
guado  siempre  que  p2  <  Agm2.  Si  utilizamos  unidades  SI,  m  =  0.01  kg  y  g  =  9.8  m/s2,  y 
así  la  condición  para  un  sistema  subamortiguado  se  convierte  en  p2  <  3.92  X  1 0  3. 

Si  P  =  0.01  es  la  constante  de  amortiguamiento,  ambos  puntos  críticos  son  puntos 
espirales  estables.  Las  dos  soluciones  correspondientes  a  las  condiciones  iniciales  X(0) 
=  (x(0),  x'(0))  =  (— 2ir,  10)  y  X(0)  =  (— 2tt,  15),  respectivamente,  se  obtuvieron  a  partir 
de  un  método  numérico  y  aparecen  en  la  figura  9.32.  Cuando  x'(0)  =  10,  la  cuenta  tiene 
el  impulso  suficiente  como  para  pasar  sobre  la  cima  ubicada  en  x  =  —  3ir/2  pero  no  en 
x  =  tt/2.  La  cuenta  se  acerca  entonces  al  mínimo  relativo  basado  en  x  =  —tt/2.  Si  x'(0) 
=  15,  la  cuenta  tiene  el  impulso  adecuado  como  para  pasar  sobre  las  dos  cimas,  pero 
va  y  viene  en  la  base  del  valle  situado  en  x  =  3tt/2  y  se  acerca  al  punto  (377-/2,  —  1)  del 
alambre.  Realice  sus  propios  experimentos  con  otras  condiciones  iniciales  utilizando  un 
método  numérico. 

La  figura  9.33  muestra  una  colección  de  curvas  solución  obtenidas  a  partir  de  un 
método  numérico  para  el  caso  subamortiguado.  Puesto  que  p  =  0,  los  puntos  críticos 
correspondientes  ax[  =  —tt/2  y  3tt/2  son  ahora  los  centros.  Cuando  X(0)  =  (—277,  10), 
la  cuenta  tiene  el  impulso  suficiente  como  para  pasar  por  todas  las  cimas.  La  figura  tam¬ 
bién  indica  que  cuando  se  libera  una  cuenta  desde  el  punto  de  reposo  hacia  un  punto  del 
alambre  localizado  entre  x  =  —3tt/2  y  x  =  tt/2,  el  movimiento  resultante  es  periódico. 

□ 


-n  n 


Figura  9.32  ¡3  =  0.01 


x' 


Figura  9.33  /8  =  0 
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presas 


Figura  9.34  Soluciones  cercanas 
a  (0,  0) 


■  Modelo  depredador-presa  de  Lotka-Volterra  Una  interacción  depredador-presa 

entre  dos  especies  se  presenta  cuando  alguna  de  las  especies  (el  depredador)  se  alimenta 
de  la  segunda  especie  (la  presa).  Por  ejemplo,  la  lechuza  de  nieve  se  alimenta  casi  exclu¬ 
sivamente  de  un  roedor  muy  común  en  el  ártico  llamado  turón  de  Noruega,  mientras  que 
un  turón  de  Noruega  utiliza  las  plantas  de  la  tundra  ártica  como  su  fuente  principal  de 
alimento.  El  interés  en  el  uso  de  las  matemáticas  para  ayudar  a  explicar  las  interacciones 
entre  un  depredador  y  su  presa  se  ha  visto  estimulado  por  la  observación  de  los  ciclos  de 
población  en  muchos  mamíferos  del  ártico.  En  el  distrito  del  río  MacKenzie  en  Canadá, 
por  ejemplo,  la  presa  principal  del  lince  es  la  liebre,  y  ambas  poblaciones  tienen  un  ciclo 
de  vida  de  10  años  aproximadamente. 

Existen  muchos  modelos  depredador-presa  que  conducen  a  sistemas  autónomos  pla¬ 
nos,  los  cuales  tienen  al  menos  una  solución  periódica.  El  primero  de  tales  modelos  fue 
construido  en  forma  independiente  por  los  biomatemáticos  pioneros  A.  Lotka  (1925)  y 
V.  Volterra  (1926).  Si  x  expresa  el  número  de  depredadores  y  y  el  número  de  presas,  en¬ 
tonces  el  modelo  de  Lotka-Volterra  toma  la  forma 


x'  =  —  ax  +  bxy  =  x(—a  +  by) 
y'  =  —cxy  +  dy  =  y(—cx  +  d). 


donde  a,b,  cy  d  son  constantes  positivas. 

Observe  que  en  ausencia  de  depredadores  (x  =  0),  y’  =  dy,  y  así  el  número  de  presas 
aumenta  en  forma  exponencial.  En  ausencia  de  presas,  x'  =  —  ax,  por  lo  que  la  población 
de  depredadores  se  extingue.  El  término  -cxy  representa  la  tasa  de  mortandad  debida  a  la 
depredación.  Por  lo  tanto,  el  modelo  supone  que  esta  tasa  es  directamente  proporcional 
al  número  de  encuentros  xy  posibles  entre  un  depredador  y  una  presa  en  un  tiempo  t  en 
particular,  y  el  término  bxy  representa  la  contribución  positiva  resultante  hacia  la  pobla¬ 
ción  de  depredadores. 

Los  puntos  críticos  de  este  sistema  autónomo  plano  son  (0,  0)  y  (d/c,  alb),  y  las  matri¬ 
ces  jacobianas  correspondientes  son 


Ai  =  g'((0,0)) 


Y  A2  =  g  ’ {{d/c,  a/b)) 


í  0  bd/  c\ 
\—ac/b  0  / 


El  punto  crítico  en  (0,  0)  es  un  punto  de  equilibrio,  y  la  figura  9.34  muestra  un  perfil 
típico  de  soluciones  que  se  encuentran  en  el  primer  cuadrante  y  cerca  de  (0,  0). 

Puesto  que  la  matriz  A2  posee  valores  propios  imaginarios  puros  A  =  ± \fadi,  el 
punto  crítico  (d/c,  alb)  puede  ser  un  centro.  Esta  posibilidad  puede  investigarse  utilizan¬ 
do  el  método  del  plano  fase.  Como 

dy  )!(~cx  +  d) 
dx  x{—a  +  by )’ 


podemos  separar  variables  y  obtener 

'  ~a  +  by  -ex  +  d 

- dy  =  - dx 

J  y  '  J  * 

por  lo  que 

-a  ln y  +  by  =  ~cx  +  din x  +  cq  o  (xde  cx)(yae  by)  =  c0. 


El  argumento  siguiente  establece  que  todas  las  curvas  solución  originadas  en  el  primer 
cuadrante  son  periódicas. 

En  la  figura  9.35  se  muestran  gráficas  típicas  de  las  funciones  no  negativas  F(x)  = 
xde~cx  y  G(y)  =  yae  by.  No  es  difícil  demostrar  que  F(x)  tiene  un  máximo  absoluto  en  x  = 
d/c,  mientras  que  G(y)  tiene  un  máximo  absoluto  en  y  =  a/b.  Observe  que,  a  excepción 
de  0  y  el  máximo  absoluto,  F  y  G  toman  todos  los  valores  presentes  en  su  rango  precisa¬ 
mente  dos  veces. 

Estas  gráficas  pueden  utilizarse  para  establecer  las  siguientes  propiedades  de  una 
curva  solución  originada  en  un  punto  no  crítico  (x0,  yo)  en  el  primer  cuadrante. 


1.  Si  y  =  a/b,  la  ecuación  F(x)G(y)  =  c0  tiene  exactamente  dos  soluciones  xm  y  xM 
que  satisfacen  xm  <  d/c  <  xM. 
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Figura  9.35  Las  gráficas  de  Fy  G  ayudan  a  establecer  las  propiedades  1,  2  y  3 


2.  Si  xm  <  Xi  <  xM  y  x  =  xh  entonces  F(x)G(y)  =  c0  tiene  exactamente  dos  solucio- 
nes  yx  y  y2  que  satisfacen  y x  <  alb  <  y2. 

3.  Si  x  se  encuentra  fuera  del  intervalo  [xm,  xM\,  entonces  F(x)G(y)  =  c0  no  tiene 
soluciones. 

La  demostración  de  (1)  y  el  bosquejo  de  las  partes  (2)  y  (3)  se  proporcionarán  en  los 
ejercicios.  Como  (x0,  yo)  ^  (dlc,  alb),  F(x0)G(y0)  <  F(d/c)G(a/b).  Si  y  =  alb,  entonces 

„  ^  c0  _  F{x0)G{y0)  F{d/c)G{a/b)  _ 

G(a/b)  G(a/b)  G{a/b)  ^ 

Por  lo  tanto,  F(x)  =  c0/G(a/b)  tiene  precisamente  dos  soluciones  xm  y  xM  que  satisfacen 
xm  <  dlc  <  xM.  La  gráfica  de  una  solución  periódica  típica  se  muestra  en  la  figura  9.36. 


Ejemplo  3  Ciclos  poblacionaLes  depredador-presa 

Establecemos  a  =  0.1,  b  =  0.002,  c  =  0.0025  y  d  =  0.2  en  el  modelo  depredador-presa 
de  Lotka-Volterra,  el  punto  crítico  ubicado  en  el  primer  cuadrante  es  (dlc,  alb )  =  (80, 
50),  y  sabemos  que  es  un  centro.  Vea  la  figura  9.37  en  la  que  hemos  utilizado  un  mé¬ 
todo  numérico  para  generar  estos  ciclos.  Conforme  más  cerca  esté  la  condición  inicial 
X0  de  (80,  50),  las  soluciones  periódicas  serán  más  parecidas  a  las  soluciones  elípticas 
del  sistema  lineal  correspondiente.  Los  valores  propios  de  g'(80,  50)  son  A  =  ±  Vflt/i 
=  ±(V2/10)¿,  por  lo  que  las  soluciones  cercanas  al  punto  crítico  tienen  un  periodo 
p  ~  10  V27T,  o  de  alrededor  de  44.4. 

I  Modelo  de  competición  de  Lotka-Volterra  Se  presenta  una  interacción  competi¬ 
tiva  cuando  dos  o  más  especies  compiten  por  los  recursos  de  alimento,  agua,  luz  y  espa¬ 
cio  en  un  ecosistema.  El  uso  de  uno  de  estos  recursos  por  parte  de  una  población,  por  lo 
tanto,  inhibe  la  habilidad  de  sobrevivir  y  crecer  de  la  otra.  ¿En  qué  condiciones  pueden 
coexistir  dos  especies  en  competencia?  Se  ha  diseñado  un  gran  número  de  modelos  ma¬ 
temáticos  que  ofrecen  ideas  en  cuanto  a  las  condiciones  que  permiten  la  coexistencia.  Si 
x  expresa  el  número  de  la  especie  I  y  y  expresa  el  número  de  la  especie  II,  entonces  el 
modelo  de  Lotka-Volterra  se  puede  expresar  en  la  forma 

rx 

—  x(Ki  ~  x  -  aX2y ) 

(1) 

—  y  ( K-2  —  y  —  ol2\x). 

k2 

Observe  que  en  ausencia  de  la  especie  II  (y  =  0),  x  =  (rl/K])x(Kl  —  x),  y  así  la  pri¬ 
mera  población  crece  logísticamente  y  se  aproxima  a  la  población  en  estado  estable  K¡ 
(vea  la  sección  2.8  y  el  ejemplo  4  de  la  sección  9.3).  Un  enunciado  similar  es  válido  para 
la  especie  II  que  crece  en  ausencia  de  la  especie  I.  En  la  segunda  ecuación,  el  término 
— a2lxy  surge  a  partir  del  efecto  competitivo  de  la  especie  I  sobre  la  especie  II.  Por  lo 
tanto,  el  modelo  supone  que  esta  velocidad  de  inhibición  es  directamente  proporcional  al 
número  de  pares  xy  competitivamente  posibles  en  un  tiempo  t  en  particular. 


y 


djc  *1  xM 


Figura  9.36  Solución  periódica 
del  modelo  de  Lotka-Volterra 


y 


depredadores 


Figura  9.37  Retrato  fase  del 
modelo  de  Lotka-Volterra  cerca  del 
punto  crítico  (80,  50) 
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Figura  9.38  Dos  condiciones 
cuando  el  punto  crítico  está  en  el 
primer  cuadrante 


Este  sistema  autónomo  plano  tiene  puntos  críticos  en  (0,  0),  (Kx,  0)  y  (0,  K2).  Cuando 
a¡2a2i  0,  las  líneas  Kx  —  x  —  aX2y  =  0  y  K2  —  y  —  a21x  =  0  se  intersecan  para  producir 
un  cuarto  punto  crítico  X  =  (x,  y).  La  figura  9.38  muestra  las  dos  condiciones  en  las  que 
( x ,  y )  está  en  el  primer  cuadrante. 

En  ( x ,  y)  la  traza  y  el  determinante  de  la  matriz  jacobiana  son,  respectivamente. 


T 


y 


A  = 


(1  - 


ai2a2i)xy 


kxk2 


En  el  caso  a),  Kx/aí2  >  K2  y  K2la2X  >  Kx.  Se  puede  deducir  que  a¡2a21  <l,x<0yA>0. 
Como 


+  4 (al2a2,  -  l)xy  1  2 


A  *  r, r2 
—  4xy - 

kxk2\ 


kxk2 

+  4  <*na2lXy 


„ „  rxr , 
+  4  oil2oí2lxy 

kxk2 


r¡r2 

KxK2 


t2  —  4 A  >  0,  entonces  (x,  y)  es  un  nodo  estable.  Por  lo  tanto,  si  X(0)  =  X0  está  lo  sufi¬ 
cientemente  cercano  a  X  =  (x,  y),  lím,_>00  X(í)  =  X,  y  podemos  concluir  que  es  posible 
la  coexistencia.  La  demostración  de  que  el  caso  b)  conduce  al  punto  de  equilibrio  y  la 
investigación  de  la  naturaleza  de  los  puntos  críticos  en  (0,  0),  (Kx,  0)  y  (0,  K2)  se  dejan 
como  ejercicios. 

Cuando  las  interacciones  de  competencia  entre  dos  especies  son  débiles,  ambos  coefi¬ 
cientes  aX2  y  a2i  serán  pequeños,  y  así  pueden  satisfacerse  las  condiciones  K]/an  >  K2  y 
K2/a2 1  >  Kx.  Esto  puede  ocurrir  cuando  existe  un  pequeño  traslape  en  los  rangos  de  dos 
especies  depredadoras  que  van  a  la  caza  de  una  presa  común. 


Ejemplo  4  Modelo  de  competencia  de  Lotka-Volterra 

Una  interacción  competitiva  se  describe  mediante  el  modelo  de  competencia  de  Lotka- 
Volterra 


x'  =  0.004x(50  -  x  -  0.75y) 
y'  =  O.OOly (100  -  y  -  3.0x). 

Encuentre  y  clasifique  todos  los  puntos  críticos  del  sistema. 


Solución  Los  puntos  críticos  se  presentan  en  (0,  0),  (50,  0),  (0,  100)  y  en  la  solución 
(20,  40)  del  sistema 


x  +  0.75y  =  50 
3.0x  +  y  =  100. 


Puesto  que  «|2«2i  =  2.25  >  1,  tenemos  el  caso  b)  de  la  figura  9.38,  y  así  el  punto  crítico 
en  (20,  40)  es  un  punto  de  equilibrio.  La  matriz  jacobiana  es 


g'(X) 


y  obtenemos 


0.008x  -  0.003y  -0.003x 

— 0.003y  0.1  -  0.002y  -  0.003x. 


A!  =  g'((0,0))  = 
A3  =  g'((20,40)) 


/— 0.08 
V-0.06 


—  0.12\ 

-0.047 


A2 

a4 


g'((50,0))=(  q  2 

¿mm)  -  (:"] 


— 0.1 5\ 
—  0.05  y 
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Por  lo  tanto,  (0,  0)  es  un  nodo  inestable,  mientras  que  (50,  0)  y  (0,  100)  son  estables. 
(Compruébelo.)  Puesto  que  det  A3  <  0,  tenemos  una  segunda  demostración  de  que  (20, 
40)  es  un  punto  de  equilibrio. 

La  coexistencia  también  puede  presentarse  en  el  modelo  de  competición  de  Lotka- 
Volterra  si  existe  al  menos  una  solución  periódica  ubicada  en  su  totalidad  en  el  primer 
cuadrante.  Es  factible  demostrar,  sin  embargo,  que  este  modelo  no  cuenta  con  soluciones 
periódicas. 


EJERCICIOS  9.4  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-22. 


El  péndulo  no  lineal 

1 .  Un  péndulo  se  libera  en  0  =  tt/3  y  se  le  imprime  una 
velocidad  angular  inicial  de  o>0  rad/s.  Determine  en  qué 
condiciones  es  periódico  el  movimiento  resultante. 

2.  a )  Si  un  péndulo  se  libera  a  partir  del  reposo  en  0  =  90, 

demuestre  que  la  velocidad  angular  es  de  nuevo  0 
cuando  0  =  —60. 

b )  El  periodo  T  del  péndulo  es  la  cantidad  de  tiempo 
necesaria  para  que  0  cambie  de  60  a  — 0O  y  de  nuevo 
a  0O.  Demuestre  que 


T  = 


1 

V  eos  9  —  eos  $0 


d6. 


La  cuenta  deslizante 

3.  Una  cuenta  con  masa  m  se  desliza  a  lo  largo  de  un  alam¬ 
bre  delgado  cuya  forma  está  descrita  por  la  función 
z  =  /(x).  Si  Xj  =  (X|,  es  un  punto  crítico  del  sistema 
autónomo  plano  asociado  con  la  cuenta  deslizante,  com¬ 
pruebe  que  en  X,  la  matriz  jacobiana  es 

g'(xi)  =  í  v  ’  \ 

\~gf  C*i)  -P/mJ 

4.  Una  cuenta  con  masa  m  se  desliza  a  lo  largo  de  un  alam¬ 

bre  delgado  cuya  forma  está  descrita  por  la  función 
Z  =  f(x).  Cuando /'(xj)  =  0,  >  0,  y  el  sistema  no 

es  amortiguado,  el  punto  crítico  X3  =  (x¡,  0)  es  un  cen¬ 
tro.  Calcule  el  periodo  de  la  cuenta  cuando  x(0)  está 
cerca  de  x¡  y  x'(0)  =  0. 

5.  Una  cuenta  se  libera  a  partir  de  la  posición  x(0)  =  x0  sobre 
la  curva  z  =  x2^  con  velocidad  inicial  x'(0)  =  v0  cm/s. 

a)  Utilice  el  método  del  plano  fase  para  demostrar  que 
la  solución  resultante  es  periódica  cuando  el  sistema 
no  es  amortiguado. 

b)  Demuestre  que  la  altura  máxima  zmáx  a  la  cual  se 
eleva  la  cuenta  está  dada  por 

¿máx  =  ^[ev?/*(l  +  4)  -  1]. 

6.  Vuelva  a  resolver  el  problema  5  para  z  =  cosh  x. 


Modelos  de  interacción 

7.  (Refiérase  a  la  figura  9.36.)  Si  xm  <  x¡  <  xM  y  x  =  x¡,  de¬ 
muestre  que  F(x)G(y)  =  c0  tiene  exactamente  dos  solu¬ 
ciones  y¡  y  y2  que  satisfacen  y,  <  alb  <  y2.  [Sugerencia: 
Primero  demuestre  que  G(y)  =  c0/F(xt)  <  G(a/b).] 


8.  A  partir  de  los  incisos  1)  y  3)  de  las  páginas  472  y  473, 
concluya  que  el  número  máximo  de  depredadores  ocu¬ 
rre  cuando  y  =  a/b. 

9.  En  muchos  modelos  acerca  de  las  ciencias  pesqueras, 
se  supone  que  la  velocidad  a  que  se  atrapan  las  especies 
es  directamente  proporcional  a  su  abundancia.  Si  tanto 
el  depredador  como  la  presa  están  siendo  explotadas 
de  esta  manera,  las  ecuaciones  diferenciales  de  Lotka- 
Volterra  toman  la  forma 

x'  =  —  ax  +  bxy  —  ept 
y'  =  -cxy  +  dy  -  e2y, 
donde  gj  y  e2  son  constantes  positivas. 

a)  Cuando  e2  <  d,  demuestre  la  existencia  de  un  nuevo 
punto  crítico,  que  es  un  centro,  en  el  primer  cuadrante. 

b )  El  principio  de  Volterra  establece  que  una  canti¬ 
dad  moderada  de  explotación  aumenta  el  número 
promedio  de  presas  y  disminuye  el  número  prome¬ 
dio  de  depredadores.  ¿El  modelo  pesquero  de  este 
ejercicio  es  consistente  con  el  principio  de  Volterra? 

1 0.  Una  interacción  depredador-presa  está  descrita  por  el 
modelo  de  Lotka- Volterra 

x'  =  —  O.lx  +  0.02xy 
y'  =  0.2v  —  0.025xy. 

a)  Encuentre  el  punto  crítico  ubicado  en  el  primer  cua¬ 
drante  y  utilice  un  método  numérico  para  trazar  al¬ 
gunos  ciclos  de  población. 

b )  Calcule  el  periodo  de  las  soluciones  periódicas  cer¬ 
canas  al  punto  crítico  en  a). 

1 1 .  Una  interacción  competitiva  está  descrita  por  el  modelo 
de  competición  de  Lotka- Volterra 

x'  =  0.08x(20  —  0.4x  —  0.3y) 
y'  =  0.06y(10  -  O.ly  -  0.3x). 

Encuentre  y  clasifique  todos  los  puntos  críticos  del  sistema. 

12.  En  (1)  demuestre  que  (0,  0)  es  siempre  un  nodo  inestable. 

13.  En  (1)  demuestre  que  (Kh  0)  es  un  nodo  estable  cuando 
Kt  >  K2/a2l  y  un  punto  de  equilibrio  cuando  K¡  <  K2la2l. 

14.  Con  ayuda  de  los  problemas  12  y  13  establezca  que  (0, 0), 
(Áj,  0)  y  (0,  K2)  son  inestables  cuando  X  =  (x,  y)  es  un 
nodo  estable. 

1 5.  En  (1),  demuestre  que  X  =  (x,  y)  es  un  punto  de  equili¬ 
brio  cuando 


*i 

«12 


<  k2 


y 


k2 

«21 


<  K¡. 
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Diversos  modelos  no  lineales 

1 6.  Si  suponemos  que  una  fuerza  de  amortiguamiento  actúa 
en  dirección  opuesta  al  movimiento  de  un  péndulo  y 
tiene  una  magnitud  que  es  directamente  proporcional  a 
la  velocidad  angular  ddldt,  el  ángulo  de  desplazamiento 
0  del  péndulo  satisface  la  ecuación  diferencial  no  lineal 
de  segundo  orden 

d20  d6 

mi  — -r  =  —mg  sen  0  —  B  — . 
dt2  5  H  dt 


a)  Escriba  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden 
como  un  sistema  autónomo  plano  y  encuentre  todos 
los  puntos  críticos. 

b )  Encuentre  la  condición  de  m,  l  y  ¡3  que  hará  de  (0,  0) 
un  punto  espiral  estable. 

1 7.  En  el  análisis  del  movimiento  amortiguado  libre  de  la 
sección  3.8,  supusimos  que  la  fuerza  de  amortiguamien¬ 
to  era  proporcional  a  la  velocidad  x' .  Con  frecuencia,  la 
magnitud  de  esta  fuerza  de  amortiguamiento  es  propor¬ 
cional  al  cuadrado  de  la  velocidad,  y  la  nueva  ecuación 
diferencial  se  convierte  en 

B  k 

x"  = - x'\x'\ - X. 

m  m 

a )  Escriba  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden 
como  un  sistema  autónomo  plano  y  encuentre  todos 
los  puntos  críticos. 

b)  Un  sistema  es  sobreamortiguado  cuando  (0,  0)  es 
un  nodo  estable,  y  es  subamortiguado  cuando  (0,  0) 
es  un  punto  espiral  estable.  Ciertas  consideraciones 
físicas  sugieren  que  (0,  0)  debe  ser  un  punto  crítico 
estable  asintóticamente.  Demuestre  que  el  sistema 
es  necesariamente  subamortiguado. 

Sugerencia:  —  (ylyl)  =  2\y\. 

L  dy  J 

1 8.  Una  cuenta  con  masa  m  se  desliza  a  lo  largo  de  un  alam¬ 
bre  delgado,  cuya  forma  puede  ser  descrita  mediante  la 
función  z  =  f(x).  Pequeños  tramos  del  alambre  actúan 
como  plano  inclinado  y,  en  mecánica,  se  supone  que 
la  magnitud  de  la  fuerza  de  fricción  entre  la  cuenta  y 
el  alambre  es  directamente  proporcional  a  mg  eos  6. 
Consulte  la  figura  9.30. 

a )  Explique  por  qué  la  nueva  ecuación  diferencial  para 
la  coordenada  x  de  la  cuenta  es 

„  _  i±  ~  /'(•*)  _  P_  , 

X  8l  +  [f(x)f  m X 
para  alguna  constante  positiva  ¡jl. 

b)  Investigue  los  puntos  críticos  del  sistema  autóno¬ 
mo  plano  correspondiente.  ¿En  qué  condiciones  un 
punto  crítico  es  un  punto  de  equilibrio?  ¿En  qué  con¬ 
diciones  un  punto  crítico  es  un  punto  espiral  estable? 


19.  Una  oscilación  no  amortiguada  satisface  una  ecuación 
diferencial  no  lineal  de  segundo  orden  de  la  forma  x"  + 
/(x)  =  0,  donde /(0)  =  0  y  x/(x)  >  0  para  x  =£  0  y  —  d  < 
x  <  d.  Utilice  el  método  del  plano  fase  para  investigar  si 
es  posible  que  el  punto  crítico  (0,  0)  sea  un  punto  espiral 
estable.  [Sugerencia:  Sea  F(x)  =  fof(u)  du  y  demuestre 
que  y 2  +  2 F(x)  =  c.] 

20.  El  modelo  depredador-presa  de  Lotka-Volterra  supone 
que,  en  ausencia  de  depredadores,  el  número  de  presas 
crece  en  forma  exponencial.  Si  de  modo  alterno  asumi¬ 
mos  que  la  población  de  presas  aumenta  logísticamente, 
el  nuevo  sistema  es 

x1  =  —ax  +  bxy 
r 

y’  =  -cxy  +  —y(K  -  y), 
donde  a,  b,  c,  r  y  K  son  positivos  y  K  >  a!b. 


a)  Demuestre  que  el  sistema  tiene  puntos  críticos  en  (0, 

0),  (0,  K),  y  (x,  y),  donde  y  =  alb  y  ex  =  —  (K  —  y). 

K 

b )  Demuestre  que  los  puntos  críticos  en  (0,  0)  y  (0,  K ) 
son  puntos  de  equilibrio,  mientras  que  el  punto  crítico 
en  (x,  y)  es  un  nodo  estable  o  un  punto  espiral  estable. 


c)  Demuestre  que  (x,  y)  es  un  punto  espiral  estable  si 
4  bK2 

y  < - ■ 

r  +  4  bK 

Explique  por  qué  este  caso  se  presentará  cuando  la  capa¬ 
cidad  de  transportación  K  de  la  presa  sea  grande. 

21.  El  sistema  no  lineal 


x 


y 

a - x 

1  +  y 

y 

— ; - x 

1  +y 


—  x 

-y +  13 


se  presenta  en  un  modelo  desarrollado  para  conocer  el 
crecimiento  de  microorganismos  en  un  quimiostato,  un 
dispositivo  de  laboratorio  donde  un  nutriente  que  provie¬ 
ne  de  una  fuente  de  alimentación  fluye  hacia  una  cámara 
de  crecimiento.  En  el  sistema,  x  expresa  la  concentra¬ 
ción  de  microorganismos  en  la  cámara  de  crecimiento,  y 
expresa  la  concentración  de  nutrientes,  ya>lyj8>0 
son  constantes  que  el  experimentador  puede  ajustar. 
Encuentre  las  condiciones  de  a  y  ¡3  que  aseguren  que  el 
sistema  tenga  un  solo  punto  crítico  (x,  y)  en  el  primer  cua¬ 
drante,  e  investigue  la  estabilidad  de  este  punto  crítico. 


22.  Utilice  los  métodos  estudiados  en  este  capítulo  junto 
con  un  método  numérico  para  investigar  la  estabilidad 
del  sistema  no  lineal  resorte/masa  cuyo  modelo  se  puede 
expresar  mediante 

x"  +  8x  —  6x3  +  x5  =  0. 


Consulte  el  problema  8  de  los  ejercicios  3.10. 
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I  Soluciones  periódicas,  ciclos  límite  N 

y  estabilidad  global 

■  Introducción  En  esta  sección  estudiaremos  la  existencia  de  soluciones  periódicas  de 
sistemas  autónomos  planos  no  lineales  y  presentaremos  las  soluciones  periódicas  espe¬ 
ciales  llamadas  ciclos  límite. 

En  las  secciones  9.3  y  9.4  vimos  que,  utilizando  linealización,  un  análisis  de  los  puntos 
críticos  puede  proporcionar  información  valiosa  acerca  del  comportamiento  de  soluciones 
cercanas  a  los  puntos  críticos  y  profundizar  en  una  gran  variedad  de  fenómenos  biológi¬ 
cos  y  físicos.  Sin  embargo,  existen  limitaciones  inherentes  a  este  método.  Cuando  los  va¬ 
lores  propios  de  la  matriz  jacobiana  son  imaginarios  puros,  no  podemos  concluir  que  haya 
soluciones  periódicas  cercanas  al  punto  crítico.  En  algunos  casos  pudimos  resolver  dyldx 
=  Q(x,  y)/P(x,  y),  obtener  una  representación  implícita  f(x,  y)  =  c  de  las  curvas  solución  e 
investigar  si  cualquiera  de  dichas  soluciones  forman  curvas  cerradas.  Con  mucha  frecuen¬ 
cia,  esta  ecuación  diferencial  no  tendrá  soluciones  en  forma  cerrada.  Por  ejemplo,  el  mo¬ 
delo  de  competición  de  Lotka-Volterra  no  puede  manejarse  aplicando  este  procedimiento. 
El  objetivo  principal  de  esta  sección  es  determinar  condiciones  en  las  cuales  podamos 
excluir  la  posibilidad  de  que  existan  soluciones  periódicas  o  afirmar  su  existencia. 

Al  estudiar  los  modelos  de  la  sección  9.3,  encontramos  un  problema  adicional.  La 
figura  9.39  ilustra  la  situación  común  en  que  una  región  R  contiene  un  solo  punto  crítico 
X!  que  es  estable  asintóticamente.  Podemos  afirmar  que  lím,  ,>00:  X(f)  =  X,  cuando  la 
posición  inicial  X(0)  =  X0  está  “cerca”  de  X,;  sin  embargo,  ¿en  qué  condiciones  lím(„)0C 
X(í)  =  X,  para  todas  las  posiciones  iniciales  presentes  en  R1  Tal  punto  crítico  existe  y 
se  llama  estable  globalmente  en  R.  Un  segundo  objetivo  aquí  es  determinar  aquellas 
condiciones  en  las  que  un  punto  crítico  estable  asintóticamente  es  estable  globalmente. 

Para  abordar  y  analizar  los  métodos  de  esta  sección,  utilizaremos  el  hecho  de  que 
el  campo  vectorial  V(x,  y)  =  ( P(x ,  y),  Q(x,  y))  puede  interpretarse  como  si  definiera  el 
flujo  de  un  fluido  en  una  región  del  plano,  y  una  solución  al  sistema  autónomo  puede 
interpretarse  como  la  trayectoria  resultante  de  una  partícula  a  medida  que  se  desplaza 
por  esa  región. 

I  Criterio  negativo  Algunas  veces,  se  pueden  utilizar  varios  resultados  para  estable¬ 
cer  que  no  existen  soluciones  periódicas  en  una  región  R  dada  del  plano.  Supondremos 
que  P{x,  y)  y  Q(x,  y)  tienen  primeras  derivadas  parciales  continuas  en  R  y  que  R  está 
simplemente  conectado.  Recuerde  que  en  una  región  simplemente  conectada,  cualquier 
curva  cerrada  simple  Cenfi  contiene  solamente  los  puntos  ubicados  en  R.  Por  lo  tanto, 
si  existe  una  solución  periódica  X  =  X(?)  en  R,  entonces  R  contendrá  todos  los  puntos  en 
el  interior  de  la  curva  resultante. 


TEOREMA  9.4 


Ciclos  y  puntos  críticos 


Si  un  sistema  autónomo  plano  tiene  una  solución  periódica  X  =  X(f)  en  una  región  R 
simplemente  conectada,  entonces  el  sistema  posee  al  menos  un  punto  crítico  dentro  de 
la  correspondiente  curva  cerrada  simple  C.  Si  existe  un  solo  punto  crítico  dentro  de  C, 
entonces  dicho  punto  crítico  no  puede  ser  un  punto  de  equilibrio. 


COROLARIO 


Si  una  región  R  simplemente  conectada  no  tiene  puntos  críticos  de  un  sistema  au¬ 
tónomo  plano  o  tiene  un  solo  punto  de  equilibrio,  entonces  no  existen  soluciones 
periódicas  en  R. 

_ J 

9.5  Soluciones  periódicas,  ciclos  límite  y  estabilidad  global 


Figura  9.39  Para  cualquier  X0  en 
R,  ¿X  se  aproxima  a  Xt  a  medida 
que  t  ->  oo? 
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Ejemplo  1  Soluciones  no  periódicas 

Demuestre  que  el  sistema  autónomo  plano 

x'  =  xy 

y'  =  -l-x2-y2 


no  tiene  soluciones  periódicas. 

Solución  Si  (x,  y)  es  un  punto  crítico,  entonces,  a  partir  de  la  primera  ecuación,  x  =  0 
o  y  =  0.  Si  x  =  0,  entonces  — 1  —  y2  =  0  o  y2  =  —  1.  De  manera  similar,  y  =  0  implica 
que  x2  =  —1.  Por  lo  tanto,  este  sistema  autónomo  plano  no  tiene  puntos  críticos,  y  de 
acuerdo  con  el  corolario,  posee  soluciones  no  periódicas  en  el  plano. 


Ejemplo  2  Modelo  de  competición  de  Lotka-Volterra 

Demuestre  que  el  modelo  de  competición  de  Lotka-Volterra 

x'  =  0.004jf(50  -x-  0.75 y) 
y'  =  0.001y(100  -  y  -  3.0*) 
no  tiene  soluciones  periódicas  en  el  primer  cuadrante. 

Solución  En  el  ejemplo  4  de  la  sección  9.4  demostramos  que  este  sistema  tiene  puntos 
críticos  en  (0,  0),  (50,  0),  (0,  100)  y  (20,  40),  y  que  (20,  40)  es  un  punto  de  equilibrio. 
Puesto  que  solamente  (20,  40)  está  en  el  primer  cuadrante,  de  acuerdo  con  el  corolario, 
no  existen  soluciones  periódicas  en  el  primer  cuadrante. 


A  menudo  se  puede  formular  otro  resultado  de  gran  utilidad  en  términos  de  la  diver¬ 
gencia  del  campo  vectorial  V(x,  y)  =  (P(x,  y),  Q(x,  y)): 


TEOREMA  9.5 


Criterio  negativo  de  Bendixson 


Si  div  V  =  dP/dx  +  dQ/dy  no  varía  en  signo  en  una  región  R  simplemente  conecta¬ 
da,  entonces  el  sistema  autónomo  plano  no  tiene  soluciones  en  R. 


Demostración  Suponga,  por  el  contrario,  que  existe  una  solución  periódica  X  =  X(í) 
en  R,  y  establezca  a  C  como  la  curva  cerrada  simple  resultante  y  a  i?!  como  la  región 
acotada  por  C.  El  teorema  de  Green  establece  que 


M(x,  y)  dx  +  N(x,  y)  dy  = 


dN_ 

dx 


«i 


dM 

dy 


dxdy 


siempre  y  cuando  M(x,  y)  y  N(x,  y)  tengan  primeras  derivadas  parciales  continuas  en  R. 
Al  establecer  N  =  P  y  M  =  —  Q,  obtenemos 


-  Q(x,  y)dx  +  P(x,  y)  dy  = 


)  dx  dy. 

dx  dy , 


r¡ 


Puesto  que  X  =  X(t)  es  una  solución  con  periodo  p,  tenemos  x'(t)  =  P(x(t),  y(r))  y  y'(í) 
=  QW),  y(t)),  y  así 


—  Q(x,  y)  dx  +  P(x,  y)  dy  = 


\-Q(x(t),y(t))x'(t)  +  P{x(t),  y(t))y'{t))  dt 


Jo 

rP 


[-QP  +  PQ ]  dt  =  0. 


478 


CAPITULO  9  Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  no  lineales 


Puesto  que  div  V  =  dP/dx  +  dQ/dy  es  continua  y  no  cambia  el  signo  de  R,  es  posible 
deducir  que  div  V  >  0  en  R  o  div  V  <  0  en  R,  v  entonces 


dx  dy  #  0. 


R¡ 

Esta  contradicción  establece  que  no  existen  soluciones  periódicas  en  R. 


□ 


Ejemplo  3  Criterio  negativo  de  Bendixson 

Investigue  las  soluciones  periódicas  posibles  de  cada  sistema. 

a)  x'  =  x  +  2y  +  4x3  -  y2  b)  x'  =  y  +  x(2  -  x2  -  y2) 

y'  =  -x  +  2y  +  yx2  +  y3  y’  =  -x  +  y(2  -  x2  -  y2) 

Solución 

a)  Tenemos  div  Y  =  dP/dx  +  dQ/dy  =  1  +  12x2  +  2  +  x2  +  3 y2  >  3,  por  lo  que  no 
existen  soluciones  periódicas  en  el  plano. 

b)  Para  este  sistema  div  Y  =  (2  —  3x2  —  y2)  +  (2  —  x2  —  3 y2)  =  4  —  4(x2  +  y2). 
Por  lo  tanto,  si  R  es  el  interior  de  un  círculo  x2  +  y2  =  1,  div  V  >  0,  y  entonces  no 
existen  soluciones  periódicas  en  el  interior  de  este  disco.  Observe  que  div  V  <  0  en 
el  exterior  del  círculo.  Si  R  es  un  subconjunto  simplemente  conectado  del  exterior, 
entonces  no  existen  soluciones  periódicas  en  R.  Se  puede  deducir  que  si  hay  una 
solución  periódica  en  el  exterior,  debe  encerrar  el  círculo  x2  +  y1  =  1.  De  hecho,  el 
lector  puede  comprobar  que  X(í)  =  ( V2  sen  t,  V2  eos  t)  es  una  solución  periódica 
que  genera  el  círculo  x2  +  y2  =  2. 


Ejemplo  4  Cuenta  deslizante  y  soluciones  periódicas 

La  cuenta  deslizante  que  se  estudió  en  la  sección  9.4  satisface  la  ecuación  diferencial 

/'« 


mx  =  —mg 


1  +  [f(x)f 

Demuestre  que  no  existen  soluciones  periódicas. 

Solución  El  sistema  autónomo  plano  correspondiente  es 

x'  =  y 


(ix'. 


y 


-g 


f  O)  )8 


1  +  [/'W]2  m' 


dP  dQ  P 

por  lo  que  div  V  = - 1 - = - <  0. 

dx  dy  m 


El  teorema  siguiente  es  una  generalización  del  criterio  negativo  de  Bendixson,  y  se 
deja  al  lector  la  tarea  de  construir  una  función  apropiada  8  ( x ,  y). 


TEOREMA  9.6 


Criterio  negativo  de  Dulac 


Si  8  (x,  y)  tiene  primeras  derivadas  parciales  continuas  en  una  región  R  simplemente 
d{8P)  d(8Q) 

conectada  y - 1 - no  varía  el  signo  de  R ,  entonces  el  sistema  autónomo 

dx  dy 

plano  tiene  soluciones  no  periódicas  en  R. 
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a)  Región  invariante  tipo  I 


b )  Región  invariante  tipo  II 

Figura  9.40  Dos  tipos  de  regiones 
invariantes 


No  existen  técnicas  generales  para  construir  una  función  apropiada  8  ( x ,  y).  En  lugar 
de  eso,  experimentamos  con  funciones  simples  de  la  forma  ax2  +  by2,  ear+6)’,  Xa  yb,  etc., 
y  tratamos  de  determinar  las  constantes  para  las  que  d(8P)/dx  +  d(8Q)/dy  es  diferente  de 
cero  en  determinada  región. 


Ejemplo  5  Criterio  negativo  de  Dulac 

Demuestre  que  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segundo  orden 

x"  =  x2  +  (x')2  -  x  -  x1 

no  tiene  soluciones  periódicas. 

Solución  El  sistema  autónomo  plano  correspondiente  es 

*'=? 

y1  =  x1  +  y2  —  x  —  y. 

Si  establecemos  8  (x,  y)  =  e“+í>:y,  entonces 

d(8P)  d(8Q )  ,  , 

— — -  +  =  e^Cay  +  2y  -  1)  +  e^'bix2  +  y2  -  x  -  y), 

dx  dy 

Si  fijamos  los  valores  a  =  —2  y  b  =  0,  entonces  d(8P)/dx  +  d(8Q)/dy  =  — e'“+í’:y,  la  cual 

es  siempre  negativa.  Por  lo  tanto,  mediante  el  criterio  negativo  de  Dulac,  la  ecuación 
diferencial  de  segundo  orden  no  tiene  soluciones  periódicas. 


Ejemplo  6  Criterio  negativo  de  Dulac 

Utilice  8(x,  y)  =  I  Kxy >  para  demostrar  que  las  ecuaciones  de  competición  de  Lotka- 
Volterra 

r¡ 

x'  =  —  x(Aj  -  x  -  al2y) 
r2 

y'  =  pry(K2  ~y  -  a21x) 

k2 

no  tienen  soluciones  periódicas  en  el  primer  cuadrante. 


Solución  Si  8  (x,  y)  =  l/(xy),  entonces 


n 

K]  x 

r2 

K2  y 

K, 

- a¡2 

i  y  y  J 

y 

sq’Y2 

~  ~  ~  ~  “21 

por  lo  que 


a(8P)  +  d(8Q) 


dx 


dy 


K, 


—  + 


K2 


Para  que  ( x ,  y)  esté  en  el  primer  cuadrante,  la  última  expresión  siempre  debe  ser  negativa. 
Por  lo  tanto,  no  existen  soluciones  periódicas. 


■  Criterio  positivo:  teoría  de  Poincaré-Bendixson  El  teorema  de  Poincaré- 
Bendixson  es  un  resultado  avanzado  que  describe  el  comportamiento  de  largo  alcance 
de  una  solución  acotada  a  un  sistema  autónomo  plano.  Más  que  presentar  el  resultado 
con  toda  su  generalidad,  nos  concentraremos  en  varios  casos  especiales  que  se  presentan 
con  frecuencia  en  las  aplicaciones.  Uno  de  estos  casos  nos  conducirá  a  un  nuevo  tipo  de 
solución  periódica  denominada  ciclo  límite. 


DEFINICIÓN  9.3 


Región  invariante 


'N 


Una  región  R  se  llama  región  invariante  de  un  sistema  autónomo  plano  si,  siempre 
que  X0  esté  en  R,  la  solución  X  =  X(í)  que  satisface  X(0)  =  X0  permanece  en  R. 

_  _  _  _ J 


La  figura  9.40  muestra  dos  tipos  estándar  de  regiones  invariantes.  Una  región  inva¬ 
riante  R  tipo  I  está  acotada  por  una  curva  cerrada  simple  C,  y  el  flujo  en  el  límite  defi- 
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nido  por  el  campo  vectorial  V(x,  y)  =  (P (x,  y),  Q(x,  y))  siempre  está  dirigido  al  interior 
la  región.  Esto  evita  que  una  partícula  atraviese  el  límite.  Una  región  invariante  tipo 
II  es  una  región  anular  acotada  por  las  curvas  cerradas  simples  C't  y  C2,  y  el  flujo  en  la 
frontera  de  nuevo  está  dirigido  hacia  el  interior  de  R.  El  teorema  siguiente  proporciona 
un  método  para  comprobar  que  una  región  dada  es  invariante. 


Comprobación  Si  0  es  el  ángulo  entre  V(x,  y)  y  n(x,  y)  entonces,  a  partir  de  V  ■  n  =  ||V|| 
||n||  eos  0,  podemos  concluir  que  eos  0  >  0  y  así  0  se  encuentra  entre  0°  y  90°.  El  flujo  está, 
por  lo  tanto,  dirigido  hacia  la  región  (o,  en  el  peor  de  los  casos,  a  lo  largo  del  límite)  para 
cualquier  punto  (x,  y)  situado  en  el  límite.  Lo  anterior  evita  que  una  solución  iniciada  en  R 
abandone  R.  Así,  R  es  una  región  invariante  para  un  sistema  autónomo  plano.  □ 

El  problema  que  representa  la  búsqueda  de  una  región  invariante  para  un  sistema  no 
lineal  dado  es  extremadamente  complejo.  Un  excelente  primer  paso  es  utilizar  algún 
programa  de  cómputo  que  pueda  graficar  el  campo  vectorial  V(x,  y)  =  (P(x,  y),  Q(x,  y)) 
junto  con  las  curvas  P(x,  y)  =  0  (a  lo  largo  de  las  cuales  los  vectores  son  verticales)  y 
Q(x,  y)  =  0  (a  lo  largo  de  las  cuales  los  vectores  son  horizontales).  Lo  anterior  puede 
conducirnos  a  alternativas  para  R.  En  los  ejemplos  siguientes,  construiremos  regiones 
invariantes  acotadas  por  líneas  y  círculos.  En  casos  más  complejos,  nos  conformaremos 
con  brindar  evidencia  empírica  de  que  existe  una  región  invariante. 


Ejemplo  7  Región  circular  invariante 

Encuentre  una  región  circular  con  centro  en  (0,  0)  que  sirva  como  región  invariante  para 
el  sistema  autónomo  plano 


x'  =  -y  -  x3 


y  =  x  —  y 


Solución  Para  un  círculo  x2  +  y2  =  r2,  n  =  (— 2x,  —  2y)  es  un  vector  normal  que  apunta 
hacia  el  interior  del  círculo.  Como 


V  •  n  =  (-y  -  x3,  x  -  y3)  ■  (-2x,  -2y)  =  2(x4  +  y4), 

podemos  concluir  que  V  •  n  >  0  en  el  círculo  x2  +  y2  =  r2.  Así,  por  el  teorema  9.7,  la  re¬ 
gión  circular  definida  porx2  +  y2  <  r2  sirve  como  una  región  invariante  para  el  sistema 
para  toda  r  >  0.  □ 


Ejemplo  8  Región  anular  invariante 

Encuentre  una  región  anular  acotada  por  círculos  que  sirva  como  región  invariante  para 
el  sistema  autónomo  plano 

x'  =  x  —  y  —  5x(x2  +  y2)  +  x5 
y'  =  x  +  y  -  5y(x2  +  y2)  +  y5. 

Solución  Así  como  en  el  ejemplo  7,  el  vector  normal  n,  =  (— 2x,  —  2y)  apunta  hacia 
adentro  del  círculo  x2  +  y2  =  r2,  mientras  que  el  vector  normal  n2  =  — n2  está  dirigido 
hacia  el  exterior.  Calculando  V  ■  nt  y  simplificando,  obtenemos 

V  n,  =  — 2(r2  -  5r4  +  x6  +  y6). 
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Observe  que  r2  —  5 r"  =  r2(  I  —  5 r2)  toma  valores  tanto  positivos  como  negativos. 

Si  r  =  1,  V  •  n,  =  8  —  2{x6  +  y6)  >  0,  puesto  que  el  valor  máximo  de  x6  +  y6  sobre 
el  círculo  x2  +  y2  =  1  es  1.  El  flujo  está,  por  ende,  dirigido  hacia  el  interior  de  la  región 
circular  x2  +  y2  <  1 . 

Si  r  =  V  •  iij  <  —2 (r2  —  5r4)  <  0,  entonces  V  •  n2  =  —V  ■  ^  >  0.  Por  lo  tanto, 
el  flujo  está  dirigido  hacia  el  exterior  del  círculo  x2  +  y2  =  y  así  la  región  anular  R 
definida  por  ^  <  jr  f  y1  <  les  una  región  invariante  del  sistema. 


\  i,  \  X  j—  V 

\  \  \  ■^+-|/>>o,e>oi^- -Tp> 
\  \  \  •»■+- 
H  \ 

\  \  \ 

V  V  >  -y 


i  1  ^  /  /  /  ¡  ( 

1 1  t  i  \ 

i  1  1  i  ^  /  *  *  *■  *- 

H  i  i  \  ^ 

MI  i  i  '-i  b  ' 

■  i ji \  \ 


m 


P<0,Q>0 


TTTv 


a; 


-  P<0,  <2<0 

-  V  /  s  J 


Figura  9.41  Campo  vectorial  para 
la  ecuación  de  Van  der  Pol 


Ejemplo  9  La  ecuación  de  Van  der  Pol 

La  ecuación  de  Van  der  Pol  es  una  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segundo  orden  que 
surge  a  partir  de  la  electrónica  y,  como  sistema  autónomo  plano,  toma  la  forma 

*'  =>• 

y'  =  —/¿(x2  —  l)y  —  x. 

La  figura  9.41  muestra  el  campo  vectorial  correspondiente  para  fi  =  1,  junto  con  las 
curvas  y  =  0  y  (x2  —  I  )y  =  —  x  a  lo  largo  de  las  cuales  los  vectores  son  verticales  y  hori¬ 
zontales,  respectivamente.  (Por  conveniencia,  trazamos  el  campo  vectorial  normalizado 
V/||V||.)  No  es  factible  calcular  una  región  invariante  simple  cuyo  límite  consiste  en  líneas 
o  círculos.  La  figura  no  brinda  evidencia  empírica  de  que  exista  una  región  invariante  R, 
con  (0,  0)  en  su  interior.  Se  requiere  de  métodos  avanzados  para  demostrar  lo  anterior 
matemáticamente.  *  □ 


A  continuación  presentamos  dos  casos  especiales  de  gran  importancia  del  teorema  de 
Poincaré-Bendixson  que  garantizan  la  existencia  de  soluciones  periódicas. 


TEOREMA  9.8 


Poincaré-Bendixson  I 


Sea  R  una  región  invariante  de  un  sistema  autónomo  plano,  y  suponga  que  R  no 
tiene  puntos  críticos  en  su  límite. 


a)  Si  R  es  una  región  tipo  I  que  tiene  un  solo  nodo  inestable  o  un  punto  espiral 
inestable  en  su  interior,  entonces  existe  al  menos  una  solución  periódica  en  R. 

b)  Si  R  es  una  región  tipo  II  que  no  contiene  puntos  críticos  del  sistema,  entonces 
existe  al  menos  una  solución  periódica  en  R. 

En  cualquiera  de  los  dos  casos,  si  X  =  X(í)  es  una  solución  no  periódica  en  R.  en¬ 
tonces  X(í)  realiza  una  espiral  hacia  un  ciclo  que  es  una  solución  del  sistema.  Esta 
solución  periódica  se  llama  ciclo  límite. 


La  interpretación  del  flujo  desplegado  en  la  figura  9.40  puede  utilizarse  para  hacer 
factible  el  resultado.  Si  se  libera  una  partícula  en  el  punto  X0  de  una  región  R  invariante 
tipo  II,  entonces,  sin  escaparse  de  la  región  y  sin  tener  puntos  de  descanso,  la  partícula 
comenzará  a  girar  alrededor  del  límite  C2  y  se  establecerá  en  una  órbita  periódica.  No 
es  posible  que  la  partícula  regrese  a  una  posición  anterior  a  menos  que  la  solución  sea 
periódica  en  sí  misma. 


*Consulte  M.  Hirsch  y  S.  Smale,  Differential  Equations,  Dynamical  Systems,  and  Linear  Algebra  (Nueva 
York:  Academic  Press,  1974). 
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Ejemplo  10  Existencia  de  una  solución  periódica 

Utilice  el  teorema  9.8  para  demostrar  que  el  sistema 

x'  =  —y  +  x(\  —  x2  —  y1)  -  y{x2  +  y2) 
y'  =  x  +  y(l  -x2  -  y2)  +  x(x2  +  y2) 
tiene  al  menos  una  solución  periódica. 

Solución  Primero  construimos  una  región  invariante  que  esté  acotada  por  círculos. 
Si  n,  =  ( — 2jc,  ~2y),  entonces  V  •  iq  =  — 2r2(l  —  r2).  Si  establecemos  r  =  2  y  después 
/■  =  2,  podemos  concluir  que  la  región  anular  R  definida  por  \  <  x2  +  y2  <  4  es  inva¬ 
riante.  Si  (xh  y,)  es  un  punto  crítico  del  sistema,  entonces  V  -  n ,  =  (0,  0)  •  n,  =  0.  Por  lo 
tanto,  r  =  0  o  r  =  1.  Si  r  =  0,  entonces  (xb  yt)  =  (0,  0)  es  un  punto  crítico.  Si  r  =  1,  el 
sistema  se  reduce  a—  2y  =  0,  2x  =  0  y  habremos  llegado  a  una  contradicción.  En  con¬ 
secuencia,  (0,  0)  es  el  único  punto  crítico  y  no  está  en  R.  De  acuerdo  con  el  inciso  b)  del 
teorema  9.8,  el  sistema  tiene  al  menos  una  solución  periódica  en  R. 

El  lector  puede  comprobar  que  X(?)  =  (eos  2 1,  sen  2 1)  es  una  solución  periódica.  □ 


Ejemplo  11  Ciclo  límite  de  la  ecuación  de  Van  der  Pol 

Demuestre  que  la  ecuación  diferencial  de  Van  der  Pol 

x"  +  pl(x2  —  l)x'  +  x  =  0 
tiene  una  solución  periódica  cuando  u  >  0. 

Solución  Supondremos  que  existe  una  región  invariante  R  del  tipo  I  para  el  sistema 
autónomo  plano  correspondiente,  y  que  esta  región  contiene  (0,  0)  en  su  interior  (vea 
el  ejemplo  9  y  la  figura  9.41).  El  único  punto  crítico  es  (0,  0)  y  la  matriz  jacobiana  está 
dada  por 

g'((o,o))  =  (  °  1 

\-l  M 

Por  lo  tanto,  t  =  ft,  A  =  1  y  r2  —  4A  =  /r2  —  4.  Puesto  que  u  >  0,  el  punto  crítico  es 
un  punto  espiral  inestable  o  un  nodo  inestable.  De  acuerdo  con  el  inciso  a)  del  teorema 
9.8,  el  sistema  tiene  al  menos  una  solución  periódica  en  R.  La  figura  9.42  muestra  las 
soluciones  correspondientes  a  X(0)  =  (0.5,  0.5)  y  X(0)  =  (3,  3)  para  ¡jl  =  1 .  Cada  una  de 
estas  soluciones  forma  una  espiral  alrededor  del  origen  y  se  aproxima  a  un  ciclo  límite. 
Es  posible  demostrar  que  la  ecuación  diferencial  de  Van  der  Pol  tiene  un  ciclo  límite 
único  para  todos  los  valores  del  parámetro  u. 

I  Estabilidad  global  Se  puede  utilizar  otra  versión  del  teorema  de  Poincaré- 
Bendixson  para  mostrar  que  un  punto  crítico  estable  localmente  es  globalmente  estable: 


TEOREMA  9.9 


Poincaré-Bendixson  II 


~\ 


Sea  R  una  región  invariante  del  tipo  I  de  un  sistema  autónomo  plano  que  no  tenga 
soluciones  periódicas  en  R. 


a)  Si  R  tiene  un  número  finito  de  nodos  o  de  puntos  en  espiral,  entonces,  dada 
cualquier  posición  inicial  X0  en  R,  lím,^,  X(r)  =  X¡  para  algún  punto  crítico 
Xj. 

b)  Si  R  tiene  un  único  nodo  estable  o  punto  espiral  estable  X,  en  su  interior  y  no 
tiene  puntos  críticos  en  su  límite,  entonces  lím,^,x  X(í)  =  X,  para  todas  las 
posiciones  iniciales  X0  en  R. 


En  el  teorema  9.9,  la  partícula  no  puede  escapar  de  R ,  no  puede  regresar  a  ninguna  de 
sus  posiciones  anteriores  y,  por  lo  tanto,  en  ausencia  de  ciclos,  debe  ser  atraída  por  algún 
punto  crítico  estable  Xb 


-3- 


Figura  9.42  Dos  soluciones  de 
la  ecuación  de  Van  der  PoL  que  se 
aproximan  al  mismo  ciclo  límite 


9.5  Soluciones  periódicas,  ciclos  límite  y  estabilidad  global 
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Ejemplo  12  Punto  crítico  estable  globalmente 

Investigue  la  estabilidad  global  del  sistema  del  ejemplo  7: 

x'  =  —y  —  x3 
y'  =x-  y3. 


Solución  En  el  ejemplo  7  demostramos  que  la  región  circular  definida  por  x2  +  y2  < 
r2  sirve  como  región  invariante  para  el  sistema  para  cualquier  r  >  0.  Puesto  que  dP/dx  + 
dQ/dy  =  —  3x2  —  3y2  no  cambia  de  signo,  no  existen  soluciones  periódicas  mediante  el 
criterio  negativo  de  Bendixson.  No  resulta  difícil  demostrar  que  (0,  0)  es  el  único  punto 
crítico  y  que  la  matriz  jacobiana  es 


g'((0,0)) 


Puesto  que  r  =  0  y  A  =  1,  (0,  0)  puede  ser  una  espiral  estable  o  una  inestable  (no  puede 
ser  un  centro).  Sin  embargo,  el  teorema  8.9  garantiza  que  límMOO  X(?)  =  X!  para  algún 
punto  crítico  Xt.  Puesto  que  (0,  0)  es  el  único  punto  crítico,  debemos  tener  lím,  _)30  X(t) 
=  (0,  0)  para  cualquier  posición  inicial  X0  en  el  plano.  Por  lo  tanto,  el  punto  crítico  es 
un  punto  espiral  globalmente  estable.  La  figura  9.43  muestra  dos  vistas  de  la  solución 
que  satisface  X(0)  =  (4,  4).  El  inciso  b )  es  una  vista  aumentada  de  la  curva  alrededor  de 
(0,  0).  Advierta  lo  lento  que  se  mueve  la  solución  formando  una  espiral  hacia  (0,  0).  □ 


a)  b) 

Figura  9.43  Vista  aumentada  de  una  región  alrededor  de  (0,  0) 


EJERCICIOS  9.5  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-22. 


En  los  problemas  del  1  al  8,  demuestre  que  el  sistema  autóno¬ 
mo  plano  dado  (o  ecuación  diferencial  de  segundo  orden)  no 
tiene  soluciones  periódicas. 


x'  =  2  +  xy 

2. 

*_ 

II 

! 

1 

K 

II 

V» 

y'  =  -l  -x¿  + 

x'  =  -X  +  y2 

4. 

/  2  2 
x  =  xy  —  x  y 

1 

* 

II 

V» 

y'  =  x2y  -  1 

x'  =  —  fix  —  y 

6. 

x'  =  2x  +  y2 

y'  =  x  +  y3 

1 

ii 

V, 

para  ¡i  <  0 

7.  x"  -  2x  +  (jc')4  =  0 

8.  x"  +  x  =  [\  +  3(x')V  -  x2 

En  los  problemas  9  y  10,  utilice  el  criterio  negativo  de  Dulac 
para  demostrar  que  el  sistema  autónomo  plano  dado  no  tiene 
soluciones  periódicas.  Experimente  con  funciones  simples  de 
la  forma  S  (x,  y)  =  ax2  +  by2,  eax  +  by,  o  con  xayb. 

9.  x'  =  —2x  +  xy  10.  x'  =  —x3  +  4xy 

y'  =  2y  —  x2  y'  =  —5x2  —  y2 
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CAPITULO  9  Sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  no  lineales 


1 1 .  Demuestre  que  el  sistema  autónomo  plano 


x'  =  x(l  -x2-  3y2) 
y'  =  y(3  -  x2  -  3 y2) 

no  tiene  soluciones  periódicas  en  una  región  elíptica 
localizada  alrededor  del  origen. 

12.  Si  dg/dx1  =£  0  en  una  región  R,  demuestre  que  x"  = 
g( x,  x')  no  tiene  soluciones  periódicas  en  R. 

1 3.  Demuestre  que  el  modelo  depredador-presa 

x'  =  —ax  +  bxy 
r 

y’  =  -cxy  +  —y(K  -  y) 

incluido  en  el  problema  20  de  los  ejercicios  9.4  no  tiene 
soluciones  periódicas  en  el  primer  cuadrante. 

En  los  problemas  14  y  15,  encuentre  una  región  invariante  cir¬ 
cular  para  el  sistema  autónomo  plano  dado. 

14.  x'  =  -y-  xex+y  15.  x'  =  ~x  +  y  +  xy 

y  =x  —  ye  y  y  =x~  y  —  x~  —  y 

1 6.  Compruebe  que  la  región  acotada  por  la  curva  cerrada 
x6  +  3y2  =  1  es  una  región  invariante  para  la  ecuación 
diferencial  no  lineal  de  segundo  orden  x"  +  x '  =  —  (x')3 
—  x5.  Consulte  la  figura  9.44. 


Figura  9.44  Región  invariante  del  problema  16 


1 7.  El  sistema  autónomo  plano  del  ejemplo  8  tiene  solamen¬ 
te  un  punto  crítico.  ¿Podemos  concluir  que  este  sistema 
tiene  al  menos  una  solución  periódica? 

1 8.  Utilice  el  teorema  de  Poincaré-Bendixson  para  demostrar 
que  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segundo  orden 

x"  =  x'[l  —  3x2  —  2(x')2]  —  x 

tiene  al  menos  una  solución  periódica.  [Sugerencia: 
Encuentre  una  región  anular  invariante  para  el  sistema 
autónomo  plano  correspondiente.] 


19.  Sea  X  =  X(í)  la  solución  del  sistema  autónomo  plano 

x'  =  y 

y' = -x  -  (1  -  x2)y 

que  satisface  X(0)  =  (x0,  yo).  Demuestre  que  si  Xg  + 
Vo  <  1,  entonces  límM00  X(t)  =  (0,  0).  [Sugerencia: 
Seleccione  r  <  1  con  x¿  +  <  r2  y  pruebe  primero  que 

la  región  circular  R  definida  por  x2  +  y2  <  r2  es  una 
región  invariante.] 

20.  Investigue  la  estabilidad  global  del  sistema 

x'  =  y  —  x 
y'  =  -x-  y3. 

21 .  La  evidencia  empírica  sugiere  que  el  sistema  autónomo 
plano 

x'  =  x2y  -  x  +  1 
/  =  — x2y  +  | 


tiene  una  región  invariante  R  tipo  I  que  se  encuentra 
dentro  del  rectángulo  0<xS2,0<)i<  1. 


a)  Utilice  el  criterio  negativo  de  Bendixson  para  de¬ 
mostrar  que  no  existen  soluciones  periódicas  en  R. 

b)  Si  X0  está  en  R  y  X  =  X(t)  es  la  solución  que  satis¬ 
face  X(í)  =  X0,  aplique  el  teorema  9.9  para  encon¬ 
trar  límMOOX(í)- 


22.  a)  Encuentre  y  clasifique  todos  los  puntos  críticos  del 
sistema  autónomo  plano 


x 


-  1 


2x 

y  +  2 


b )  La  figura  9.45  muestra  el  campo  vectorial  V/||V||, 
también  proporciona  evidencia  empírica  de  que 
existe  una  región  invariante  R  en  el  primer  cuadrante 
con  un  punto  crítico  en  su  interior.  Suponiendo  que 
dicha  región  existe,  demuestre  que  hay  al  menos 
una  solución  periódica. 


Figura  9.45  Campo  vectorial  del  problema  22 


9.5  Soluciones  periódicas,  ciclos  límite  y  estabilidad  global 
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EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  9 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares 
seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-23. 


Conteste  los  problemas  del  1  al  10  sin  remitirse  al  texto.  Llene 
los  espacios  en  blanco  o  conteste  verdadero  o  falso. 


13.  Clasifique  el  punto  crítico  (0,  0)  del  sistema  lineal  dado 
calculando  la  traza  t  y  el  determinante  A. 


1 .  La  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  x"  +  f(x')  + 

g(x)  =  0  puede  escribirse  como  un  sistema  autónomo 
plano. _ 

2.  Si  X  =  X(í)  es  una  solución  de  un  sistema  autónomo 

plano  y  X^)  =  X(f2)  para  t1  =f=  t2,  entonces  X(f)  es  una 
solución  periódica. _ 


a)  x'  =  — 3x  +  4y  b )  x'  =  — 3x  +  2y 

y'  =  — 5jc  +  3y  y'  =  —  2x  +  y 

14.  Calcule  y  clasifique  (si  es  posible),  los  puntos  críticos 
del  sistema  autónomo  plano 

x'  =  x  +  xy  —  3x2 


3.  Si  la  traza  de  la  matriz  A  es  0  y  establecemos  det  A  =f=  0, 

entonces  el  punto  crítico  (0,  0)  del  sistema  lineal  X'  = 
AX  puede  clasificarse  como _ . 

4.  Si  el  punto  crítico  (0,  0)  del  sistema  lineal  X'  =  AX  es 

un  punto  espiral  estable,  entonces  los  valores  propios  de 
A  son _ . 

5.  Si  el  punto  crítico  (0,  0)  del  sistema  lineal  X'  =  AX  es 

un  punto  de  equilibrio  y  X  =  X(f)  es  una  solución,  en¬ 
tonces  línv^  X(í)  no  existe. _ 

6.  Si  en  un  punto  crítico  de  un  sistema  autónomo  plano  la 

matriz  jacobiana  A  =  g'ÍXp  tiene  una  traza  y  un  deter¬ 
minante  positivos,  entonces  el  punto  crítico  X[  es  inesta¬ 
ble. _ 


7.  Mediante  linealización,  es  factible  demostrar  que  un 
sistema  autónomo  plano  no  lineal  tiene  soluciones  pe¬ 
riódicas  . _ 


d20  g 

8.  Todas  las  soluciones  de  la  ecuación  del  péndulo  v  +  y 


sen  0  =  0  son  periódicas. _ 


9.  Si  una  región  simplemente  conectada  R  no  cuenta  con 
puntos  críticos  de  un  sistema  autónomo  plano,  entonces 
no  existen  soluciones  periódicas  en  R. _ 

1 0.  Si  un  sistema  autónomo  plano  no  tiene  puntos  críticos 
en  una  región  invariante  anular  R,  entonces  existe  al 
menos  una  solución  periódica  en  R. _ 


1 1 .  Resuelva  el  siguiente  sistema  autónomo  plano  no  li¬ 
neal  convirtiéndolo  a  coordenadas  polares,  y  describa  el 
comportamiento  geométrico  de  la  solución  que  satisface 
la  condición  inicial  dada. 

x'  =  -y  -  x(Vx2  +  y2)3 

y'  =  x  -  y(Vx2  +  y2)3,  X(0)  =  (1,  0) 

1 2.  Analice  la  naturaleza  geométrica  de  las  soluciones  del 
sistema  lineal  X'  =  AX  dada  la  solución  general. 

a)  X(í)  =  +  c2f  e  2í 

tí)  X(í)  =  ? 


y'  =  4 y  -  2xy  -  y2. 

¿Tiene  este  sistema  soluciones  periódicas  en  el  primer 
cuadrante? 

15.  Clasifique  el  punto  crítico  (0,  0)  del  sistema  autónomo 
plano  correspondiente  a  la  ecuación  diferencial  no  lineal 
de  segundo  orden 

x"  +  fi(x2  —  l)x'  +  x  =  0 
donde  u  es  una  constante  real. 

1 6.  Sin  resolver  explícitamente,  clasifique  (si  es  posible)  los 
puntos  críticos  de  la  ecuación  diferencial  autónoma  de 
primer  orden  x'  =  (x2  —  I  )e  xl2  como  asintóticamente 
estables  o  inestables. 

1 7.  Utilice  el  método  del  plano  fase  para  demostrar  que  las 
soluciones  de  la  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segun¬ 
do  orden 

x"  =  —  2x\/(x')2  +  1 

que  satisface  x(0)=  x0  y  x'(0)  =  0  son  periódicas. 

18.  En  la  sección  3.8,  supusimos  que  la  fuerza  de  recupe¬ 
ración  F  del  resorte  satisfacía  la  ley  de  Hooke  F  =  ks, 
donde  s  es  la  elongación  del  resorte  y  A:  es  una  constante 
positiva  de  proporcionalidad.  Si  reemplazamos  este  su¬ 
puesto  con  la  ley  no  lineal  F  =  ks3,  entonces  la  nueva 
ecuación  diferencial  del  movimiento  amortiguado  se 
convierte  en  mx"  =  —  /3x'  —  k(s  +  x)3  +  mg,  donde  ks3 
=  mg.  El  sistema  se  llama  sobreamortiguado  cuando 
(0,  0)  es  un  nodo  estable,  y  se  denomina  subamortigua¬ 
do  cuando  (0,  0)  es  un  punto  espiral  estable.  Calcule 
los  nuevos  valores  de  m,  ky  ¡3  que  nos  llevarán  al  sobre¬ 
amortiguamiento  y  al  subamortiguamiento. 

1 9.  Demuestre  que  el  sistema  autónomo  plano 

x'  =  4x  +  2y  —  2x2 
y'  =  4x  —  3y  +  4xy 
no  tiene  soluciones  periódicas. 

20.  Mediante  el  teorema  de  Poincaré-Bendixson,  demuestre 
que  el  sistema  autónomo  plano 
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x'  =  ex  +  y  —  x(x2  +  y2) 
y'  =  —x  +  ey  —  y(x2  +  y2) 

cuenta  con  al  menos  una  solución  periódica  cuando  e  >  0. 
¿Qué  ocurre  cuando  e  <  0? 

21 .  La  varilla  de  un  péndulo  está  conectada  a  una  articula¬ 
ción  móvil  en  el  punto  P  y  gira  a  una  velocidad  angular 
de  w  (radianes/s)  en  su  plano  perpendicular  (vea  la  figu¬ 
ra  9.46).  Como  resultado  de  lo  anterior,  la  plomada  del 
péndulo  experimenta  una  fuerza  centrípeta  adicional  y 
la  nueva  ecuación  diferencial  en  0  se  convierte  en 

d20  .  dO 

mi  —y  =  &r»?Z  sen  0  eos  0  —  mg  sen  0-/3  — . 


pivote 

a 

o 


3  \ 


Figura  9.46  Péndulo  giratorio  del  probLema  21 


a)  Confirme  que  no  existen  soluciones  periódicas. 

b)  Si  o»2  <  g/l,  demuestre  que  (0,  0)  es  un  punto  crítico 
estable  y  que  es  el  único  punto  crítico  en  el  dominio 
—  tt  <6  <  tt.  Describa  qué  ocurre  físicamente  cuan¬ 
do  0  (0)  =  0 0,  0'(O)  =  0  y  0O  es  pequeño. 


c)  Si  or  >  g/l,  demuestre  que  (0,  0)  es  inestable  y  que 
existen  dos  puntos  críticos  estables  adicionales 
(±0,  0)  en  el  dominio  —tt<0<tt.  Describa  lo  que 
ocurre  físicamente  cuando  0(0)  =  0O,  0'(O)  =  0  y  0O 
es  pequeño. 

d)  Determine  en  qué  condiciones  los  puntos  críticos  de 
los  incisos  á)  y  b)  son  puntos  espirales  estables. 

22.  La  ecuación  diferencial  no  lineal  de  segundo  orden 

x"  —  2kx'  +  c(x')3  +  u>2x  =  0 
surge  del  modelado  del  movimiento  de  una  pala  con¬ 
trolada  eléctricamente.  Vea  la  figura  9.47,  donde  k  =  c 
=  0.1  y  w  =  1.  Suponga  que  esta  ecuación  diferencial 
posee  una  región  invariante  tipo  I  que  contiene  al  punto 
(0,  0).  Demuestre  la  existencia  de  al  menos  una  solución 
periódica. 


Figura  9.47  Curva  solución  del  problema  22 


CAPITULO  9  Ejercidos  de  repaso 
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a  mn  >if 
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Series  de  Fourier  y  ecuaciones 
diferenciales  parciales 


Funciones  ortogonales  y  series  de  Fourier 

Problemas  de  valores  en  la  frontera  en  coordenadas 
rectangulares 

Problemas  de  valores  en  la  frontera  en  otros  sistemas 
coordenados 

Método  de  la  transformada  integral 

Soluciones  numéricas  de  ecuaciones  diferenciales  parciales 


CAPÍTULO 


10 

Funciones  ortogonales 
y  series  de  Fourier 


Estructura  del  capítulo 

10.1  Funciones  ortogonales 

10.2  Series  de  Fourier 

10.3  Series  de  Fourier  de  cosenos  y  senos 

10.4  Series  complejas  de  Fourier 

10.5  Problema  de  Sturm-Liouville 

10.6  Series  de  Bessel  y  de  Legendre 
10.6.Í  Serie  de  Fourier-Bessel 
10.6.2  Serie  de  Fourier-Legendre 
Ejercicios  de  repaso  del  capitulo  10 


En  esta  parte  4  de  nuestro  libro  el  objetivo  es  resolver  cierto  tipo  de  ecuacio¬ 
nes  diferenciales  parciales  en  el  contexto  de  su  aplicación.  A  pesar  de  que  en 
este  capítulo  no  resolvemos  ninguna  ecuación  diferencial  parcial,  el  material 
que  se  estudiará  sirve  como  base  para  los  procedimientos  que  se  analizarán 
después. 

En  cálculo,  usted  pudo  observar  que  una  función /suficientemente  dife- 
renciable  podía  expandirse  en  una  serie  de  Taylor,  la  cual  en  esencia  es  una 
serie  de  potencias  de  x.  El  concepto  medular  que  se  estudia  en  este  capítulo 
también  implica  la  expansión  de  una  función  en  una  serie  infinita.  A  principios 
de  los  años  de  1800,  el  matemático  francés  Joseph  Fourier  promovió  la  idea  de 
expandir  una  función /en  una  serie  de  funciones  trigonométricas.  Sucede  que 
las  series  de  Fourier  son  solamente  casos  especiales  de  un  tipo  más  general 
de  representación  en  forma  de  series  de  una  función  que  utiliza  un  conjunto 
infinito  de  funciones  ortogonales.  La  noción  de  un  conjunto  de  funciones  or¬ 
togonales  nos  lleva  de  regreso  a  los  valores  propios  y  al  correspondiente  con¬ 
junto  de  funciones  ortogonales.  Puesto  que  los  valores  propios  y  las  funciones 
propias  son  los  ejes  centrales  de  los  procedimientos  planteados  en  los  dos 
capítulos  siguientes,  se  le  invita  a  repasar  el  ejemplo  2  de  la  sección  3.9. 
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10.1  Funciones  ortogonales 


■  Introducción  En  ciertas  áreas  de  las  matemáticas  avanzadas,  a  una  función  se  le 
considera  como  la  generalización  de  un  vector.  En  esta  sección  estudiaremos  la  forma  en 
que  los  dos  conceptos  vectoriales  de  producto  interno,  o  producto  escalar,  y  la  ortogo- 
nalidad  de  vectores  pueden  hacerse  extensivos  a  funciones.  El  resto  del  capítulo  es  una 
aplicación  práctica  de  este  análisis. 

■  Producto  interno  Recuerde:  si  u  =  u¡ i  +  u2 j  +  «3k  y  v  =  v,i  +  v2j  +  v3k  son  dos 
vectores  en  R2  o  en  el  espacio  tridimensional,  entonces  el  producto  interno  o  producto 
escalar  de  u  y  v  es  un  número  real  (o  escalar)  que  se  define  como  la  suma  de  los  produc¬ 
tos  de  sus  componentes  correspondientes: 

3 

(u,  v)  =  ulv1  +  u2v2  +  m3v3  =  2  ukvk ■ 

k=  1 

El  producto  interno  (u,  y)  tiene  las  propiedades  siguientes: 
o  (u,  v)  =  (v,  u) 

ii)  (kn,  v)  =  k(u,  v),  k  es  un  escalar 

iii)  (u,  u)  =  0  si  u  =  0  y  (u,  u)  >  0  si  u  ¥=  0 

iv)  (u  +  v,  w)  =  (u,  w)  +  (v,  w). 

Se  espera  que  cualquier  generalización  del  producto  interno  tenga  estas  mismas  propie¬ 
dades. 

Suponga  que/!  y  f2  son  funciones  definidas  en  un  intervalo  [a,  £>].*  Puesto  que  una 
integral  definida  en  el  intervalo  del  producto  fi(x)f2(x)  tiene  las  propiedades  i )  a  ¡V)  del 
producto  interno  vectorial,  siempre  que  la  integral  exista  sugerimos  atender  la  siguiente 
definición. 


Motivados  por  el  hecho  de  que  dos  vectores  u  y  v  son 
ortogonales  siempre  que  su  producto  interno  sea  cero,  definimos  las  funciones  ortogo¬ 
nales  de  manera  similar. 


Por  ejemplo,  las  funciones///)  =  x2  y  f2(x)  =  x 3  son  ortogonales  en  el  intervalo  [—1,  1] 
puesto  que 


(/n/2) 


1 

x2  •  x3  dx  = 

J-i 


-1 


=  0. 


*E1  intervalo  pudo  haber  sido  también  (—00,  00),  [0,  00),  etcétera. 


10.1  Funciones  ortogonales 


A  diferencia  del  análisis  vectorial,  donde  la  palabra  ortogonal  es  un  sinónimo  de  perpen¬ 
dicular,  en  el  presente  contexto  el  término  ortogonal  y  la  condición  (1)  no  tienen  ningún 
significado  geométrico. 

■  Conjuntos  ortogonales  Estamos  interesados,  principalmente,  en  los  conjuntos 
infinitos  de  funciones  ortogonales. 


■  Conjuntos  ortonormales  La  norma,  o  longitud  ||u||,  de  un  vector  u  puede  expresar¬ 
se  en  términos  del  producto  interno.  La  expresión  (u,  u)  =  ||u||2  se  llama  norma  cuadrada, 
por  lo  que  la  norma  es  ||u||  =  \/(u,  u).  De  manera  similar,  la  norma  cuadrada  de  una 
función  cj)„  es  ||</>„(x)l|2  =  (</>„.  y  entonces  la  norma,  o  su  longitud  generalizada,  es 
||c/j„(jc)||  =  %/($„,  4>„).  En  otras  palabras,  en  un  conjunto  ortogonal  { <j>„(x) }  la  norma  cua¬ 
drada  y  la  norma  de  una  función  <j)n  son,  respectivamente. 


Hn(x)\\2 


y 


4>l(x)  dx. 


(3) 


Si  {4>n(x)}  es  un  conjunto  ortogonal  de  funciones  en  el  intervalo  [a,  b\  con  la  propiedad 
de  que  ||</>„(x)||  =  1  para  n  =  0,  1,2,...,  entonces  se  dice  que  ¡  (frjx)  ¡  es  un  conjunto 

ortonormal  en  el  intervalo. 


Ejemplo  1  Conjunto  ortogonal  de  fundones 

Demuestre  que  el  conjunto  { 1,  eos  x,  eos  2x, ...  ¡  es  ortogonal  en  el  intervalo  [  —  tt,  7r|. 


Solución  Si  hacemos  las  identificaciones  4>0(x)  =  1  y  <]>,,( x)  =  eos  nx,  entonces  debe¬ 
mos  demostrar  que  <j>0(X)d>„(x)  dx  =  0,  n  =A  0,  y  c f>m(x)4>„{x)  dx  =  0,  m  A  n.  En  el 
primer  caso,  tenemos 


(<Ao, 


=  4>0{x)(¡)n(x)  dx 

—  77 

1 

=  —  sen  nx 
n 


eos  nx  dx 


n 


sen  mr  —  sen(— mr)]  =  0, 


n  A  0, 


y  en  el  segundo, 


(</v  <!>„)  = 


4> m{x)(l)„{x)dx  = 


eos  mx  eos  nx  dx 


1 

2  J 
1 


|  h  COS  (m  —  «).v]  dx<~  identidad 

„  trigonométrica 

sen(m  +  n)x  sen(;w  —  n)x 


m  +  n 


+ 


=  0,  m  A  n. 


Ejemplo  2  Normas 

Encuentre  las  normas  de  cada  función  en  el  conjunto  ortogonal  dado  en  el  ejemplo  1. 
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Solución  A  partir  de  (3),  para  én(x)  =  1  tenemos 


i2  _ 


dx  =  2i r 


por  lo  que  ||<£0(x)||  =  ■  Para  4>„(x)  =  eos  nx,  n  >  0,  se  deduce  que 

1  '  “ 


&„0)ll2  = 


eos  ~nx  dx  = 


2 


[1  +  cos2nx]dx  =  tt. 


Por  lo  tanto,  para  n  >  0,  \(l>„(x)\\  =  Vrr. 


□ 


Cualquier  conjunto  ortogonal  de  funciones  diferentes  de  cero  {4>„(x)}  ,  n  =  0,  1,  2,  , 

puede  normalizarse,  esto  es,  convertirse  en  un  conjunto  ortonormal,  dividiendo  cada 
función  entre  su  norma.  A  partir  de  los  ejemplos  1  y  2  se  deduce  que  el  conjunto 

1  eos  x  eos  2x 
V 277  \Ítt  \Ítt 
es  ortonormal  en  el  intervalo  [—77, 77], 

I  Analogía  vectorial  Formulemos  una  analogía  más  entre  vectores  y  funciones. 
Suponga  que  vb  v2  y  v3  son  tres  vectores  mutuamente  ortogonales  diferentes  de  cero  en 
el  espacio  tridimensional.  Dicho  conjunto  ortogonal  puede  utilizarse  como  base  para  el 
espacio  tridimensional;  esto  es,  cualquier  vector  en  tres  dimensiones  puede  escribirse 
como  una  combinación  lineal 


Un  conjunto  orto¬ 
gonal  puede  conver¬ 
tirse  en  un  conjunto 
ortonormal. 


U  =  Cl\l  +  C2\2  +  C3V3, 


(4) 


donde  el  c¡,  i  =  1,  2,  3,  son  escalares  llamados  componentes  del  vector.  Cada  compo¬ 
nente  c¡  puede  expresarse  en  términos  de  u  y  del  correspondiente  vector  v¡.  Para  poder 
apreciar  lo  anterior,  calculamos  el  producto  interno  de  (4)  con  vp 

(u,  Vi)  =  CjlVj,  Vi)  +  c2(v2,  Vj)  +  c3(v3,  Vj)  =  CjIIvjII2  +  c2  •  0  +  c3  •  0. 


(u,  Vj) 

De  modo  que,  cq  =  — — — . 

Uve 

De  manera  similar,  podemos  observar  que  los  componentes  c2  y  c3  están  dados  por 


c2  = 


(u-  v2) 


c  3  = 


K  v3) 


Así,  (4)  puede  expresarse  como 


(u,  Vj)  (u,  v2)  (u,  v3)  3  (u,  v„) 

II  in  Vt  +  V2  +  V3  =  2j  II  112  Y« 

ki  2  h  h  -  ^  v„ 2 


(5) 


■  Expansión  en  series  ortogonales  Suponga  que  {(¡>n(x)}  es  un  conjunto  de  fun¬ 
ciones  ortogonales  infinito  en  un  intervalo  [a,  b].  Nos  preguntamos:  si  y  =  f(x)  es  una 
función  definida  en  el  intervalo  [a,  b],  ¿es  posible  determinar  un  conjunto  de  coeficientes 
c„,  n  =  0,  1,  2, ... ,  para  el  que 

f(x)  =  CoQoix)  +  (x)  +  •  •  •  +  c„</>„(x)  +  •  ■  •  ?  (6) 

Como  en  el  análisis  anterior  sobre  el  cálculo  de  los  componentes  de  un  vector,  podemos 
calcular  los  coeficientes  c„  utilizando  el  producto  intemo.  Multiplicando  (6)  por  4>m(x)  e 
integrando  en  el  intervalo  [a,  b]  obtenemos 


/(x)$,„(x)  dx  =  c0 


dx  +  C! 


<í>iW< K(x)  dx 


+  c„ 


<^„(x)</>„,(x)  dx 


=  C0((¡)0,  <t>J  +  C^ípi,  (¡)J  +  •  •  •  +  C„( C¡)n,  </),„)  +  ■■■. 
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Debido  a  la  ortogonalidad,  cada  término  del  lado  derecho  de  la  última  ecuación  es  cero, 
excepto  cuando  m  =  n.  En  este  caso  tenemos 


f(x)4>„(x)  dx  =  c„ 


(¡)l  (x)  dx. 


Se  deduce  que  los  coeficientes  requeridos  son 


dx 

c„  =  —  b  2.  ,  . — ,  n  =  0,  1,  2,  .... 


ja4>„(x)  dx 


En  otras  palabras, 


f(x)  =  2cAW» 


(7) 


donde 


Saf{x)<!>n{x)dx 


\\U4\2  ' 

Mediante  la  notación  del  producto  interno,  (7)  se  puede  escribir  como 

r¡  \  (/'  fin)  ,  f  \ 

/O)  -  2j  II T  ,  \in  <£«(*)• 

»=o 


(8) 


(9) 


Por  lo  tanto,  (9)  es  visto  como  la  analogía  funcional  del  vector  resultante  dado  en  (5). 


La  suposición  usual  es  que  w{ x)  >  0  en  el  intervalo  de  ortogonalidad  [a,  b].  El  conjunto 
{ 1 ,  eos  x,  eos  2x, ... }  del  ejemplo  1  es  ortogonal  respecto  a  la  función  peso  w(x)  =  1  en 
el  intervalo  [— tt\  tt]. 

Si  [4>n(x)}  es  ortogonal  respecto  a  la  función  peso  w(x)  en  el  intervalo  [a,  b],  entonces 
multiplicamos  (6)  por  w(x)4>n(x)  e  integramos  para  obtener 


Sbaf{x)w{x)(t>n{x)dx 

ll^nWlP 


(10) 


donde 


H^nWlP 


fb 

w(x)4>l(x)  dx. 


(11) 


Se  dice  que  la  serie  (7)  con  coeficientes  dados  por  (8)  y  (10)  es  un  desarrollo  en  series 
ortogonales  de/o  una  serie  generalizada  de  Fourier. 


I  Conjuntos  completos  El  procedimiento  bosquejado  para  determinar  los  coeficien¬ 
tes  cn  fue  formal-,  esto  es,  las  preguntas  básicas  acerca  de  que  si  un  desarrollo  ortogonal 
de  una  serie  como  la  (7)  es  en  realidad  factible  o  pudiera  ser  ignorada.  Asimismo,  para 
desarrollar/en  una  serie  de  funciones  ortogonales,  desde  luego  es  necesario  que/no  sea 
ortogonal  a  cada  <f>n  del  conjunto  ortogonal  {4>n{x}}.  (De  ser/ ortogonal  a  cada  4>n,  en¬ 
tonces  c„  =  0,  n  =  0,  1,  2, _ )  Para  evitar  este  último  problema  debemos  suponer,  en  lo 

que  resta  del  análisis,  que  un  conjunto  ortogonal  es  completo.  Esto  significa  que  la  única 
función  continua  ortogonal  a  cada  miembro  del  conjunto  es  la  función  cero. 
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Comentarios 


Suponga  que  {f0(x),fl(x),f2(x),  . . . }  es  un  conjunto  infinito  de  funciones  con  valores 
reales  que  son  continuas  en  un  intervalo  [a,  b\.  Si  este  conjunto  es  linealmente  indepen¬ 
diente  en  [a,  b],  entonces  siempre  se  podrá  convertir  en  un  conjunto  ortogonal  y,  como 
se  describió  anteriormente  en  esta  sección,  puede  convertirse  en  un  conjunto  ortonor- 
mal.  Consulte  el  problema  22  de  los  ejercicios  10.1. 


EJERCICIOS  10.1  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-23 


En  los  problemas  del  1  al  6,  demuestre  que  las  funciones  dadas 
son  ortogonales  en  el  intervalo  indicado. 

1.  //x)  =  x, /2(x)  =  x2;  [- 2,2] 

2.  /i(x)  =  x3, /2(x)  =  x2  +  1;  [-1, 1] 

3.  /,(*)  =  e*,  /2(x)  =  xe  x  -  e~x\  [0,  2] 

4.  f  (x)  =  eos  x,  f2(x)  =  sen2*;  [0,  tt] 

5.  /| (x)  =  x,  f2(x)  =  eos  2x;  [  — 7r/2,  tt/2] 

6.  fi(x)  =  ex,  f2(x)  =  sen  x;  [7t/4,  5tt/4] 

En  los  problemas  del  7  al  12,  demuestre  que  cada  conjunto  de 
funciones  es  ortogonal  en  el  intervalo  indicado.  Encuentre  la 
norma  de  cada  función  del  conjunto. 

7.  {  sen  x,  sen  3x,  sen  5x, . . . } ;  [0,  7t/2] 

8.  {  eos  x,  eos  3x,  eos  5x, . . . } ;  [0,  tt/2] 

9.  {  sen  nx },  n  =  1,  2,  3, ... ;  [0,  tt] 

mr  ] 

10.  |  sen — xj  ,  n  =  1,  2,  3, . . . ;  [0,  p] 

I  mr  ] 

11.  |l,  eos — x  j  ,  n  =  1,  2,  3, .. . ;  [0,/t] 

f  mr  mir  \ 

12.  <1,  eos — x,  sen - x  }  ,n  =  1,  2,  3, ... , 

l  P  P  ) 

m  =  1,  2,  3, ... ;  [—  p,  p] 

En  los  problemas  13  y  14,  compruebe  por  integración  directa 
que  las  funciones  son  ortogonales  respecto  a  la  función  peso 
indicada  en  el  intervalo  dado. 

13.  H0(x )  =  1,  Hx{x)  =  2x,  H2(x )  =  4x2  -  2;  w(x)  =  e~x2, 
(  —  00,  oo) 

14.  L0(x)  =  1,  ¿i(x)  =  —x  +  1,  L2(x)  =  \  x2  —  2x  +  1; 

w(x)  =  [0,  oo) 

1 5.  Sea  { 4>„(x) }  un  conjunto  ortogonal  de  funciones  en  [a,  b] 
tal  que  4>0(x)  =  1.  Demuestre  que  fba  cf>n(x )  dx  =  0  para 
n  =  1,2,  .... 

16.  Sea  [4>n(x)}  un  conjunto  ortogonal  de  funciones  en 
[ a ,  b ]  tal  que  <¿>0(x )  =  1  y  (^(x)  =  x.  Demuestre  que 
/*  (ax  +  )3)</)„(x)  dx  =  0  para n  =  2,3, ...  ,  y  para  cual¬ 
quier  constante  a  y  j3. 

17.  Sea  (<j)„(x)}  un  conjunto  ortogonal  de  funciones  en 
[a,  b ].  Demuestre  que  || <j)m(x)  +  </>„(x)||2  =  ||^,„WII2  + 
U„(x)\\2,  m  +  n. 


18.  Del  problema  1  sabemos  que/j(x)  =  x  y  /2(x)  =  x2  son 
ortogonales  en  [—2,  2].  Determine  las  constantes  c1  y  c2 
tales  que/3(x)  =  x  +  c,x2  +  c2x 3  sea  ortogonal  a/j  y  f2 
en  el  mismo  intervalo. 

19.  El  conjunto  de  funciones  {sen  nx},  n  =  1,  2,  3,  ...,  es 
ortogonal  en  el  intervalo  [—tt,  tt}.  Demuestre  que  el 
conjunto  está  incompleto. 

20.  Suponga  que/),/)  y/3  son  funciones  continuas  en  el 
intervalo  [a,  tí].  Demuestre  que  (/3  +/2,/3)  =  (fufa)  + 
(/2,/3)- 

21.  Se  dice  que  una  función  con  valores  reales  es  periódica 
con  periodo  T  si/(x  +  T)  =  /(x).  Por  ejemplo,  4 tt  es  un 
periodo  de  sen  x  ya  que  sen  (x  +  4 tt)  =  sen  x.  El  valor 
más  pequeño  de  T  para  el  que/(x  +  T)  =/(x)  es  válida  se 
llama  periodo  fundamental  de/.  Por  ejemplo,  el  periodo 
fundamental  de/(x)  =  sen  x  es  T  =  2 ir.  ¿Cuál  es  el  perio¬ 
do  fundamental  de  cada  una  de  las  funciones  siguientes? 

a )  /(x)  =  eos  2 ttx 

4 

b)  f(x)  =  sen  —  x 

c)  /(x)  =  sen  x  +  sen  2x 

d)  f(x)  =  sen  2x  +  eos  4x 

e)  f(x )  =  sen  3x  +  eos  2x 

(  mr  mr 

/)  f(x)  =  A0  +  2j  I  A„  eos  — x  +  Bn  sen  —  x 
n  =  1  V  P  P 

An  y  B„  depende  solamente  de  n 

22.  El  proceso  Gram-Schmidt  para  la  construcción  de 
un  conjunto  ortogonal  (consulte  la  sección  1.7)  nos 
lleva  a  un  conjunto  linealmente  independiente  {/0(x), 
fi(x),f2(x),  ...  }  de  funciones  continuas  con  valores 
reales  en  el  intervalo  [a,  tí].  Con  el  producto  interno 
(fn,  ([>„)  =  /*/,(x)/>„(x)í±c,  defina  las  funciones  presentes 
en  el  conjunto  B'  =  {cf>0(x),  </q(x),  r/>2(x),  . . .  }  como 


4>  oW  =/oM 


4> íW  =fi(x)  - 

</>2(*)  =fi(x)  ~ 


(/n  <t> o) 
(‘/'Oj  4>o) 
(Í2’  4> o) 
(&0-  4> o) 


4>0(x) 
4>o(x)  - 


(fl,  $ l) 

(01.  0i) 


0  íW 


Y  así  sucesivamente. 


10.1  Funciones  ortogonales 


495 


a)  Escriba  <¡>2(x)  perteneciente  al  conjunto. 

b)  Por  construcción,  el  conjunto  B'  =  {cf> 0(x),  <¡>i(x), 
i t>2(x ),  ...  }  es  ortogonal  en  [a,  b].  Demuestre  que 
4>0(x),  cf> | (x)  y  <j>2(x)  son  mutuamente  ortogonales. 

Problemas  de  análisis 

23.  a)  Considere  el  conjunto  de  funciones  { 1,  x,  x2,  x3, 
. . . }  definido  en  el  intervalo  [—1,  1].  Aplique  a  este 
conjunto  el  proceso  de  Gram-Schmidt  que  se  dio 


en  el  problema  22  y  encuentre  <j>o<X),  4> íOO,  4>2ÍX)  y 
4>3(x)  del  conjunto  ortogonal  B' . 

b )  Analice:  ¿Reconoce  el  conjunto  ortogonal? 

24.  Compruebe  que  el  producto  interno  (/j,/2)  de  la  defini¬ 
ción  10.1  satisface  las  propiedades  i)  a  iv)  relacionadas 
en  la  página  49 1 . 

25.  En  K\  dé  un  ejemplo  de  un  conjunto  de  vectores  orto¬ 
gonales  que  no  esté  completo.  Proporcione  un  conjunto 
completo  de  vectores  ortogonales. 


10.2  Series  de  Fourier 


■  Introducción  En  el  capítulo  anterior  estudiamos  que  si  {c¡)0(x),  4>i(x),  (¡>2(x),  . . . } 
es  un  conjunto  de  funciones  con  valores  reales  que  son  ortogonales  en  el  intervalo 
[a,  b]  y  si/es  una  función  definida  en  el  mismo  intervalo,  entonces  podemos  desarrollar 
formalmente /en  una  serie  ortogonal  c04>o{x)  +  C|</j,(x)  +  c24>2{x )  +  ....  En  esta  sección 
desarrollaremos  las  funciones  en  términos  de  un  conjunto  ortogonal  especial  de  funcio¬ 
nes  trigonométricas. 


Ésta  es  la  razón  por 
la  que  se  utiliza  aj 2 
en  lugar  de  o0. 


■  Series  trigonométricas  En  el  problema  12  de  los  ejercicios  10.1,  se  pidió  al  lector 
demostrar  que  el  conjunto  de  funciones  trigonométricas 


f  7 7  2tT  3t7  77  277  377  1 

<  1 ,  eos  —  x,  eos  —  x,  eos  —  x,  ... ,  sen  -  x,  sen - x,  sen  —  x,  ...  )  ( 1 ) 

l  P  P  P  P  P  P  ) 


es  ortogonal  en  el  intervalo  [—  p,  p].  Este  conjunto  será  de  especial  importancia  poste¬ 
riormente  en  la  solución  de  ciertos  tipos  de  problemas  con  valores  en  el  límite  que  invo¬ 
lucran  ecuaciones  diferenciales  lineales  parciales.  En  esas  aplicaciones,  necesitaremos 
desarrollar  una  función  /  definida  sobre  [  —p,  p]  en  una  serie  ortogonal  que  consista  en 
las  funciones  trigonométricas  dadas  en  (1),  es  decir. 


.  .  a  o  Ai,  /  «77  «77  \ 

f(x)  = - 1-  7.  a,, eos  —  x  +  bn  sen  —  x  ).  (2) 

’  2  p  p  ) 

Los  coeficientes  a0,  au  a2,  ... ,  b{,  b2,  . . . ,  pueden  determinarse  exactamente  en  la 
misma  forma  que  en  el  análisis  general  de  las  expansiones  de  series  ortogonales  de  las 
páginas  493  y  494.  Antes  de  continuar,  observe  que  hemos  seleccionado  escribir  el  coefi¬ 
ciente  de  1  en  el  conjunto  (1)  como  üq/2  en  lugar  de  «0;  esto  solamente  es  por  convenien¬ 
cia,  pues  la  fórmula  de  a„  se  simplificará  entonces  a  a0  para  «  =  0. 

Integrar  ambos  lados  de  (2)  desde  —  p  hasta  p  nos  da 


f(x)  dx  = 


«o 

2  J 


dx  +  2  (  °n 


«77 

eos  —  x  dx  +  bn 


n7T  i 

sen — x  dx  ).  (3) 

P 


--p  - -p  -~p  ‘  - -p 

Puesto  que  cos(«T7x/¿>)  y  sen(«77x/p),  n  >  1,  son  ortogonales  a  1  en  el  intervalo,  el  segun¬ 
do  miembro  de  (3)  se  reduce  a  un  solo  término: 


~p 

f(x)  dx 

-p 

Despejamos  a0  y  obtenemos 


=  pa0. 


aQ 


P 


ftx)  dx. 


(4) 
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Ahora  multiplicamos  (2)  por  cos(imrx/p)  e  integramos: 


'p 

f(x)  eos 


rriTT 

- x  dx 

P 


mu 

- x  dx 

P 


+ 


imr  nir 

eos - x  eos - x  dx  + 

P  P 


mir  HIT 

eos - x  sen  —  x 

P  P 


(5) 


Mediante  la  ortogonalidad,  tenemos 


nnr 

eos - x  dx  =  0,  m  >  0, 

P 


mir  nir 

eos - x  sen  —  x  dx  =  0 

P  P 


rmr  nir 

eos - x  eos  —  x  dx  = 

P  P 


ío. 

La 


m  A  n 
p,  m  =  n. 


Por  lo  tanto,  (5)  se  puede  simplificar  a 


y  asi 


=  P  J 


«77 

/(x)  eos  —  x  dx  =  anp, 

-p  P 

’  n7T 

ni)  eos  —  x  dx. 

p 


(6) 


Por  último,  si  multiplicamos  (2)  por  sen(mi7x/p),  integramos,  y  usamos  los  resultados 


«177 

sen - x  dx  =  0,  m  >  0, 

P 


niTT  «77 

sen - x  sen  —  x  dx  =  0 

P  P 


y 


encontramos  que 


«177  «77 

sen - x  sen - x  cix 

P  P 


j  0,  «i  =£  « 

«i  =  «, 


¿i 


n 


sen 


nir 

-xdx. 


(7) 


Se  dice  que  la  serie  trigonométrica  (2)  con  coeficientes  a0,  an  y  bn  definidos  por  (4),  (6) 
y  (7),  respectivamente,  se  conoce  como  serie  de  Fourier  de  la  función/.  Los  coeficientes 
obtenidos  a  partir  de  (4),  (6)  y  (7)  se  conocen  como  coeficientes  de  Fourier  de/. 

Para  calcular  los  coeficientes  a0,  an  y  bn,  se  supone  que/era  integrable  en  el  intervalo 
y  que  (2),  así  como  la  serie  obtenida  al  multiplicar  (2)  por  eos  ( nrnx/p ),  convergía  de  tal 
manera  que  permite  la  integración  término  por  término.  Hasta  que  se  demuestre  que  (2) 
es  convergente  para  una  función /dada,  el  signo  de  igualdad  no  se  tomará  en  sentido 
estricto  o  literal.  En  algunos  textos  se  utiliza  el  símbolo  ~  en  lugar  de  =.  En  vista  de  que 
la  mayoría  de  las  funciones  incluidas  en  las  aplicaciones  son  de  un  tipo  que  garantiza  la 
convergencia  de  la  serie,  aquí  utilizaremos  el  símbolo  de  igualdad.  A  continuación  se 
proporciona  un  resumen  de  los  resultados: 


DEFINICION  10.5 


Series  de  Fourier 

La  serie  de  Fourier  de  una  función /definida  en  el  intervalo  (—  p,  p)  está  dada  por 


V 


donde 


P  / 


«o 


=  -  '  f(x)  dx 


Ir  «77 

dx. 

P  J  ..  P 


(8) 

(9) 

(10) 

(11) 
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Figura  10.1  Fundón /del 
ejemplo  1 


Ejemplo  1  Desarollo  de  una  serie  de  Fourier 

,  ,  f  0,  —  77  <  X  <  0 

Expanda  f(x)  =  <  (12) 

(7 T  ~  X,  O  <  X  <  77 

en  una  serie  de  Fourier. 

Solución  La  gráfica  de/se  proporciona  en  la  figura  10.1.  Con  p  =  77,  a  partir  de  (9)  y 
(10)  tenemos  que 


a0  = 


f(x)  dx  =  — 


f(x)  eos  nx  dx  =  — 

7 7 


1 

f  0 

'  77 

1 

x2~t 

77 

— 

0  dx  + 

(7 T  —  x)  dx 

=  — 

TTX  ~  — 

=  — 

7 T 

.  . 

—  77 

0  J 

7 T 

2  Jo 

2 

,  .  sen  nx 

^  1 

(77  X) 

+  - 

n 

0  «J 

1  cos  nx 

77 

0  dx  + 


sen  nx  dx 


( 77  —  x)  eos  nx  dx 


7777  77 

-  COS  7777  +  1 


0 


<—  COS  I17T  =  (—!)" 


1  -(-!)» 


De  manera  similar,  a  partir  de  ( 1 1)  encontramos  que 


b„  = 


1 


/  x  1 

(77  —  x)  sen  nx  dx  =  — . 


Por  lo  tanto. 


,  ,  77 

/M  =  4  + 


oo  ( 

n=  1  l 


i  -  (-ir  ,  i 

- - - eos  nx  -\ —  sen  nx 

n¿rr  n 


y 


03)  □ 


Observe  que  an,  tal  como  fue  definida  en  (10),  se  simplifica  al  valor  a0  que  se  dio  en 
(9)  cuando  fijamos  n  =  0.  Sin  embargo,  como  lo  muestra  el  ejemplo  1,  éste  puede  no  ser 
el  caso  después  de  haber  evaluado  la  integral  para  an. 


H  Convergencia  de  una  serie  de  Fourier  El  teorema  siguiente  proporciona  condi¬ 
ciones  suficientes  para  la  convergencia  de  una  serie  de  Fourier  en  un  punto. 


TEOREMA  10.1 


Condiciones  para  la  convergencia 


Sean/y/'  funciones  continuas  en  el  intervalo  (— p,  p)\  esto  es,  establezcamos/y/' 
continuas  excepto  en  un  número  finito  de  puntos  en  el  intervalo  y  con  discontinui¬ 
dades  finitas  sólo  en  estos  puntos.  Entonces,  la  serie  de  Fourier  de/en  el  intervalo 
converge  a/(x)  en  un  punto  de  continuidad.  En  un  punto  de  discontinuidad,  la  serie 
de  Fourier  converge  al  promedio 

/(*+)  +/(*-) 


donde f(x+)  y  f(x—)  denotan  el  límite  de/en  x  de  derecha  a  izquierda,  respecti¬ 
vamente.* 


*En  otras  palabras,  para  un  punto  x  en  el  intervalo  y  h  >  0, 


/(*+)  =  lím  ñx  +  h),  f(x~) 

h-+  o 


lím  f{x  —  h). 
h->  o 
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Para  ver  la  demostración  de  este  teorema,  se  recomienda  consultar  el  libro  clásico  de 
Churchill  y  Brown.* 


Ejemplo  2  Convergencia  de  un  punto  de  discontinuidad 

La  función  (12)  del  ejemplo  1  satisface  las  condiciones  del  teorema  10.1.  En  consecuen¬ 
cia,  por  cada  x  en  el  intervalo  (  —  77,  77),  excepto  en  x  =  0,  la  serie  (13)  convergirá  a  f(x). 
En  x  =  0  la  función  es  discontinua,  entonces  la  serie  (13)  convergirá  para 

/(0  +  )  +/(0-)  77  +  O  77 


I  Extensión  periódica  Observe  que  cada  una  de  las  funciones  incluidas  en  el  con¬ 
junto  básico  (1)  tiene  un  periodo  fundamental  diferente,**  es  decir,  2 pin,  n  >  1;  sin 
embargo,  puesto  que  un  múltiplo  entero  positivo  de  un  periodo  es  también  un  periodo, 
podemos  ver  que  todas  las  funciones  tienen  en  común  el  periodo  2 p  (compruébelo).  En 
consecuencia,  el  lado  derecho  de  (2)  tiene  periodo  2 p\  de  hecho,  2 p  es  el  periodo  funda¬ 
mental  de  la  suma.  Concluimos  que  una  serie  de  Fourier  no  sólo  representa  la  función 
en  el  intervalo  (—  p,  p),  sino  que  también  proporciona  la  extensión  periódica  de /fuera 
de  este  intervalo.  Ahora  podemos  aplicar  el  teorema  10.1  a  la  extensión  periódica  de/, 
o  suponer  desde  el  principio  que  la  función  dada  es  periódica  con  periodo  T  =  1p\  esto 
es ,f(x  +  T)  =  f(x).  Cuando/es  una  función  continua  y  existen  las  derivadas  derecha  e 
izquierda  en  x  =  —p  y  x  =  p,  respectivamente,  entonces  la  serie  (8)  converge  al  prome¬ 
dio  [f(p~)  +/(—  p+)]!2  en  estos  extremos  y  a  este  valor  extendido  periódicamente  en 
±3 p,  ±5 p,  ±7 p,  etc.  La  serie  de  Fourier  dada  en  (13)  converge  a  la  extensión  periódica 
de  (12)  en  todo  el  eje  x.  En  0,  ±277,  ±477, . . . ,  y  ±77,  ±377,  ±577, . . . ,  la  serie  converge 
a  los  valores 


J 


Podemos  suponer 
que  la  función /dada 
es  periódica. 


/( 0+)+/(0  — )  77  /(T7  +  )  +/(77-)  ^ 

- 2 - =  T  y  - 2 - =  °’ 

respectivamente.  Los  puntos  negros  de  la  figura  10.2  representan  el  valor  77/2. 


.\ 


-S, - 1 


I — N- 


-4  n  -3  k  -2 k  - k 


v 


*1—  V 


k  2  77  3  n  4  n 


Figura  10.2  Las  extensiones  periódicas  de  la  función /se  muestran  en  la  figura  10.1 


I  Secuencia  de  sumas  parciales  Es  interesante  observar  cómo  la  secuencia  de  las 
sumas  parciales  jó/Ot)}  de  una  serie  de  Fourier  se  aproxima  a  una  función.  Por  ejemplo, 
las  primeras  tres  sumas  parciales  de  (13)  son 


Sito  = 


77 

4’ 


77 

S2(x)  =  ~ 


—  eos  x  +  sen  x,  S?(x)  = - 1 - eos  x  +  sen  x  H —  sen  2x. 

77  J  '  4  77  2 


En  la  figura  10.3  hemos  utilizado  un  CAS  para  graficar  las  sumas  parciales  S5(x),  SH(x) 
y  Sl5(x)  de  (13)  en  el  intervalo  (—77,  77).  La  figura  10.3/)  muestra  la  extensión  periódica 
utilizando  Sj5(jc)  en  (—477,  477). 


*Ruel  V.  Churchill  y  James  Ward  Brown,  Fourier  Series  and  Boundary  Valué  Problems  (Nueva  York:  McGraw- 
Hill,  2000). 

**Consulte  el  problema  21  de  los  ejercicios  10.1. 
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-3-2-1  O  1  2 

a)  S5(x)  en  (- Tí ,  TÍ) 

y 


-2-1012 
c)  Si5(x)  en  (-Tí,  TÍ) 


-3-2-1  0  1  2 

b)  Sg(x)  en  (-Tí,  Tí) 

y 


-10  -5  0  5  10 

d)  S15p:)  en  (-4 Tí,  4 Tí) 


Figura  10.3  Sumas  parciales  de  una  serie  de  Fourier 


EJERCICIOS  10.2  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-23. 


En  los  problemas  del  1  al  16,  encuentre  la  serie  de  Fourier  de/ 
en  el  intervalo  dado. 


1-  /O) 

2-  /O) 

3.  /(x) 

4-  f(x) 

5-  /O) 

6.  /(x) 

7-  f{x) 

8.  /(x) 

9-  /(*) 

10.  /(x) 

11.  /(x) 


{; 


-7T  <  X  <  0 
0  <  X  <  Tí 


-1, 

—  Tí  <  X  <  0 

2, 

0  <  X  <  Tí 

-1  <  X  <  0 

X, 

0£x<  1 

0,  - 

- 1  <  X  <  0 

X, 

0  <  x  <  1 

0, 

Tí  <  X  <  0 

.x2, 

0  X  <  7T 

7Í2, 

—  Tí  <  X  <  0 

Tí2  ~ 

X2,  0  <  X  <  77 

+  Tí, 

—  Tí  <  X  <  Tí 

—  2x, 

—  Tí  <  X  <  Tí 

0, 

—  Tí  <  X  <  0 

sen  x, 

0  <  X  <  Tí 

0, 

—  tí/2  <  x  <  0 

eos  X, 

0  <  x  <  tí/2 

'0, 

—2  <  x  <  —  1 

-2, 

-1  <  x  <  0 

1, 

0  <  x  <  1 

,0, 

1  <  x  <  2 

0,  —2  <  x  <  0 

x,  0  s  x  <  1 

1,  1  <  x  <  2 

1,  — 5  <  x  <  0 

1  +  x,  0  <  x  <  5 

2  +  x,  —  2  <  x  <  0 

2,  0  <  x  <  2 


15.  /(x)  =  e*,  —  7T  <  x  <  Tí 


—  tí  <  x  <  0 

0  <  X  <  77 


1 7.  Utilice  el  resultado  del  problema  5  para  demostrar  que 


Tí2  11 

—  =  1  H - x  d - v  + 

6  22  32 


y 


i  i 

—  H - 7 

22  32 


]_ 

42 


+  •••. 


18.  Utilice  el  problema  17  para  calcular  una  serie  que  pro¬ 
porcione  el  valor  numérico  de  tt2/8. 

1 9.  Utilice  el  resultado  del  problema  7  y  demuestre  que 


1 

- b  — . 

7 
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20.  Utilice  el  resultado  del  problema  9  para  demostrar  que 
v  1  1  1  1  1 

—  —  —  -j_  - —  -  _l_  -  —  -  4-  •  •  * 

4  2  1-3  3-5  5-7  7-9 


21 .  El  valor  cuadrático  medio  (RMS,  por  sus  siglas  en  in¬ 
glés)  de  una  función /(x)  definida  en  un  intervalo  (a,  b) 
está  dado  por 


RMS(/) 


4 


5baf\x)dx 
b  —  a 


Si  la  expansión  de  la  serie  de  Fourier  de /está  dada  por 
(8),  demuestre  que  el  valor  RMS  de /en  el  intervalo 
(—  p,  p)  está  dado  por 

I  OO 

RMS(/)=  J\aI 20  +  ^  {al  +  b% 

V  n  =  1 

donde  a0,  an  y  b„  son  los  coeficientes  de  Fourier  en  (9), 
(10)  y  (11). 


Series  de  Fourier  de  cosenos  y  senos  j 

I  Repaso  El  esfuerzo  que  se  lleva  a  cabo  en  la  evaluación  de  los  coeficientes  a0,  an  y 
bn  al  desarrollar  una  función /en  una  serie  de  Fourier  se  reduce  de  manera  significativa 
cuando/es  una  función  par  o  impar.  Se  dice  que  una  función/es: 

par  si  /(  x)  --  f(x)  e  impar  si /(-x)  =  -/(x). 

En  un  intervalo  simétrico  tal  como  (—  p,  p),  la  gráfica  de  una  función  par  tiene  simetría 
respecto  al  eje  y,  mientras  que  la  gráfica  de  una  función  impar  tiene  simetría  en  relación 
con  el  origen. 

■  Funciones  par  e  impar  Es  probable  que  el  origen  de  las  palabras  par  e  impar  pro¬ 
venga  del  hecho  de  que  las  gráficas  de  las  funciones  polinomiales  que  consisten  en  todas 
las  potencias  pares  de  x  sean  simétricas  respecto  al  eje  y,  mientras  que  las  gráficas  de 
polinomios  constituidos  por  todas  las  potencias  impares  de  x  son  simétricas  en  relación 
con  el  origen.  Por  ejemplo, 

i  entero  par 

/(x)  =  x2  es  par  debido  a  que/(— x)  =  (— x)2  =  x2  =/(x) 

4  entero  impar 

/(x)  =  x3 4  es  impar  debido  a  que/(— x)  =  (—  x)3  =  —  x3  =  — /(x). 

Consulte  las  figuras  10.4  y  10.5.  Las  funciones  trigonométricas  coseno  y  seno  son  fun¬ 
ciones  pares  e  impares,  respectivamente,  ya  que  cos(— x)  =  eos  x  y  sen(— x)=  —sen  x. 
Las  funciones  exponenciales /(x)  =  ex  y/(x)  =  e  x  no  son  pares  ni  impares. 

■  Propiedades  El  teorema  siguiente  relaciona  algunas  propiedades  de  las  funciones 
pares  e  impares. 


Demostración  de  tí)  Supongamos  que  /y  g  son  funciones  impares.  Entonces,  tene¬ 
mos /(—x)  =  — /(x)  y  g(—x)  =  ~g(x).  Si  definimos  el  producto  de/y  g  como  F(x)  = 
/(x)g(x),  entonces 

F{~x)  =/(-x)g(-x)  =  (-f(x))(-g(x))  =f(x)g(x)  =  F(x). 
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Lo  anterior  muestra  que  el  producto  F  de  dos  funciones  impares  es  una  función  impar. 
La  demostración  de  las  propiedades  restantes  se  deja  como  ejercicio  para  el  lector. 
Consulte  el  problema  52  de  los  ejercicios  10.3.  □ 


I  Series  de  senos  y  cosenos  Si/es  una  función  par  de  (—  p,  p)  entonces,  en  vista 
de  las  propiedades  siguientes,  los  coeficientes  (9),  (10)  y  (11)  de  la  sección  10.2  se  con¬ 
vierten  en 


«o  = 


-p 

1  rp 


f(x)  dx  =  — 
P 


f(x)  dx 


mr  2  P  mr 

a„  =  —  f(x)  eos  —  x  dx  =  —  f(x)  eos  —  x  dx 

PJ_„  P  Pl  p 


b„  = 


P) 


par 

V 

fíTT 

fíx)  sen  —  x  dx  =  0. 
„  P 


Y 

impar 


De  manera  similar,  cuando/es  impar  en  el  intervalo  (—  p,  p), 


an  =  0,  n  =  0,  1,  2, ... ,  b„  = 


mr 

f(x)  sen  —  x  dx. 
P 


En  la  definición  siguiente  resumimos  los  resultados. 


DEFINICION  10.6 


Series  de  Fourier  de  senos  y  cosenos 

i)  La  serie  de  Fourier  de  una  función  par  en  el  intervalo  ( —p,  p)  es  la  serie  de  cosenos 


>  (1) 

9  fP 

donde  a0  =  —  f(x)  dx  (2) 

dx.  (3) 

ií)  La  serie  de  Fourier  de  una  función  impar  en  el  intervalo  (—  p,  p)  es  la  serie  de 
senos 


donde 


\  V'  7 

~  X, 


-  x  dx. 

PL  P 


(4) 

(5) 


Figura  10.6  Función  impar/ 
del  ejemplo  1 


Ejemplo  1  Desarrollo  en  una  serie  de  senos 

Expanda /(jc)  =  x,  —  2  <  x  <  2,  en  una  serie  de  Fourier. 


Solución  La  inspección  de  la  figura  10.6  muestra  que  la  función  dada  es  impar  en 
el  intervalo  (—2,  2),  por  lo  que  desarrollamos /en  una  serie  de  senos.  Con  la  identidad 
2 p  =  4,  tenemos  p  =  2.  Por  lo  tanto  (5),  después  de  la  integración  por  partes,  es 


í2 

x  sen 
•'o 


mr 

—  x  dx 
2 


4(  — 1)"+I 

mr 
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Por  lo  tanto, 


mr 


(6)  □ 


/(*) 


- sen  —  x. 

n  2 


La  función  del  ejemplo  1  satisface  las  condiciones  del  teorema  10.1.  De  aquí  que  la 
serie  (6)  converja  a  la  función  en  (—2,  2)  y  a  la  extensión  periódica  (de  periodo  4)  dada 
en  la  figura  10.7. 


Figura  10.7  Extensión  periódica  de  la  función /mostrada  en  la  figura  10.6 


Ejemplo  2  Desarrollo  en  una  serie  de  senos 

—  1,  —7 7  <  X  <  0 

0áX<ÍT 

intervalo  (  —  77,  tt).  Con  el  valor  de  p  =  ir  tenemos  a  partir  de  (5) 


La  función /(x) 


={~i; 


que  se  muestra  en  la  figura  10.8  es  impar  en  el 


2 

b n  =  ~ 
77 


( 1 )  sen  nx  dx  = 


2  1  -  (-1)" 


y  asi 


2  «  1  -  (-1)" 
f(x)  =  —  >  - sen  nx. 

irB  =  i  n 


(7)  □ 


y 

1- 

-K 

n 

.  -1 

Figura  10.8  Función  impar/ 
del  ejemplo  2 


■  Fenómeno  de  Gibbs  Con  ayuda  de  un  sistema  asistido  por  computadora,  en  la 
figura  10.9  se  han  trazado  las  gráficas  Sj(x),  S2(x),  S3(x),  S15(x)  de  las  sumas  parciales 
de  los  términos  diferentes  a  cero  de  (7).  Como  se  puede  observar  en  la  figura  10.9<7),  la 
gráfica  de  5js(x)  tiene  picos  pronunciados  cerca  de  las  discontinuidades  en  x  =  0,  x  =  77, 
x  =  —tt,  etc.  Este  “disparo”  por  las  sumas  parciales  SN  de  los  valores  funcionales  cerca 
de  un  punto  de  discontinuidad  no  la  empareja  sino  que  permanece  constante,  aun  cuando 
el  valor  de  N  se  considera  elevado.  Este  comportamiento  de  una  serie  de  Fourier  cerca  de 
un  punto  en  el  cual/es  discontinua  se  conoce  como  fenómeno  de  Gibbs. 


y 


c)  S3(x) 


y 


d)  Sis(x) 


Figura  10.9  Sumas  parciales  de  la  serie  seno  de  (7)  en  el  intervalo  (-77,  tt) 
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Figura  10.11  Reflexión  impar 


Figura  10.12  Reñexión  identidad 


Figura  10.12  Función/ 
del  ejempLo  3 


La  extensión  periódica  de/en  el  ejemplo  2  sobre  todo  el  eje  a:  es  una  función  meandro 
(vea  la  página  226). 

■  Desarrollos  en  semiintervalos  A  lo  largo  del  análisis  anterior  quedó  claro  que 
una  función/estaba  definida  en  un  intervalo  donde  el  origen  era  el  punto  medio,  esto  es, 
—p  <  x  <  p.  Sin  embargo,  en  muchos  casos  nos  interesa  representar  una  función  definida 
solamente  para  0  <  x  <  L  mediante  una  serie  trigonométrica.  Lo  anterior  se  puede  llevar 
a  cabo  de  muchas  formas  diferentes  por  el  suministro  de  una  definición  arbitraria  de  la 
función  en  el  intervalo  -L  <  x  <  0.  Por  brevedad,  consideramos  los  tres  casos  más  impor¬ 
tantes.  Si  y  =  f(x)  se  define  en  el  intervalo  0  <  x  <  L, 

i)  refleje  la  gráfica  de  la  función  respecto  al  eje  y  en  -L  <  x  <  0;  la  función  es  ahora  par 
en  -L  <  x  <  L  (consulte  la  figura  10. 10);  o 

ii)  refleje  la  gráfica  de  la  función  a  través  del  origen  en  -L  <  x  <  0;  la  función  es  ahora 
impar  en  -L  <  x  <  L  (vea  la  figura  10. 1 1);  o 

iii)  defina/en  -L  <  x  <  0  mediante /(x)  =  /(x  +  L)  (consulte  la  figura  10.12). 

Observe  que  los  coeficientes  de  las  series  (1)  y  (4)  utilizan  solamente  la  definición  de 
la  función  en  0  < x  < p  (esto  es,  medio  intervalo  -p  <x< p).  De  modo  que,  en  la  práctica, 
no  existe  una  necesidad  real  de  hacer  las  reflexiones  descritas  en  i)  y  ii).  Si/se  define  en 
0  <  x  <  L,  simplemente  identificamos  la  mitad  del  periodo  como  la  longitud  del  intervalo 
p  =  L.  El  coeficiente  en  las  fórmulas  (2),  (3)  y  (5)  y  las  series  correspondientes  generan 
una  extensión  periódica  par  o  impar  con  periodo  2 L  de  la  función  original.  Las  series  co¬ 
seno  y  seno  obtenidas  de  esta  manera  se  conocen  como  desarrollos  en  semiintervalos. 
Por  último,  en  el  caso  iii)  estamos  definiendo  que  los  valores  funcionales  en  el  intervalo 
-L<x<  0  sean  los  mismos  valores  presentes  en  0  < x  <  L.  Como  en  los  casos  anteriores, 
no  hay  una  necesidad  real  para  hacer  esto.  Se  puede  demostrar  que  el  conjunto  de  fun¬ 
ciones  incluidas  en  (1)  de  la  sección  10.2  es  ortogonal  en  a  <  x  s  a  +  2p  para  cualquier 
número  real  a.  Seleccionando  a  =  —p,  obtenemos  los  límites  de  integración  de  (9),  (10) 
y  (11)  de  esa  sección.  Sin  embargo,  para  a  =  0  los  límites  de  integración  están  desde 
x  =  0  hasta  x  =  2 p.  Por  lo  tanto,  si/está  definida  en  el  intervalo  0  <  x  <  L,  identificamos 
2p  =  L  o  p  =  L/2.  La  serie  de  Fourier  resultante  proporcionará  la  extensión  periódica 
de/con  periodo  L.  De  esta  forma,  los  valores  hacia  los  cuales  converja  la  serie  serán  los 
mismos  en  -L  <  x  <  0  que  en  0  <  x  <  L. 


Ejemplo  3  Desarrollo  en  tres  series 

Desarrollar /(x)  =  x2,  0  <  x  <  L,  a)  en  una  serie  coseno,  b)  en  una  serie  seno  y  c)  en  una 
serie  de  Fourier. 


Solución  La  gráfica  de  la  función  está  dada  en  la  figura  10. 13. 
a)  Tenemos 


«o  = 


L  J 


2  ,  2  2  2 
X  dx  =  —  L  ,  a„  =  — 

3  T 


2  nv  4L(-1) 

x  eos  —  x  dx  = - t. — 7. — , 

L  nV 


Jo  Jo 

donde,  para  encontrar  el  valor  de  an,  se  utilizó  la  integración  por  partes  dos  veces. 


Por  lo  tanto. 


/x  L2  AL2  “  (-1)"  «77 

/O)  =  +  —2  — eos—  x. 

■J  7T  „  =  i  VI  Lj 


b)  En  este  caso,  nuevamente  debemos  integrar  por  partes  dos  veces: 


b„  = 


Lj 


x2  sen  —  x  dx  = 

L 


Así, 


2  o°  7  ( 

-S{- 

n=  1  v 


2L2^((-l)" 

f\x)  =  — . 


2L2(—  1)" 

«77 

2 


4L2 


+  ^[(-ir-i], 

n 7r 


>} 


[(-!)"  -  1]  {  sen  — x. 


c)  Con  p  =  L/2,  llp  =  2/L  y  mr/p  =  2mr/L,  tenemos 


L) 


2  ,  2  2  2 
x"  dx  =  —  L  ,  a„  =  — 

3  T 

j  J 


2«77 


-  x  dx  = 


(8) 


(9) 
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2 

K  =  L) 


2mr 


-  x  dx  = - . 

77  77 


Por  lo  tanto. 


,  ,  L2  L 

/W  =  -r  +  — 

3  77 


oo  f  | 

s  4 

»  =  i  l  n  i 


2mr 

eos - x 

7 t  L 


1  2/m 

—  sen - x 

/?  L 


}■ 


(10) 


Las  series  (8),  (9)  y  (10)  convergen  a  la  extensión  par  periódica  2 L  de/,  a  la  extensión 
impar  periódica  2 L  de/,  y  a  la  extensión  periódica  L  def  respectivamente.  Las  gráficas 
de  estas  extensiones  periódicas  se  muestran  en  la  figura  10.14. 


y 

\  A  A 

\  /  \  /  \ 

\  /  \  /  \ 

A  A  / 

\  /  \  / 

\  /  \  / 

\  /  N  ✓ 

-AL  -3  L  -2 L  -L 

L  2  L  3  L  4  L 

a)  Serie  de  cosenos 


/ 

/• 


/#  /  m 


-AL  -3  L  -2L  -L 


/ 

/• 


/ 

/• 


/ 

/• 


2L  3  L  AL 


c)  Serie  de  Fourier 

Figura  10.14  Diferentes  extensiones  periódicas  de  la  función/ 


B  Fuerza  impulsora  periódica  A  veces  las  series  de  Fourier  resultan  de  utilidad  para 
determinar  una  solución  particular  de  una  ecuación  diferencial  que  describe  un  sistema 
físico,  donde  la  entrada  o  fuerza  conductora /( t)  es  periódica.  En  el  ejemplo  siguiente, 
calculamos  una  solución  particular  de  la  ecuación  diferencial 


m 


d2x 
dt 2 


+  kx  =  f(t) 


(11) 


donde  representamos  a  /  en  primera  instancia,  mediante  un  desarrollo  en  serie  de  seno 
en  un  semiintervalo  y  suponiendo  entonces  una  solución  particular  de  la  forma 

.  .  /S,  77  77 

Xp{t)  =  2  Bn  sen - L  (12) 

n  =  1  P 


Ejemplo  4  Solución  particular  de  una  ecuación  diferencial 

Un  sistema  masa-resorte  no  amortiguado,  donde  la  masa  m  =  slugs  y  la  constante  del 
resorte  k  =  4  libras/pie,  está  manejado  mediante  la  fuerza  externa  f(t)  con  periodo  2  ilus¬ 
trada  en  la  figura  10.15.  Aunque  la  fuerza  f(t)  actúa  sobre  el  sistema  para  t  >  0,  observe 
que  si  la  gráfica  de  la  función  se  amplía  con  periodo  2  al  eje  t  negativo,  obtenemos  una 
función  impar.  En  términos  prácticos,  esto  significa  que  solamente  necesitamos  encon¬ 
trar  el  desarrollo  de  senos  de  semiintervalo  defit)  =  ttí,  0  <  t  <  1.  Considerando  el  valor 
p  =  1,  a  partir  de  (5)  y  mediante  integración  por  partes  se  deduce  que 


b„  =  2 


77í  sen  mrt  dt 


2(— 1)"  +  1 
77 
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m 


Figura  10.15  Función  periódica 
forzada /del  ejemplo  4 
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A  partir  de  ( 1 1)  puede  observarse  que  la  ecuación  diferencial  del  movimiento  es 


1  d2x 
16  dt2 


+  4x 


2 

«  =  i 


2(— 1)"  +  1 
n 


sen  flirt. 


(13) 


Para  encontrar  la  solución  particular  xp(t)  de  (13),  sustituimos  (12)  en  la  ecuación  e  igua¬ 
lamos  los  coeficientes  de  sen  mrt.  Esto  nos  da 


- n2TT2  +  4  \B„  = 

16 


2(~1 )" 
n 


o  B„  = 


32(  —  1)” 


i(64  —  n2TT2) 


“  32(— l)n  +  1 

Por  lo  tanto,  xJt)  =  V  — - ; — z- sen  mrt. 

pK  '  ^  n( 64  -  n2TT2) 


(14)  □ 


En  la  solución  (14),  observe  que  no  existe  entero  alguno  n  >  1  para  el  que  el  deno¬ 
minador  64  —  n2rr2  de  Bn  sea  cero.  En  general,  si  existe  un  valor  de  n,  digamos  N,  para 
el  cual  Nrr/p  =  a>,  donde  u>  =  *s/k/m,  entonces  el  sistema  descrito  en  (11)  es  un  estado 
de  resonancia  pura.  En  otras  palabras,  tenemos  resonancia  pura  si  el  desarrollo  en  series 
de  Fourier  de  la  fuerza  conductora//)  posee  un  término  sen{NrrlL)t  (o  eos (Nrr/L)t)  a  la 
misma  frecuencia  que  la  correspondiente  a  las  vibraciones  libres. 

Desde  luego,  si  la  extensión  periódica  2 p  de  la  fuerza  conductora/en  el  eje  t  negativo 
nos  da  una  función  par,  entonces  desarrollamos /en  una  serie  de  cosenos. 


EJERCICIOS  10.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-23. 


En  los  problemas  del  1  al  10,  determine  si  la  función  es  par, 
impar  o  de  ninguna  de  las  dos  formas. 


2.  /(x)  =  x  eos  x 
4.  /(x)  =  x3  -  4x 
6.  /(x)  =  e*  -  «T* 
-1  <  x  <  0 
0  <  x  <  1 

x  +  5,  —2  <  x  <  0 

-x  +  5,  0sx<2 

9.  /(x)  =  x3,  0  s  x  ^  2  10.  /(x)  =  lx5l 


1 .  /(x)  =  sen  3x 
3.  /(x)  =  x2  +  x 
5.  /(x)  =  ew 

7  /w ' {-Á 
8.  /(*)  =  | 


1 1 .  /(x)  = 


-7T  <  X  <  0 
0  <  X  <  7T 

r  i,  —2  <  x  <  —  i 

12.  /(x)  =  |  0,  —  1  <  x  <  1 

U,  1  <  x  <  2 

1  3.  /(x)  =  Ixl,  —  77  <  X  <  77  14.  /(x)  =  X,  —  77  <  X  <  77 

1 5.  /(x)  =  x2,  —  1  <  x  <  1  16.  /(x)  =  xlxl,  —  1  <  X  <  1 

17.  /(x)  =  772  —  X2,  —77  <  X  <  77 


18.  /(x)  =  X3,  —77  <  X  <  77 

—  77  <  X  <  0 
0  <  X  <  77 


19.  /(x)  = 


íx  —  1, 
\x  +  1, 


20.  /(x)  = 


En  los  problemas  del  1 1  al  24,  desarrolle  la  función  dada  en 
una  serie  apropiada  de  cosenos  o  senos. 


En  los  problemas  del  25  al  34,  determine  los  desarrollos  cose¬ 
no  y  seno  de  semiintervalo  para  la  función  proporcionada. 


25.  /(x)  = 


26.  /(x)  = 


I1’  C 

lo,  | 

í  o,  c 

u  ¡ 


0  <  x  <  \ 
<  x  <  1 
0  <  x  <  \ 


k  <  x  <  1 


27.  /(x)  =  eos  x,  0  <  x  <  77/2 

28.  /(x)  =  sen  x,  0  <  x  <  77 

29.  fie)  = 

30.  fie)  = 


X, 

0  <  X  <  77; 

77  —  X, 

77/2  <  X  <  77 

o, 

0  <  X  <  77 

X  —  77, 

77  <  X  <  277 
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31. 

32. 

33. 

34. 


/O)  =  | 

f(x)  =  | 

f(x)  =  x 2 


x,  O  <  x  < 
1,  1  <  x  < 

1,  O  < 

2  -  x,  1  < 

+  x,  O  <  x  <  1 


1 

2 

x  <  1 
x  <  2 


/(x)  =  x(2  —  x),  O  <  x  <  2 


«)  Desarrolle  w(x)  en  una  serie  de  senos  de  semintervalo. 

b)  Utilice  el  método  del  ejemplo  4  para  calcular  una 
solución  particular  y(x)  de  la  ecuación  diferencial. 

46.  Proceda  igual  que  en  el  problema  45  para  calcular  una 
solución  particular  y(x)  cuando  la  carga  por  unidad  de 
longitud  está  dada  como  indica  la  figura  10.16. 


En  los  problemas  del  35  al  38,  desarrolle  la  función  dada  en 
una  serie  de  Fourier. 

35.  /(x)  =  x2,  0  <  x  <  277  36.  /(x)  =  x,  0  <  x  <  ir 

37.  /(x)  =  x+l,0<x<l  38.  /(x)  =  2—  x,  0<x<2 


En  los  problemas  39  y  40,  proceda  como  en  el  ejemplo  4  para 
calcular  una  solución  particular  xp(t)  de  la  ecuación  (11)  cuan¬ 
do  m  =  1,  k  =  10,  y  la  fuerza  conductora /(í)  es  la  que  se 
proporciona.  Suponga  que  al  extenderse /(í)  al  eje  t  negativo  en 
forma  periódica,  la  función  resultante  es  impar. 


39. 


0  <  t  <  7T 
7 T  <  t  <  2l T 


f(t  +  27 r)  =  f(t ) 


40.  m  =  1  -  í,  0  <  t  <2;  f{t  +  2)  =/(*) 


En  los  problemas  41  y  42,  proceda  como  en  el  ejemplo  4  para 
calcular  una  solución  particular  xp{t)  de  la  ecuación  (11)  cuan¬ 
do  m  =  \,k  =  12,  y  la  fuerza  conductora/)/)  es  como  se  indica. 
Suponga  que  al  extenderse  f(t)  al  eje  t  negativo  de  manera  pe¬ 
riódica,  la  función  resultante  es  par. 

41 .  f(t)  =  277 1  —  t2,0  <t  <  2ir;  f(t  +  2tt)  =/(í) 

44 4>+D=4» 

43.  a)  Resuelva  la  ecuación  diferencial  del  problema  39, 

x"  +  lOx  =  /(?),  sujeta  a  las  condiciones  iniciales 
x(0)  =  0,  x'(0)  =  0. 

b )  Utilice  un  sistema  asistido  por  computadora  para 
trazar  la  gráfica  de  la  solución  x(t  )  determinada  en  el 
inciso  a). 

44.  á)  Resuelva  la  ecuación  diferencial  del  problema  41, 

tx"  +  12x  =  f(t),  sujeta  a  las  condiciones  iniciales 
x(0)  =  l,x'(0)  =  0. 

tí)  Utilice  un  sistema  asistido  por  computadora  (CAS) 
para  trazar  la  gráfica  de  la  solución  x(t)  determinada 
en  el  inciso  a). 

45.  Suponga  que  una  viga  uniforme  de  longitud  L  se  encuen¬ 
tra  soportada  en  x  =  0  y  en  x  =  L.  Si  la  carga  por  uni¬ 
dad  de  longitud  está  dada  por  w(x)  =  w0x/L,  0  <  x  <  L, 
entonces  la  ecuación  diferencial  de  la  deflexión  v(x)  es 

eA  - 

í/x4  L 


w{x) 

w0  - 

1 

1 

i 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

L/3 

2L/3 

L 

Figura  10.16  Gráfica  para  el  problema  46 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

En  los  problemas  47  y  48,  mediante  el  uso  de  un  sistema  asisti¬ 
do  por  computadora,  grafique  las  sumas  parciales  {SJV(x)}  de  la 
serie  trigonométrica  dada.  Experimente  con  diferentes  valores 
de  A  y  con  gráficas  en  intervalos  distintos  del  eje  x.  Utilice  sus 
gráficas  para  formular  una  expresión  de  forma  cerrada  para  una 
función  /  definida  por  0  <  x  <  L  que  esté  representada  por  las 
series. 


/  \  » 1  1 

47-  /(x)  =  -  -  +  2 


(-1)"  -  1 


eos  nx  + 


n=  1L  n~TT 

1  -  2(  — 1)" 

- sen  nx 


48.  /(x) 


4  77  „=i 


7777^  7777 

—  eos  —  eos  — X 

2  J  2 


Problemas  de  análisis 

49.  ¿Su  respuesta  a  los  problemas  47  o  48  es  única?  Propor¬ 
cione  una  función  /  definida  en  un  intervalo  simétrico 
respecto  al  origen  -a  <  x  <  a  que  tenga  la  misma  serie 
trigonométrica  del  problema  47;  y  del  problema  48. 

50.  Analice  por  qué  el  desarrollo  de  la  serie  de  cosenos  de 
Fourier  de/(x)  =  e\  0  <  x  <  rr  converge  hacia  e  x  en  el 
intervalo  —  77  <  x  <  0. 

51 .  Suponga  que/(x)  =  ex,  0  <  x  <  77  se  desarrolla  en  una 
serie  de  cosenos  y/(x)  =  ex,  0  <  x  <  77  en  una  serie  de 
senos.  Si  las  dos  series  se  suman  y  después  se  dividen 
entre  2  (esto  es,  se  obtiene  su  promedio),  tendremos  una 
serie  de  cosenos  y  senos  que  también  representa /(x)  = 
é  en  el  intervalo  0  <  x  <  77.  ¿Es  ésta  una  serie  de  Fourier 
completa  de/?  [Sugerencia:  ¿Qué  representa  el  promedio 
de  la  serie  coseno  y  seno  en  el  intervalo  —  77  <  x  <  0?] 


donde  E,  1  y  w0  son  constantes.  (Vea  (4)  en  la  sección  52.  Demuestre  las  propiedades  a),  c ),  d),f)  y  g)  relaciona- 
3.9.)  das  en  el  teorema  10.2. 


10.3  Series  de  Fourier  de  cosenos  y  senos 
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10.4  Series  complejas  de  Fourier 


□  Introducción  Tal  como  hemos  podido  observar  en  las  dos  secciones  anteriores,  una 
función  real /puede  representarse  mediante  una  serie  de  senos  y  cosenos.  Las  funciones 
eos  nx,  n  =  0,  1,2,  ...  y  sen  nx,  n  =  1,2, ...  son  funciones  con  valores  reales  de  una 
variable  real  x.  Las  tres  formas  reales  diferentes  de  la  serie  de  Fourier  proporcionadas  en 
las  definiciones  10.5  y  10.6  serán  de  significativa  importancia  en  los  capítulos  11  y  12, 
cuando  comencemos  a  resolver  ecuaciones  diferenciales  lineales  parciales.  Sin  embar¬ 
go,  en  ciertas  aplicaciones,  por  ejemplo,  en  el  análisis  de  señales  periódicas  practicado 
en  ingeniería  eléctrica,  realmente  conviene  más  representar  una  función /en  una  serie 
infinita  de  funciones  con  valores  complejos  de  una  variable  real  x  como  las  funciones 
exponenciales  elnx,  n  =  0,  1,  2, ... ,  y  donde  i  es  la  unidad  imaginaria  definida  por  i2  = 
—  1 .  Recuerde  que  para  un  número  real  x,  la  fórmula  de  Euler  es 

e“  =  eos  x  +  i  sen  x  nos  da  e~lx  =  eos  x  —  i  sen  x.  (1) 

En  esta  sección  vamos  a  utilizar  los  resultados  de  (1)  para  expresar  la  serie  de  Fourier  de 
la  definición  10.5  en  forma  compleja  o  forma  exponencial.  Observaremos  que  es  posi¬ 
ble  representar  una  función  real  mediante  una  serie  compleja;  es  decir,  una  serie  donde 
los  coeficientes  sean  números  complejos.  Para  lograr  dicho  objetivo,  recuerde  que  un 
número  complejo  es  un  número  z  =  a  +  ib,  donde  ay  b  son  números  reales  e  i2  =  —  1 . 
El  número  z  =  a  —  ib  se  llama  conjugado  de  z. 

I  Series  complejas  de  Fourier  Si  primero  sumamos  las  dos  expresiones  de  (1)  y 
despejamos  eos  x,  y  posteriormente  sustituimos  las  dos  expresiones  y  despejamos  sen  x, 
llegamos  al  resultado 


eos  x  = 


e,x  +  e 


2 


senx  = 


2  i 


(2) 


Al  utilizar  (2)  para  reemplazar  eos  ( [mrxlp )  y  sen  ( mrx/p )  en  (8)  de  la  sección  10.2,  la 
serie  de  Fourier  de  una  función/puede  escribirse  como 


n  °° 

f  +  2 

^  n=  1 


e¡rmx/p  _|_  g—imrx/p  £¡ mrx/p  _  g-irmx/p 

- ; - F  b„— 


2  i 


n 

=  y+  2 

«  =  i 


\{an  -  ibn)ein ™/p  +  \{an  +  ibn)e~in^ 


=  c0  +  2  +  2  c.ne~in^,  (3) 

n= 1  n= 1 

donde  c0  =  i  a0,  cn  =  \  ( a„  —  ib„)  y  c_„  =  \  {an  +  ibn).  Los  símbolos  a0,  an  y  bn  son  los 
coeficientes  (9),  (10)  y  (11)  de  la  definición  10.5.  Cuando  la  función/es  real,  cn  y  c  „ 
son  complejos  conjugados  y  pueden  escribirse  también  en  términos  de  las  funciones 
exponenciales  complejas: 


c0 


c 


n 


1 

2 


1 

P 


'p 

/(x)  dx, 


1 

2 


'P 

/(x)  eos 


mr  1 

—  x  dx  —  i  — 
P  P 


mr 

nx)  sen  —  x 
„  P 


mr 

eos  — x 
P 


mr 

i  sen  —  x 
P 


dx 


2 P 


'p 

f(x)e~innx/p  dx, 


(4) 


(5) 


508 


CAPITULO  10  Funciones  ortogonales  y  series  de  Fourier 


(6) 


c 


—n 


-  (, an  +  ib,) 


1 

2 


11TT 

eos  —  x  dx 
p 


+ 


1 

i  — 
p 


nir 

sen  — x 
P 


2 P 


'P 

mr 

mr 

/M 

eos - x  + 

sen  —  x 

L  p 

P  J 

=  ^~  i  f(x)e^dx. 

2pLp 

Puesto  que  los  subíndices  de  coeficientes  y  exponentes  se  encuentran  en  el  rango  de  todo 
el  conjunto  de  enteros  no  negativos. . .  —3,  —2,  —1,0,  1,  2,  3, ... ,  podemos  escribir  los 
resultados  de  (3),  (4),  (5)  y  (6)  de  manera  más  compacta  al  sumar  tanto  enteros  negativos 
como  no  negativos.  En  otras  palabras,  es  posible  utilizar  una  suma  y  una  integral  que 
defina  todos  los  coeficientes  c0,  cn  y  c  „. 


Si/satisface  la  hipótesis  del  teorema  10.1,  una  serie  compleja  de  Fourier  converge 
hacia /(a)  en  un  punto  de  continuidad  y  hacia  el  promedio 


/(-*+)  +/(*") 
2 


en  un  punto  de  discontinuidad. 


Ejemplo  1  Series  complejas  de  Fourier 

Expandir /(a)  =  ex ,  —  77  <  x  <  ir,  en  una  serie  compleja  de  Fourier. 


Solución  Con  p  =  77,  (8)  da 

1 

C"  ~  2tt. 


e~xe-,nx  dx  =  — 

2tt  . 


e~(in+V)x  dx 


2i t[íh  +  1) 


e-(in+l)TT  _  e(in+l}¡T 


] 


Podemos  simplificar  los  coeficientes  c„  de  alguna  manera  utilizando  la  fórmula  de 
Euler: 

e-(m+l)7T  =  e-^(cos  n7T  _  j  sen  n7T)  =  (_  !)V  - 

y  e(ln+ lllr  =  épicos  mr  +  i  sen  mr)  =  (—  ljV’7, 

puesto  que  eos  mr  =  ( —  1)”  y  sen  mr  =  0.  En  consecuencia. 


c.  -  (-1  rll~.e2-(-nse-’r  ’r  " 


2(¿n  +1)7 


n  n  +  1 


(9) 
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(10)  □ 


La  serie  compleja  de  Fourier  es,  por  lo  tanto, 


/(*) 


senh  7T 

77 


2  (-i)' 


1  —  in 
n2  +  1 


einx. 


La  serie  (10)  converge  hacia  la  extensión  periódica  2 ir  de/. 

Probablemente  usted  tenga  la  impresión  de  que  hemos  complicado  las  cosas  pre¬ 
sentando  una  versión  compleja  de  la  serie  de  Fourier.  La  realidad  es  que,  en  áreas  de 
ingeniería,  la  forma  (7)  proporcionada  en  la  definición  10.7  a  veces  resulta  más  útil  que 
la  dada  en  (8)  de  la  definición  10.5. 


■  Frecuencia  fundamental  Las  series  de  Fourier  de  las  definiciones  10.5  y  10.7 
explican  una  función  periódica,  y  el  periodo  fundamental  de  dicha  función  (esto  es,  la 
extensión  periódica  de/)  es  T  =  2 p.  Puesto  que  p  =  TI 2,  (8)  de  la  sección  10.2  y  (7)  se 
convierten,  respectivamente,  en 

d  oo  oo 

—  +  ^(a,,  eos  mox  +  bn  sen  ncox)  y  2  (11) 

^  n  =  1  n  =  — oo 

donde  el  número  u>  =  2  ir/'/’  se  llama  frecuencia  angular  fundamental.  En  el  ejemplo 
1,  la  extensión  periódica  de  la  función  tiene  como  periodo  T  =  2rr\  la  frecuencia  angular 
fundamental  es  tu  =  277/217  =  1. 


I  Espectro  de  frecuencia  En  el  estudio  de  las  señales  periódicas  de  tiempo,  los  in¬ 
genieros  eléctricos  consideran  de  mucha  utilidad  el  análisis  espectral  de  diversas  formas 
de  onda.  Si/es  periódica  y  tiene  un  periodo  fundamental  T,  la  gráfica  de  los  puntos  (na>, 
lc„l),  donde  co  es  la  frecuencia  angular  fundamental  y  los  c„  son  los  coeficientes  definidos 
en  (8),  se  llama  espectro  de  frecuencia  de/. 


Ie„l 


Figura  10.17  Espectro  de 
frecuencia  de  /para  el  ejemplo  1 


i  i 
i  i 

-L+L- 


I  I 
I  I 

-J+L- 


I  I 
I  I 

-4-1- 

-1 


I  I  I  I  I  I  I 
I  I  I  I  I  I  I 
.! !|J !¡J !]! 


Figura  10.18  Pulso  periódico 


Ejemplo  2  Espectro  de  frecuencia 


En  el  ejemplo  1,  a>  =  1  de  tal  forma  que  nu>  tome  los  valores  0,  ±1,  ±2, _ Utilizando 

la  +  ¿/3I  =  V a2  +  ¡32,  podemos  observar  que  a  partir  de  (9) 

senh  77  1 


c„  = 


77  Vn2  +  r 

La  tabla  siguiente  muestra  algunos  valores  de  n  y  los  correspondientes  de  cn. 


n  -3-2-10  1  2  3 

lc„l  1.162  1.644  2.599  3.676  2.599  1.644  1.162 

La  gráfica  de  la  figura  10.17,  líneas  con  puntas  de  flecha  terminando  en  los  valores,  re¬ 
presenta  una  porción  del  espectro  de  frecuencia  de/. 


Ejemplo  3  Espectro  de  frecuencia 

Encuentre  el  espectro  de  frecuencia  de  la  onda  cuadrada  periódica,  o  pulso  periódico, 
ilustrada  en  la  figura  10.18.  La  onda  es  la  extensión  periódica  de  la  función/: 


<  v  <  - 
4<x<j 


i  ^  ^  i 

z  <  X  <  , 


Solución  Aquí  T  =  1  =  2 p,  por  lo  que  p  =  Como/es  0  en  los  intervalos  (— |,  —  4)  y 
(4,  ^),  la  ecuación  (8)  se  convierte  en 


1/2 


f4)e2 


dx  = 


-'-1/2 

„2imrx 


1/4 


e2hmx  dx 


2imr 


1/4 

-1/4 


-'-1/4 


l  eimr/2  _  e-inir/2 

F277  2 i 
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1  mr 

Esto  es,  c„  =  —  sen  — . 

"  m t  2 


Puesto  que  el  último  resultado  no  es  válido  en  n  =  0,  calculamos  ese  término  en  forma 
separada: 


co  = 


•1/4 

-'—1/4 


La  tabla  siguiente  muestra  algunos  de  los  valores  de  lc„l,  y  la  figura  10.19  describe 


n 


W 


-5 

I 

577 


-4 


0 


-3 

I 

377 


-2 


0 


-1 

1 

77 


0  1 

1  1 

2  77 


2 


0 


3 

I 

377 


4 


0 


5 

J_ 

577 


el  espectro  de  frecuencia  de/.  Puesto  que  la  frecuencia  fundamental  es  tu  =  2rr/T  =  277, 

en  la  escala  horizontal  las  unidades  neo  son  ±  277,  ±477,  ±677 . A  la  figura  10.19  se  le 

añadió  una  curva  en  línea  discontinua  con  el  fin  de  enfatizar  la  presencia  de  los  valores 
iguales  a  cero  de  IcJ  para  el  caso  en  que  n  sea  un  entero  par  diferente  de  cero. 


\cn\ 


0.5/1 

/ 

/ 

;\ 

0.4 

-  \ 

\ 

/ 

/ 

0.3 

i 

\ 

\ 

/ 

/ 

/ 

0.2 

\ 

\ 

\ 

^  / 
/T\  / 

0.1 

\ 

\  /ÍN 

/ 1  \ ' 

\  /  \  UU 

1 .  A/ . v' .  . 

-5o)  — 4co-3cü  -2co-co 

)  (O  2w  5(0  4 (O  5(0 

frecuencia 

Figura  10.19  Espectro  de  frecuencia  de/ 


EJERCICIOS  10.4  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-24. 


En  los  problemas  del  1  al  6,  encuentre  la  serie  compleja  de  8.  Calcule  el  espectro  de  frecuencia  de  la  onda  periódica 
Fourier  de / en  el  intervalo  dado.  que  es  extensión  periódica  de  la  función/del  problema  3. 


1-  f(x) 

2-  f(x) 

3.  f(x) 
4-  f(x) 


—2  <  x  <  0 
0  <  x  <  2 

0  <  x  <  1 
1  <  x  <  2 

-\<x<§ 

0  <  x  <  | 

\  <  X  <  \ 

—  77  <  X  <  0 
0  <  X  <  77 


5.  /( x)  =  x,  0  <  x  <  277  6.  f(x)  =  e  w,  —  1  <  x  <  1 

7.  Calcule  el  espectro  de  frecuencia  de  la  onda  periódica 
que  es  extensión  periódica  de  la  función/del  problema  1. 


En  los  problemas  9  y  10,  bosqueje  la  onda  periódica  que  se 
proporciona.  Calcule  el  espectro  de  frecuencia  de/ 


9.  /( x)  =  4  sen  x,  0  <  x  <  77;  f(x  +  77) 
[Sugerencia:  Utilice  (2).] 

0  <  x  <  77/2 


,  .  f  COSX, 

10.  f(x)  =  {0 


f(x) 


f(x  +  77)  =  f(x) 


77/2  <  X  <  77 
11.  a)  Demuestre  que  an  =  cn  +  c_„  y  bn  =  i(c„  —  c_„). 


b )  Utilice  los  resultados  del  inciso  a)  y  la  serie  comple¬ 
ja  de  Fourier  del  ejemplo  1  para  obtener  la  expan¬ 
sión  de  la  serie  de  Fourier  de/ 


12.  La  función /del  problema  1  es  impar.  Utilice  la  serie 
compleja  de  Fourier  para  obtener  la  expansión  en  series 
seno  de  Fourier  de/ 
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En  los  capítulos  11  y 
12  esta  regla  será  de 
gran  utilidad. 


Problema  de  Sturm-Liouville  ) 

1  Repaso  Por  conveniencia,  presentamos  aquí  un  breve  repaso  de  algunas  de  las 
ecuaciones  diferenciales  ordinarias  que  serán  de  importancia  en  las  secciones  y  capítulos 
subsecuentes. 

Ecuaciones  lineales 

Soluciones  generales 

y'  +  ay  =  0, 

y"  +  a2y  =  0,  a  >  0 

y"  —  a2y  =  0,  a  >  0 

y  =  c1e~ax 

y  =  c¡  eos  ax  +  c2  sen  ax 
(y  =  c ^  +  c2éa,  o 

cosh  ax  +  c2  senh  ax 

Ecuación  de  Cauchy-Euler 

Soluciones  generales,  x  >  0 

+ 

< 

1 

R^ 

II 

o 

R 

IV 

o 

(y  =  cxx~a  +  c2xa,  a  +  0 
ly  =  Ci  +  c2lnx,  a  =  0 

Ecuación  paramétrica  de  Bessel  (v  =  0) 

Solución  general,  x  >  0 

xy"  +  y'  +  orxy  =  0, 

y  =  c^oiax)  +  c2Y0(ax) 

Ecuación  de  Legendre 
(«  =0, 1,2,...) 

Las  soluciones  particulares 
son  polinomios 

(1  —  x2)y"  —  2xy'  +  n{n  +  l)v  =  0, 

y  =  P0(x)  =  1, 

y  =  páx)  =  x - 

y  =  P2(x)  =  \{3x2  -  1),  ... 

En  relación  con  las  dos  formas  de  la  solución  general  de  y"  —  a2 y  =  0,  de  aquí  en  ade¬ 
lante  emplearemos  la  regla  informal  siguiente:  Utilice  la  forma  exponencial  y  =  Cie^ax 
+  c2eax  cuando  el  dominio  de  x  sea  un  inten’alo  infinito  o  semiinfinito;  aplique  la  forma 
hiperbólica  y  =  C[  cosh  ax  +  c2  senh  ax  cuando  el  dominio  de  x  sea  un  intervalo  finito. 

I  Valores  propios  y  funciones  propias  Las  funciones  ortogonales  están  presentes 
en  la  solución  de  ecuaciones  diferenciales.  Más  aún,  se  puede  generar  un  conjunto  de 
funciones  ortogonales  mediante  la  resolución  de  un  problema  evaluado  en  el  límite  de 
dos  puntos  y  que  involucre  una  ecuación  diferencial  lineal  de  segundo  orden  que  con¬ 
tenga  un  parámetro  A.  En  el  ejemplo  2  de  la  sección  3.9  se  pudo  ver  que  el  problema 
evaluado  en  el  límite 


y"  +  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y(L)  =  0,  (1) 

contenía  soluciones  no  triviales  solamente  cuando  el  parámetro  A  tenía  los  valores  A„  = 
trtrlL2,  n  =  1,  2,  3,  . . .  llamados  valores  propios.  Las  correspondientes  soluciones  no 
triviales  y  =  c2  senfmr.r/L)  o  simplemente  y  =  sen(mrx/L)  se  llaman  funciones  propias 
del  problema.  Por  ejemplo,  para  (1)  tenemos: 

no  es  un  valor  propio 

i 

Problemas  de  valores  en  la  frontera:  y"  +  5y  =  0,  y(0)  =  0,  y(L)  =  0 

La  solución  es  trivial:  y  =  0. 

es  un  valor  propio  ( n  =  2) 

i 

47 T2 

Problemas  de  valores  en  la  frontera:  y  H - y  =  0,  y(0)  =  0,  y(L)  =  0 

La  solución  es  no  trivial:  y  =  sen  (flnxlL). 
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Para  cumplir  nuestros  propósitos  en  este  capítulo,  es  importante  reconocer  que  el  conjun¬ 
to  de  funciones  generadas  por  este  problema  de  valores  en  la  frontera,  esto  es,  { sen (n-nx/ 
L)}  ,n  =  1,  2,  3, ... ,  es  el  conjunto  de  funciones  ortogonales  en  el  intervalo  [0,  L]  utili¬ 
zado  como  base  de  la  serie  seno  de  Fourier. 


Ejemplo  1  Valores  propios  y  fundones  propias 

Se  deja  como  ejercicio  para  el  lector  demostrar  que,  considerando  los  tres  casos  posibles 
del  parámetro  A  (cero,  negativo  o  positivo;  esto  es,  A  =  0,  A  =  —a2  <  0,  a  >  0  y  A  = 
a2  >  0,  a  >  0),  los  valores  propios  y  las  funciones  propias  del  problema  de  valores  en  la 
frontera 


y"  +  Ay  =  0,  y'(0)  =  0,  y'(L)  =  0  (2) 

son,  respectivamente,  A„  =  a2  =  n2rr2/L2,  n  =  0,  1,  2, ... ,  y  y  =  ct  eos  (mrxIL),  c¡  =£  0. 
En  contraste  con  ( 1),  A0  =  0  es  un  valor  propio  para  este  problema  de  valor  en  la  fronte¬ 
ra,  y  y  =  1  es  la  función  propia  correspondiente.  Esta  última  resulta  de  resolver  y"  =  0 
sujeta  a  las  mismas  condiciones  de  frontera  y'(0)  =  0,  y'(L)  =  0.  Observe  también  que 
y  =  1  puede  incorporarse  a  la  familia  y  =  eos  (mrx/L)  al  establecer  n  =  0.  El  conjunto 
{cos(mr.r/L)},  n  =  0,  1,  2,  3, ... ,  es  ortogonal  en  el  intervalo  [0,  L\.  Consulte  el  proble¬ 
ma  3  de  los  ejercicios  10.5.  □ 


■  Problema  regular  de  Sturm-Liouville  Los  problemas  (1)  y  (2)  son  casos  especia¬ 
les  de  un  importante  problema  general  de  valores  en  la  frontera  de  dos  puntos.  Sean  p,  q, 
r  y  r'  funciones  continuas  con  valores  reales  en  un  intervalo  [a,  b ],  y  sean  r(x )  >  0  y  p(x) 
>  0  para  toda  x  presente  en  el  intervalo.  Entonces 

d 

Resolver:  —  [r(x)y  ]  +  ( q(x )  +  A p{xj)v  =  0  (3) 

dx 

Sujeta  a:  Aiy(a)  +  Bxy\a)  =  0  (4) 

A2y(b)  +  By'ib)  =  0  (5) 

se  dice  que  es  un  problema  regular  de  Sturm-Liouville.  Se  supone  que  los  coeficientes 
de  las  condiciones  de  frontera  (4)  y  (5)  son  reales  e  independientes  de  A.  Además,  A¡  y  Bx 
no  son  cero  y  A2  y  B2  tampoco  lo  son.  Los  problemas  (1)  y  (2)  de  valores  en  la  frontera 
son  problemas  regulares  de  Sturm-Liouville.  A  partir  de  (1),  podemos  identificar  r(x) 
=  1,  q(x )  =  0  y  p(x)  =  1  en  la  ecuación  diferencial  (3);  en  la  condición  de  frontera  (4) 
identificamos  a  =  0,  A¡  =  \ .  B¡  =  0,  y  en  (5)  b  =  L.  A2  =  1,  B2  =  0.  A  partir  de  (2),  las 
identificaciones  podrán  ser  a  =  0,  At  =  0,  Bl  =  1  en  (4),  b  =  L,  A2  =  0,  B2  =  1  en  (5). 

La  ecuación  diferencial  (3)  es  lineal  y  homogénea.  Las  condiciones  de  frontera  en  (4) 
y  (5)  son  una  combinación  lineal  de  y  y  y'  igual  a  cero  en  un  punto,  también  se  llaman 
homogéneas.  Una  condición  de  frontera  como  A2y(b)  +  B2y'{b)  =  C2,  donde  C2  es  una 
constante  diferente  de  cero,  es  no  homogénea.  Naturalmente,  se  dice  que  un  problema 
de  valores  en  la  frontera  constituido  por  una  ecuación  diferencial  lineal  homogénea  y 
condiciones  de  frontera  homogéneas  es  homogéneo;  de  otra  forma,  es  no  homogéneo. 

Debido  a  que  un  problema  regular  de  Sturm-Liouville  es  un  problema  homogéneo  de 
valores  en  la  frontera,  siempre  posee  la  solución  trivial  y  =  0.  Sin  embargo,  no  nos  in¬ 
teresa  esta  solución.  De  igual  manera  que  en  el  ejemplo  1,  para  resolver  dicho  problema 
buscamos  números  A  (valores  propios)  y  soluciones  y  no  triviales  y  que  dependan  de  A 
(funciones  propias). 


■  Propiedades  El  teorema  10.3  es  una  lista  de  algunas  de  las  tantas  propiedades  im¬ 
portantes  del  problema  regular  de  Sturm-Liouville.  Demostraremos  solamente  la  última 
propiedad. 


10.5  Problema  de  Sturm-LiouvilLe 
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TEOREMA  10.3 


Propiedades  del  problema  regular 
de  Sturm-Liouville 

a)  Existe  un  número  infinito  de  valores  propios  reales  que  pueden  disponerse  en 
orden  ascendente  <  A2  <  A3  <  •  ■  ■  <  A„  <  •  •  •  de  tal  manera  que  A„  — >  oo  a  me¬ 
dida  que  n  — >  oo. 

tí)  Para  cada  valor  propio  existe  solamente  una  función  propia  (excepto  para  múlti¬ 
plos  constantes  diferentes  de  cero). 

c)  Las  funciones  propias  correspondientes  a  los  diferentes  valores  propios  son  li¬ 
nealmente  independientes. 

d)  El  conjunto  de  funciones  propias  correspondientes  al  conjunto  de  valores  propios 
es  ortogonal  respecto  a  la  función  peso  p(x)  en  el  intervalo  [a,  b]. 


Demostración  de  d)  Sean  ym  y  y„  funciones  propias  correspondientes  a  los  valores 
propios  Am  y  A„,  respectivamente.  Entonces 


d 

dx 


l  r(x)y¡„\  +  ( q(x )  +  A  mp(x))ym  =  0 


(6) 


dx 


ír(x)y'n]  +  (q(x)  +  A  „p(x))yn  =  0. 


(7) 


Multiplicamos  (6)  por  yn  y  (7)  por  ym  y  al  restar  las  dos  ecuaciones  obtenemos 

(K  -  K)p(x)y„d>n  =  ym  ^  [r{x)yh]  ~  y« 

Integramos  por  partes  este  último  resultado  desde  x  =  a  hasta  x  =  b  y  resulta 


K) 


íb 

P(x)ymy„  dx  =  r(b)[ym(b)y'„{b) 


a 


yÁb)y'm(b)\ 


r(a )  [ym(a)y'n(a)  -  yn(a)y’Ja)\.  (8) 


Las  funciones  propias  ym  y  y„  deben  satisfacer  las  condiciones  de  frontera  (4)  y  (5).  En 
particular,  a  partir  de  (4)  obtenemos 

Al  ym(a)  +  Bxy'm(a)  =  0 


ALv„(a)  +  fiLv'(fl)  =  0- 


Para  que  A ,  y  B1  satisfagan  este  sistema,  sin  que  ambos  sean  iguales  a  cero,  el  determi¬ 
nante  de  los  coeficientes  debe  ser  cero: 

ym(a)y'„(a)  ~  yn(a)y'm(a)  =  0. 

Al  aplicar  un  argumento  similar  a  (5)  nos  da 

ym(b)y'n(b)  -  yn{b)y'm(b)  =  0. 

Utilizamos  estos  dos  resultados  en  (8)  para  demostrar  que  ambos  miembros  del  lado  de¬ 
recho  son  iguales  a  cero.  Por  lo  tanto,  establecimos  la  relación  ortogonal 

íb 

p(x)ym(x)yn(x)  dx  =  0,  A m=f=  A„.  (9)  □ 

K 

Asimismo,  se  puede  demostrar  que  el  conjunto  de  funciones  propias  ortogonales 
{yi(jc),  y2(x),  y3(x), . . . }  de  un  problema  regular  de  Sturm-Liouville  es  completo  en  [a,  b]. 
Consulte  la  página  494. 
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Ejemplo  2  Un  problema  regular  de  Sturm-Liouville 

Resolver  el  problema  de  valor  en  la  frontera 

y"  +  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y(l)  +  y'(l)  =  0.  (10) 

Solución  Debe  demostrarse  que  para  A  =  0  y  A  =  —a2  <  0,  donde  a  >  0,  el  problema 
(10)  de  valor  en  la  frontera  tiene  solamente  la  solución  trivial  y  =  0.  Para  A  =  a2  >  0, 
a  >  0,  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  y"  +  a2 y  =  0  es  y  =  c,  eos  a  x  +  c2 
sen  a  x.  Ahora  la  condición  y(0)  =  0  implica  eq  =  0  en  esta  solución,  por  ello  solamente 
nos  queda  y  =  c2  sen  a  x.  La  segunda  condición  de  frontera  y(l)  +  y'(l)  =  0  se  satisface 
cuando 


c2  sen  a  +  c2a  eos  a  =  0. 

Establecemos  c2  A  0,  y  podemos  observar  que  la  última  ecuación  es  equivalente  a 

tan  a  =  —a.  (11) 

Si  x  =  a  en  (11),  entonces  la  figura  10.20  muestra  la  plausibilidad  de  que  exista  un 
número  infinito  de  raíces  de  la  ecuación  tan  x  =  —x,  es  decir,  las  coordenadas  x  de  los 
puntos  donde  la  gráfica  de  y  =  — x  interseca  las  ramas  de  la  gráfica  de  y  =  tan  x.  Los 
valores  propios  del  problema  (10)  son,  entonces,  A„  =  a2,  donde  an,  n  =  1,  2,  3,  ...,  son 
las  raíces  positivas  consecutivas  aq,  a2,  a3,  ...  de  (11).  Con  ayuda  de  un  sistema  asistido 
por  computadora  se  demuestra  fácilmente  que,  redondeando  a  cuatro  cifras  decimales, 
aq  =  2.0288,  a2  =  4.9132,  a3  =  7.9787  y  a4  =  1 1.0855,  y  las  soluciones  correspondien¬ 
tes  son  y!  =  sen  2.0288.x,  y2  =  sen  4.9132x,  y3  =  sen  7.9787x  y  y4  =  sen  1 1 .0855x.  En 
general,  las  funciones  propias  del  problema  son  {sen  a„x },  n  =  1,  2,  3, _ 


Figura  10.20  Raíces  positivas  de  tan  x  =  -x 


Con  las  identificaciones  r{x)  =  1,  q(x)  =  0, p(x)  =  1,  Aí  =  l,Bl  =  0,  A2=  1  y  B2=  1 
podemos  observar  que  (10)  es  un  problema  regular  de  Sturm-Liouville.  Por  lo  tanto, 
{sen  a„x },  n  =  1,  2,  3,  ...  es  un  conjunto  ortogonal  respecto  a  la  función  peso  pix)  =  1 
en  el  intervalo  [0,1].  □ 


En  algunas  circunstancias,  es  posible  demostrar  la  ortogonalidad  de  las  soluciones  de 
(3)  sin  necesidad  de  especificar  una  condición  de  frontera  en  x  =  a  y  en  x  =  b. 


10.5  Problema  de  Sturm-Liouville 
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I  Problema  singular  de  Sturm-Liouville  Existen  otras  condiciones  importantes  en 
las  cuales  buscamos  soluciones  no  triviales  de  la  ecuación  diferencial  (3): 

rio)  =  0  y  una  condición  de  frontera  del  tipo  dado  en  (5)  especificada  en  x  =  b\  (12) 
r(b)  =  0  y  una  condición  de  frontera  del  tipo  dado  en  (4)  especificada  en  x  =  a;  (13) 
r(a)  =  rib)  =  0  y  que  no  se  especifique  una  condición  de  frontera  enx  =  aoenx  =  b;  (14) 
r(a)  =  r(b)  y  las  condiciones  de  frontera  y(á)  =  y(b),  y'(a)  =  y' ib).  (15) 

Se  dice  que  la  ecuación  diferencial  (3)  junto  con  una  de  las  condiciones  (12)  o  (13)  es  un 
problema  singular  de  valor  en  la  frontera.  Se  afirma  también  que  la  ecuación  (3)  con  las 
condiciones  especificadas  en  (5)  es  un  problema  periódico  de  valor  en  la  frontera  (y  otra 
afirmación  es  que  las  condiciones  de  frontera  son  periódicas).  Observe  que  si,  digamos, 
r(a)  =  0  entonces  x  =  a  puede  ser  un  punto  singular  de  la  ecuación  diferencial  y,  en  con¬ 
secuencia,  una  solución  de  (3)  puede  hacerse  infinita  a  medida  que  x  — >  a.  Sin  embargo, 
a  partir  de  (8)  vemos  que  si  r(a)  =  0,  entonces  no  se  requiere  de  una  condición  de  fron¬ 
tera  en  x  =  a  para  demostrar  la  ortogonalidad  de  las  funciones  propias  siempre  y  cuando 
estas  soluciones  estén  acotadas  en  ese  punto.  Este  último  requisito  garantiza  la  existencia 
de  las  integrales  involucradas.  Suponiendo  que  las  soluciones  de  (3)  están  acotadas  en  el 
intervalo  cerrado  [a,  b],  por  simple  inspección  de  la  ecuación  (8)  advertimos  que: 

si  r(a)  =  0,  entonces  la  relación  de  ortogonalidad  (9)  es  válida  sin  ninguna 
condición  de  frontera  en  x  =  a\  (16) 

si  r(b)  =  0,  entonces  la  relación  de  ortogonalidad  (9)  es  válida  sin  ninguna 
condición  de  frontera  en  x  =  b\*  (17) 

si  r(a)  =  r(b)  =  0,  entonces  la  relación  de  ortogonalidad  (9)  es  válida  sin  ninguna 
condición  de  frontera  ya  sea  en  x  =  a  o  x  =  b;  (18) 

si  r(a)  =  r(b),  entonces  la  relación  de  ortogonalidad  (9)  se  mantiene  con 
las  condiciones  de  frontera  periódicas  v(fl)  =  yib),  y' (a)  =  y'(b).  (19) 


Si  efectuamos  la  diferenciación  —  [r(x)v'l  ,  la  ecua- 

dx 

ción  diferencial  (3)  es  lo  mismo  que 


r(x)y"  +  r'(x)y'  +  ( q(x )  +  \p(x))y  =  0.  (20) 

Por  ejemplo,  la  ecuación  diferencial  de  Legendre  (1  —  x2)y"  —  2 xy'  +  n(n  +  l)y  =  0 
es  exactamente  de  la  forma  dada  en  (20)  con  r(x)  =  1  —  x2  y  r'(x)  =  —  2x.  En  otras 
palabras,  otra  forma  de  escribir  la  ecuación  diferencial  de  Legendre  es 

^[(1  -  x2)y']  +  n(n  +  l)y  =  0.  (21) 

Sin  embargo,  si  usted  comparara  otras  ecuaciones  diferenciales  de  segundo  orden  (diga¬ 
mos,  la  ecuación  de  Bessel,  las  ecuaciones  de  Cauchy-Euler  y  ecuaciones  diferenciales 
con  coeficientes  constantes)  podría  pensar,  puesto  que  el  coeficiente  de  y'  es  la  derivada 
del  coeficiente  de  y",  que  algunas  otras  ecuaciones  diferenciales  de  segundo  orden  tienen 
la  forma  dada  en  (3).  Por  el  contrario,  si  los  coeficientes  son  continuos  y  a(x)  =h  0  para 
toda  x  en  algún  intervalo,  entonces  cualquier  ecuación  diferencial  de  segundo  orden 

a(x)v"  +  b(x)y'  +  (c(yc)  +  A  d(x))y  =  0  (22) 

puede  escribirse  nuevamente  de  la  manera  llamada  formulación  autoadjunta  (3).  Para 
apreciar  esto,  procedemos  igual  que  en  la  sección  2.3,  donde  volvimos  a  escribir  una 
ecuación 


*Las  condiciones  (16)  y  (17)  equivalen  a  seleccionar  Ax  =  0,  =  0  en  (4),  y  A2  =  0,  B2  =  0  en  (5),  res¬ 

pectivamente. 
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lineal  de  primer  orden  a1(x)y'  +  a0{x)y  =  0  en  la  forma  — [py]  =  0  dividiendo  la  ecua- 

dx 

ción  entre  a ¡ (x)  y,  después,  multiplicando  por  el  factor  integrante  ¡i  =  donde, 

suponiendo  que  no  existen  factores  comunes,  P(x)  =  a(í{x)lal(x)-  Así,  primero  dividi- 

b{x) 

mos  (22)  entre  a(x).  Los  primeros  dos  términos  son  entonces  Y'  H — —  Y  +  •  •  ■  donde, 

a(x) 

para  enfatizar,  escribimos  Y  =  y’ .  En  segundo  lugar,  multiplicamos  esta  ecuación  por  el 
factor  integrador  donde  se  supone  que  a(x)  y  b(x)  no  tienen  factores  comunes 


e¡(b(x)/a(x))d.xY'  _|_  e¡(b(x)/a{x))dxY  4.  ...  =  _íf_r +  ■■■  =  —  rg/(6W/flWK»y  1  +  . 
a{x)  dx1  dx1 

_  _ _ ) 

V 

derivada  de  un  producto 

En  resumen,  dividiendo  (22)  entre  a{x)  y  multiplicando  entonces  por  g/WdM*))*  obte¬ 
nemos 

ef(.b/a)dXy"  _|_  b(x) e¡(b/g)dxy  +  í C £ ¡(h/á)dx  +  eJ(b/a)dx 

a(x)  \a(x)  a(x) 

La  ecuación  (23)  es  la  forma  deseada  proporcionada  en  (20)  y  es  lo  mismo  que  (3): 


d 

dx 


e{{b/a)dxyt 


r(x) 


( c(x ) 

Va(x)e 


f(b/a)dx 


J 


d(x)  p/g^x 

a(x)£ 


p(x) 


J 


Por  ejemplo,  para  expresar  3y"  =  6v'  +  Ay  =  0  en  la  formulación  autoadjunta,  escribimos 
y"  +  2y'  +  A|y  =  0  y  después  multiplicamos  por  e^2dx  =  e2x.  La  ecuación  resultante  es. 


r(x)  r'(x)  p{x ) 

nL  nL  X 

y"  +  2e  y'  +  A  y  =  0  o  ^~[e2*y']  +  A— e^y  =  0. 

Desde  luego,  no  es  necesario  expresar  una  segunda  ecuación  diferencial  (22)  en  la 
formulación  autoadjunta  (3)  con  el  fin  de  resolver  la  ecuación  diferencial.  Para  cumplir 
nuestros  propósitos  utilizamos  la  fórmula  dada  en  (3)  para  determinar  la  función  peso  p(x) 
necesaria  en  la  relación  de  ortogonalidad  (9).  Los  dos  ejemplos  siguientes  muestran  las 
relaciones  de  ortogonalidad  para  las  funciones  de  Bessel  y  los  polinomios  de  Legendre. 


Ejemplo  3  Ecuación  paramétrica  de  Bessel 

En  la  sección  5.3  vimos  que  la  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  paramétrica  de 
Bessel  x2y"  +  xy'  +  ( orx 2  —  n2)y  =  0,  n  =  0, 1,  2, . . .  es  y  =  c¡7„(ax)  +  c2Yn(ctx).  Luego 
de  dividir  la  ecuación  paramétrica  de  Bessel  entre  el  coeficiente  de  mayor  grado  jc2  y  mul¬ 
tiplicar  la  ecuación  resultante  por  el  factor  de  integración  eS(l/x)dx  =  elni  =  x  x> 
obtenemos  la  formulación  autoadjunta 

xy"  +  y'  +  ^ orx  — —  ^y  =  0  o  (a2x - =  0, 

donde  identificamos  r{x)  =  x,  qix)  =  —n2h c,  p(x)  =  x  y  A  =  a2.  Ahora  r(0)  =  0,  y  de  las 
dos  soluciones  Jn(ax)  y  Yn(ax)  sólo  J„(ax)  está  acotada  en  v  =  0.  Por  lo  tanto,  en  vista 
de  la  ecuación  (16),  el  conjunto  {Jn{a¡x)},  i  =  1,  2,  3,  ... ,  es  ortogonal  respecto  a  la 
función  peso  p(x)  =  x  en  un  intervalo  [0,  £>]•  La  relación  de  ortogonalidad  es 

íb 

xJn{oí¡x)Jn{ajX)  dx  =  0,  A,-  \¡,  (24) 

•'o 


10.5  Problema  de  Sturm-LiouvilLe 


dada  a¡,  y  por  lo  tanto  los  valores  propios  A,  =  a],  i  =  1,  2,  3,  ... ,  sean  definidos  me¬ 
diante  una  condición  de  frontera  en  x  =  b  del  tipo  proporcionado  en  la  ecuación  (5): 

A2J„{\b)  +  B2aJ'n(ab)  =  0.*  (25)  □ 

Para  cualquier  valor  de  A2  y  B2,  no  siendo  ambos  iguales  a  cero,  se  sabe  que  (25)  tiene 
un  número  infinito  de  raíces  x¡  =  a¡b.  Los  valores  propios  son  entonces  A,  =  a]  =  (xjb)1. 
En  el  capítulo  siguiente  se  comentará  más  acerca  de  los  valores  propios. 


Ejemplo  4  Ecuación  de  Legendre 

A  partir  del  resultado  proporcionado  por  (21)  podemos  identificar  q(x)  =  0,  p(x)  =  1 
y  A  =  n(n  +  1).  De  la  sección  5.3,  recuerde  que  cuando  n  =  0,  1,  2,  ...  la  ecuación  de 
Legendre  tiene  soluciones  polinomiales  Pn(x).  Ahora  podemos  hacer  la  observación  de 
que  r( —  1)  =  tí  I )  =  0  junto  con  el  hecho  de  que  los  polinomios  de  Legendre  Pn(x)  son 
las  únicas  soluciones  de  (21)  que  están  acotadas  en  el  intervalo  cerrado  [—1,  1],  para 
concluir  de  (18)  que  el  conjunto  { Pn(x) }  ,  n  =  0,  1,  2,  ... ,  es  ortogonal  respecto  a  la 
función  peso p(x)  =  1  en  [—  1,  !]•  La  relación  de  ortogonalidad  es 


r  1 

Pm(x)Pn(x)  dx  =  0,  m  A  n. 

•'-i 


Comentarios 


i)  Un  problema  de  Sturm-Liouville  se  considera  singular  cuando  el  intervalo  en  que  se 
trabaja  es  infinito.  Consulte  los  problemas  1 1  y  12  de  los  ejercicios  10.5. 

ii)  Aun  cuando  las  condiciones  de  los  coeficientes  p,  q,  r  y  r'  sean  las  supuestas  en  el 
problema  regular  de  Sturm-Liouville,  si  las  condiciones  de  frontera  son  periódicas, 
entonces  la  propiedad  b)  del  teorema  10.3  no  es  válida.  Se  le  pide  al  lector  demostrar, 
en  el  problema  4  de  los  ejercicios  10.5  los  correspondientes  a  cada  valor  propio  del 
problema  de  valores  en  la  frontera 

y"  +  Ay  =  0,  y{-L)  =  y(L),  y'(-L)  =  y\L). 

existen  dos  funciones  propias  linealmente  independientes. 


*E1  factor  extra  de  a  en  (25)  proviene  de  la  regla  de  la  cadena: 

d  /  \  .  .  d 

—  Jn(ax)  —  Jn(cüc)  —  olx  =  aJn(ax). 
dx  dx 


EJERCICIOS  10.5  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-24. 


En  los  problemas  1  y  2,  determine  las  funciones  propias  y  la 
ecuación  que  define  los  valores  propios  para  el  problema  de  va¬ 
lores  en  la  frontera.  Utilice  un  sistema  asistido  por  computadora 
para  aproximar  los  cuatro  primeros  valores  propios  A¡,  A2,  A3  y 
A4.  Proporcione  las  funciones  propias  correspondientes  a  estas 
aproximaciones. 

1.  y"  +  Ay  =  0,  y'(0)  =  0,  y(l)  +  y'(l)  =  0 

2.  y"  +  Ay  =  0,  y(0)  +  y'(0)  =  0,  y(l)  =  0 


3.  Considere  la  ecuación  y"  +  Ay  =  0  sujeta  a  y'(0)  =  0, 
y'(L)  =  0.  Demuestre  que  las  funciones  propias  son 

f  ir  2tt  \ 

I  L  L  J 

Este  conjunto,  que  es  ortogonal  en  [0,  L],  es  la  base  de  la 
serie  coseno  de  Fourier. 
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4.  Considere  la  ecuación  y"  +  Ay  =  0  sujeta  a  las  condi¬ 
ciones  de  frontera  periódicas  y(—L)  =  y(L),  y'(—L)  = 
y'(L).  Demuestre  que  las  funciones  propias  son 

77  277  77  277  377 

1 ,  eos  —  x,  eos  —  x,  ....  sen  —  x,  sen  —  x,  sen  —  x,  ... 
L  L  L  L  L 

Este  conjunto,  que  es  ortogonal  en  [—  L,  L],  es  la  base  de 
las  series  de  Fourier. 

5.  Encuentre  la  norma  cuadrada  para  cada  función  propia 
del  problema  1 . 

6.  Demuestre  que  para  las  funciones  propias  del  ejemplo  2, 

||sena„x||2  =  —  [1  +  cos2a„]. 

7.  a)  Encuentre  los  valores  propios  y  las  funciones  pro¬ 

pias  del  problema  de  valor  en  la  frontera 
x2y"  +  xy'  +  Ay  =  0,  y(l)  =  0,  y(5)  =  0. 

tí)  Exprese  la  ecuación  diferencial  como  una  formula¬ 
ción  autoadjunta. 

c)  Proporcione  una  relación  de  ortogonalidad. 

8.  a)  Encuentre  los  valores  propios  y  las  funciones  pro¬ 

pias  del  problema  de  valor  en  la  frontera 

y"  +  y'  +  Ay  =  0,  y(0)  =  0,  y(2)  =  0. 

b)  Exprese  la  ecuación  diferencial  como  una  formula¬ 
ción  autoadjunta. 

c)  Proporcione  una  relación  de  ortogonalidad. 

9.  La  ecuación  diferencial  de  Laguerre 

xy"  +  (1  —  x)y'  +  ny  =  0,  n  =  0,  1,  2,  ... , 

tiene  soluciones  polinomiales  L„(x).  Exprese  la  ecuación 
como  una  formulación  autoadjunta  y  proporcione  una 
relación  de  ortogonalidad. 

1 0.  La  ecuación  diferencial  de  Hermite 

y"  —  2xy'  +  2 ny  =  0,  n  =  0,  1,  2,  ... , 

tiene  soluciones  polinomiales  Hn(x).  Exprese  la  ecua¬ 
ción  como  una  formulación  autoadjunta  y  proporcione 
una  relación  de  ortogonalidad. 


1 1 .  Considere  el  problema  regular  de  Sturm-Liouville: 

fx  [(i  +  x2)y']  +  YTx^y  =  °*  ><°)  =  °’  rt1)  =  °- 

a)  Encuentre  los  valores  propios  y  las  funciones  pro¬ 
pias  del  problema  de  valor  en  la  frontera. 
[Sugerencia:  Establezca  x  =  tan  0  y  después  utilice 
la  regla  de  la  cadena.] 

tí)  Proporcione  una  relación  de  ortogonalidad. 

12.  a)  Encuentre  las  funciones  propias  y  la  ecuación  que 

defina  los  valores  propios  para  el  problema  de  valor 
en  la  frontera 

x2y"  +  xy'  +  (Ax2  —  l)y  =  0, 
y  está  acotada  en  x  =  0,  y(3)  =  0. 

b)  Utilice  la  tabla  5.1  de  la  sección  5.3  para  calcular 
los  valores  aproximados  de  los  primeros  cuatro  va¬ 
lores  propios  Aj,  A2,  A3  y  A4. 

Problemas  de  análisis 

13.  Considere  el  caso  especial  del  problema  regular  de 
Sturm-Liouville  en  el  intervalo  [a,  b\. 

K*)/]  +  Ap(x)y  =  0,  y'(fl)  =  0,  y' {tí)  =  0. 

¿Es  A  =  0  un  valor  propio  del  problema?  Proporcione 
soporte  a  su  respuesta. 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

1 4.  a)  Proporcione  una  relación  de  ortogonalidad  para  el 

problema  de  Sturm-Liouville  del  ejercicio  1. 

b)  Utilice  como  apoyo  un  sistema  asistido  por  compu¬ 
tadora  para  demostrar  la  relación  de  ortogonalidad  de 
las  funciones  propias  yt  y  y2  que  correspondan  a  los 
primeros  dos  valores  propios  A  t  y  A2,  respectivamente. 

15.  a)  Proporcione  una  relación  de  ortogonalidad  para  el 

problema  de  Sturm-Liouville  del  ejercicio  2. 
b)  Mediante  un  sistema  asistido  por  computadora,  de¬ 
muestre  la  relación  de  ortogonalidad  de  las  funcio¬ 
nes  propias  y,  y  y2  que  correspondan  a  los  primeros 
dos  valores  propios  A3  y  A2,  respectivamente. 


10.6  Series  de  Bessel  y  de  Legendre 


I  I  Introducción  Las  series  de  Fourier,  las  series  coseno  de  Fourier,  y  las  series  seno 
de  Fourier  son  tres  formas  útiles  para  expandir  una  función  en  términos  de  un  conjun¬ 
to  ortogonal  de  funciones.  Sin  embargo,  dichas  expansiones  de  ninguna  manera  están 

limitadas  a  conjuntos  ortogonales  de  funciones  trigonométricas.  En  la  sección  10.1 
estudiamos  que  una  función /definida  en  un  intervalo  ( a ,  b)  podía  expandirse,  al  menos 
formalmente,  en  términos  de  cualquier  conjunto  de  funciones  {<j>„(x)}  que  sea  ortogonal 
respecto  a  una  función  peso  en  [a,  b].  Muchas  de  estas  expansiones  de  series  ortogonales 
o  series  de  Fourier  generalizadas  provienen  de  problemas  de  Sturm-Liouville  los  cuales, 
a  su  vez,  surgen  de  intentos  de  resolver  las  ecuaciones  diferenciales  lineales  parciales 
que  sirven  como  modelos  para  sistemas  físicos.  Las  expansiones  en  series  de  Fourier  y 
ortogonales  (las  últimas  incluyen  las  dos  series  consideradas  en  esta  sección)  aparecerán 
en  la  consideración  subsecuente  de  estas  aplicaciones  en  los  capítulos  11  y  12. 


10.6  Series  de  BesseLy  de  Legendre 
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10.6.1 


Serie  de  Fourier-Bessel 

En  el  ejemplo  3  de  la  sección  10.5  estudiamos  que  para  un  valor  constante  de  n  el  con¬ 
junto  de  funciones  de  Bessel  {^(apt)},  i  =  1,  2,  3,  ,  es  ortogonal  respecto  a  la  fun¬ 

ción  peso  p(x)  =  x  en  un  intervalo  [0,  b]  cuando  a¡  se  define  mediante  una  condición  de 
frontera  de  la  forma 


A2J„(ab )  +  B2aJ¡t(ab )  =  0.  (1) 

Los  valores  propios  del  problema  correspondiente  de  Sturm-Liouville  son  A;  =  aj.  A 
partir  de  (7)  y  (8)  de  la  sección  10.1,  la  expansión  en  series  ortogonales  o  las  series  de 
Fourier  generalizadas  de  una  función /definida  en  el  intervalo  (0,  b)  en  términos  de  este 
conjunto  ortogonal  es 


donde 


f(x)  =  2  c¡Jn{oí¡x), 

Í  =  1 

íoXjn(aiX)f(X )  dx 


C ¡  = 


\\Jn{<*iXW 


(2) 


(3) 


La  norma  cuadrada  de  la  función  J„(a ¡x)  está  definida  por  la  expresión  ( 1 1 )  de  la  sección 

10.1: 


IW“í*)H2  =  xJl(a¡x)dx. 

-'o 

A  la  serie  (2)  con  coeficientes  (3)  se  le  conoce  como  serie  de  Fourier-Bessel. 


(4) 


■  Relaciones  de  recurrencia  diferenciales  Las  relaciones  de  recurrencia  diferencia¬ 
les  que  se  proporcionaron  en  (20)  y  (21)  de  la  sección  5.3  a  menudo  resultan  de  utilidad 
en  la  evaluación  de  los  coeficientes  (3).  Por  conveniencia,  a  continuación  reproducimos 
dichas  relaciones: 


^[x'7„(x)]  =  xnJn_x{x) 

(5) 

~r  [x  "7„(x)]  =  -x~'7„+1(x). 
dx 

(6) 

I  Norma  cuadrada  El  valor  de  la  norma  cuadrada  (4)  depende  de  cómo  se  definan  los 
valores  propios  A,  =  aj .  Si  y  =  J„(ax),  entonces  sabemos,  con  base  en  el  ejemplo  3  de  la 
sección  10.5,  que 

d  f  2  n2\ 

—  [xy  1  +  (  a2x - y  =  0. 

dx  \  / 

Después  de  multiplicar  por  2xy',  esta  ecuación  puede  escribirse  como 

|W  +  („V-„2)¿W  =  0. 


Integramos  por  partes  el  último  resultado  en  [0,  tí]  y  obtenemos 


2a2 


xy2  dx  =  í  [xy']2  +  (a2r  —  n2)y 


Jo  '  '  o 

Puesto  que  y  =  J„(ax),  el  límite  inferior  es  cero  para  n>  0  ya  que  /,(())  =  0.  Para  n  =  0, 
la  cantidad  [xy']2  +  crx2y2  es  cero  en  x  =  0.  Por  lo  tanto. 


2cr2 


xJ2(ax)  dx  =  a2b2[J’(ab)]2  +  ( a2b 2  —  n2)[J„(a7?)]2, 


Jo 


donde  hemos  utilizado  la  regla  de  la  cadena  para  escribir  y'  =  aj'n(ax). 


(7) 
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Ahora  consideraremos  tres  casos  de  la  condición  de  frontera  (1). 


Caso  I:  Si  seleccionamos  A2  =  1  y  B2  =  0,  entonces  (1)  es 


JÁotb)  =  0.  (8) 

Existe  un  número  infinito  de  raíces  positivas  x¡  =  a¡b  de  (8)  (consulte  la  figu¬ 
ra  5.3),  que  definen  la  a¡  como  a¡  =  x¡/b.  Los  valores  propios  son  positivos  y, 
por  lo  tanto,  son  \¡  =  a2  =  xf/b2.  Las  raíces  negativas  de  (8)  no  proporcio¬ 
nan  nuevos  valores  propios  ya  que  Jn(—x)  =  (  -1  (Consulte  la  página 

264.)  El  número  0  no  es  un  valor  propio  para  cualquier  valor  de  n  puesto  que 
/„( 0)  =  0  para  n  =  1 ,  2,  3,  ...  y  J0(0)  =  1 .  En  otras  palabras,  si  A  =  0,  obte¬ 
nemos  la  función  trivial  (la  cual  nunca  es  una  función  propia)  para  n  =  1,2, 
3,  . . . ,  y  para  n  =  0,  A=  0  (o,  de  manera  equivalente,  a  =  0)  no  satisface  la 
ecuación  (8).  Cuando  (6)  se  escribe  en  la  forma  xJ'„(x)  =  nJ„(x )  —  xJn+l(x), 
a  partir  de  (7)  y  (8)  se  deduce  que  la  norma  cuadrada  de  Jn(a¡x)  es 

b2 

y  Jn  +  i(a¡b)-  (9) 


Caso  II:  Si  seleccionamos  A2  =  h  >  0,  B2  =  b,  entonces  (1)  es 

hJ„(ab)  +  abJ',(ab )  =  0.  (10) 


La  ecuación  (10)  tiene  un  número  infinito  de  raíces  positivas  x¡  =  a¡b  para 
cada  entero  positivo  n  =  1,  2,  3, _ Como  antes,  los  valores  propios  se  ob¬ 

tienen  a  partir  de  A,  =  a2  =  xf/b2.  A  =  0  no  es  un  valor  propio  para  n  =  1, 

2,  3, _ Sustituyendo  a¡bJ'n{oL¡b)  =  — hJn(a¡b )  en  (7),  se  puede  ver  que  la 

norma  cuadrada  de  Jn(a¡x )  es  ahora 


PMf  = 


2  u2 

0¿;  b 


+  h2 


2a2 


-J2,(a¡b). 


(11) 


Caso  III :  Si  h  =  0  y  n  =  0  en  (10),  a¡  se  define  a  partir  de  las  raíces  de 

Já(atí)  =  0.  (12) 

A  pesar  de  que  (12)  es  solamente  un  caso  especial  de  (10),  es  la  única  situa¬ 
ción  para  la  cual  A  =  0  es  un  valor  propio.  Para  entender  esto,  observe  que 
para  n  =  0,  el  resultado  en  (6)  implica  que  J¡,(ab)  =  0  es  equivalente  a  Jt(ab) 
=  0.  Como  jq  =  oijb  =  0  es  una  raíz  de  la  última  ecuación,  « ,  =0,  y  debido 
a  que  J0( 0)  =  1  es  no  trivial,  de  A!  =  a2  =  x\/b2  concluimos  que  At  =  0  es 
un  valor  propio.  Sin  embargo,  evidentemente  no  podemos  utilizar  (11)  cuando 
al  =  0,  h  =  0,  n  =  0  y  n  =  0.  No  obstante,  a  partir  de  la  norma  cuadrada  (4) 
tenemos 


6  b2 

. 

2 


Para  a¡  >  0  podemos  utilizar  (11)  con  h  =  0  y  n  =  0: 


lko(«;-*)l|2  = 


(13) 


(14) 


La  definición  siguiente  resume  las  tres  formas  de  la  serie  (2)  correspondientes  a  las 
normas  cuadradas  de  los  tres  casos. 
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DEFINICIÓN  10.8 


Serie  de  Fourier-BesseL 

La  serie  de  Fourier-Bessel  de  una  formación  /  definida  en  el  intervalo  (0,  b)  está 
dada  por 


b2Jl+l{a,b)  JQ  xJ^a'x^  dx’ 

donde  a¡  está  definido  por  Jn(ab)  =  0. 


ii) 

Í=  1 


donde  a{  está  definido  por  hJn(ab)  +  abJ'n(ab)  =  0. 
iii) 


donde  a¡  está  definido  por  J¡¡(ab )  =  0. 


(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 


J 


■  Convergencia  de  una  serie  de  Fourier-Bessel  Las  condiciones  suficientes  para  la 
convergencia  de  una  serie  de  Fourier-Bessel  no  están  particularmente  restringidas. 


TEOREMA  10.4 


Condiciones  para  la  convergencia 


Si/y/'  son  continuas  en  un  intervalo  abierto  (0,  b),  entonces  una  expansión  Fourier- 
Bessel  de /converge  hacia /(x)  en  cualquier  punto  donde /es  continua,  y  converge 
hacia  el  promedio  \f(x+)  +  f(x— )]/2  en  un  punto  donde/es  discontinua. 
_ _ _ _ _ / 


Ejemplo  1  Expansión  en  una  serie  de  Fourier-Bessel 

Expandir /(x)  =  x,  0  <  x  <  3,  en  una  serie  de  Fourier-Bessel,  utilizando  las  funciones 
Bessel  de  orden  uno  que  satisfagan  la  condición  de  frontera  J¡(3a)  =  0. 


Solución  Utilizamos  (15)  donde  los  coeficientes  c,  están  dados  por  (16)  con  b  =  3: 


2 


3 

x2J](a¡x)  dx. 


Para  evaluar  esta  integral  establecemos  t  =  a¡x,  dx  =  dt!ab  x  =  t  ía f,  y  utilizamos  (5) 


en  la  forma  —  [?2/,(/)]  =  t2Ji(t ): 
dt 


c¡  = 


9a]Jl(3aj)  J()  dt 

Por  lo  tanto,  la  expansión  buscada  es 


3“'  d  r  9  /  X-,  2 

—  [í  72(f)]  dt  = 


a,-72(3a,)' 


/W  =  2S  /iK4 

íti  aM3ai) 
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En  el  problema  1  de  los  ejercicios  10.6,  se  solicita  calcular  los  primeros  cuatro  valo¬ 
res  de  a,  para  la  serie  de  Bessel  precedente. 


Ejemplo  2  Expansión  en  una  serie  de  Fourier-BesseL 

Si  en  el  ejemplo  1  a,  se  define  mediante  J,(3a)  +  a /¡(3a)  =  0,  entonces  lo  único  que 
cambia  en  la  expansión  es  el  valor  de  la  norma  cuadrada.  Multiplicando  la  condición 
de  frontera  por  3  obtenemos  3Jl(3a)  +  3a /¡(3a)  =  0,  la  cual  es  igual  a  (10)  cuando 
h  =  3,  b  =  3  y  n  =  1.  Por  lo  tanto,  (18)  y  (17)  nos  dan,  a  su  vez, 


y 


/(•*) 


Ci  = 
oo 

182 


18a,/2(3a,-) 

(9  a?  +  8)/?  (3a,) 
07^(3  a<) 
(9a?  +  8)J?(3a¡) 


J  i  («;■*)■ 


□ 


I  Uso  de  computadoras  Puesto  que  las  funciones  de  Bessel  son  funciones  “inte¬ 
gradas”  en  un  sistema  asistido  por  computadora,  calcular  los  valores  aproximados  de 
a¡  y  de  los  coeficientes  c,  de  una  serie  de  Fourier-Bessel  es  tarea  sencilla.  Por  ejemplo, 
en  (9)  podemos  pensar  que  x¡  =  a¡b  es  una  raíz  positiva  de  la  ecuación  hJn(x )  +  x/,',(x) 
=  0.  Por  lo  tanto,  en  el  ejemplo  2  hemos  utilizado  un  sistema  asistido  por  computadora 
para  encontrar  las  primeras  cinco  raíces  positivas  x¡  de  3Ji(x)  +  x/¡(x)  =  0  y  a  partir  de 
estas  raíces  obtenemos  los  primeros  cinco  valores  propios  de  a¡:  a,  =  x,/3  =  0.98320, 
a2  =  x2/3  =  1.94704,  a3  =  jc3/3  =  2.95758,  a4  =  jc4/3  =  3.98538  y  a5  =  x5/3  =  5.02078. 
Conociendo  las  raíces  x,-  =  3a,-  y  a,-,  y  a,-,  utilizamos  de  nuevo  un  sistema  computacional 
para  calcular  los  valores  numéricos  de  J2(3a¡),  J?(3ai),  y,  por  último,  los  coeficientes  c¡. 
De  esta  forma  encontramos  que  la  quinta  suma  parcial  S5(x)  para  la  representación  de  la 
serie  de  Fourier-Bessel  de/(x)  =  x,  0  <  x  <  3  en  el  ejemplo  2  es 


S5(x)  =  4.01844  /j(0.98320x)  -  1.86937  /1(1.94704x) 

+  1.07106 /!(2.95758x)  -  0.70306 /!(3.98538x)  -I-  0.50343  7K5.02078X). 


Fa  gráfica  de  S5(x)  en  el  intervalo  0  <  x  <  3  se  muestra  en  la  figura  10.21a).  En  la  figura 
10.2 1Z?)  hemos  graficado  SjoCx)  en  el  intervalo  0  <  x  <  50.  Note  que  fuera  del  intervalo  de 
definición  0  <  x  <  3,  la  serie  no  converge  hacia  una  extensión  periódica  de/debido  a  que  las 
funciones  de  Bessel  no  son  periódicas.  Vea  los  problemas  1 1  y  12  de  los  ejercicios  10.6. 


10.6.2 


Serie  de  Fourier-Legendre 


A  partir  del  ejemplo  4  de  la  sección  10.5  sabemos  que  el  conjunto  de  polinomios  de 
Legendre  (P„(x) },  n  =  0,  1,  2,  ...,  es  ortogonal  respecto  a  la  función  peso  p(x)  =  1  en 
el  intervalo  [—1.  1],  Además,  se  puede  probar  que  la  norma  cuadrada  de  un  polinomio 
P„(x)  depende  de  n  en  la  forma  siguiente: 


2.5 ;  /  y 

2; 

1.5 

1 

0.5 

0  x  —  ~  ~  •  I  ..  x 

0  0.5  1  1.5  2  2.5  3 


a)  S5(x),  0  <  x  <  3 


0  10  20  30  40  50 


b)  510(x),  0  <  x  <  50 


Figura  10.21  Sumas  parciales 
de  una  serie  de  Fourier-Bessel 


\\Pn(x)f 


P?(x)  dx 


2 

2n  +  T 


La  expansión  en  series  ortogonales  de  una  función  en  términos  de  los  polinomios  de 
Legendre  se  sintetiza  en  la  definición  siguiente: 
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■  Convergencia  de  una  serie  de  Fourier-Legendre  En  el  teorema  siguiente  se 
proporcionan  condiciones  suficientes  para  la  convergencia  de  una  serie  de  Fourier- 
Legendre. 


TEOREMA  10.5 


Condiciones  para  la  convergencia 


Si/y/'  son  continuas  en  (—1,  1),  entonces  la  serie  de  Fourier-Legendre  (21)  con¬ 
verge  hacia /(x)  en  un  punto  de  continuidad,  y  converge  hacia  el  promedio  [/(x+) 
+  /(x— )]/ 2  en  un  punto  de  discontinuidad. 


Ejemplo  3  Expansión  de  una  serie  de  Fourier-Legendre 

Escribir  nuevamente  los  primeros  cuatro  términos  diferentes  de  cero  en  la  expansión 
Fourier-Legendre  de 

<  x  <  0 

0  <  x  <  1. 

Solución  En  la  página  269  se  muestra  una  relación  con  algunos  de  los  primeros  poli¬ 
nomios  de  Legendre.  A  partir  de  éstos  y  de  (22)  tenemos 


/(*)  = 


í°,  -1 

1 1,  0 


1 


c0  = 


2j_; 


f(x)P0(x )  dx  =  ]- 


2  J 


c  i 


2U 


,  1 
1  •  1  dx  =  — 
2 


f{x)Pi{x)  dx  =  - 


2  i 


1  •  x  dx  =  — 

4 


2j_; 


5  í  1 

f(x)P2  (x)  dx  =  —  1  •  (3X2  —  1)  dx  =  0 


2  L 


c3 


c4 


2J_; 


f(x)P3(x)  dx  =  — 


2  J 


1  7 

1  •  —  (5x3  —  3x)  dx  = - 

2 v  '  16 


9  f1.  1 


/(x)P4(x )  dx  —  —  1  •  -  (35x4  -  30x2  +  3)  dx  =  0 


Cs  = 


2  w  2 

ii  T 1  /  ,  ii 

ir  f(x)P5(x )  =  — 

z  l-i  z  1 


8 


1 


11 


1  •  —  (63.r  —  lOx3  +  15x)  dx  =  — . 


32 


De  modo  que,  /(x)  =  |f0(x)  +  ^F/x)  -  ^F3(x)  +  ^F5(x)  + 


1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 


-1  -0.5  0  0.5  1 

Figura  10.22  Suma  parcial  S5(x)  de  la 
serie  de  Fourier-Legendre 


De  manera  similar  a  las  funciones  de  Bessel,  los  polinomios  de  Legendre  son  funciones 
incluidas  en  sistemas  algebraicos  de  cómputo  como  Maple  y  Mathematica,  por  lo  que  cada 
uno  de  los  coeficientes  relacionados  líneas  arriba  puede  encontrarse  mediante  la  aplicación 
de  integración  de  dichos  programas.  De  hecho,  utilizando  un  sistema  asistido  por  compu¬ 
tadora,  podemos  encontrar  que  c6  =  0  y  c7  =  —  La  quinta  suma  parcial  de  la  representa¬ 
ción  de  la  serie  de  Fourier-Legendre  para  la  función /definida  en  el  ejemplo  3  es  entonces 

«4  - +  Ppm  -  |w 

La  gráfica  de  S5(x)  en  el  intervalo  —  1  <  x  <  1  se  proporciona  en  la  figura  10.22. 

I  Forma  alterna  de  la  serie  En  algunas  aplicaciones,  la  serie  de  Fourier-Legendre 
aparece  de  una  forma  alterna.  Si  establecemos  x  =  eos  0,  entonces  x  =  1  implica  que  0  =  0, 
mientras  x  =  —  1  implica  que  0  =  7 r.  Como  dx  =  —sen  0  dd,  (21)  y  (22)  se  convierten, 
respectivamente,  en 


F(0)  =  2  c„.P„(  eos  0) 

2^7  -)-  | 

F(0)P„(  eos  0)  sen  0  dO, 

**  J  r\ 

donde /(eos  0)  se  ha  reemplazado  por  F(d). 


(23) 

(24) 
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CAPITULO  10  Funciones  ortogonales  y  series  de  Fourier 


EJERCICIOS  10.6  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-24. 


COSI  Serie  de  Fourier-Bessel 

En  los  problemas  1  y  2,  utilice  la  tabla  5.1  de  la  sección  5.3. 

1 .  Encuentre  los  primeros  cuatro  a¡  >  0  definidos  por 
/,(3a)  =  0. 

2.  Encuentre  los  primeros  cuatro  a¡  >  0  definidos  por 
J'0(2a)  =  0. 

En  los  problemas  del  3  al  6,  expanda /(x)  =  1,  0  <  x  <  2,  en  la 
serie  de  Fourier-Bessel  utilizando  las  funciones  de  Bessel  de 
orden  cero  que  satisfagan  la  condición  de  frontera  proporcionada. 

3.  J0(2a)  =  0  4.  /¿(2a)  =  0 

5.  J0(2a)  +  2a /¿(2a)  =  0  6.  /0(2a)  +  a /¿(2a)  =  0 

En  los  problemas  del  7  al  10,  expanda  la  función  dada  en  una 
serie  de  Fourier-Bessel  utilizando  las  funciones  Bessel  del 
mismo  orden  que  en  la  condición  de  frontera  indicada. 

7.  /(x)  =  5x,  0  <  x  <  4  8.  /(x)  =  x2,  0  <  x  <  1 

3/j(4a)  +  4a /¡(4a)  =  0  /2(a)  =  0 

9.  /(x)  =  x2,  0  <  x  <  3  10.  /(x)  =  1  —  x2,  0  <  x  <  1 

/¿(3a)  =  0  ^  /0(a)  =  0 

[Sugerencia:  f3  =  t2  ■  7] 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

11.  a)  Utilice  un  sistema  asistido  por  computadora  para 

graficar  y  =  3/j(x)  +  x/¡(x)  en  un  intervalo  de  tal 
forma  que  se  desplieguen  las  primeras  cinco  inter¬ 
cepciones  positivas  de  x  en  la  gráfica. 

b )  Utilice  la  capacidad  de  búsqueda  de  raíces  de  su 
sistema  asistido  por  computadora  para  aproximar 
las  cinco  primeras  raíces  positivas  x,  de  la  ecuación 
3/^x)  +  x/¡(x)  =  0. 

c)  Utilice  los  datos  del  inciso  b)  para  calcular  los  pri¬ 
meros  cinco  valores  positivos  de  a,  que  satisfagan 

3//4a)  +  4a /¡(4a)  =  0. 

(Consulte  el  problema  7.) 

d)  Si  se  le  pide  hacerlo,  encuentre  los  primeros  diez 
valores  positivos  de  a¡. 

1 2.  d)  Utilice  los  valores  de  a,  obtenidos  en  el  inciso  c)  del 

problema  1 1  y  un  sistema  asistido  por  computadora 
para  aproximar  los  valores  de  los  cinco  primeros 
coeficientes  de  c¡  en  la  serie  de  Fourier-Bessel  que 
se  obtuvo  en  el  problema  7. 

b)  Mediante  un  sistema  asistido  por  computadora,  gra- 
fique  las  sumas  parciales  SN(x),  N  =  1,2,  3,  4,  5,  de 
la  serie  de  Fourier-Bessel  del  problema  7. 

c)  Si  se  le  pide  hacerlo,  grafique  la  suma  parcial  5j0(x) 
en  0  <  x  <  4  y  en  0  <  x  <  50. 

Problemas  de  análisis 

13.  Si  se  graficaran  las  sumas  parciales  del  problema  12  en 
un  intervalo  simétrico  tal  que  —  30  <  x  <  30,  ¿las  gráfi¬ 
cas  tendrían  alguna  simetría?  Explique  su  respuesta. 


14.  a)  Bosqueje,  a  mano,  una  gráfica  de  hacia  dónde  pien¬ 
sa  usted  que  converge  la  serie  de  Fourier-Bessel  del 
problema  3  en  el  intervalo  —  2  <  x  <  2. 

b)  Bosqueje,  a  mano,  una  gráfica  de  hacia  dónde  pien¬ 
sa  usted  que  converge  la  serie  de  Fourier-Bessel  en 
el  intervalo  — 4  <  x  <  4  si  los  valores  a,  del  problema 
7  estuvieran  definidos  por  3/2(4a)  +  4a/¿(4a)  =  0. 


10.6.2 


Serie  de  Fourier-Legendre 


En  los  problemas  15  y  16,  escriba  nuevamente  los  primeros 
cinco  términos  diferentes  de  cero  presentes  en  la  expansión  de 
Fourier-Legendre  de  la  función  dada.  Si  se  le  pide  hacerlo,  utili¬ 
ce  un  sistema  asistido  por  computadora  como  soporte  en  la  eva¬ 
luación  de  los  coeficientes  y  para  graficar  la  suma  parcial  S5(x). 


-1  <  x  <  0 

0  <  x  <  1 


1 6.  /(x)  =  ex,  —  1  <  x  <  1 


1 7.  Los  primeros  tres  polinomios  de  Legendre  son  P0(x)  = 
1,  P\(x)  =  x  y  P2(x)  =  \  (3x2  —  1).  Si  x  =  eos  0,  enton¬ 
ces  P0( eos  0)  =  1  y  //(eos  0)  =  eos  0.  Demuestre  que 
P2( eos  0)  =  \  (3  eos  20  +  1). 


1 8.  Utilice  los  resultados  del  problema  17  para  calcular  la  ex¬ 
pansión  de  Fourier-Legendre  (23)  de  F(0)  =  1  —  eos  20. 


1 9.  El  polinomio  de  Legendre  Pn(x )  es  una  función  par  o 
impar,  dependiendo  de  si  n  es  par  o  impar.  Demuestre 
que  si/es  una  función  par  en  el  intervalo  (—1,  1),  enton¬ 
ces  (21)  y  (22)  se  convierten,  respectivamente,  en 


OO 


/(*)  =  ^c2nP2n(x)  (25) 

n  =  0 


1 


C2n 


(4  n  +  1) 


f(x)P2n(x)  dx. 


(26) 


Jo 

20.  Demuestre  que  si /es  una  función  impar  en  el  intervalo 
(—1,  1),  entonces  (21)  y  (22)  se  convierten,  respectiva¬ 
mente,  en 


f(x)  =  2C2«+lP2«+lM 


c2n  + 1  =  (4n  +  3)  /(x)P2„+1(x)  dx. 
^0 


(27) 

(28) 


Las  series  (25)  y  (27)  pueden  utilizarse  también  cuando 
/se  defina  solamente  en  el  intervalo  (0,  1).  Ambas  series 
representan  a/en  (0,  1);  sin  embargo,  en  el  intervalo 
(—1,  0),  (25)  representa  una  extensión  par,  mientras  que 
(27)  representa  una  extensión  impar.  En  los  problemas 
21  y  22,  escriba  nuevamente  los  primeros  cuatro  térmi¬ 
nos  diferentes  de  cero  en  la  expansión  indicada  de  la  fun¬ 
ción  dada.  ¿Qué  función  representa  la  serie  en  el  intervalo 
(—1,  1)?  Mediante  un  sistema  asistido  por  computadora, 
grafique  la  suma  parcial  S4(x). 
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24.  Aplique  su  conclusión  del  problema  23  para  calcular 
la  serie  de  Fourier-Legendre  de  f(x)  =  x2.  La  serie  de 
/( x)  =  x3.  No  utilice  las  ecuaciones  (21)  y  (22). 

23.  ¿Por  qué  una  expansión  de  Fourier-Legendre  de  una 
función  polinómica  definida  en  el  intervalo  (  —  1,  1)  es 
necesariamente  una  serie  finita? 


21.  /(x )  =  x,  0  <  x  <  1;  (25) 

22.  f(x)  =  1,  0<x<  1;  (27) 

Problemas  de  análisis 


EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  10  Las  respuestas  a  los  problemas  impares 

seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-24. 


En  los  problemas  del  1  al  10,  llene  los  espacios  o  responda 
verdadero  o  falso  sin  consultar  el  libro. 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 


7. 


8. 


9. 


10. 


11. 


Las  funciones /(x)  =  x2  -  1  y  g(x)  =  x5  son  ortogonales 
en  el  intervalo  [—ir,  ir]. _ 

El  producto  de  una  función  impar /con  una  función 
impar  g  es  una  función _ . 

Para  expandir /(x)  =  Ixl  +  1,  —  ir  <  x  <  ir,  en  una  serie 

trigonométrica  apropiada  utilizaríamos  una  serie _ . 

y  =  0  nunca  es  una  función  propia  de  un  problema  de 
Sturm-Liouville. _ 


A  =  0  nunca  es  un  valor  propio  de  un  problema  de 

Sturm-Liouville _ . 

Si  la  función 


x  +  1, 

— . X, 


—  1  <  x  <  0 

0  <  x  <  1 


se  expande  en  una  serie  de  Fourier,  la  serie  convergirá 

hacia _ en  x  =  —  1 ,  hacia _ en  x  =  0,  y  hacia 

_ en  x  =  1. 

Suponga  que  la  función /(x)  =  x2  +  1,  0  <  x  <  3,  se  ex¬ 
pande  en  una  serie  de  Fourier,  en  una  serie  coseno  y  en 
una  serie  seno.  En  x  =  0,  la  serie  de  Fourier  convergirá 

hacia _ ,  la  serie  coseno  convergirá  hacia _ y  la 

serie  seno  convergirá  hacia _ . 

La  función  propia  correspondiente  para  el  problema  de 
valor  en  la  frontera 

y"  +  Ay  =  0,  y'(0)  =  0,  y(ir/2)  =  0 


para  A  =  25  es _ . 

El  conjunto  {P2n(x)},  n  =  0,  1,2,...  de  polinomios  de 
Legendre  de  grado  par  es  ortogonal  respecto  a  la  fun¬ 
ción  peso  p(x)  =  1  en  el  intervalo  [0,  1]. _ 

El  conjunto  [P„(x)},  «  =  0,  1,  2,  ...  de  polinomios 
de  Legendre  es  ortogonal  respecto  a  la  función  peso 
pipe)  =  1  en  el  intervalo  [—1,  1].  Así,  para  n  >  0,  S-iPn  (*) 
dx  = _ . 

Sin  realizar  ningún  cálculo,  explique  por  qué  la  serie  co¬ 
seno  de/(x)  =  cos2x,  0  <  x  <  ir,  es  la  serie  finita /(x)  = 
2+2  cos  2x. 


12.  a)  Demuestre  que  el  conjunto 
77  377 


577 


\sen — x,  sen  —  x,  sen  —  x,  . 
2  L  2  L  2  L 

es  ortogonal  en  el  intervalo  0  <x£L. 


} 


b)  Encuentre  la  norma  de  cada  función  del  inciso  a). 
Construya  un  conjunto  ortonormal. 

1 3.  Expanda/(x)  =  Ixl  —  x,  —  1  <  x  <  1 ,  en  una  serie  de  Fourier. 

1 4.  Expanda/(x)  =  2x 2  —  I ,  —  1  <x<  I ,  en  una  serie  de  Fourier. 

15.  Expanda /(x)  =  ex,  0  <  x  <  1,  en  una  serie  coseno  y  en 
una  serie  seno. 


16.  En  los  problemas  13,  14  y  15,  bosqueje  la  extensión 
periódica  de/hacia  donde  converge  cada  serie. 

17.  Encuentre  los  valores  propios  y  las  funciones  propias 
del  problema  de  valor  en  la  frontera 

x2y"  +  xy'  +  9 Ay  =  0,  y'(l)  =  0,  y(e)  =  0. 


1 8.  Proporcione  una  relación  de  ortogonalidad  a  las  funcio¬ 
nes  propias  del  problema  17. 

1 9.  La  ecuación  diferencial  de  Chebyshev 

(1  —  x2)y"  —  xy'  +  n2y  =  0 


tiene  una  solución  polinómica  y  =  Tn(x)  para  n  =  0,  1 , 
2, _ Especifique  la  función  peso  p(x)  y  el  interva¬ 

lo  donde  es  ortogonal  el  conjunto  de  polinomios  de 
Chebyshev  { Tn{x) } .  Escriba  una  relación  de  ortogonali¬ 
dad. 


20.  Expanda  la  función  periódica  ilustrada  en  la  figura  10.23 
en  una  serie  de  Fourier  apropiada. 


X 


Figura  10.23  Gráfica  para  el  problema  20 

0  <  x  <  2 


21.  Expanda /(x) 


-{¿ 


en  una  serie  de  Fou- 


2  <  x  <  4 

rier-Bessel,  utilizando  las  funciones  de  Bessel  de  orden 
cero  que  satisfacen  la  condición  de  frontera  J0(4a)  =  0. 
22.  Expanda /(x)  =  x4,  —  1  <  x  <  1,  en  una  serie  de  Fourier- 
Legendre. 
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CAPÍTULO 


11 

Problemas  de  valores  en  la 
frontera  en  coordenadas 
rectangulares 


Estructura  del  capítulo 

11.1  Ecuaciones  diferenciales  parciales  separables 

11.2  Ecuaciones  clásicas  y  problemas  de  valores  en  la  frontera 

11.3  La  ecuación  de  calor 

11.4  La  ecuación  de  onda 

11.5  La  ecuación  de  Laplace 

11.6  Problemas  de  valores  en  la  frontera  no  homogéneos 

11.7  Desarrollos  en  series  ortogonales 

11.8  Serie  de  Fourier  con  dos  variables 
Ejercicios  de  repaso  del  capitulo  11 


En  este  capítulo,  y  en  los  dos  siguientes,  se  enfatizan  dos  proce¬ 
dimientos  utilizados  a  menudo  para  resolver  problemas  que  invo¬ 
lucran  temperaturas,  desplazamientos  oscilatorios  y  potenciales. 
Tales  problemas,  llamados  problemas  de  valores  en  la  frontera 
(PVF),  se  pueden  describir  mediante  ecuaciones  diferenciales  par¬ 
ciales  (EDP)  lineales  de  segundo  orden  relativamente  sencillas.  La 
finalidad  de  ambos  procedimientos  es  encontrar  soluciones  particu¬ 
lares  de  una  ecuación  diferencial  parcial  reduciéndola  a  una  o  más 
ecuaciones  diferenciales  ordinarias  (EDO). 

Comenzamos  con  el  método  de  separación  de  variables  para  las 
EDP.  La  aplicación  de  este  método  a  un  problema  de  valores  en 
la  frontera  nos  lleva  de  manera  natural  a  los  importantes  temas 
estudiados  en  el  capítulo  10,  como  son  los  problemas  de  Sturm- 
Liouville,  los  valores  propios,  las  funciones  propias,  y  el  desarrollo 
de  una  función  en  una  serie  de  funciones  ortogonales. 
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Sólo  nos  interesan  las 
soluciones  particulares 
de  las  EDP. 


Ecuaciones  diferenciales  parciales 
separables 


I  Repaso  Las  ecuaciones  diferenciales  parciales  (EDP),  igual  que  las  ecuaciones  dife¬ 
renciales  ordinarias  (EDO),  se  clasifican  en  lineales  y  no  lineales.  Así  como  en  las  EDO 
(consulte  la  ecuación  (6)  de  la  sección  1.1),  en  una  EDP  lineal  la  variable  dependiente  y 
sus  derivadas  parciales  aparecen  sólo  en  la  primera  potencia.  En  este  capítulo,  y  en  los 
subsecuentes,  nuestro  interés  se  centrará  solamente  en  ecuaciones  diferenciales  parciales 
lineales. 


■  Ecuación  diferencial  parcial  lineal  Si  establecemos  que  u  denota  la  variable  de¬ 
pendiente  x  y  la  variable  independiente  y,  entonces  la  forma  general  de  una  ecuación  dife¬ 
rencial  parcial  lineal  de  segundo  orden  está  dada  por 


d  u 


B- 


d u 


ou  du  du 

C — y  +  D - h  E - 1-  Fu  =  G, 

dy~  dx  dy 


(1) 


donde  los  coeficientes  A,  B,  C, G  son  constantes  o  funciones  de  x  y  de  y.  Cuando  G(x, 
y)  =  0,  se  dice  que  la  ecuación  ( 1)  es  homogénea;  de  otra  forma,  es  no  homogénea.  Por 
ejemplo,  las  ecuaciones  lineales 

d2u  d2u  d2u  du 

dx2  +  dy2  ~  °  Y  dx2  dy  ^ 
son  homogénea  y  no  homogénea,  respectivamente. 


■  Solución  de  una  ecuación  diferencial  parcial  La  solución  de  una  ecuación  dife¬ 
rencial  parcial  lineal  (1)  es  una  función  u(x,  y)  de  dos  variables  independientes  que  tienen 
todas  las  derivadas  parciales  concurriendo  en  la  ecuación  y  que  la  satisface  en  alguna 
región  del  plano  xy. 

No  es  nuestra  intención  analizar  procedimientos  para  encontrar  soluciones  generales 
de  las  ecuaciones  diferenciales  parciales  lineales.  A  menudo  no  solamente  es  difícil 
obtener  la  solución  general  de  una  EDP  lineal  de  segundo  orden,  sino  que  una  solución 
general  con  frecuencia  tampoco  resulta  muy  útil  en  las  aplicaciones.  Por  lo  tanto,  nos  en¬ 
focaremos  en  determinar  soluciones  particulares  de  algunas  EDP  lineales  importantes, 
es  decir,  ecuaciones  que  aparecen  en  un  gran  número  de  aplicaciones. 


■  Separación  de  variables  A  pesar  de  que  existen  varios  métodos  que  pueden  utilizar¬ 
se  para  encontrar  soluciones  particulares  de  una  EDP  lineal,  con  el  método  de  separación 
de  variables  nuestro  objetivo  es  encontrar  una  solución  particular  en  forma  del  producto  de 
una  función  de  x  y  una  función  de  y. 


u(x,  y)  =  X(x)Y(y). 

Mediante  esta  suposición,  con  frecuencia  es  factible  reducir  una  EDP  lineal  de  dos  varia¬ 
bles  en  dos  EDO.  Con  este  objetivo  en  mente,  podemos  observar  que 

du  ,  du  ,  d2u  „  d2u 
—  =  X'Y,  —  =  XY’,  —r  =  X"Y,  —  =  XY", 

dx  dy  dx2  dy2 

donde  las  primas  expresan  la  diferenciación  ordinaria. 


Ejemplo  1  Uso  de  la  separación  de  variables 

d2u  du 

Encuentre  las  soluciones  producto  de  — y  =  4  — . 

dx2  dy 

Solución  Al  sustituir  u(x,  y)  =  X(x)  Y(y)  en  la  ecuación  diferencial  parcial  obtenemos 

X"Y  =  4XY' . 


528 


CAPITULO  1  Problemas  de  valores  en  la  frontera  en  coordenadas  rectangulares 


Después  de  dividir  ambos  miembros  de  la  ecuación  entre  4 XY,  separamos  las  variables: 


jt  _  r 

4X  ~  Y' 

Como  el  miembro  izquierdo  de  la  última  ecuación  es  independiente  de  y  y  es  igual  al 
miembro  derecho,  que  es  independiente  de  x,  concluimos  que  ambos  miembros  de  la 
ecuación  son  independientes  de  x  y  de  y.  En  otras  palabras,  cada  miembro  de  la  ecuación 
debe  ser  constante.  Para  fines  prácticos,  resulta  conveniente  escribir  esta  verdadera  cons¬ 
tante  de  separación  como  —A.  A  partir  de  las  dos  igualdades, 

x"_  _  r  _  _ 

4 X  ~  Y  ~ 


obtenemos  las  dos  ecuaciones  diferenciales  lineales  ordinarias 
X"  +  4\X  =  0  y  r+A7=0. 


(2) 


En  los  tres  casos  para  A:  cero,  negativo  o  positivo;  esto  es,  A  =  0,  A  =  —  a2  <  0  y  A  =  oí1 
>  0,  donde  a  >  0,  las  EDO  en  (2)  son,  respectivamente, 


X'  =  0  y  Y'  =  0, 

X"  -  4 a2X  =  0  y  Y'  -  a2Y  =  0, 
X"  +  4  a2X  =0  y  Y'  +  a2Y  =  0. 


(3) 

(4) 

(5) 


Caso  I  (A  =  0): 


En  (3),  las  ecuaciones  diferenciales  pueden  resolverse  por  integra¬ 
ción.  Las  soluciones  son  X  =  cq  +  c2x  y  K  =  c3.  Por  lo  tanto,  una 
solución  producto  particular  de  la  EDP  dada  es 

u  =  XY  =  (ct  +  c2x)c3  =  Aj  +  B\X,  (6) 

donde  reemplazamos  c {c3  y  c2c3  por  A,  y  B¡,  respectivamente. 


Vea  el  ejempLo  2  de  la 
sección  3.9  y  el  ejemplo 
1  de  la  sección  10.5. 


Caso  II  (A  =  —a2):  En  (4),  las  soluciones  generales  de  las  ED  son 

X  =  c4  cosh  2ax  +  c¡  senh  2ax  y 


c6e 


respectivamente.  Por  lo  tanto,  otra  solución  producto  particular  de 
la  EDP  es 

u  =  XY  =  (c4  cosh  2 ax  +  c5  senh  2 ax)c6ea) 

o  bien  u  =  A2ea  '  cosh  2 ax  +  B2ea  y  senh  2 ax,  (7) 

donde  A2  =  c4c6  y  B2  =  c5c6. 


Caso  III  (A  =  a2):  Por  último,  en  (5)  las  soluciones  generales  de  las  ED  son 


X  =  c-j  eos  2 clx  +  c8  sen  2 ax 


Y  =  c9e 


respectivamente.  Estos  resultados,  sin  embargo,  proporcionan  otra 
solución  particular 

u  =  A3e^a2y  eos  2 ax  +  B3e~a2y  sen  2 ax,  (8) 

donde  A3  =  c7c9  y  B3  =  c8c9. 


Se  deja  como  ejercicio  para  el  lector  demostrar  que  (6),  (7)  y  (8)  satisfacen  la  ecua¬ 
ción  diferencial  parcial  dada  «a  =  4nr  Consulte  el  problema  29  de  los  ejercicios  11.1. 


11.1  Ecuaciones  diferenciales  parciales  separables 
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La  separación  de  variables  no  es  un  método  general  para  encontrar  soluciones  parti¬ 
culares;  algunas  ecuaciones  diferenciales  parciales  lineales  simplemente  no  se  pueden 
separar.  Usted  deberá  comprobar  que  el  supuesto  u  =  XY  no  lleva  a  una  solución  para 
d2u/dx2  —  du/dy  =  x. 

■  Principio  de  superposición  El  teorema  siguiente  es  similar  al  3.2  y  se  conoce 
como  principio  de  superposición. 


TEOREMA  11.1 


Principio  de  superposición 


Si  Ui,  u2, . . . ,  uk  son  las  soluciones  de  una  ecuación  diferencial  parcial  lineal  homo¬ 
génea,  entonces  la  combinación  lineal 

u  =  Cjiq  +  c2u2  +  •  •  •  +  ckuk, 

donde  las  c¡,i=  1,2,...,  k  son  constantes,  es  también  una  solución. 


En  lo  que  resta  del  capítulo,  supondremos  que  siempre  que  tengamos  un  conjunto  in¬ 
finito  uu  u2,  «3, . . .  de  soluciones  de  una  ecuación  lineal  homogénea,  podremos  construir 
otra  solución  u  formando  la  serie  infinita 

U  =  2  CkUk 
k=  1 

donde  las  ck,  k  =  1,2,...,  son  constantes. 

I  Clasificación  de  las  ecuaciones  Una  ecuación  diferencial  parcial  lineal  de  segun¬ 

do  orden  en  dos  variables  independientes  con  coeficientes  constantes  puede  clasificarse 
como  uno  de  tres  tipos.  Esta  clasificación  depende  solamente  de  los  coeficientes  de  las 
derivadas  de  segundo  orden.  Desde  luego,  suponemos  que  al  menos  uno  de  los  coeficien¬ 
tes  A,  B  y  C  es  diferente  de  cero. 


Ejemplo  2  Clasificación  de  EDP  LineaLes  de  segundo  orden 

Clasifique  las  ecuaciones  siguientes: 


a)  3 


d2u 

dx* 1 


dn 

dy 


d2ll 


b)  2 
dx 


d2u 

dy2 


d2u 


C)  a  2 
dx 


+ 


d2u 

dy2 


=  0. 


Solución  a)  Al  volver  a  escribir  la  ecuación  dada  como 


d2u  du 

3— - 

dx 2  dy 
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podemos  identificar  que  A  =  3,  B  =  0  y  C  =  0.  Puesto  que  B2  —  4AC  =  0,  la  ecua¬ 
ción  es  parabólica. 

tí)  Al  volver  a  escribir  la  ecuación  como 

d2u  d2u 

— - 7  =  0, 

dxr  dy2 

podemos  observar  que  A  =  l,  B  =  0,  C  =  —  1  y  B2  —  4AC  =  — 4(1)( —  1)  >  0.  La 
ecuación  es  hiperbólica. 

c)  Si  A  =  1,  B  =  0,  C  =  1,  y  B2  —  4AC  =  — 4(1)(1)  <  0,  la  ecuación  es  elíptica. 


Una  explicación  más  detallada  de  por  qué  desearíamos  clasificar  una  ecuación  dife¬ 
rencial  parcial  de  segundo  orden  está  más  allá  del  alcance  de  este  libro.  Sin  embargo,  la 
respuesta  reside  en  el  hecho  de  que  deseamos  resolver  ecuaciones  diferenciales  parciales 
sujetas  a  ciertas  condiciones  alternas  conocidas  como  condiciones  iniciales  y  de  frontera. 
Los  tipos  apropiados  de  condiciones  alternas  para  una  determinada  ecuación  están  en 
función  de  si  la  ecuación  es  hiperbólica,  parabólica  o  elíptica. 


EJERCICIOS  11.1  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-25. 


En  los  problemas  del  1  al  16,  mediante  la  separación  de  varia¬ 
bles,  encuentre,  si  es  posible,  las  soluciones  producto  para  la 
ecuación  diferencial  parcial  que  se  proporciona. 


du 

du 

du  du 

1. 

-  = 

:  - 

2. 

- E  3  ——  = 

dx 

dy 

dx  dy 

3. 

ux  + 

Uy  =  U 

4. 

ux  =  uv  +  u 

du 

du 

du  du 

5. 

X  — 

=  V - 

6. 

V - X - 

dx 

dy 

dx  dy 

7. 


d2u 


d2u 


dx 


+ 


d2u 


2  dxdy  dy2 


d~u 

=  0  8.  v - h  u  =  0 

dxdy 


9. 

d2u 

k — y  - 

~  11  — 

dx2 

2  92U 

d2u 

11. 

a  — 7 
dx2 

dt2 

,  d2u 

d2u 

12. 

a  — ^ 
dx2 

dt2 

d2u 

d2u 

13. 

- 9 

— i  3" 

dx2 

9/ 

2  d2u 

d2u 

14. 

X2— y 

3 - - 

dx2 

dy2 

16. 

a\x  ~ 

-  8  =  i 

17. 


d2u 


d2u 


d2u 


dx2  dxdy  dy2 


=  0 


18.  3 


d2u 


dx1 


+  5 


d2u 


dxdy  dy 


d2u 

+  ^=° 


19. 


20. 


d2u 

dx2 

d2ll 

dx2 


d  U  d  U 

+  6 - h  9  — v  =  0 


dxdy 

d2u 

dxdy 


9/ 

d2u 

3  — y  =  0 
dy2 


d~u 


21.  — r  =  9 


dx 


d2u 

dxdy 


22. 


d~u 


d2u 


du 


dxdy  dy 


—  +  2—  =  0 


dx 


23. 


d2u 


d2u 


d2u  du  d2u  du 

— 2  —  u  =  — ,  k  >  0  10.  k — ,  =  — ,  k  >  0 

dx2  dt  dx2  dt 

du 

+  2 k—,  k  >  0 
dt 

du 

2  k  — ,  k  >  0 
dt 

=  0  15.  Uxx  +  Uyy  =  U 

it„  g  es  una  constante 

En  los  problemas  del  17  al  26,  clasifique  la  ecuación  diferencial 
parcial  que  se  proporciona  en  hiperbólica,  parabólica  o  elíptica. 


dx 

*2: 


_  ..  d  u  du  du 


dxdy  dy 


dx 


dy 


d~Ll  d  u 

24.  — v  3 - v  =  u 


dx 


9y 


25.  a 2 


d2u 

dx2 


d"u 

dt2 


d2u 


du 


26.  k  — r  =  — ,  k  >  0 
dx1  dt 


En  los  problemas  27  y  28,  demuestre  que  la  ecuación  dife¬ 
rencial  parcial  que  se  proporciona  tiene  la  solución  producto 
indicada. 


,  d2u  1  du 

27.  k\  — r  + - 

, dr2  r  dr 


du 

dt' 


u  =  e  ka'(c\J0(a.r)  +  c2YQ(otr)) 


28. 


d2u 


1  du  1  d2u 
H - h 


.2  aa2 


dr¿  r  dr  r  dQ~ 
u  =  (c¡  eos  aO  +  c2  sen  a0)(c3ra  +  c4r~a) 


11.1  Ecuaciones  diferenciales  parciales  separables 
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29.  Compruebe  que  cada  producto  u  =  XY  incluido  en  (6), 
(7)  y  (8)  satisface  las  EDP  de  segundo  orden  del  ejem¬ 
plo  1. 


30.  La  definición  1 1 . 1  es  una  generalización  de  las  EDP  linea¬ 
les  con  coeficientes  que  son  funciones  de  x  y  y .  Determine 
las  regiones  del  plano  xy  para  las  que  la  ecuación 


(xy  +  1) 


d2u 
dx 2 


+  (x  +  2 y) 


d2u 

dxdy 


d2u  , 

H - y  +  xy  U  =  0 

dy~ 


Problemas  de  análisis 


En  los  problemas  31  y  32,  vea  si  pueden  encontrarse  las  solu¬ 
ciones  producto  u  =  X(x)Y(y )  para  las  ecuaciones  diferenciales 
parciales  que  se  proporcionan.  [Sugerencia:  Utilice  el  princi¬ 
pio  de  superposición.] 


d2ll 

31.  — y  -  u  =  0 

dx2 


32. 


d2u 

dxdy 


du 

+  - 

dx 


=  0 


es  hiperbólica,  parabólica  o  elíptica. 


Ecuaciones  clásicas  y  problemas 
de  valores  en  la  frontera 


■  Introducción  En  lo  que  resta  de  este  capítulo  y  en  el  siguiente,  nos  enfocaremos  a 
encontrar  las  soluciones  producto  de  las  ecuaciones  diferenciales  parciales  de  segundo 
orden 


d2u  du 

k — y  =  ~k>  0 
dx2  dt 


2  c fu 

rT~2 

dx 


d2u 
dt 2 


(1) 

(2) 


o  ligeras  variaciones  de  estas  ecuaciones.  Estas  ecuaciones  clásicas  de  física-matemá¬ 
ticas  se  conocen  como  ecuación  unidimensional  de  calor,  ecuación  unidimensional 
de  onda  y  ecuación  bidimensional  de  Laplace,  respectivamente.  “Unidimensional”  se 
refiere  a  que  x  expresa  una  dimensión  espacial  mientras  t  representa  el  tiempo;  en  (3), 
“bidimensional”  significa  que  x  y  y  son  dimensiones  espaciales.  La  ecuación  de  Laplace 
se  abrevia  como  V2m  =  0,  donde 


V2m  = 


d2u  d2u 
dx2  dy2 


se  llama  iaplaciano  bidimensional  de  la  función  u.  En  tres  dimensiones,  el  laplaciano 

de  u  es 


V2 


d2u  d2u  d~u 

— y  3 - y  3 - y. 

dx2  dy2  dz2 


Al  comparar  las  ecuaciones  de  la  (1)  a  la  (3)  con  la  EDP  lineal  de  segundo  orden  pro¬ 
porcionada  en  el  teorema  11.1,  donde  t  hace  las  veces  de  y,  podemos  observar  que  la 
ecuación  de  calor  (1)  es  parabólica,  la  ecuación  de  onda  (2)  es  hiperbólica  y  la  ecuación 
de  Laplace  (3)  es  elíptica.  En  el  capítulo  14,  esta  clasificación  resulta  particularmente 
importante. 


I  Ecuación  de  calor  La  ecuación  (1)  se  presenta  en  la  teoría  del  flujo  de  calor,  esto  es, 
la  transferencia  de  calor  por  conducción  en  una  varilla  o  un  alambre  delgado.  La  función 
u{x,  t)  es  la  temperatura.  Los  problemas  acerca  de  vibraciones  mecánicas  a  menudo  llevan 
a  la  ecuación  de  onda  (2).  Para  efectos  del  presente  análisis,  una  solución  u(x,  t)  de  (2)  re¬ 
presentará  el  desplazamiento  de  una  cuerda  idealizada.  Por  último,  una  solución  u(x,  y)  de 
la  ecuación  de  Laplace  (3)  puede  interpretarse  como  la  distribución  de  temperatura  de  esta¬ 
do  estable  (es  decir,  independiente  del  tiempo)  en  una  placa  delgada  de  dos  dimensiones. 
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sección  transversal  del  área  A 


Aunque  tenemos  que  hacer  muchas  suposiciones  de  simplificación,  vale  la  pena  ob¬ 
servar  cómo  surgen  ecuaciones  como  la  (1)  y  la  (2).  «r - — rr - r\ 

Suponga  que  una  varilla  circular  delgada  de  longitud  L  tiene  área  transversal  A  y  co-  (J  -►  [)  1^  j-».  -  1  j 

incide  con  el  eje  x  en  el  intervalo  [0,  L\.  Vea  la  figura  11.1.  Supongamos  que:  0  x  x  +  A* *  l  x 

Dentro  de  la  varilla,  el  flujo  de  calor  tiene  lugar  sólo  en  la  dirección  x.  Figura  11.1  Flujo  de  calor 

La  superficie  lateral,  o  curva,  de  la  varilla  está  aislada;  esto  es,  no  escapa  calor  de  su  unidimensional 

superficie. 

No  se  está  generando  calor  dentro  de  la  varilla. 

La  varilla  es  homogénea;  esto  es,  su  masa  por  unidad  de  volumen  p  es  constante. 

El  calor  específico  7  y  la  conductividad  térmica  K  del  material  de  la  varilla  son  constantes. 

Para  deducir  la  ecuación  diferencial  parcial  que  se  satisface  mediante  la  temperatura 
u(x,  t),  necesitamos  dos  leyes  empíricas  de  conducción  de  calor: 

i)  En  un  elemento  de  masa  m,  la  cantidad  de  calor  Q  es 

Q  =  y mu,  (4) 

donde  u  representa  la  temperatura  del  elemento. 

ii)  La  velocidad  del  flujo  de  calor  Q,  a  través  de  la  sección  transversal  c¡ue  se  indica 
en  la  figura  11.1  es  proporcional  al  área  A  de  la  sección  transversal  y  a  la  derivada 
parcial  de  la  temperatura  respecto  a  x: 

Q,=  -KAux.  (5) 

Como  el  calor  fluye  en  la  dirección  que  desciende  la  temperatura,  el  signo  menos  se  uti¬ 
liza  en  (5)  para  asegurar  que  Q,  sea  positiva  para  ux  <  0  (flujo  de  calor  hacia  la  derecha)  y 
negativa  para  ux  >  0  (flujo  de  calor  hacia  la  izquierda).  Si  la  sección  circular  de  la  varilla 
ilustrada  en  la  figura  11.1  entre  x  y  x  +  Ay  es  muy  delgada,  entonces  u(x,  t)  puede  con¬ 
siderarse  como  la  temperatura  aproximada  en  cada  punto  del  intervalo.  Ahora  la  masa 
de  la  sección  circular  es  m  =  p(A  Ax),  por  ello,  a  partir  de  (4),  puede  deducirse  que  la 
cantidad  de  calor  en  tal  masa  es. 


Q  =  ypA  Av  u. 


(6) 


Además,  cuando  fluye  calor  en  la  dirección  positiva  de  x,  a  partir  de  (5)  observamos  que 
el  calor  se  incrementa  en  la  sección  transversal  a  una  velocidad  neta  de 

—KAuflx,  t)  —  \—KAux(x  +  Ax,  í)]  =  KA[ux(x  +  A.y,  t )  —  ux(x,  /)].  (7) 

Diferenciamos  (6)  respecto  a  t  y  observamos  que  la  velocidad  neta  está  dada  también  por 

Q,  =  ypA  Ax  u,.  (8) 

Al  igualar  (7)  y  (8)  obtenemos 


K  uflx  +  Ax,  t)  —  ux{x,  t) 

- - a -  =  ur 

y  p  Ax 

Calculamos  el  límite  de  (9)  como  Ay  — >  0  para  finalmente  obtener  (1)  en  la  forma* 

K 


(9) 


y  p 


urr  =  u,. 


Es  muy  común  establecer  k  =  K/yp  y  llamar  a  esta  constante  positiva  difusividad  tér¬ 
mica. 


ux(x  +  A.y,  t)  —  us(x,  t) 

*Recuerde,  con  base  en  el  cálculo,  que  uxx  —  lím  - - - 

A.I— >0  A.y 
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O  Jt  x  +  Ax  X 


b )  amplificación  del  segmento 

Figura  11.2  Cuerda  tensada  entre 
dos  puntos  del  eje  x 


la  temperatura  como 


Figura  11.3  Temperaturas  de 
estado  estable  en  una  placa 
rectangular 


en  x  =  0  en  a =  L 


Figura  11.4  Cuerda  pulsada 
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I  Ecuación  de  onda  Considere  una  cuerda  de  longitud  L ,  como  la  cuerda  de  una 
guitarra,  tensada  entre  dos  puntos  localizados  en  el  eje  x,  digamos,  x  =  0  y  x  =  L. 
Cuando  la  cuerda  comienza  a  vibrar,  suponga  que  el  movimiento  tiene  lugar  en  el  plano 
xy  de  tal  manera  que  cada  punto  de  la  cuerda  se  mueve  en  dirección  perpendicular  al  eje 
x  (vibraciones  transversales).  Como  se  muestra  en  la  figura  11.2a),  establecemos  que 
u(x,  t)  exprese  el  desplazamiento  vertical  de  cualquier  punto  de  la  cuerda  medido  a  partir 
del  eje  x  para  t  >  0.  Además  suponemos  que: 

La  cuerda  es  perfectamente  flexible. 

La  cuerda  es  homogénea;  esto  es,  su  masa  por  unidad  de  longitud  p  es  constante. 

Los  desplazamientos  u  son  pequeños  en  comparación  con  la  longitud  de  la  cuerda. 

La  pendiente  de  la  curva  es  pequeña  en  todos  los  puntos. 

La  tensión  T  actúa  en  dirección  tangente  a  la  cuerda  y  su  magnitud  T  es  igual  en  todos 
los  puntos. 

La  tensión  es  grande  en  comparación  con  la  fuerza  de  gravedad. 

No  actúan  otras  fuerzas  externas  sobre  la  cuerda. 

Ahora,  en  la  figura  1 1.2¿>),  las  tensiones  Tj  y  T2  son  tangentes  en  los  extremos  de  la 
curva  en  el  intervalo  [x,  x  +  Axj.  Para  valores  pequeños  de  0  ¡  y  d2,  la  fuerza  vertical  neta 
que  actúa  sobre  el  elemento  correspondiente  As  de  la  cuerda  es,  por  lo  tanto, 

T  sen  d2  ~  T  sen  ~  T  tan  d2  —  T  tan  0l 

=  T[ux(x  +  A  x,  t)  —  ux(x,  í)],  * 

donde  T  =  |T , |  =  |T2|.  Ahora  p  As  ~  p  Ax  es  la  masa  de  la  cuerda  en  [x,  x  +  Ax],  por  lo 
que  la  segunda  ley  de  Newton  nos  da 

T[ux(x  +  A x,  i)  —  ujx,  ()]  =  p  Ax  u„ 

ux(x  +  Ax,  t)  —  ux(x,  i)  p 

o  bien  - - - =  —  u... 

Ax  T  " 

Si  el  límite  se  toma  como  Ax  — >  0,  la  última  ecuación  se  convierte  en  uxx  =  (p/T)u„.  Lo 
anterior  es,  desde  luego,  la  ecuación  (2)  con  a 2  =  T/p. 


M  Ecuación  de  LapLace  Aunque  no  lo  demostraremos,  la  ecuación  de  Laplace  en  dos 
y  tres  dimensiones  se  presenta  en  problemas  independientes  del  tiempo  que  involucran 
potenciales  como  el  electrostático,  el  gravitacional  y  la  velocidad  en  mecánica  de  flui¬ 
dos.  Además,  la  solución  de  la  ecuación  de  Laplace  también  puede  interpretarse  como  la 
distribución  de  temperatura  de  estado  estable.  Como  ilustra  la  figura  11.3,  una  solución 
m(x,  y)  de  (3)  podría  representar  la  temperatura  que  varía  de  un  punto  a  otro  (aunque  no 
con  el  tiempo)  de  una  placa  rectangular. 

Con  frecuencia  deseamos  encontrar  soluciones  de  ecuaciones  como  (1),  (2)  y  (3)  que 
satisfagan  algunas  condiciones  adicionales. 

■  Condiciones  iniciales  Puesto  que  las  soluciones  de  (1)  y  (2)  dependen  del  tiempo  t, 
es  posible  establecer  lo  que  pasa  en  t  =  0;  esto  es,  podemos  proporcionar  condiciones  ini¬ 
ciales  (CI).  Si/(x)  expresa  la  distribución  inicial  de  temperatura  a  través  de  la  varilla  en  la 
figura  11.1.  entonces  una  solución  m(x,  t)  de  (1)  debe  satisfacer  la  condición  inicial  única  u(x, 
0)  =  /(x),  0  <  x  <  L.  Por  otro  lado,  para  una  cuerda  vibratoria,  podemos  especificar  su  des¬ 
plazamiento  inicial  (o  forma) /(x)  así  como  su  velocidad  inicial  g(x).  En  términos  matemáti¬ 
cos,  estamos  buscando  una  función  m(x,  t )  que  satisfaga  (2)  en  las  dos  condiciones  iniciales: 

L.  (10) 

d?  |,=0 

Por  ejemplo,  la  cuerda  podría  estarse  pulsando,  como  en  la  figura  11.4,  y  liberarse  del 
reposo  (g(x)  =  0). 


*tan  d2  =  ux{x  +  Ax,  t )  y  tan  =  ux(x,  t )  son  expresiones  equivalentes  para  la  pendiente. 
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I  Condiciones  de  frontera  La  cuerda  de  la  figura  1 1 .4  está  asegurada  al  eje  x  en  x  =  0 
y  x  =  L  en  todo  momento.  Interpretamos  lo  anterior  mediante  las  dos  condiciones  de 
frontera  (CF): 

u( 0,  t)  =  0,  u(L.  i)  =  0,  t  >  0. 

Observe  que  en  este  contexto  la  función/es  continua  en  ( 10)  y,  en  consecuencia, /(0)  =  0 
y/(L)  =  0.  En  general,  existen  tres  tipos  de  condiciones  de  frontera  asociados  con  las 
ecuaciones  (1),  (2)  y  (3).  En  una  frontera,  podemos  especificar  los  valores  de  uno  de  los 
siguientes  formatos: 

du  du 

i)  u,  ii) — ,  o  iii) - 1-  hu,  h  es  una  constante. 

dn  dn 

Aquí  duldn  expresa  la  derivada  normal  de  u  (la  derivada  direccional  de  u  en  la  direc¬ 
ción  perpendicular  a  la  frontera).  Una  condición  de  frontera  del  primer  tipo  i )  se  llama 
condición  de  Dirichlet;  una  condición  de  frontera  del  segundo  tipo  ii)  es  la  condición 
de  Neumann,  y  una  condición  de  frontera  del  tercer  tipo  iii)  se  conoce  como  condición 
de  Robín.  Por  ejemplo,  para  t  >  0,  una  condición  típica  en  el  extremo  derecho  de  la 
varilla  de  la  figura  11.1  puede  ser, 


i) '  u(L,  t )  =  u0,  Uq  es  una  constante, 

,  du 

ii)  —  =  0,  o 

dx 


iii)' 


—h(u(L,  t)  —  um),  h  >  0  y  um  son  constantes. 


La  condición  i)'  simplemente  establece  que  la  frontera  x  =  L  se  conserva  de  alguna 
manera  a  temperatura  constante  n0  en  todo  tiempo  í  >  0.  La  condición  ii)'  indica  que  la 
frontera  x  =  L  está  aislada.  A  partir  de  la  ley  empírica  para  la  transferencia  de  calor,  el 
flujo  de  calor  a  través  de  una  frontera  (esto  es,  la  cantidad  de  calor  por  unidad  de  área 
por  unidad  de  tiempo  que  se  transfiere  a  través  de  la  frontera)  es  proporcional  al  valor  de 
la  derivada  normal  duldn  de  la  temperatura  u.  Por  lo  tanto,  cuando  la  frontera  x  =  L  está 
aislada  térmicamente,  no  existe  ningún  flujo  de  calor  desde  y  hacia  la  varilla,  por  lo  que 


du 


dx 


x  =  L 


=  0. 


Podemos  interpretar  iii)'  como  el  calor  que  se  pierde  en  el  extremo  derecho  de  la  varilla 
por  estar  en  contacto  con  un  medio,  como  aire  o  agua,  que  se  encuentra  a  temperatura 
constante.  A  partir  de  la  ley  de  Newton  para  el  enfriamiento,  sabemos  que  el  flujo  de 
calor  hacia  fuera  de  la  varilla  es  proporcional  a  la  diferencia  entre  la  temperatura  u(L,  t) 
en  la  frontera  y  la  temperatura  u„,  del  medio  circundante.  Observemos  que  si  existe  pér¬ 
dida  de  calor  desde  el  extremo  izquierdo  de  la  varilla,  la  condición  de  frontera  es 


=  /j(ií(0,  t)  —  um). 

x  =  0 

El  cambio  de  signo  algebraico  es  consistente  con  el  supuesto  de  que  la  varilla  se  encuen¬ 
tra  a  una  temperatura  más  elevada  que  el  medio  circundante  en  los  extremos,  por  lo  que 
w( 0,  t)  >  um  y  u(L,  t)  >  um.  En  x  =  0  y  x  =  L,  las  pendientes  ux( 0,  t)  y  ux(L,  t)  deben  ser 
positiva  y  negativa,  respectivamente. 

Desde  luego,  en  los  extremos  de  la  varilla  podemos  especificar  diferentes  condiciones 
al  mismo  tiempo.  Por  ejemplo,  podríamos  tener 

du 

—  =0  y  u(L,  t)  =  u0,  t  >  0. 

dx  x=0 


du 

dx 


Observemos  que  en  i)'  la  condición  de  frontera  es  homogénea  si  u0  =  0;  cuando  u0  + 
0,  la  condición  de  frontera  es  no  homogénea.  La  condición  de  frontera  ii)'  es  homogé¬ 
nea;  iii)'  es  homogénea  si  um  =  0  y  no  homogénea  si  um  =£  0. 
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■  Problemas  de  valores  en  la  frontera  Problemas  tales  como 


,  Bu  Bu 

Resolver:  ,  0  <x  <L,  t>  0 

Bxr  Br 

Sujeta  a:  (BC)  ¿/(O,  t)  =  0,  u(L,  t)  =  0,  f  >  0  (11) 

Bu  I 

(IC)  u(x,  0)  =  f(x),  —  =  g(x),  0  <x  <  L 

Bt  ,=o 

y 


d2u 

B2u 

Resolver: 

— 7  + 

—  =  o, 

0< 

x  < 

a, 

0  <y  <b 

dx~ 

By2 

rBu  1 

Bu 

, 

=  o, 

0  <y  <  b 

Sujeta  a: 

(BC)  ‘ 

Bx  |x=0 

Bx 

u{x,  0)  = 

0, 

u(x 

b ) 

= /m> 

0  <x<  a 

(12) 


se  llaman  problemas  de  valores  en  la  frontera.  Los  problemas  (11)  y  (12)  están  clasi¬ 
ficados  como  problemas  de  valores  en  la  frontera  homogéneos,  porque  las  ecuaciones 
diferenciales  parciales  y  las  condiciones  de  frontera  son  homogéneas. 


I  Variaciones  Las  ecuaciones  diferenciales  parciales  (1),  (2)  y  (3)  deben  modificarse 
con  el  fin  de  tomar  en  consideración  las  influencias  internas  y  externas  que  actúan  en  el 
sistema  físico.  Formas  más  generales  de  las  ecuaciones  unidimensionales  de  calor  y  de 
onda  son,  respectivamente, 

B2li  Bu 

k~^  +  F{x,  t,  u,  ux)  =  —  (13) 

Bx  Bt 


y 


F(x,  t,  u,  u,) 


B2u 

Bt2' 


(14) 


Por  ejemplo,  si  existe  transferencia  de  calor  desde  la  superficie  lateral  de  una  varilla 
hacia  un  medio  circundante  que  se  mantiene  a  temperatura  constante  um,  entonces  la 
ecuación  de  calor  (13)  es 


k 


B2u 

Bx2 


—  h(u  —  um) 


Bu 

Bt’ 


donde  h  es  una  constante.  En  la  ecuación  (14),  la  función  F  podría  representar  las  di¬ 
ferentes  fuerzas  que  actúan  en  la  cuerda.  Por  ejemplo,  cuando  las  fuerzas  externas  de 
amortiguamiento  y  restablecimiento  elástico  se  toman  en  cuenta,  (14)  toma  la  forma 


fuerza  externa  amortiguamiento  fuerza  de  restablecimiento 


i 

i 

i 

,  B2u  , 

.  Bu 

d2U 

a  ^+f(x,t. 

-  c  — 

'  Bt 

—  KU  —  —r. 

dr 

F(x,  t,  u,  u¡) 


(15) 


Comentarios 


El  análisis  de  una  amplia  gama  de  fenómenos  genera  los  modelos  matemáticos  (1), 
(2)  o  (3)  o  sus  generalizaciones,  las  cuales  involucran  una  mayor  cantidad  de  variables 
espaciales.  Por  ejemplo,  a  la  ecuación  (1)  a  veces  se  le  llama  la  ecuación  de  difusión 
porque  la  difusión  de  las  sustancias  disueltas  en  una  solución  es  análoga  al  flujo  de 
calor  en  un  sólido.  La  función  c(x,  i)  que  satisface  la  ecuación  diferencial  parcial  repre¬ 
senta,  en  este  caso,  la  concentración  de  la  sustancia  disuelta.  De  modo  similar,  la  ecua¬ 
ción  (2)  y  su  generalización  (15)  aparecen  en  el  análisis  del  flujo  de  electricidad  en  un 
cable  largo  o  en  una  línea  de  transmisión.  En  este  ambiente,  la  ecuación  (2)  se  conoce 
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como  la  ecuación  telegráfica.  Es  posible  demostrar  que,  bajo  ciertas  suposiciones,  la 
corriente  i(x,  t)  y  el  voltaje  v(x,  t)  presentes  en  la  línea  satisfacen  dos  ecuaciones  dife¬ 
renciales  parciales  idénticas  a  (2)  (o  a  (15)).  La  ecuación  de  onda  (2)  aparece  también 
en  la  mecánica  de  fluidos,  en  la  acústica  y  en  la  elasticidad.  La  ecuación  de  Laplace  (3) 
se  puede  observar  en  la  determinación  del  desplazamiento  estático  de  membranas. 


EJERCICIOS  11.2  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-25. 


En  los  problemas  del  1  al  6,  una  varilla  de  longitud  L  coincide 
con  el  intervalo  [0,  L\  en  el  eje  x.  Establezca  el  problema  de 
valores  en  la  frontera  para  la  temperatura  w(x,  t). 

1 .  El  extremo  izquierdo  se  mantiene  a  una  temperatura  de 
cero  y  el  derecho  está  aislado.  En  todo  el  proceso,  la 
temperatura  inicial  es  f(x). 

2.  El  extremo  izquierdo  se  mantiene  a  una  temperatura  n0, 
y  el  derecho  tiene  la  temperatura  ¡q.  La  temperatura  ini¬ 
cial  es  de  cero  en  todo  el  proceso. 

3.  El  extremo  izquierdo  se  mantiene  a  una  temperatura  de 
100°,  y  se  presenta  transferencia  de  calor  desde  el  extremo 
derecho  hacia  el  medio  circundante  que  tiene  temperatura 
de  cero.  En  todo  el  proceso,  la  temperatura  inicial  es  f(x). 

4.  Hay  transferencia  de  calor  desde  el  extremo  izquierdo 
hacia  el  medio  circundante,  que  tiene  temperatura  de 
20°,  y  el  extremo  derecho  está  aislado.  En  todo  el  proce¬ 
so,  la  temperatura  inicial  es  f(x). 

5.  El  extremo  izquierdo  está  a  una  temperatura  de  senírrí/ 
L),  el  extremo  derecho  se  mantiene  en  cero,  y  existe 
transferencia  de  calor  desde  la  superficie  lateral  de  la 
varilla  hacia  el  medio  circundante,  que  se  mantiene  a 
temperatura  de  cero.  En  todo  el  proceso,  la  temperatura 
inicial  es  /(x). 

6.  Los  extremos  se  encuentran  aislados  y  existe  transferen¬ 
cia  de  calor  desde  la  superficie  lateral  de  la  varilla  hacia  el 
medio  circundante  que  se  mantiene  a  temperatura  de  50°. 
En  todo  el  proceso,  la  temperatura  inicial  es  de  100°. 

En  los  problemas  del  7  al  10,  una  cuerda  de  longitud  L  coincide 
con  el  intervalo  [0,  L]  sobre  el  eje  x.  Establezca  el  problema  de 
valores  en  la  frontera  para  el  desplazamiento  u(x,  t). 


7.  Los  extremos  están  anclados  al  eje  x.  La  cuerda  se  libera  a 
partir  del  reposo  desde  el  desplazamiento  inicial  x(L  —  x). 

8.  Los  extremos  están  anclados  al  eje  x.  Al  inicio  la  cuer¬ 
da  no  se  ha  desplazado,  pero  tiene  velocidad  inicial  de 
sen(7 tx/L). 

9.  El  extremo  izquierdo  está  asegurado  al  eje  x,  sin  embar¬ 
go,  el  derecho  se  mueve  transversalmente  de  acuerdo 
con  sen  irr.  La  cuerda  se  libera  a  partir  del  reposo  desde 
el  desplazamiento  inicial /(x).  Para  t  >  0,  las  vibraciones 
transversales  son  amortiguadas  con  una  fuerza  propor¬ 
cional  a  la  velocidad  instantánea. 

1 0.  Los  extremos  están  anclados  al  eje  x,  y  la  cuerda  se  en¬ 
cuentra  inicialmente  en  reposo  sobre  este  eje.  Una  fuerza 
vertical  externa  proporcional  a  la  distancia  horizontal  a 
partir  del  extremo  izquierdo  actúa  sobre  la  cuerda  en  t  >  0. 

En  los  ejercicios  11  y  12,  establezca  el  problema  de  valores  en 
la  frontera  para  la  temperatura  constante  u(x,  y). 

1 1 .  Una  placa  delgada  rectangular  coincide  en  el  plano  xy 
con  la  región  definida  por  0  s  x  <  4,  0  ¿  j  s  2.  El 
extremo  izquierdo  y  la  parte  inferior  de  la  placa  están 
aislados.  La  parte  superior  de  la  placa  se  mantiene  a 
temperatura  cero  y  su  extremo  derecho  tiene  temperatu¬ 
ra  constante  /(y). 

1 2.  Una  placa  semiinfinita  coincide  con  la  región  definida 
por  0  <  x  <  77,  y  >  0.  El  extremo  izquierdo  se  mantiene 
a  una  temperatura  de  e  y,  y  el  derecho  tiene  temperatura 
constante  de  100°  para  0  <  y  <  1  y  temperatura  de  cero 
para  y  >  1 .  La  parte  inferior  de  la  placa  se  mantiene  a 
temperatura /(x). 
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I  Introducción  Considere  una  varilla  delgada  de  longitud  L  con  temperatura  inicial 
/(x)  en  toda  ella  y  cuyos  extremos  se  mantienen  a  una  temperatura  de  cero  en  todo 
tiempo  t  >  0.  Si  la  varilla  ilustrada  en  la  figura  1 1.5  satisface  los  supuestos  de  la  página 
533,  entonces  su  temperatura  u(x,  t)  se  determina  mediante  el  problema  de  valores  en  la 
frontera 


dzu 

du 

k—y  = 

— 

’ 

0  < 

x  <  L, 

dx2 

m(0,  t)  - 

, 

u(L, 

t)  =  0, 

u(x,  0)  : 

=  /«, 

0  < 

x  <  L. 

t  >  0 

(1) 

t  >  0 

(2) 

(3) 

u = 0  u= 0 


0  L  x 

Figura  11.5  Encontrar  la 
temperatura  u  presente  en  una 
varilla  finita 
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En  el  análisis  que  se  realizará  a  continuación,  demostraremos  cómo  resolver  estos  pro¬ 
blemas  de  valores  en  la  frontera  utilizando  el  método  de  separación  de  variables  que  se 
presentó  en  la  sección  11.1. 


■  Solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera  Se  utiliza  el  producto  u(x,  t)  = 
X(x)T(t),  y  —A  como  la  constante  de  separación  para  llegar  a 


y 


x"  r 

—  —  —  —  — A 

(4) 

X  kT 

X"  +  \X  =  0 

(5) 

T  +  kXT  =  0. 

(6) 

Ahora  las  condiciones  de  frontera  dadas  en  (2)  se  convierten  en  «(0,  t)  =  X(0)T(t )  =  0 
y  u(L,  t)  =  X(L)T(t)  =  0.  Puesto  que  las  últimas  igualdades  deben  ser  válidas  para  todo 
tiempo  t,  debemos  tener  AYO)  =  0  y  AYA)  =  0.  Estas  condiciones  de  frontera  homogé¬ 
neas,  junto  con  la  ecuación  diferencial  ordinaria  homogénea  (5),  constituyen  un  proble¬ 
ma  habitual  de  Sturm-Liouville: 

X"  +  AX  =  0,  X(0)  =  0,  X(L)  =  0.  (7) 

La  solución  a  este  problema  de  valores  en  la  frontera  se  estudió  en  el  ejemplo  2  de  la  sec¬ 
ción  3.9  y  en  las  páginas  512  y  513  de  la  sección  10.5.  En  ese  ejemplo  consideramos  tres 
posibles  casos  para  el  parámetro  A:  cero,  negativo  y  positivo.  Las  soluciones  generales 
correspondientes  de  las  ecuaciones  diferenciales  son 

X(x)  =  c1  +  c2x,  A  =  0  (8) 

X(x)  =  cq  coshax  +  c2  senhajc,  A  =  —  a2  <  0  (9) 

X{x)  =  <?!  eos  ccx  +  c2  sen  cu:  A  =  a2  >  0.  (10) 

Recuerde  que  al  aplicar  las  condiciones  de  frontera  AYO)  =  0  y  AYA)  =  0  a  las  ecuaciones 

(8)  y  (9),  estas  soluciones  nos  dan  solamente  X(x)  =  0,  por  ello  nos  quedamos  con  el  re¬ 
sultado  u  =  0.  Aplicando  la  primera  condición  de  frontera  AYO)  =  0  a  la  solución  dada  en 
(10),  obtenemos  Cj  =  0.  Por  lo  tanto,  X(x)  =  c2  sen  ax.  La  segunda  condición  de  frontera 
X(L)  =  0  implica  ahora 

X(L)  =  c2  sen  a  A  =  0.  (11) 

Si  c2  =  0,  entonces  X  =  0,  por  lo  que  u  =  0.  Sin  embargo,  la  ecuación  (11)  puede  satis¬ 
facerse  para  c2  =A  0  cuando  sen  aL  =  0.  Esta  última  ecuación  implica  que  aL  =  nir  o 
a  =  rnr/L,  donde  n  =  1,  2,  3,  . . . .  ,  En  consecuencia,  (7)  tiene  soluciones  no  triviales 
cuando  \n=  oí2  =  irirlL2,  n  =  1,  2,  3, . . .  , .  Los  valores  A„  y  las  soluciones  correspon¬ 
dientes 


X(x)  =  c2  sen  x,  n=  1,2,3,  ...  (12) 

son  los  valores  propios  y  las  funciones  propias,  respectivamente,  del  problema  plan¬ 
teado  en  (7). 

La  solución  general  de  (6)  es  T  =  c3e~k^n  n  /L')l ,  por  lo  que 

un  =  X{x)T{t)  =  Ane^k{-nV^L^'  sen  ~j~x,  (13) 

donde  hemos  reemplazado  la  constante  c2c3  por  A„.  Los  productos  u„(x,  t)  dados  en  (13)  sa¬ 
tisfacen  la  ecuación  diferencial  parcial  (1)  tanto  como  las  condiciones  de  frontera  (2)  para 
cada  valor  del  entero  positivo  n.  Sin  embargo,  con  la  finalidad  de  que  las  funciones  de  (13) 
satisfagan  la  condición  inicial  (3),  podríamos  seleccionar  el  coeficiente  A„  de  tal  manera  que 

rnr 

u„(x,  0)  =  f(x)  =  An  sen  —x.  (14) 
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En  general,  no  esperaríamos  que  la  condición  (14)  quedara  satisfecha  mediante  una 
selección  arbitraria,  pero  razonable,  de  /.  Por  lo  tanto,  estamos  obligados  a  admitir  que 
un{x,  t)  no  es  una  solución  del  problema  dado  en  (1),  (2)  y  (3).  Ahora,  mediante  el  prin¬ 
cipio  de  superposición,  la  función 

OO  00  HIT 

u(x,t)=  ^un  =  2  Ane~k{nV/Ll)'  sen—  x  (15) 

n  =  1  n  =  1  rí 


también  debe  satisfacer,  aunque  formalmente,  la  ecuación  (1)  y  las  condiciones  dadas  en 
(2).  Si  sustituimos  t  =  0  en  (15),  entonces 


/  \  /  \  v  ^  fin 

u{x,  0)  =  f{x)  =  2j  An  sen  —  x. 

71—1  rí 


Se  puede  reconocer  que  esta  última  expresión  es  la  expansión  de  medio  intervalo  de  / 
en  una  serie  seno.  Si  hacemos  la  identificación  A„  =  b„,  n  =  1,  2,  3,  ... ,  a  partir  de  la 
ecuación  (5)  dada  en  la  sección  10.3  se  deduce  que, 


A 


n 


tlTT 

sen  —  x  dx. 
L 


(16) 


Concluimos  que  una  solución  al  problema  de  valores  en  la  frontera  descrito  en  ( 1),  (2)  y 


(3)  está  dada  por  la  serie  infinita 

Para  el  caso  especial  en  que  la  temperatura  inicial  es  u(x,  0)  =  100,  L 
lector  debe  comprobar  que  los  coeficientes  de  (16)  estén  dados  por 

i  -  (-ir 

n 


f(x)  sen  — x  dx  le  K^l1?)1  sen 


y  que  la  serie  (17)  sea 


U 


a)  u(x,  t )  graficada  como  una 
función  de  x  para 
diversos  tiempos  específicos 


u(x,  t) 


200. 


1  -  (-ir 


(18) 


■  Uso  de  la  computadora  La  solución  u  encontrada  para  (18)  es  una  función  de  dos 
variables  y,  como  tal,  en  el  espacio  tridimensional  su  gráfica  es  una  superficie.  Pudimos 
haber  utilizado  la  aplicación  gráfica  3D  de  un  sistema  algebraico  de  cómputo  para 
aproximar  esta  superficie  mediante  la  graficación  de  las  sumas  parciales  S„(x,  t )  sobre 
una  región  rectangular  definida  por  0Sjt<t,  0  <  ?  <  71  De  manera  alterna,  con  ayuda 
de  la  aplicación  gráfica  2D  de  un  CAS,  graficamos  la  solución  u(x,  í)  en  el  intervalo  x  [0, 
tt]  para  valores  increméntales  de  tiempo  t.  Observe  la  figura  11.6a).  En  la  figura  1 1  .(ib), 
la  solución  u(x,  t)  se  gráfica  en  el  intervalo  t  [0,  6]  para  valores  increméntales  de  x  (x  =  0 
es  el  extremo  izquierdo  y  x  =  ir  12  es  el  punto  medio  de  la  varilla  de  longitud  L  =  tt). 
Ambos  conjuntos  de  gráficas  confirman  lo  que  es  evidente  en  (18),  a  saber:  u(x,  t)  —>  0 
a  medida  que  t  — »  oo. 


U 


b)  u(x,  t )  graficada  como  una 
función  de  t  para 
diversos  tiempos  específicos 


Figura  11.6  Gráficas  obtenidas 
mediante  sumas  parciales  de  (18) 


EJERCICIOS  11.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-25. 


En  los  problemas  1  y  2,  resuelva  la  ecuación  de  calor  (1)  sujeta 
a  las  condiciones  dadas.  Suponga  una  varilla  de  longitud  L. 


1 .  n(0,  t)  =  0,  u(L,  t)  =  0 


0  <  x  <  L/2 
L/2  <  x  <  L 


2.  n(0,  t)  =  0,  u(L,  t)  =  0 


u(x,  0)  =  x{L  —  x) 


3.  Encuentre  la  temperatura  u(x,  t)  de  una  varilla  de  longi¬ 
tud  L  si  la  temperatura  inicial  es  /(x)  en  toda  su  longitud 
y  los  extremos  x  =  0  y  x  =  L  están  aislados. 


4.  Resuelva  el  problema  3  si  L  =  2  y 


0  <  x  <  1 
1  <  x  <  2. 


5.  Suponga  que  se  libera  calor  desde  la  superficie  lateral  de 
una  varilla  delgada  de  longitud  L  hacia  el  medio  circun- 
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dante  que  tiene  temperatura  de  cero.  Si  aplicamos  la  ley 
lineal  de  transferencia  de  calor,  entonces  la  ecuación  de 
calor  toma  la  forma 

d2u  du 

k  — r  —  hu  =  — *  0  <  x  <  L,  t  >  0, 

dx2  dt 

donde  h  es  una  constante.  Determine  la  temperatura  u(x,  t) 
si  la  temperatura  inicial  es  /(a)  y  los  extremos  a  =  0  y  x 
=  L  están  aislados.  Vea  la  figura  1 1.7. 


aislado 


0o  aislado 

1 - 1 - 1— f- 


~1  1  I' 


0o 


transferencia  de  calor 
desde  la  superficie 
lateral  de  la  varilla 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

7.  a)  Resuelva  la  ecuación  de  calor  (1)  sujeta  a, 
n(0,  t)  =  0,  w(100,  í)  =  0,  t  >  0 

.  .  Í0.8a,  0  <  a  <  50 

v  ’  Í0. 8(100  -  x),  50  <  a  <  100. 

b)  Utilice  la  aplicación  gráfica  3D  de  su  CAS  para 
graficar  la  suma  parcial  S5(x,  t )  que  consiste  en  los 
primeros  cinco  términos  diferentes  de  cero  de  la  so¬ 
lución  dada  en  el  inciso  a)  para  0  <  x  <  100,  0  ^ 
t  <  200.  Suponga  que  k  =  1.6352.  Trate  con  dife¬ 
rentes  perspectivas  de  vistas  tridimensionales  de  la 
superficie  (en  Mathematica ,  es  la  opción  llamada 
ViewPoint). 

Problemas  de  análisis 


Figura  11.7  Varilla  deL  probLema  5 

6.  Resuelva  el  problema  5  si  los  extremos  x  =  0yx  =  Lse 
mantienen  a  una  temperatura  de  cero. 


8.  En  la  figura  1 1.6£>)  se  tienen  las  gráficas  de  u{ x,  t )  en  el 
intervalo  0sí<6  para  x  =  0,  a  =  rr/12,  x  =  tt/6,  x  = 
tt/4  y  a  =  ir/2.  Describa  o  bosqueje  las  gráficas  de  u(x,  t ) 
en  el  mismo  intervalo  pero  para  los  valores  a  =  3it/4,  a 
=  5tt/6,  x  =  1 1  tt"/  1 2  y  x  =  tt. 


11.4  La  ecuación  de  onda 


■  Introducción  Ahora  estamos  en  una  posición  favorable  para  resolver  el  problema 
de  valores  en  la  frontera  (11)  analizado  en  la  sección  11.2.  El  desplazamiento  vertical 
u( x,  t )  de  una  cuerda  de  longitud  L  que  se  encuentra  vibrando  libremente  en  el  plano 
vertical  ilustrado  en  la  figura  1 1.2a)  está  determinado  por 


«"77^  =  7777 
5a  dt 

0  <  a  <  L, 

t  >  0 

(1) 

u( 0,  t)  =  0, 

, 

t  >  0 

(2) 

u{x,  0)  =  /(a), 

du 

dt 

=  g(*)> 

t  =  0 

0  <  a  <  L. 

(3) 

■  Solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera  Con  la  suposición  común  de 
que  u( a,  i)  =  X(x mediante  la  separación  de  variables  en  (1)  obtenemos 


r_ 

X 


rj-<n 

a2T 


-A 


por  lo  que  X"  +  \X  =  0  (4) 

T"  +  arkT  =  0.  (5) 

Tal  como  en  la  sección  11.3,  las  condiciones  de  frontera  (2)  se  traducen  en  AYO)  =  0  y 
X(L)  =  0.  La  ecuación  diferencial  ordinaria  dada  en  (4)  junto  con  estas  condiciones  de 
frontera  forman  el  problema  habitual  de  Sturm-Liouville 

X"  +  \X  =  0,  Z(0)  =  0,  X(L)  =  0.  (6) 

De  las  tres  posibilidades  usuales  del  parámetro  A:A  =  0,  A  =  -a2  <  0  y  A  =  a2>0, 
solamente  la  última  nos  lleva  a  soluciones  no  triviales.  La  solución  general  de  (4),  co¬ 
rrespondiente  a  A  =  a2,  a  >  0,  es 

X  =  cq  eos  ooc  +  c2  sen  ax. 
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AYO)  =  O  y  X(L)  =  O  indican  que  c¡  =  0  y  c2  sen  aL  =  0.  La  última  ecuación  implica  de  nuevo 
que  oíL  =  «77  o  a  =  mrIL.  Los  valores  propios  y  las  correspondientes  funciones  propias 

TITT 

de  (6)  son  A„  =  nir/L  y  X(x)  =  c2  sen-j-x,  n  =  1,  2,  3, . . .  .La  solución  general  de  la 
ecuación  de  segundo  orden  (5)  es  entonces 

mra  mra 

T(t)  =  c3  eos  t  +  c4  sen  t. 


Al  volver  a  escribir  c2c3  como  A„  y  c2c4  como  B„,  las  soluciones  que  satisfacen  tanto  a  la 
ecuación  de  onda  (1)  como  a  las  condiciones  de  frontera  (2)  son 


u„  =  A„  eos  ■ 


■  t  +  B„  sen  - 


mra 


t  sen  - 


mra  mra  \  mr 

Y  u{x,  t)=  2j  Ia»  cos  l  {  +  Bn  sen  —  t  J  sen  —  x. 

En  (8)  se  fija  el  valor  t  =  0  y  utilizando  la  condición  inicial  u(x,  0)  =  f(x)  obtenemos 


(7) 

(8) 


u(x,  0)  =  f(x)  =  ^  A«  sen  —  x- 

n=  1  L 

Puesto  que  la  última  serie  es  un  desarrollo  de  medio  intervalo  de /en  una  serie  seno, 
podemos  escribir  A„  =  bn: 


L. 


,  .  mr 
f(x)  sen  —  x  dx. 


(9) 


Para  determinar  B„,  diferenciamos  (8)  respecto  a  t  y,  después,  fijamos  el  valor  t  =  0: 


du 


-x-  2  -4, 


di 


mra  mra 


sen 


L 


t  +  B„ 


mra  mra 


L 


t  sen- 


du 

dt 


/  mra  \  mr 

=  8  W  =  2j  1  B»~  J  sen~^x- 


Con  la  finalidad  de  que  esta  última  serie  sea  el  desarrollo  en  serie  de  senos  de  medio 
intervalo  de  la  velocidad  inicial  g  presente  en  el  intervalo,  el  coeficiente  total  Bnmra/L 
debe  estar  dado  mediante  la  forma  bn  en  la  expresión  (5)  de  la  sección  10.3,  esto  es: 


mra 


o  rL 

l  mr 

—  g(x)  sen  —  x  dx 
L)n  L 


a  partir  de  la  cual  obtenemos 


B 


n 


2 

tira 


CL 

mr 

g{x)  sen  —  x  dx. 

•n  L 


(10) 


La  solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera  de  la  ecuación  (1)  a  la  (3)  consta 
de  la  serie  (8)  con  los  coeficientes  An  y  Bn  definidos  en  las  ecuaciones  (9)  y  ( 10),  respec¬ 
tivamente. 

Podemos  observar  que,  en  el  momento  que  se  libera  la  cuerda  a  partir  del  reposo,  en¬ 
tonces  g(x)  =  0  para  toda  x  en  el  intervalo  0  <  x  <  L  y,  en  consecuencia,  B„  =  0. 


■  Cuerda  pulsada  Un  caso  especial  del  problema  de  valores  en  la  frontera  planteado  en 
(1),  (2)  y  (3)  es  un  modelo  de  cuerda  pulsada.  Podemos  observar  el  movimiento  de  la  cuer¬ 
da  graficando  la  solución  o  el  desplazamiento  u(x,  i)  para  valores  increméntales  de  tiempo 
t  y  utilizando  la  herramienta  de  animación  que  proporciona  un  CAS.  En  la  figura  11.8  se 
proporcionan  algunos  de  los  cuadros  de  una  película  generados  de  esta  forma.  Se  le  pide  al 
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é)t=  1.6  f)t  =  1.9 

Figura  11.8  Cuadros  de  una  película  de  cuerda  pulsada 


lector  emular  los  resultados  que  se  proporcionan  en  la  figura  mediante  la  graficación  de  una 
secuencia  de  sumas  parciales  de  (8).  Consulte  los  problemas  7  y  21  en  los  ejercicios  1 1.4. 


I  Ondas  estacionarias  De  la  deducción  de  la  ecuación  de  onda  examinada  en  la  sec¬ 
ción  11.2,  recuerde  que  la  constante  a  mostrada  en  la  solución  del  problema  de  valores  en  la 

frontera  en  (1),  (2)  y  (3)  está  dada  por  \/ T/p,  donde  p  es  masa  por  unidad  de  longitud 
y  T  es  la  magnitud  de  la  tensión  en  la  cuerda.  Cuando  T  es  lo  suficientemente  grande,  la 
cuerda  vibratoria  genera  un  sonido  musical  como  resultado  de  las  ondas  permanentes.  La 
solución  (5)  es  una  superposición  de  las  soluciones  producto  llamadas  ondas  estaciona¬ 
rias  o  modos  normales: 


u(x,  t)  =  u^x,  t)  +  u2(x,  t)  +  u3(x,  t)  +  •  •  • . 


En  vista  de  (6)  y  (7)  de  la  sección  3.8,  las  soluciones  producto  (4)  pueden  escribirse 
como 


un(x,  t)  =  C„  sen| 


mra 

L 


sen 


m t 
—  x, 

L 


(11) 


donde  Cn  =  VA^  +  B2n  y  <f>„  se  definen  como  sen  <j>„  =  AJCn  y  eos  <fin  =  Bn/Cn.  Para 
n  =  1,  2,  3,  ...  las  ondas  estacionarias  son,  en  esencia,  las  gráficas  de  sen(mrx/L),  con 
una  amplitud  variable  en  el  tiempo  dada  por 


Cn  sen 


De  manera  alterna,  en  (11)  podemos  observar  que  en  un  valor  fijo  de  x,  cada  función 
producto  un(x,  t)  representa  el  movimiento  armónico  simple  de  amplitud  C„|sen(H7rjt/L)| 
y  frecuencia/,,  =  nallL.  En  otras  palabras,  en  una  onda  estacionaria,  cada  punto  vibra 
con  distinta  amplitud  pero  a  la  misma  frecuencia.  Cuando  n  =  1, 


¡q(x,  /)  =  Cj  sen| 


7 TCl 

L 


7 T 

sen  —  x 
L 
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es  llamada  primera  onda  estacionaria,  primer  modo  normal  o  modo  fundamental 
de  vibración.  Las  primeras  tres  ondas  estacionarias,  o  modos  normales,  se  muestran 
en  la  figura  1 1.9.  Las  líneas  discontinuas  representan  las  ondas  estacionarias  en  diver¬ 
sos  puntos  en  el  tiempo.  Los  puntos  en  el  intervalo  (0,  L),  para  los  cuales  sen (mr/L)x 
=  0,  corresponden  a  los  puntos  localizados  en  una  onda  estacionaria  donde  no  existe 
movimiento.  A  estos  puntos  se  les  llama  nodos.  Por  ejemplo,  en  las  figuras  1 1.9¿>)  y  c), 
podemos  observar  que  la  segunda  onda  estacionaria  tiene  un  nodo  en  L/2  y  la  tercera 
tiene  dos  nodos,  en  L/ 3  y  2L/3.  En  general,  el  n-ésimc  modo  normal  de  vibración  tiene 
n  —  1  nodos. 

La  frecuencia 

a  _  i  ÍT 
^  ~  2L  ~  2 ¿V  P 

del  primer  modo  normal  se  llama  frecuencia  fundamental,  o  primer  armónico,  y  está 
relacionado  directamente  con  el  tono  generado  por  un  instrumento  de  cuerdas.  Es  evi¬ 
dente  que  conforme  la  tensión  sobre  la  cuerda  sea  mayor,  el  tono  del  sonido  lo  será  tam¬ 
bién.  Las  frecuencias  /„  de  los  demás  modos  normales,  los  cuales  son  múltiplos  enteros 
de  la  frecuencia  fundamental,  se  llaman  sobretonos.  El  segundo  armónico  es  el  primer 
sobretono,  y  así  sucesivamente. 


a)  Primera  onda  estacionaria 


nodo 


b)  Segunda  onda  estacionaria 


3  3 


c)  Tercera  onda  estacionaria 

Figura  11.9  Primeras  tres  ondas 
estacionarias 


EJERCICIOS  11.4  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-25. 


En  los  problemas  del  1  al  8,  resuelva  la  ecuación  de  onda  (1) 
sujeta  a  las  condiciones  dadas. 


1 .  u{ 0,  í)  =  0,  u(L,  i)  =  0 


i(x,  0)  =  \  x(L  —  x). 


du 

dt 


=  0 


2.  m( 0,  i)  =  0,  u(L,  t)  =  0 

=  x(L  —  x) 


,  ,  du 

n(x,  0)  =  0,  — 
dt 


3.  m( 0,  t)  =  0,  u(L,  t)  =  0 

du 

u{x,  0)  =  /(x),/  mostrada  en  la  figura  1 1.10,  — 

dt 

m 

i 


=  o 


,znv 


Lt 3  2L/3  L 

Figura  11.10  Desplazamiento  para  el  problema  3 
4.  u( 0,  i)  =  0,  u(tt,  t)  =  0 


1  ->  du 

u(x,  0)  =  b  x(tt-  -  x2),  — 
dt 

5.  u( 0,  t)  =  0,  u(tt,  i)  =  0 


=  0 


m(x,  0)  =  0, 

dt 


=  senx 


6.  m( 0,  i)  =  0,  w(l,  t)  =  0 

du 

u(x,  0)  =  0.01  sen  377 x,  — 
dt 


=  0 


7.  u( 0,  t)  =  0,  u(L,  t)  =  0 
2hx 

u(x,  0)  = 


g  du 
dx 


0  <  x  <  L/2 


2/i(  1  -  L/2  <  x  <  L, 


dll 

dt 


=  0 


du 

=  0,  — 

x=0  dX 

du 

uix.  0)  =  x,  — 

v  '  dt 


=  0 


=  0 


Este  problema  podría  describir  el  desplazamiento  longitudinal 
w(x,  0  de  una  barra  elástica  vibratoria.  Las  condiciones  de  fron¬ 
tera  enx  =  0yx  =  Lse  llaman  condiciones  de  extremo  libre. 
Vea  la  figura  11.11. 


| - ►]  u(x,  t) 


K  K 


En, 


— iiii - r 

_ -L-L-LJ _ U 

--W-A 


0  L 

Figura  11.11  Barra  elástica  del  problema  8 

9.  Una  cuerda  estirada  está  anclada  en  el  eje  x  en  x  =  0  y 
x  =  77  en  t  >  0.  Si  las  vibraciones  transversales  tienen 
lugar  en  un  medio  que  ejerce  una  resistencia  proporcio¬ 
nal  a  la  velocidad  instantánea,  entonces  la  ecuación  de 
onda  toma  la  forma 


d2u 

dx2 


d2u 

dt: 


+  2/3 


du 
dt ’ 


0  <  /3  <  1,  1  >  0. 


Encuentre  el  desplazamiento  u(x,  t )  si  la  cuerda  parte  del 
reposo  desde  el  desplazamiento  inicial /(x). 
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1 0.  Demuestre  que  una  solución  al  problema  de  valores  en 
la  frontera 


d¿u 


d2u 


- T  =  - 7  +  U,  0  <  X  <  7T,  t  >  0 

dx2  dt2 

u( 0,  t )  =  0,  u(tt,  t)  =  0,  t  >  0 

\x,  0  <  x  <  tt/2 


u(x,  0)  = 


du 

dt 


,tt  —  x,  tt/2  <  x  <  v 

=  0,  0  <  X  <  7T 


es 


u{x,  t) 


(-i  Y 


;  2  ~ -  '  sen 


(2k  -  \)x  eos  V(2 k  -  l)2  +  1 1. 


^(2 k~  l)2 

1 1 .  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera  dado  en 
(1),  (2)  y  (3)  de  esta  sección.  Si  g(x)  =  0  en  0  <x<L,  de¬ 
muestre  que  la  solución  al  problema  puede  escribirse  como 

1 

u(x,  f)  =  —  [f(x  +  at)  +  f(x  —  at )]. 

[Sugerencia:  Utilice  la  identidad 

2  sen  0l  eos  d2  =  sen(6[  +  02)  +  senlflj  —  02).] 

1 2.  El  desplazamiento  vertical  u(x,  t )  de  una  cuerda  infinita¬ 
mente  larga  se  determina  por  el  problema  de  valor  inicial 


d2u 


d2u 


£T - 7  =  — 7,  —oo  <  X  <  00,  í  >  O 

dx2  dt2 


u{x,  0)  =  f(x). 


du 

dt 


=  8ÍX)- 


(12) 


Este  problema  puede  resolverse  sin  separar  variables. 

a)  Demuestre  que  la  ecuación  de  onda  puede  expresar¬ 
se  en  la  forma  d2u/dr¡d£;  =  0  mediante  las  sustitu¬ 
ciones  £  =  x  +  at  y  r¡  =  x  —  at. 

b)  Integre  la  ecuación  diferencial  parcial  de  la  parte  a), 
primero  respecto  a  77  y  después  respecto  a  í,  para 
demostrar  que  u(x,  t)  =  F(x  +  at)  +  G(x  —  at), 
donde  F  y  G  son  funciones  arbitrarias  diferencia- 
bles  dos  veces,  es  una  solución  de  la  ecuación  de 
onda.  Utilice  esta  solución  y  las  condiciones  inicia¬ 
les  dadas  para  demostrar  que 


F(x)  =  \fix)  +  ^  j 
G(x)  =  \fix)  -  ¿-j 


g(s)  ds  +  c 


g(s)  ds  -  c, 


donde  x0  es  arbitraria  y  c  es  una  constante  de  integra¬ 
ción. 


c)  Utilice  los  resultados  del  inciso  b)  para  demostrar  que 

x  +  at 

g(s)ds.  (13) 


1  1 

u(x,  t)  =  —  [f(x  +  at)  +  f(x  —  at)\  H - 

2  2a . 


Observe  que  cuando  la  velocidad  inicial  g(x)  =  0 
obtenemos 

1 

u(x,  t)  =  —  [f(x  +  at)  +  /( x  —  at)],  —co  <x  <00. 

La  última  solución  puede  interpretarse  como  una 
superposición  de  dos  ondas  viajeras,  una  movién¬ 


dose  hacia  la  derecha  (esto  es,  \f(x  —  at))  y  la  otra 
moviéndose  hacia  la  izquierda  (\f{x  +  at)).  Ambas 
ondas  tienen  velocidad  a  y  la  misma  forma  básica 
que  el  desplazamiento  inicial /(r).  La  forma  de  u(x,  t) 
dada  en  (13)  se  llama  solución  de  d'Alembert. 


En  los  ejercicios  del  13  al  15,  utilice  la  solución  de  d'Alembert 
(13)  para  resolver  el  problema  de  valor  inicial  del  problema  12 
sujeto  a  las  condiciones  iniciales  dadas. 


13.  f(x)  =  senr,  g(x)  =  1 

1 4.  /( x)  =  sen  x,  g{x)  =  eos  x 


1 5.  f(x)  =  0,  g(x)  =  sen  2x 

16.  Suponga /(r)  =  1/(1  +  x2),  g(x)  =  0  y  a  =  1  para  el 
problema  de  valor  inicial  planteado  en  el  problema  12. 
Grafique  la  solución  de  d'Alembert,  en  este  caso  en  t  =  0, 
t  =  1  y  t  =  3. 


1 7.  El  desplazamiento  transversal  u(x,  t)  de  una  barra  vibra¬ 
toria  de  longitud  L  se  determina  a  partir  de  la  ecuación 
diferencial  parcial  de  cuarto  orden 

1  d4u  d2u 

a2  — j  H - 7  =  0,  0  <  x  <  L,  t  >  0. 

dxA  dt2 

Si  la  barra  está  simplemente  apoyada,  como  ilustra  la 
figura  11.12,  las  condiciones  de  frontera  e  iniciales  son 


w(0,  t)  =  0,  u(L,  t)  =  0,  t  >  0 


d2u 

d2u 

dx2 

=  0, 

— 

x=0 

dx2 

u(x. 

0)  =  f(x), 

du 

dt 

=  0,  t  >  0 
=  g(x),  0  <  x  <  L. 


Despeje  u(x,  t).  [Sugerencia:  Por  comodidad,  utilice 
A  =  a4  cuando  separe  las  variables.] 


Figura  11.12  Barra  simplemente  apoyada  del  problema  17 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

18.  Si  los  extremos  de  la  barra  del  problema  17  se  encuen¬ 
tran  incrustados  en  x  =  0  y  x  =  L,  las  condiciones  de 
frontera  se  convierten  en,  para  t  >  0, 

m(0,  t)  =  0,  n(L,  t)  =  0 

du  du 

—  =  0,  — 
dx  x=0  dx 

a)  Demuestre  que  los  valores  propios  del  problema  son 
A  =  x/lLr  donde  xn,n=  1,  2,  3,  ... ,  son  las  raíces 
positivas  de  la  ecuación  cosh  x  eos  x  =  1 . 


=  0. 

x  =  L 
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b)  Muestre  gráficamente  que  la  ecuación  del  inciso  a) 
tiene  una  cantidad  infinita  de  raíces. 

c)  Utilice  un  CAS  para  encontrar  las  aproximaciones 
de  los  primeros  cuatro  valores  propios.  Use  cuatro 
cifras  decimales. 


1 9.  El  modelo  para  una  cuerda  infinitamente  larga  que  se 
sujeta  inicialmente  en  los  tres  puntos  (  —  1,  0),  (1,  0), 
y  (0,  1)  y  después  se  libera  simultáneamente  en  dichos 
puntos  en  el  tiempo  t  =  0,  está  dado  por  (12)  con 


W  -  1 
W  >  1 


y  g{x)  =  o. 


a)  Grafique  la  posición  inicial  de  la  cuerda  en  el  inter¬ 
valo  [—6,  6]. 

b)  Utilice  un  CAS  para  graficar  la  solución  de 
d'Alembert  (13)  en  [—6,  6]  para  t  =  0.2 k,  k  =  0,1, 
2, . . . ,  25.  Suponga  que  a  =  1. 

c)  Utilice  la  herramienta  de  animación  de  su  sistema 
algebraico  por  computadora  para  realizar  un  video 
de  la  solución.  Describa  el  movimiento  de  la  cuerda 
en  el  tiempo. 


20.  Una  cuerda  infinitamente  larga  que  coincide  con  el  eje 
x  es  golpeada  en  el  origen  con  un  martillo  cuya  cabeza 
mide  0.2  pulgadas  de  diámetro.  El  modelo  del  movi¬ 


miento  de  la  cuerda  puede  expresarse  mediante  la  ecua¬ 
ción  (12)  donde 


/O)  =0  y 


|x|  <  0.1 
|*|  >  0.1. 


a)  Utilice  un  CAS  para  graficar  la  solución  de 
d'Alembert  (13)  en  [—6,  6]  para  t  =  0.2 k,  k  =  0,1, 
2, . . . ,  25.  Suponga  que  a  =  1. 


b )  Utilice  la  herramienta  de  animación  de  su  sistema 
algebraico  por  computadora  para  realizar  un  video 
de  la  solución.  Describa  el  movimiento  de  la  cuerda 
en  el  tiempo. 


21.  El  modelo  de  la  cuerda  vibratoria  del  problema  7  se 
llama  cuerda  pulsada.  La  cuerda  está  unida  al  eje  *  en 
x  =  0  y  x  =  L,  y  se  mantiene  en  x  =  L/2  a  h  unidades  por 
encima  del  eje  x.  Observe  la  figura  11.4.  Comenzando 
en  t  =  0,  la  cuerda  se  libera  desde  el  reposo. 


a)  Utilice  un  CAS  para  graficar  la  suma  parcial  S6(x,  t), 
esto  es,  los  primeros  seis  términos  diferentes  de  cero 
de  su  solución,  para  t  =  Q.\k,  k  =  0,  1,  2,  . . . ,  20. 
Suponga  que  a  =  1 ,  h  =  ly  L  =  tt. 

b)  Utilice  la  herramienta  de  animación  de  su  sistema 
algebraico  por  computadora  para  realizar  un  video 
de  la  solución  del  problema  7. 


La  ecuación  de  Laplace 


0  Introducción  Suponga  que  deseamos  encontrar  la  temperatura  de  estado  estable 
w(x,  y)  en  una  placa  rectangular  cuyas  orillas  verticales  x  =  0  y  x  =  a  se  encuentran  aisla¬ 
das,  mientras  las  orillas  superior  e  inferior  y  =  b  y  y  =  0  se  mantienen  a  temperaturas  f(x) 
y  0,  respectivamente.  Consulte  la  figura  11.13.  Cuando  no  escapa  calor  desde  las  superfi¬ 
cies  laterales  de  la  placa,  resolvemos  el  siguiente  problema  de  valores  en  la  frontera: 


aislado 


u  =  0 


d  u 

dx2 

d  u 

+  — T  =  0,  0  <  X  <  a, 

dy^ 

0  <y  <b 

(1) 

Figura  11.13 

temperatura  u 

Cálculo  de  la 
en  una  placa 

da 

dx 

du 

=  0, 

.v=o  d* 

0, 

0  <y  <b 

(2) 

rectangular 

p 

o 

II 

© 

j*¡ 

5 

II 

0  <  x  <  a. 

(3) 

■  Solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera  Con  u(x,  y)  =  X(x)Y(y),  la  sepa¬ 
ración  de  variables  en  ( 1 )  conduce  a 


r_ 

X 


-A 


+  AX  =  0 

(4) 

o 

II 

1 

(5) 

En  (2)  y  (3),  las  tres  condiciones  de  frontera  homogéneas  se  traducen  en  X'(0)  =  0, 
X'(a )  =  0  y  Y(0)  =  0.  El  problema  de  Sturm-Liouville  asociado  con  la  ecuación  (4)  es 
entonces 


X"  +  AX  =  0,  X'(0)  =  0 ,X’(a)  =  0. 


(6) 


11.5  La  ecuación  de  Laplace 
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¿Por  qué  fundones 
hiperbólicas?  Consulte 
la  página  512. 


El  análisis  de  los  casos  correspondientes  a  A  =  0,  A  =  — a 2  <  0  y  A  =  a2  >  0,  donde  a  > 
0,  ya  se  llevó  a  cabo  en  el  ejemplo  1  de  la  sección  10.5.  Por  comodidad,  a  continuación 
presentamos  una  versión  sintetizada  de  dicho  análisis. 

Para  A  =  0,  (6)  se  convierte  en 

X"  =  0,  X'(0)  =  0,  X'(a)  =  0. 

La  solución  de  la  ecuación  diferencial  ordinaria  es  X  =  +  c2x.  La  condición  de  fron¬ 

tera  A"(0)  =  0  entonces,  implica  que  c2  =  0,  por  lo  que  X  =  c¡.  Observe  que  para  cual¬ 
quier  c¡,  esta  solución  constante  satisface  la  segunda  condición  de  frontera  X'(a)  =  0. 
Haciendo  que  c3  d=  0,  X  =  C[  es  una  solución  no  trivial  del  problema  de  valores  en  la 
frontera  (6).  Para  A  =  — a 2  <  0,  (6)  no  tiene  una  solución  no  trivial.  Para  A  =  a2  >  0,  (6) 
se  convierte  en 

X"  +  orX  =  0,  X!  (0)  =  0,  X’(a)  =  0. 

Al  aplicar  la  condición  de  frontera  X'(0)  =  0,  la  solución  X  =  cl  eos  ax  +  c2  sen  ax 
implica  que  c2  =  0,  por  lo  que  X  =  c¡  eos  ax.  La  segunda  condición  de  frontera  X'(a) 
=  0  aplicada  a  esta  última  expresión  nos  da  entonces  —c¡a  sen  aa  =  0.  Debido  a  que 
a  >  0,  la  última  ecuación  se  satisface  cuando  aa  =  m t  o  a  =  «77/a,  n  =  1,  2,  ...  Los 
valores  propios  de  (6)  son  entonces  A0  y  A„  =  a 2  =  «2772/a2,  n  =  1,2,  ...  Por  la  corres¬ 
pondiente  A0  =  0  con  n  =  0,  las  funciones  propias  de  (6)  son 


X  —  Cj,  n  —  0  y  X  =  c1  eos  — x,  n  =  1,  2,  .... 

Ahora  debemos  resolver  la  ecuación  (5)  sujeta  a  la  única  condición  de  frontera  ho¬ 
mogénea  y(0)  =  0.  Primero,  para  A0  =  0,  la  ecuación  diferencial  en  (5)  es  simplemente 
Y"  =  0  y,  por  lo  tanto,  su  solución  es  Y  =  c3  +  c4y.  Sin  embargo,  7(0)  =  0  implica  que  c3  = 

0,  en  consecuencia,  Y  =  c4y.  Segundo,  para  A„  =  irirla2,  la  ecuación  diferencial  en  (5)  es 

1  2 

BIT 

Y - —Y  =  0.  Como  0  <  v  <  b  es  un  intervalo  finito,  escribimos  la  solución  general  en 

a~ 

términos  de  las  funciones  hiperbólicas: 

Y  =  c3  cosh(mry/a)  +  c4  senh(n7ry/a). 

A  partir  de  esta  solución  podemos  observar  que  7(0)  =  0  de  nuevo  implica  c3  =  0,  en 
consecuencia  7  =  c4  senh(«7rv/a). 

Las  soluciones  producto  un  =  X(x)Y(y)  que  satisfacen  la  ecuación  de  Laplace  (1)  y  las 
tres  condiciones  de  frontera  homogéneas  dadas  en  (2)  y  (3)  son 

«77  «77 

Any,  «  =  0,  y  A„  senh  —  y  eos — x,  n=l,2,  .... 

a  a 

donde  hemos  escrito  nuevamente  c¡c4  como  A0  para  «  =  0  y  como  A„  para  n  =  1,2, ... . 
El  principio  de  superposición  da  otro  resultado 


~~  HT7  HIT 

u(x,  y)  =  A0y  +  ^  Ai  senh - v  eos - x. 


(7) 


Por  último,  sustituyendo  y  =  b  en  (7)  observamos  que 


i(x,  b)  =  f(x)  =  A0b  +  2)1  A„  senh 


—  b  Icos  — x, 
a  a 


es  el  desarrollo  de  semiintervalo  de/en  una  serie  coseno  de  Fourier.  Si  establecemos  las 
identificaciones  A0b  =  a^2  y  A„  senh  («77/7/a)  =  an,  n  =  1,2,...,  a  partir  de  (2)  y  (3)  de 
la  sección  10.3  es  posible  deducir  que 


f(x)  dx 
•'o 


^0 


1 

ab 


f(x)  dx 

'o 


(8) 
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y 


mr  2 

An  senh  —  b  =  — 

Cl  Cl 


Jo 


IÍ7T 

fíx)  eos  —  x  dx 


H7T 

a  senh  —  b  0 


,  ,  mr 
f{x)  eos — xdx. 
a 


(9) 


La  solución  de  los  problemas  de  valores  en  la  frontera  (1),  (2)  y  (3)  consta  de  la  serie 
dada  en  (7)  con  coeficientes  A0  y  A„  definidos  en  (8)  y  (9),  respectivamente. 


■  Problema  de  Dirichlet  Un  problema  de  valores  en  la  frontera  en  el  que  buscamos 
una  solución  a  una  ecuación  diferencial  parcial  elíptica  como  la  de  Laplace  V2m  =  0 
dentro  de  la  región  R  (en  el  plano  o  espacio  tridimensional),  tal  que  u  tome  valores  pre¬ 
establecidos  en  toda  la  frontera  de  la  región,  recibe  el  nombre  de  problema  de  Dirichlet. 
En  el  problema  1  de  los  ejercicios  11.5  se  le  solicita  al  lector  demostrar  que  la  solución 
del  problema  de  Dirichlet  para  una  región  rectangular. 


es 

u(x,  y) 


oo 


3~íí 

d2u 

- T  + 

—  =  0, 

X 

V 

o 

<  a. 

dx2 

dy2 

w(0,  y) 

=  o. 

u(a,  y) 

=  0 

u(x,  0) 

=  0, 

u(x,  b ) 

=  /« 

mr  mr 

senh  —  v  sen  —  x  donde  An  = 
a  '  a 


0  <  y  <  b 


2 

mrb 
a  senh - 


a 


f(x)  sen  —  x  dx. 
•'o  " 


(10) 


Para  el  caso  especial  en  que/(x)  =  100,  a  =  1,  b  =  1,  los  coeficientes  A„  están  dados  por 

1  -  ("I)" 

A„  =  200  ^  n7r  ■  Con  ayuda  de  un  CAS,  la  gráfica  de  la  superficie  definida  mediante 

u(x,  y)  sobre  la  región  R:  0Sj<  l,0£yS  1  está  dada  en  la  figura  1 1.14a).  Usted 
puede  observar  en  esta  figura  que  se  satisfacen  las  condiciones  de  frontera;  advierta  es¬ 
pecialmente  que  a  lo  largo  de  y  =  1,  u  =  100  para  0  <  x  <  1.  Las  isotermas,  o  curvas, 
en  la  región  rectangular  a  lo  largo  de  la  cual  la  temperatura  u(x,  y)  es  constante,  pueden 
obtenerse  utilizando  las  herramientas  de  graficación  de  contornos  de  un  CAS  y  se  ilustran 
en  la  figura  1 1.14¿>).  Las  isotermas  también  pueden  visualizarse  como  las  curvas  de  inter¬ 
sección  (proyectadas  en  el  plano  xy)  de  los  planos  horizontales  u  =  80,  u  =  60,  etc.,  con 
la  superficie  de  la  figura  1 1 . 14a).  Observe  que  en  toda  la  región  la  temperatura  máxima  es 
u  =  100  y  se  presenta  en  la  porción  de  la  frontera  correspondiente  a  y  =  1 .  Esto  no  es  co¬ 
incidencia.  Existe  un  principio  del  máximo  que  establece  que  una  solución  u  de  la  ecua¬ 
ción  de  Laplace  dentro  de  una  región  acotada  R  con  frontera  B  (tal  como  un  rectángulo, 
un  círculo,  una  esfera,  etc.)  toma  sus  valores  máximo  y  mínimo  en  B.  Además,  es  posible 
demostrar  que  u  puede  no  tener  extremo  relativo  (máximo  o  mínimo)  en  el  interior  de  R. 
Este  último  argumento  está  respaldado  por  la  superficie  ilustrada  en  la  figura  1 1.14a). 


u(x. 


a )  Superficie 


b )  Isotermas 


Figura  11.14  La  superficie  es  una 
gráfica  de  sumas  pardales  cuando 
/(x)  =  100  y  a  =  b  =  1  en  la 
ecuación  (10) 


EL  valor  máximo  de 
u  se  encuentra  en  la 
frontera  de  la  región  R. 

— 


M  Principio  de  superposición  El  problema  de  Dirichlet  para  un  rectángulo  puede 
resolverse  fácilmente  por  separación  de  variables  cuando  las  condiciones  homogéneas 
de  frontera  están  especificadas  en  dos  fronteras  paralelas.  Sin  embargo,  el  método  de 
separación  de  variables  no  se  aplica  al  problema  de  Dirichlet  cuando  las  condiciones 
de  frontera  son  no  homogéneas  en  los  cuatro  lados  del  rectángulo.  Para  salvar  esta  difi¬ 
cultad,  dividimos  el  problema 


d2u 

d2u 

0  <  y  <  b 

—  =  0, 

X 

V 

o 

<  a, 

dx2 

dy2 

o,  y) 

=  F(y), 

u(a,  y) 

=  G(y), 

0  <  y  <  b 

u(x,  0) 

=  f(x), 

u(x,  b) 

=  g(x), 

0  <  x  <  a 
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en  dos  problemas,  cada  uno  de  los  cuales  tiene  condiciones  de  frontera  homogéneas  en 
fronteras  paralelas,  como  se  ilustra. 


Problema  1 

(  ' 

d2llx  d2ul 

— t-  H - —  =  0,  0  <  x  <  a,  0  <  y  <  b 

dx  dy 

u¡( 0,  y)  =  0,  y)  =  0,  0  <  y  <  b 

w,(x,  0)  =  f(x),  u  i  (x,  b )  =  g(x),  0  <  x  <  a 


r 


Problema  2 

_ A _ 


d2U2  d2Un 

- -  H - -  =  I 

dx2  dy2 

m2(0,  y)  =  F(y), 


0  <  x  <  a, 
u2{a,y)  =  G(y), 


'i 

0  <y  <  b 
0  <  y  <  b 


u2(x,  0)  =  0, 


u2{x,  b)  =  0,  0  <  x  <  a 


Suponga  que  u,  y  u2  son  las  soluciones  de  los  problemas  1  y  2,  respectivamente.  Si 
definimos  u(x,  y)  =  íq(x,  y)  +  u2(x,  y),  vemos  que  u  satisface  todas  las  condiciones  de 
frontera  del  problema  original  (11).  Por  ejemplo: 

u( 0,  y)  =  Ml(0,  y)  +  w2(0,  y)  =  0  +  F(y)  =  F(y) 
u(x,  b)  =  Uyix,  b)  +  m2(x,  b )  =  g(x)  +  0  =  g(x) 

y  así  sucesivamente.  Además,  por  el  teorema  11.1,  u  es  una  solución  de  la  ecuación  de 
Laplace.  En  otras  palabras,  hemos  resuelto  el  problema  original  al  resolver  los  proble¬ 
mas  1  y  2  y  sumando  sus  soluciones.  Esta  propiedad  aditiva  de  las  soluciones  se  conoce 
como  principio  de  superposición.  Vea  la  figura  1 1.15. 


Figura  11.15  La  solución  u  =  solución  ¿q  del  problema  1  +  solución  u2  del  problema  2 


Se  deja  al  lector  como  ejercicio  (consulte  los  problemas  13  y  14  de  los  ejercicios 
1 1.5)  demostrar  que  una  solución  al  problema  1  es 


wi(x,  y) 


oo  ( 

2  I  Al  cosl' 

n=  1  l 


YITT  7777 

h  y  +  Bn  senh  — 


ITT 

O A 


7777 

, 

a 


donde 


2 

a 


/(x) sen 

Jo 


7777 

—  x  dx 
a 


= 


7777  \a 

sentí  —  b  0 
a 

y  que  una  solución  al  problema  2  es 


7777  7777  . 

g(x)  sen  — -  x  dx  —  An  cosh  —  b  ), 


Sf 

n=  1  L 


.  „  .  «77  «77  j  «77 

m2(x,  v)  =  V  s  An  cosh  —  x  +  Bn  senh  —  x  7  sen  —  v, 

b  b  J  b 


donde 


2 

A,  =  - 
b) 


«77 

F(y)  sen  —  y  dy 
b 


B„  = 


1 


«77  \b 

senh  —  a  v  0 
b 


«77  «77  . 

G(v)  sen  —  y  dy  —  An  cosh  —  a  . 
b  b 
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EJERCICIOS  11.5  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-26. 


En  los  problemas  del  1  al  10,  resuelva  la  ecuación  de  Laplace  En  los  problemas  13  y  14,  resuelva  la  ecuación  de  Laplace  (1) 
( 1)  para  una  placa  rectangular  sujeta  a  las  condiciones  de  fron-  para  una  placa  rectangular  sujeta  a  las  condiciones  de  frontera 
tera  que  se  proporcionan.  que  se  proporcionan. 


1 .  m( 0,  y)  =  0,  u(a,  y)  =  0 
u(x,  0)  =  0,  u(x,  b)  =  f(x ) 

2.  u( 0,  y)  =  0,  u(a,  y)  =  0 


3. 


4. 


5. 


6. 


7. 

8. 

9. 

10. 


dll 

dy  y  =  0 
u( 0,  y) 
u(x,  0) 
du 
dx 
u(x,  0) 
m(0,  y) 
du 


=  0,  u(x,  b)  =  f(x) 

=  0,  u(a,  y)  =  0 
=  /O),  u{x,  b)  =  0 
du 

=  0,  —  =0 
'ir  x=a 

=  x,  u{x,  b)  =  0 
=  0,  m(1,  y)  =  1  —  y 


dy 


y  =  0 


du 

=  o,  — 

dy 


=  0 


y=  1 


du 

w(0,  y)  =  g(y),  — 

dx 


=  0 


y  =  0 


du 
dy 
du 
dx 
u(x,  0) 
u(  0,  y) 
du 
dy 
m(0,  y) 
u(x,  0) 


=  0, 


du 

dy 


=  0 


y  =  0 


=  w( 0,  y),  u(tt,  y)  =  1 

=  0,  u(x,  t r)  =  0 
=  0,  w(l,  y)  =  0 

=  u(x,  0),  u(x,  1)  =  f(x) 

0,  u{  1,  y)  =  0 
100,  u(x,  1)  =  200 
du 

=  lOy,  —  =  -1 


w(0,  y) 
u(x,  0)  =  0,  u(x,  1)  =  0 


dx 


En  los  problemas  11  y  12,  resuelva  la  ecuación  de  Laplace  (1) 
para  la  placa  semiinfinita  que  se  extiende  en  la  dirección  positiva 
de  y.  En  cada  caso,  suponga  que  u(x,  y)  está  acotada  en  y  — >  oo. 


11. 


12. 


y 


u  =  0 


u  =  0 


0  f  n 
u  =/( x) 


aislada 


0 


/ 


u  =f{x) 


K 


Figura  11.16  Placa  Figura  11.17  PLaca 

semiinfinita  para  el  problema  11  semiinfinita  para  el  probLema  12 


13.  u( 0,  y)  =  0,  u(a,  y)  =  0 

u( x,  0)  =  f(x),  u(x,  b)  =  g(x) 

14.  u( 0,  y)  =  F(y),  u(a,  y)  =  G(y ) 
u(x,  0)  =  0,  u(x,  b)  =  0 

En  los  problemas  15  y  16,  utilice  el  principio  de  superposición 
para  resolver  la  ecuación  de  Laplace  (1)  para  una  placa  cua¬ 
drada  sujeta  a  las  condiciones  de  frontera  que  se  proporcionan. 

15.  «(0,  y)  =  1,  u(tt,  y)  =  1 
U(X,  0)  =  0,  ü(x,  77)  =  1 

16.  w(0,  y)  =  0,  u{ 2,  y)  =  y(2  —  y) 

.  .  ,  N  f  x,  0  <  x  <  l 

u(x,  0)  =  0,  u(x,  2)  =  < 

i  2  -  x,  1  <  x  <  2 

1 7.  En  el  problema  16,  ¿cuál  es  el  valor  máximo  de  la  tem¬ 

peratura  u  para  0  s  r  <  2,  0  s  y  <  2? 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

18.  a )  En  el  problema  1,  suponga  que  a  =  b  =  77  y  f{x)  = 

100x(77  —  x).  Sin  utilizar  el  bosquejo  de  la  solu¬ 
ción  u(x,  y),  a  mano,  ¿cómo  se  vería  la  superficie 
sobre  la  región  rectangular  definida  por  0  <  x  <  tt, 

0  <  y  <  7r? 

b)  ¿Cuál  es  el  valor  máximo  de  la  temperatura  u  para  0 

<I<77,  0SyS77? 

c)  Utilice  la  información  del  inciso  a)  para  calcular  los 
coeficientes  de  su  respuesta  al  problema  1.  Después, 
mediante  la  aplicación  gráfica  3D  de  su  CAS,  trace 
la  suma  parcial  S5(x,  y)  consistente  en  los  primeros 
cinco  términos  de  la  solución  encontrada  en  el  inci¬ 
so  a)  para  0  <  x  <  77,  0  <  y  <  tt.  Emplee  diferentes 
perspectivas  y  después  compárelas  con  el  inciso  a). 

1 9.  a)  Utilice  la  aplicación  gráfica  de  contorno  de  su  CAS 

para  graficar  las  isotermas  u  =  170,  140,  110,  80, 
60,  30  para  la  solución  del  problema  9.  Utilice  la 
suma  parcial  S5(x,  y)  consistente  en  los  primeros 
cinco  términos  diferentes  de  cero  de  la  solución. 

b)  Mediante  la  aplicación  gráfica  de  contorno  de  su 
CAS,  grafique  la  suma  parcial  S5(x,  y). 

20.  Utilice  la  aplicación  gráfica  de  contorno  de  su  CAS  para 
graficar  las  isotermas  u  =  2,  1,  0.5,  0.2,  0.1,  0.05,  0, 
—0.05  para  la  solución  del  problema  10.  Emplee  la 
suma  parcial  S5(x,  y)  que  consiste  en  los  primeros  cinco 
términos  diferentes  de  cero  de  la  solución. 
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Problemas  de  análisis 

2 1 .  Resuelva  el  problema  de  Newmann  para  un  rectángulo: 


d2u 

d2u 

+ 

-  = 

0, 

0  <  x  <  a 

0 

< 

y 

< 

b 

dxr 

dy2 

du 

=  o. 

du 

=  0,  0 

— 

— 

< 

< 

a 

dy 

y  =  0 

dy 

y  =  b 

du 

du 

=  g(y% 

x  =  a 

dx 

x  =  0 

=  0, 

dx 

0 

< 

y 

< 

b. 

Explique  por  qué  una  condición  necesaria  para  que  la 
solución  u  exista  es  que  g  satisfaga 

íb 

g{y)dy  =  0. 

Con  frecuencia,  a  esto  se  le  conoce  como  la  condición 
de  compatibilidad.  Investigue  más  a  fondo  a  este  res¬ 
pecto  y  explique  dicha  condición  con  fundamentos  físi¬ 
cos. 


11.6  Problemas  de  valores  en  la  frontera  ] 
no  homogéneos 

I  Introducción  Se  dice  que  un  problema  de  valores  en  la  frontera  es  no  homogéneo 
cuando  la  ecuación  diferencial  parcial  o  las  condiciones  de  frontera  son  no  homogéneas. 
Por  ejemplo,  un  problema  característico  de  valores  en  la  frontera  no  homogéneo  de  la 
ecuación  de  calor  es 

d2u  ,  du 

k  — 1  +  F(x ,  /)  =  — ,  0  <  x  <  L,  f  >  0 
dx2  dt 

u( 0,  t)  =  u0(t),  u(L ,  t)  =  u{(t),  t  >  0  (1) 

u(x,  0)  =  f(x),  0  <  x  <  L. 


Podemos  interpretar  este  problema  como  un  modelo  desarrollado  para  investigar  la  dis¬ 
tribución  de  temperatura  u  dentro  de  una  varilla  de  longitud  L  cuando  se  está  generando 
calor  internamente  a  velocidad  F(x,  í);  la  temperatura  en  los  extremos  de  la  varilla  varía 
respecto  al  tiempo  t.  El  método  de  separación  de  variables  puede  no  ser  aplicable  a  un 
problema  de  valores  en  la  frontera  si  la  ecuación  diferencial  parcial  o  las  condiciones  de 
frontera  son  no  homogéneas.  Por  ejemplo,  cuando  se  genera  calor  a  velocidad  constante 
r  dentro  de  la  varilla,  la  ecuación  de  calor  dada  en  ( 1 )  toma  la  forma 


d2u 

dx2 


+  r  =  — . 


du 

dt' 


(2) 


Se  puede  observar  fácilmente  que  la  ecuación  (2)  no  es  separable.  Por  otro  lado,  suponga 
que  deseamos  resolver  la  ecuación  de  calor  usual  kuxx  =  u,  cuando  las  fronteras  x  =  0  y  x  = 
L  se  mantienen  a  las  temperaturas  u0  y  ut  que  son  diferentes  de  cero.  Aunque  la  sustitución 
m(x,  í)  =  X(x)T(t )  separa  la  ecuación  diferencial  parcial,  nos  vemos  imposibilitados  para 
determinar  los  valores  propios  y  las  funciones  propias,  ya  que  no  se  puede  llegar  a  ninguna 
conclusión  respecto  a  X(0)  y  X(L)  a  partir  de  u(fl,t)  =  X(0  )T(t)  =  u0yu(L,t)  =  X(L)T(t)  =  u¡. 


I  Cambio  de  variable  dependiente  En  esta  sección  consideramos  diversos  tipos  de 
problemas  de  valores  en  la  frontera  no  homogéneos  que  pueden  resolverse  mediante  el 
cambio  de  la  variable  dependiente  u  por  una  nueva  variable  dependiente  v  aplicando  la 
sustitución  u  =  v  +  ip,  donde  iji  es  una  función  por  determinar. 


■  Ecuaciones  diferenciales  parciales  y  condiciones  de  frontera  independientes 

del  tiempo  En  primera  instancia,  consideramos  un  problema  de  valores  en  la  frontera 
no  homogéneo  como  (1),  donde  el  término  fuente  de  calor  F  y  las  condiciones  de  fronte¬ 
ra  son  independientes  del  tiempo: 

d2u  ,  du 

k  — y  +  F(x)  =  — ,  0  <  x  <  L,  t  >  0 
dx2  dt 

u( 0,  t)  =  u0,  u(L,  t)  =  M,,  t  >  0  (3) 

u(x,  0)  =  f(x),  0  <  x  <  L. 
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En  la  ecuación  (3),  u0  y  ul  expresan  constantes.  Mediante  el  cambio  de  la  variable  depen¬ 
diente  u  por  una  nueva  variable  dependiente  v  empleando  la  sustitución  u(.x.  t)  =  v(x,  t) 
+  ip(x),  (3)  puede  reducirse  a  dos  problemas: 

Problema  1:  {kip"  +  F(x)  =  0,  ip( 0)  =  w0,  ip(L)  =  ux 

Íd2v  dv 
dx2  dt  ’ 

v(0,  t)  =  0,  v(L,  t)  =  0 
v(x,  0)  =  f(x)  -  i ¡j(x). 

Observe  que  la  ecuación  diferencial  ordinaria  del  problema  1  puede  resolverse  mediante 
integración.  Sin  embargo,  el  problema  2  es  un  problema  de  valores  en  la  frontera  homo¬ 
génea  que  puede  resolverse  directamente  por  separación  de  variables.  Una  solución  del 
problema  original  es,  por  lo  tanto. 

Solución  u  =  Solución  ip  del  problema  1  +  Solución  v  del  problema  2. 

En  los  dos  problemas  anteriores  no  se  proporciona  nada  que  deba  ser  memorizado, 
sin  embargo,  lleve  a  cabo  la  sustitución  u(x,  i)  =  v(x,  t )  +  i p(x)  como  se  indica  en  el 
ejemplo  siguiente. 


Ejemplo  1  Ecuaciones  diferenciales  parciaLes  y  condiciones  de  frontera 
independientes  del  tiempo 

Resuelva  la  ecuación  (2)  sujeta  a 

u( 0,  t)  =  0,  u(  1,  t)  =  u0,  t>  0 

u(x,  0)  =  /(x),  0  <  x  <  1 . 


Solución  Tanto  la  ecuación  diferencial  parcial  como  la  condición  en  la  frontera  dere¬ 
cha  x  =  1  son  no  homogéneas.  Si  establecemos  n(x,  i)  =  v(x,  t)  +  i p(x),  entonces 


d2u 

dx2 


d2v 
dx 2 


+  f 


dll  dv 
dt  dt 


(4) 


puesto  que  ip,  =  0.  Sustituyendo  los  resultados  de  (4)  en  (3)  obtenemos 


d2v 


dv 


k  — a  +  kip"  +  r  =  — . 


dx 


dt 


(5) 


La  ecuación  (5)  se  reduce  a  una  ecuación  diferencial  parcial  homogénea  si  demandamos 
que  i//  sea  una  función  que  satisfaga  la  ecuación  diferencial  ordinaria 


kip"  +  r  =  0  o 

k 

Integrar  la  última  ecuación  dos  veces  da  como  resultado 

r  2 

<Kx)  =  -  —  x  +  cqx  +  c2.  (6) 

2  k 

Además,  n(0,  t )  =  v(0,  t)  +  <p(0)  =  0 

u{  1,  t )  =  v(l,  t)  +  ip(l)  =  u0. 

Tenemos  v(0,  t)  =  0  y  v(l,  /)  =  0,  siempre  y  cuando  seleccionemos 

<A(0)  =  0  y  ijr(l)  =  u0. 
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Aplicar  las  dos  últimas  condiciones  a  (6)  nos  da,  a  su  vez,  c2  =  0  y  =  r/2k  +  u0.  En 
consecuencia, 


üi(x)  = - x 2  +  ( - b  í/n  )x. 

’  2 k  \2k  7 

Por  último,  la  condición  inicial  u(x,  0)  =  v(x,  0)  +  i//(x)  implica  que  v(x,  0)  =  n(x,  0)  — 
if/(x)  =  /(x)  —  ifi(x).  Entonces,  para  determinar  v(x,  t),  resolvemos  el  nuevo  problema  de 
valores  en  la  frontera  homogéneo 

d2v  dv 

k y  =  — ,  0  <  X  <  1,  t  >  0 

dx2  dt 

v(0,  t)  =  0,  v(l ,  i)  =  0,  t  >  0 
v(x,  0)  =  f(x)  +  ^x2  -  í  ^  0  <  x  <  1 

mediante  separación  de  variables.  De  la  manera  acostumbrada  obtenemos 

OO 

v(x,  0  =  2  Ane  k" 77 '  sen  nirx, 

n=  i 

donde  la  condición  inicial  v(x,  0)  determina  los  coeficientes  senoidales  de  Fourier: 

A  =  2  f(x)  H - x2  -  f  — — h  Un 

J0  L  2 k  \2k  0 

Al  sumar  i p(x)  y  v(x,  t)  obtenemos  una  solución  del  problema  original: 

r'  sen  mrx,  (g) 

donde  los  coeficientes  An  se  encuentran  definidos  en  (7). 


sen  mrx  dx. 


(7) 


Observe  en  (8)  que  u(x,  t)  — >  i \j(x)  conforme  t  oo.  En  el  contexto  del  problema  de 
valores  en  la  frontera  dado,  i ¡>  se  denomina  solución  de  estado  estable.  Puesto  que  v(x,  t) 
— >  0  cuando  t  — »  oo,  v  se  llama  solución  transitoria. 


■  Ecuaciones  diferenciales  parciales  y  condiciones  de  frontera  dependientes  del 
tiempo  Regresemos  al  problema  planteado  en  (1),  donde  el  término  fuente  de  calor  F 
y  las  condiciones  de  frontera  dependen  del  tiempo.  De  manera  intuitiva,  esperaríamos 
que  el  modo  de  enfrentar  este  problema  fuera  una  extensión  natural  del  procedimiento 
realizado  en  el  ejemplo  1,  es  decir,  la  búsqueda  de  una  solución  de  la  forma  (x,  t)  =  v(x, 
0  +  i//  (x,  t).  Mientras  que  esta  última  forma  de  la  solución  es  correcta,  en  general,  no  es 
posible  encontrar  una  función  de  dos  variables  i jj{x,  t)  que  reduzca  el  problema  planteado 
en  v(x,  t)  a  uno  homogéneo.  Para  comprender  por  qué  esto  es  así,  veamos  lo  que  sucede 
cuando  u(x,  t)  =  v(x,  t)  +  i \/(x,  t)  se  sustituye  en  (1).  Como 


d2u  d2v  d2i fi 

+ 


du  dv  dip 
dt  dt  dt  ’ 


(1)  se  convierte  en 


<52v  d2ip  dv  di ¡j 

k  — y  +  k  — y  +  F(x,  t)  = - 1 - 

dx2  dx2  dt  dt 

v(0,  t )  +  i//(0,  t)  =  u0(t),  v(L,  i)  +  i fj(L,  t )  =  «0(r) 

v(x,  0)  =  f(x)  -  i ft(x,  0). 


(9) 


(10) 
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En  (10),  las  condiciones  de  frontera  de  v  serán  homogéneas  si  demandamos  que 

*A(0,  t )  =  u0(t),  i ¡f(L,  t)  =  m0(í).  (11) 

Si,  en  este  punto,  fuéramos  a  seguir  los  mismos  pasos  aplicados  en  el  método  del  ejem¬ 
plo  1,  trataríamos  de  forzar  a  que  el  problema  en  (10)  fuera  homogéneo  resolviendo  kipxx 
+  F( x,  t)  =  ip,  y,  posteriormente,  imponiendo  las  condiciones  de  (11)  en  la  solución  iji. 
En  vista  de  que  la  ecuación  definida  por  i/j  es,  en  sí  misma,  una  ecuación  diferencial 
parcial  no  homogénea,  ese  enfoque  sería  una  expectativa  poco  realista.  Trataremos  con 
una  táctica  diferente  por  completo  diseñando  simplemente  una  función  ip  que  satisfaga 
ambas  condiciones  de  (1 1).  Una  de  tales  funciones  está  dada  por 

<K*,  t )  =  u0(t)  +  j-  [Mj(r)  -  m0(í)].  (12) 

Volvemos  a  inspeccionar  la  ecuación  (10)  y  observamos  que  haber  seleccionado  el  valor 
de  ip  como  se  hizo,  representó  alguna  simplificación  adicional  ya  que  ipxx  =  0.  Ahora 
comenzamos  de  nuevo.  En  esta  ocasión,  si  sustituimos 

X 

u(x,  t )  =  v(x,  t )  +  u0(t)  +  —  [ux(t)  —  m0(í)]  (13) 

el  problema  ( 1)  se  convierte  en 

d2v  .  .  dv 

k  — -  +  G(x,  t )  =  — ,  0  <  x  <  L,  f  >  0 
dx2  v  ’  dt 

v(0,  í)  =  0,  v(L,  í)  =  0,  t  >  0  (14) 

v(x,  0)  =  f(x)  —  ip(x ,  0),  0  <  x  <  L, 

donde  G{x,  t )  =  F{x,  t)  —  i pt.  Mientras  el  problema  (14)  aún  sea  no  homogéneo  (las 
condiciones  de  frontera  son  homogéneas  pero  la  ecuación  diferencial  parcial  es  no  ho¬ 
mogénea)  resulta  factible  de  resolver.  El  método  de  solución  de  (14)  está  ligeramente 
involucrado,  por  lo  que  antes  de  mostrarlo  con  un  ejemplo  específico,  delinearemos 
primero  la  estrategia  básica: 

Suponga  que  los  coeficientes  dependientes  del  tiempo  v„(?)  y  G„(0  pueden  ser 
tales  que  en  (14)  v(x,  t)  y  G(x,  t )  puedan  desarrollarse  en  la  serie 

v(u  0=2  V«W  sen  ,  x  y  G(x’ f)  =  2G»W  sen  — x,  (15) 

donde  sen(«7rx/¿),  n  =  1,  2,  3, . . .  son  las  funciones  propias  de  X"  +  \X  =  0,  X(0) 
=  0,  X(L)  =  0  correspondientes  a  los  valores  propios  A„  =  a 2  =  n2 jr/l}.  Este 
problema  de  Sturm-Liouville  se  habría  obtenido  de  haber  aplicado  la  separación  de 
variables  a  los  problemas  de  valores  en  la  frontera  asociados  de  (14).  En  la  ecua¬ 
ción  (15)  observe  que  la  serie  supuesta  para  v(x,  t )  ya  satisface  las  condiciones  de 
frontera  de  (14).  Ahora  sustituya  la  primera  serie  de  (15)  en  la  ecuación  diferencial 
parcial  no  homogénea  (14),  agrupe  los  términos,  e  iguale  la  serie  resultante  con  el 
desarrollo  en  serie  real  calculada  para  G(x,  í). 

Este  método  se  ilustra  mediante  el  ejemplo  siguiente. 


Ejemplo  2  Ecuaciones  diferenciales  parciales  y  condiciones  de  frontera 
dependientes  deL  tiempo 


Resuelva 


d2u 


du 


— y  =  — ,  0  <  x  <  1,  f  >  0 
dx2  dt 

u(0,  t)  =  eos  t,  w(l,  t)  =  0,  t  >  0 
w(x,  0)  =  0,  0  <  x  <  1. 
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Solución  Comparamos  este  problema  con  (1)  mediante  la  identificación  de  k=  1  ,L=  1, 
F(x,  t)  =  0,  m0(í)  =  eos  t,  u¡(t)  =  0,  y/(x)  =  0.  Iniciamos  con  la  construcción  de  A 
partir  de  (12)  obtenemos 

ifi  ( x ,  t)  =  eos  t  +  x  [0  —  eos  t  ]  =  (1  —  x)  eos  í, 

y  después  utilizamos  la  sustitución  tal  como  se  indica  en  (13) 

u(x,  t)  =  v{x,  t)  +  (1  —  x)  eos  t  (16) 

para  obtener  el  problema  de  valores  en  la  frontera  para  v(x,  t ): 

d2v  .  „  dv 

— x  +  ( 1  —  x)  sen  t  =  — .  0  <  x  <  1 ,  í  >  0 
dx2  K  ’  dt 

v(0,  t)  =  0,  v(l,  t)  =  0,  t  >  0  (17) 

v(x,  0)  =  x  —  1,  0  <  x  <  1. 

Los  valores  propios  y  las  funciones  propias  del  problema  de  Sturm-Liouville 
X"  +  \X  =  0,  X(0)  =  0,  X(l)  =  0 

se  calculan  como  A„  =  crn  =  h2tt2  y  sen  mrx,  n  =  1,  2,  3,  ...  .  Con  G(x,  í)  = 
(1  —  x)  sen  t  suponemos  que  para  un  valor  fijo  de  t,  a  partir  de  (15),  v  y  G  pueden  escri¬ 
birse  como  la  serie  seno  de  Fourier: 

OO 

v(x,  t)  =  2vn(0  senriTrx,  (18) 

n=  1 

oo 

y  (1  —  x)sení  =  ^  Gn(t)  senmrx.  (19) 

n=  1 


Al  manejar  a  t  como  un  parámetro,  los  coeficientes  G„  de  (19)  pueden  ser  calculados: 

r  1  r  1  , 


2 

Gn(t)  =  - 

1 


(1  —  x)  sen  t  sen  mrx  dx  =  2  sen  t  ( 1  —  x)  sen  mrx  dx  =  —  sen  t. 

mr 

o  Jo 


Por  lo  tanto. 


(1  —  xlsení  =  "V  —  sen  t  sen  mrx. 

v  '  yi'Tr 


(20) 


Podemos  determinar  los  coeficientes  vn(t)  sustituyendo  (19)  y  (20)  en  la  ecuación  dife¬ 
rencial  parcial  (17).  Con  este  objetivo  en  mente,  las  derivadas  parciales  de  v  son 


eso 

TT=  2  v„(t)(-n27T2)  sen; 
dx  „  =  , 


dv  ^  ,,  , 

y  —  =  2j  v>M  senmrx.  (21) 

ót  „=i 


Escribimos  la  ecuación  diferencial  parcial  como  v,  —  vn  =  (1  —  x)  sen  t  y  utilizamos  las 
ecuaciones  (20)  y  (21)  para  obtener 

2  sen  t 

2  [v,[(f)  +  n2Tr2v„(t)]ssn  mrx  =  ^  - senn7rx. 

n  =  1  n  =  1  n7T 

Enseguida  igualamos  los  coeficientes  de  sen  mrx  en  cada  miembro  de  la  igualdad  y 
resulta 


v„'(r)  +  n2rr2vn{t)  = 


2senf 


Para  cada  n,  la  última  ecuación  es  una  ecuación  diferencial  ordinaria  lineal  de  primer 
orden  cuya  solución  general  es 

2  / H2i72sení  —  cosí 

V„(0  =  -  - 44,, - 

mr  \  trrr4  +  1 


+  C,e 
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donde  Cn  representa  la  constante  arbitraria.  Por  lo  tanto,  la  forma  supuesta  para  v(x,  í)  en 
(18)  puede  escribirse  como 


v{x,  t)  = 


“  f  n2 

Sí2- 

n  -  1  L  1 


Sí  2  2,1 

-+  c„e— n 


sen  mrx. 


(22) 


mr(n47r4  +1) 

C„  puede  calcularse  aplicando  la  condición  inicial  v(x,  0)  a  la  ecuación  (22).  A  partir  de 
la  serie  seno  de  Fourier 

-2 


1  = 


,^¡  {  mr(n4TT4  +1)  "} 


+  C„  >  senmrx 


podemos  observar  que  la  cantidad  entre  corchetes  representa  los  coeficientes  seno  de 
Fourier  b„  para  x  —  1 .  Esto  es, 


-2 


mr(n4  tt4  +  1) 
Por  lo  tanto, 


+  C  =  2 


-2 

(x  —  l)sen  iittx  dx  o  - — ¡ — : - - 

0  V  ’  nv(n4v4  +  1) 

2  2 

C„  = 


+  c„  — 


-2 


mr(n4TT4  +1)  n7T 
Sustituimos  el  último  resultado  en  (22)  para  obtener  una  solución  de  la  ecuación  (17), 


v(x,  t)  = 

7 T 


SÍ- 

n  =  1  l 


n(n4TT4  +  1) 


t  +  e~M 

1)  «  J 


sen/7  ttx. 


Por  último,  a  partir  de  la  ecuación  (16)  se  deduce  que  la  solución  u(x,  í)  deseada  es 

sen/77r.Y.  □ 


,  ,  ,  2  f  n27r2sen  t  -  cosí  +  e  " 771  e  ',"’ríl 

u(x,  t)  =  (1  -  x)cost  +  —  2,  \ - 24  4  ,  n - —  f  S( 

77  n=l  l  77(77  77  +  1)  TI  J 


Comentarios 


i)  Si  el  problema  de  valores  en  la  frontera  tiene  condiciones  de  frontera  homogéneas  y 
un  término  dependiente  del  tiempo  F{x,  t)  en  la  ecuación  diferencial  parcial,  entonces 
no  es  necesario  cambiar  la  variable  dependiente  sustituyendo  u(x,  i)  =  v(x,  í)  +  ij/  O,  í). 
Por  ejemplo,  si  u0  y  u¡  son  0  en  un  problema  tal  como  el  (1),  entonces  podemos  deducir 
a  partir  de  (12)  que  i jj(x,  í)  =  0.  El  método  de  solución  es  básicamente  un  ataque  frontal 
contra  la  ecuación  diferencial  parcial  suponiendo  los  desarrollos  en  series  ortogonales 
apropiadas  para  u(x,  t)  y  F(x,  í).  De  nuevo,  si  un  y  u¡  son  0  en  (1),  la  solución  comienza 
con  los  supuestos  dados  en  (15),  donde  los  símbolos  v  y  G  se  reemplazan  naturalmente 
por  u  y  F,  respectivamente.  Consulte  los  problemas  del  13  al  16  de  los  ejercicios  11.6. 
En  los  problemas  17  y  18  de  los  ejercicios  1 1.6,  usted  tendrá  que  construir  i//(v,  í)  tal 
como  se  ilustra  en  el  ejemplo  2.  Vea  también  el  problema  20  de  los  ejercicios  1 1.6. 

ii )  No  enfatice  especialmente  el  hecho  de  que  utilizamos  la  ecuación  de  calor  a  lo  largo 
del  análisis  anterior.  El  método  examinado  en  el  ejemplo  1  puede  aplicarse  tanto  a  la 
ecuación  de  onda  como  a  la  de  Laplace.  Consulte  los  problemas  del  1  al  12  de  los  ejer¬ 
cicios  1 1 .6.  El  método  presentado  en  el  ejemplo  2  se  fundamenta  en  la  dependencia  del 
tiempo  en  el  problema,  por  ello  no  es  aplicable  a  problemas  de  valores  en  la  frontera 
que  involucren  la  ecuación  de  Laplace. 


EJERCICIOS  11.6  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-26. 


Ecuaciones  diferenciales  parciales 
y  condiciones  de  frontera  independientes 
del  tiempo 

En  los  problemas  1  y  2,  resuelva  la  ecuación  de  calor  kuxx  =  u„ 
0  <x<  l,í>0  sujeta  a  las  condiciones  que  se  proporcionan. 

1.  í/(0,  í)  =  100,  í/(1,  í)  =  100 


u(x,  0)  =  0 

2.  7/(0,  í)  =  u0,  7/(1,  í)  =  0 
u{x,  0)  =  f(x) 

En  los  problemas  3  y  4,  resuelva  la  ecuación  de  calor  (2)  sujeta 
a  las  condiciones  dadas. 

3.  7/(0,  í)  =  770,  7/(  1,  í)  =  TZo 

7/(x,  0)  =  0 
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4.  í<(0,  t)  =  U0,  u(l,t)  =  M| 
u{x,  0)  =  /(x) 

5.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


d2u 


du 


+  Ae  =  — ,  /3  >  0,  0  <  x  <  1,  í  >  0 


d2u 

d.x2 


du 

hu  =  — ,  0  <x  <  tt,  t>  0 
dt 


d¿u 


du 


d2u 


d-u 


dx 


r,  +  AX  =  -  , 

2  dt2 


u(x,  0)  =  0, 


dt 


=  0,  0  <  x  <  1 . 


permite  que  la  cuerda  caiga  por  su  propio  peso  en  t  >  0, 
el  desplazamiento  u{x,  t)  satisface 


d2u 


d2u 


dx  dt 

u( 0,  i)  =  0,  u(  1,  t)  =  0,  t  >  0 
u(x,  0)  =  f(x),  0  <  x  <  1, 

donde  A  es  una  constante.  La  ecuación  diferencial  par¬ 
cial  es  una  forma  de  la  ecuación  de  calor  cuando  éste 
se  genera  dentro  de  una  varilla  delgada  debido  al  decai¬ 
miento  radiactivo  del  material. 

6.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


a “  — x  ~  g  =  — - ,  0  <  x  <  1 ,  t  >  0, 
dx~  dt 

donde  g  es  la  aceleración  de  la  gravedad.  Despeje  u(x,  t). 

1 1 .  Determine  la  temperatura  constante  u(x,  y )  en  la  placa 
semiinfinita  ilustrada  en  la  figura  11.18.  Suponga  que 
la  temperatura  se  acota  cuando  x  —>  oo.  [Sugerencia: 
Utilice  u(x,  y)  =  v(x,  y)  +  <jj(y).] 


y 

i 

u  =  0 
0 


U  -  Uq 


u( 0,  t)  =  0,  u(tt,  t)  =  u0,  t>  0 
u(x,  0)  =  0,  0  <  X  <  TT. 

La  ecuación  diferencial  parcial  es  una  forma  de  la  ecua¬ 
ción  de  calor  cuando  éste  se  pierde  por  radiación  prove¬ 
niente  de  la  superficie  lateral  de  una  varilla  delgada  en 
un  medio  que  se  encuentra  a  temperatura  de  cero. 

7.  Encuentre  una  solución  de  estado  estable  i ¡j(x)  del  pro¬ 
blema  de  valores  en  la  frontera 


k  — y  —  h(u  —  u^)  =  — ,  0<x<l,f>0 
dx-  dt 

u( 0,  t)  =  u0,  u(l,t)  =  0,  t  >  0 

u(x,  0)  =  f(x),  0  <  x  <  1 . 

8.  Encuentre  una  solución  de  estado  estable  ijj(x)  si  la  va¬ 
rilla  del  problema  7  es  semiinfinita  y  se  extiende  en  la 
dirección  positiva  de  x,  radia  desde  su  cara  lateral  hacia 
un  medio  con  temperatura  de  cero,  y 

u( 0,  i)  =  u0,  lím  u(x,  t)  =  0,  t  >  0 

x—>oo 

u(x,  0)  =  f(x),  x  >  0. 

9.  Cuando  una  cuerda  vibratoria  está  sujeta  a  una  fuerza 
vertical  externa  que  varía  con  la  distancia  horizontal  a 
partir  del  extremo  izquierdo,  la  ecuación  de  onda  toma 
la  forma 


Figura  11.18  Placa  semiinfinita  del  problema  11 

12.  La  ecuación  diferencial  parcial 

d2u  d2u 

— y  H - y  =  ~h,  h  >  0, 

dx2  dy2 

se  presenta  en  muchos  problemas  que  involucran  poten¬ 
cial  eléctrico  y  es  conocida  como  ecuación  de  Poisson. 
Resuelva  la  ecuación  anterior  sujeta  a  las  condiciones 

u( 0,  y)  =  0,  u{i r,  y)  =  1,  y  >  0 
u(x,  0)  =  0,  0  <  x  <  TT. 

Ecuaciones  diferenciales  parciales 
y  condiciones  de  frontera  dependientes 
del  tiempo 

En  los  problemas  del  13  al  18,  resuelva  el  problema  de  valores 
en  la  frontera  dado. 

d2u  ,,  du 

1 3.  — y  +  xe  3  =  — ,  0  <  x  <  tt,  t  >  0 
dx2  dt 

u{ 0,  t)  =  0,  u(ir,  t)  =  0,  t  >  0 

u(x,  0)  =  0,  0  <  x  <  TT. 

d2u  ,,  du 

14.  — y  +  xe  31  =  — ,  0  <  x  <  77,  r  >  0 

dx2  dt 


du 

dx 


du 

=  o,  — 

,v=o  dx 


=  0,  t  >  0 


u(x,  0)  =  0,  0  <  X  <  TT. 


donde  A  es  constante.  Resuelva  esta  ecuación  diferen¬ 
cial  parcial  sujeta  a 

u{ 0,  t)  =  0,  m(1,  i)  =  0,  t  >  0 
du 


15. 


d2u 


du 


,  1  +  x  —  xcos  t  =  — ,  0<x<  1,  t  >  0 

dx2  dt 

u{ 0,  i)  =  0,  m(  1,  t)  =  0,  t  >  0 

m(x,  0)  =  x(l  —  x),  0  <  x  <  1 


16. 


d  u  d  u 

— y  +  senxcosí  =  — y,  0  <  x  <  tt,  t  >  0 
dx2  dt2 


10.  Una  cuerda  inicialmente  en  reposo  sobre  el  eje  x  está 
anclada  en  los  puntos  x  =  0  y  x  =  1  en  el  eje  x.  Si  se 


u(0,  t )  =  0,  u{tt,  í)  =  0,  t  >  0 

=  0,  0  <  x  <  TT 


/  ,  du 

u(x,  0)  =  0,  — 
dt 
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d~u  du 

17.  — 7  =  — ,  O  Cx  <  1,  t  >  0 
dx2  dt 

u( O,  t)  =  sen  t,  m(1,  í)  =  O,  t  >  O 
u(x,  0)  =  O,  O  <  x  <  1 
d2u  du 

18.  —  +  2t  +  3tx  =  — ,  O  <  x  <  1,  t  >  O 

dx2  dt 

u( O,  t)  =  t2,  m(1,  í)  =  1,  t  >  O 

m(jc,  0)  =  x1,  O  <  x  <  1 


Problemas  de  análisis 

1 9.  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera 
d2u  du 

k  — ^  =  — ,  O  <  x  <  L,  t  >  O 
dx2  dt 

u( O,  t )  =  u0,  u(L,  t)  =  u{ 
u{x,  0)  =  /(*), 


éste  es  un  modelo  para  la  temperatura  u  de  una  varilla  de 
longitud  L.  Si  u0  y  u1  son  constantes  diferentes  de  cero, 
¿cuál  esperaría,  de  manera  intuitiva,  que  fuera  la  tempera¬ 
tura  en  el  centro  de  la  varilla  después  de  un  largo  periodo? 
Demuestre  su  argumento. 

20.  Lea  el  inciso  i )  de  los  Comentarios  incluidos  al  final  de  esta 
sección.  Después,  analice  cómo  resolver 

d2u  ,  du 

k  — r  +  F(x ,  t )  =  — ,  0  <  x  <  L,  1  >  0 
dx2  dt 

du  du 

—  =  o,— 

dx  x=0  dx 
u(x,  0)  =  f{x),  0  <  x  <  L. 

Ponga  en  práctica  sus  ideas  resolviendo  el  problema  de 
valores  en  la  frontera  dado  en  este  ejercicio  y  cuyos  valores 
son  k  =  1,  L  =  1,  F(x,  i)  =  tx  y  f(x)  =  0. 


=  0,  t  >  0 

x  —  L 


11.7  Desarrollos  en  series  ortogonales 


B  Introducción  Para  ciertos  tipos  de  condiciones  de  frontera,  el  método  de  separa¬ 
ción  de  variables  y  el  principio  de  superposición  conducen  al  desarrollo  de  una  función 
en  una  serie  infinita  que  no  es  una  serie  de  Fourier.  Para  resolver  los  problemas  de  esta 
sección,  vamos  a  utilizar  el  concepto  de  desarrollos  en  series  ortogonales  o  el  de  series 
de  Fourier  generalizadas  que  se  desarrolló  en  la  sección  10.1. 


Ejemplo  1  Uso  de  desarrollos  en  series  ortogonales 

La  temperatura  de  una  varilla  de  longitud  unitaria  en  la  que  existe  transferencia  de  calor 
desde  su  frontera  derecha  hacia  un  medio  circundante  que  se  mantiene  a  una  temperatura 
constante  de  cero  se  determina  a  partir  de 

d2u  du 

k  — r  =  — ,  0  <  x  <  1 ,  t  >  0 
dx2  dt 

u( 0,  f)  =  0,  —  =  —hu(  1,  t ),  h  >  0,  t  >  0 

dx  x=i 

u( x,  0)  =  1,  0  <  x  <  1. 


Despeje  u( x,  t). 

Solución  Procedemos  exactamente  igual  que  en  la  sección  11.3,  con  u{x,  t)  =  X{x)T(t) 
y  —A  como  la  constante  de  separación,  y  calculamos  las  ecuaciones  diferenciales  ordina¬ 
rias  y  las  condiciones  de  frontera,  respectivamente, 

y'  +  AX  =  0  (1) 

T  +  k\T  =  0  (2) 

X(0)  =  0  y  X'(l)  =  -hX(l).  (3) 
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La  ecuación  (1)  junto  con  las  condiciones  de  frontera  homogéneas  (3)  conforman  un 
problema  habitual  de  Sturm-Liouville: 

X"  +  \X  =  0,  X(0)  =  0,  X'(l)  +  hX(  1)  =  0.  (4) 

Excepto  por  la  presencia  del  símbolo  h,  el  problema  de  valores  en  la  frontera  planteado 
en  (4)  es,  en  esencia,  el  problema  resuelto  en  el  ejemplo  2  de  la  sección  10.5.  Tal  como  en 
dicho  ejemplo,  (4)  posee  las  soluciones  no  üiviales  solamente  en  el  caso  de  que  A  =  a2 
>  0,  a  >  0.  La  solución  general  de  la  ecuación  diferencial  (4)  es  X(x)  =  c¡  eos  ax  +  c2 
sen  ax.  La  primera  condición  de  frontera  de  (4)  da  inmediatamente  c¡  =  0.  Aplicando  la 
segunda  condición  de  frontera  de  (4)  a  X(x)  =  c2  sen  ax  tenemos 


acosa  +  /rsena  =  0  o  tana  = - . 

h 


(5) 


Debido  a  que  las  gráficas  de  y  =  tan  x  y  y  =  —x/h,  h>  0,  tienen  un  número  infinito  de 
puntos  de  intersección  para  x  >  0  (la  figura  10.20  ilustra  el  caso  cuando  h  =  1),  la  última 
ecuación  dada  en  (5)  tiene  un  número  infinito  de  raíces.  Desde  luego,  estas  raíces  depen¬ 
den  del  valor  de  h.  Si  las  raíces  positivas  consecutivas  se  expresan  mediante  an,  n  =  1, 
2,  3,  ... ,  entonces  los  valores  propios  del  problema  son  A„  =  a2,  y  las  correspondientes 
funciones  propias  son  X(x)  =  c2  sen  anx,  n  =  1,  2,  3,  . . .  .La  solución  de  la  ecuación 
diferencial  de  primer  orden  (2)  es  T(t)  =  c3e~ko^  por  lo  que 

OO 

un  =  XT  =  A„e_i:“"'sena,rr  y  u(x,  t)  =  ^  A,^^'  s&nanx. 

n=  1 


Ahora,  en  t  =  0,  u(x,  0)=  1,  0  <  x  <  1,  en  consecuencia 

OO 

1  =  2A»>sen“^-  (6) 
n=  1 


La  serie  mostrada  en  (6)  no  es  una  serie  seno  de  Fourier;  en  vez  de  eso,  es  un  desarrollo 
de  u(x,  0)  =  1  en  términos  de  las  funciones  ortogonales  que  surgen  a  partir  del  problema  de 
Sturm-Liouville  (4).  Se  puede  deducir  que  el  conjunto  de  funciones  propias  {sena„x},  n 
=  1,  2,  3, ... ,  donde  las  a  están  definidas  por  tan  a  =  —alh  es  ortogonal  respecto  a  la 
función  peso  p(x)  =  1  en  el  intervalo  [0,  1].  Con  f(x)  =  1  y  <f>n(x)  =  sena,,*,  a  partir  de 
la  ecuación  (8)  de  la  sección  10.1  es  posible  deducir  que  en  (6)  los  coeficientes  A„  son 

f 1  sen  a„x  dx 

k  = ;  2  ■  (7) 

J  sen  anxdx 

Para  evaluar  la  norma  cuadrada  de  cada  una  de  las  funciones  propias  utilizamos  la  iden¬ 
tidad  trigonométrica: 


1 

sen  2anx  dx 
o 


1 

2 


r  1 

(1  —  cos2a„;c)<¿r 
-"o 


1 

2a„ 


sen  2a 


(8) 


Con  ayuda  de  la  fórmula  del  ángulo  doble  sen  2 an  =  2  sen  a„  eos  a„  y  la  primera  ecuación 
en  (5)  dada  en  la  forma  a„  eos  a„  =  —  h  sen  a„,  podemos  simplificar  (8)  hasta  llegar  a 


Asimismo, 


-'o 


sen2a„xrí.i:  =  — (h  +  cos2a„). 
2  h 


sen  anx  dx  = - eos  anx 


=  — (1  —  cosa,,), 
a 


En  consecuencia,  la  ecuación  (7)  se  convierte  en 

2/?(l  —  cosa,,) 

Á  =  - — 

a„(/t  +  cos2a„) 


558 


CAPITULO  11  ProbLemas  de  valores  en  La  frontera  en  coordenadas  rectangulares 


Por  último,  una  solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera  es 


u(x,  t) 


2  *2 


«  =  i  anih  +  cos2a„) 


sen  a„x. 


□ 


Ejemplo  2  Uso  de  desarrollos  en  series  ortogonales 

El  ángulo  de  torsión  9(x,  t)  de  una  barra  vibratoria  torcida  de  longitud  unitaria  está  de¬ 
terminado  por 


d2e  d2e 


dx 


=  — 7 ,  0  <  x  <  1,  t  >  0 


dt 


<Ko,t)  =  o,f 


0(x,  0)  =  x, 


30 

dt 


=  0,  t  >  0 


=  0,  0  <  x  <  1. 


Vea  la  figura  11.19.  La  condición  de  frontera  presentada  enx=  1  se  llama  condición  de 
extremo  libre.  Despeje  9(x,  t ). 


i. 


e 


*~r 


¿A  barra  torcida 

Figura  11.19  Calcule  el  ángulo  de 
torsión  6 


Solución  Procedemos  igual  que  en  la  sección  1 1.4  con  9(x,  t)  =  X(x)T(t )  y  utilizando 
—A  una  vez  más  como  la  constante  de  separación,  las  ecuaciones  separadas  y  las  condi¬ 
ciones  de  frontera  son 

X"  +  \X  =  0  (9) 

T"  +  cr\T  =  0.  (10) 

X(0)  =  0  y  X'(l)  =  0.  (11) 

La  ecuación  (9),  junto  con  las  condiciones  de  frontera  homogéneas  dadas  en  (1 1), 

x"  +  \x  =  o,  x(o)  =  o,  r(i)  =  o,  (12) 


producen  un  problema  habitual  de  Sturm-Liouville.  Se  exhorta  al  lector  a  comprobar  que 
para  A  =  0  y  A  =  —a2,  a  >  0,  la  única  solución  de  ( 12)  es  X  =  0.  Para  A  =  a2  >  0,  a  >  0, 
las  condiciones  de  frontera  A"(0)  =  0  y  A"(  l )  =  0  aplicadas  a  la  solución  general  X(x)  = 
Cj  eos  ax  +  c2  sen  ax  nos  dan,  a  su  vez,  cq  =  0  y  c2  eos  a  =  0.  Puesto  que  eos  a  es  cero 
solamente  cuando  a  es  un  múltiplo  entero  impar  de  7r/2,  escribimos  a„  =  (2 n  —  1  )tt/2. 
Los  valores  propios  de  (12)  son  \n  =  ot2  =  (2 n  —  \)2tt2/A,  y  las  correspondientes  fun- 

Í2n  —  l\ 

dones  propias  son  Xíx)  =  e,  sen  -  Ce  sen  {—)«*,  «=1.2.3 . 

Como  la  varilla  es  liberada  a  partir  del  reposo,  la  condición  inicial  dt(x,  0)=  0  se 
traduce  en  X(x)T'(0)  =  0  o  T'( 0)  =  0.  Cuando  ésta  se  aplica  a  la  solución  general  T{t) 
=  c3  eos  aant  +  c4  sen  aa„t  de  la  ecuación  diferencial  de  segundo  orden  (10),  T'( 0)  =  0 

(2 n  -  I', 

implica  que  c4  =  0  dejando  a  T(t)  =  c3  eos  aant  =  c3  eos  a  I  — - ]  t tí.  Por  lo  tanto, 


9„  =  XT  =  A„cosa 


irísen 


7TX. 


Con  la  finalidad  de  satisfacer  la  condición  inicial  restante,  formamos  la  superposición 
de  9,„ 


(2n  -  1 


0(x,  t)  =  ^  A„cosal 


Cuando  t  =  0  debemos  tener,  para  0  <  x  <  1, 


7rfsen  - 


(2 n  -  1 


7 TX. 


,  s  “  (2 n  - 

9{x,  0)  =  x  =  2  A„sení  — — 
n  =  1  V  Z 


(13) 


(14) 
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En  el  ejemplo  1,  el  conjunto  de  funciones  propias 


/  (2 n  -  1\  1 

ias  j  senl — - - Jttx  >,n  =  1,2,  3, 


2  n  ~  1 
2 

es  ortogonal  con  respecto  a  la  función  peso  p{ x)  =  1  en  el  intervalo  [0,  1].  Aunque 
la  serie  trigonométrica  dada  en  ( 14)  se  parece  más  a  la  serie  de  Fourier  que  a  (6),  no  es  la 
serie  seno  de  Fourier,  pues  el  argumento  de  la  función  seno  no  es  un  entero  múltiplo 
de  7 tx/L  (donde  L  =  1).  La  serie  es  de  nuevo  un  desarrollo  de  la  serie  ortogonal  o  serie 
generalizada  de  Fourier.  Entonces,  a  partir  de  la  ecuación  (8)  de  la  sección  10.1,  los 
coeficientes  A„  de  (14)  están  dados  por 


A„  — 


2  n  -  1. 

sen  l  — - - )  ttx  dx 


/osen: 


2  n  -  1 


TTX  dx 


Realizamos  las  dos  integraciones  y  llegamos  a 

8(— 1)"  +  1 


A„  = 


"  (2  n  —  1)27t2 

Por  lo  tanto,  el  ángulo  de  torsión  es 

,,  8  ^  (-1)”  +  1  (2 n  -  \\  fin  -  1' 

"<*•  '>  ~  y  “s  “(-i—  sm|  - 


□ 


EJERCICIOS  11.7 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-27. 


1 .  En  el  ejemplo  1,  determine  la  temperatura  u(x,  t)  cuando 
el  extremo  de  la  varilla  está  aislado. 

2.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 

d2u  du 

k  — y  =  ,  0  <  X  <  1  ,  t  >  0 

dx2  dt 

du 


u( 0,  í)  =  0,  — 
dx 


=  —h(u(  1,  t)  —  u0),  h  >  0,  t  >  0 

1  ft=i 

u{x,  0)  =  f(x),  0  <  x  <  1. 

3.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  de  una  placa 
rectangular  para  la  que  las  condiciones  de  frontera  son 


,  ,  du 

«(o,  y)  =  o,  — 

dx 


-hu(a,  y),  h  >  0,  0  <  y  <  b. 


u(x,  0)  =  0,  u(x,  b)  =  f(x),  0  <  x  <  a. 

4.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


d2u 


d2u 


dx2  dy‘ 


=  0,  x>0,  0<y<l 


¡<(0,  y)  =  u0,  lím  u(x,  y)  =  0,  0  <  y  <  1 

x— »oo 

du 


du 

dy 


=  0, 
y=o  dy 


=  —hu(x,  1),  h  >  0,  x  >  0. 


y=l 


5.  Determine  la  temperatura  u{x,  t)  de  una  varilla  de  lon¬ 
gitud  L  si  la  temperatura  inicial  es  f(x)  a  todo  lo  largo, 
el  extremo  x  =  0  se  mantiene  a  una  temperatura  de  cero 
y  el  extremo  x  =  L  está  aislado. 

6.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 

n  d2u  d2u 


dx 


=  — ir,  0  <  x  <  L,  t  >  0 
dt2 


/  .  du 

m(0,  t)  =  0,  E — 
dx 


d(x,  0)  =  0, 


du 

dt 


=  F0,  t  >  0 


=  g(x),  0  <  x  <  L. 


La  solución  u(x,  t)  representa  el  desplazamiento  longitudi¬ 
nal  de  una  barra  elástica  vibratoria  anclada  en  su  extremo 
izquierdo  y  sujeta  a  una  fuerza  constante  F0  en  su  extre¬ 
mo  derecho.  Consulte  la  figura  11.11  en  la  página  543. 
Al  parámetro  E  se  le  denomina  módulo  de  elasticidad. 

7.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


d2u 


drit 


+  — r  =  0,  0<x<  1,  0  <  y  <  1 
dx¿  dy2 

du  , 

=  0,  u(l,  y)  =  m0,  0  <  y  <  1 
dx 


,i(x,  0)  =  0, 


du 

dy 


=  0,0  <x<  1. 


y=l 


8.  La  temperatura  inicial  de  una  varilla  de  longitud  unita¬ 
ria  es  f(x).  Existe  transferencia  de  calor  desde  ambos 
extremos,  x  =  0  y  x  =  1 ,  hacia  un  medio  circundante 
que  se  mantiene  a  una  temperatura  constante  de  cero. 
Demuestre  que 


%(x,t)  =  ka"‘(ct„cos a„x  +  h  sen ayr), 


donde 
A„  = 


(a2  +  2 h  +  h2)  JQ 


f(x)(an  eos  alrx  +  hsena„x)dx. 
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Los  valores  propios  son  A„  =  ot2n,  n  =  1,  2,  3, ... ,  donde 
las  an  son  las  raíces  positivas  consecutivas  de  tan  a  = 
2ahl(ar  —  h1). 


9.  Utilice  el  método  que  inicia  en  (15)  de  la  sección  ll.ópara 
resolver  el  problema  de  valores  en  la  frontera  no  homogéneo 


d2u 

dx2 


+  xe 


,,  du 

-2‘  =  — ,  0  <  x  <  1,  t>  0 
dt 


«(' o,  0  =  0.  T" 

dx 


=  —  h(1,  i),  t  >  0 


u(x,  0)  =  0,  0  <  x  <  1. 

[Sugerencia:  Consulte  i)  en  los  Comentarios  de  la  pági¬ 
na  555.1 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

1 0.  Una  viga  vibratoria  en  voladizo  está  empotrada  en  su 
extremo  izquierdo  (x  =  0)  y  libre  en  su  extremo  derecho 
(x  =  1).  Vea  la  figura  1 1.20.  El  desplazamiento  transver¬ 
sal  u(x,  t )  de  la  viga  se  determina  a  partir  de 

34w  d2u 

—¿  +  —, x  =  0,  0  <  x  <  1,  í  >  0 
dx4  dt2 


u( 0,  t )  =  0, 
=  0, 


d2u 


x=l 


dx 

u(x,  0)  =  /(x), 


du 

— 

=  o, 

t  > 

0 

dx 

X  =  0 

d3u 

— 

=  o, 

t  > 

0 

5x3 

X  — 

du 

=  g(x). 

dt 

t=  0 

0  < 

x  <  1 

Este  problema  de  valores  en  la  frontera  podría  servir 
como  un  modelo  para  los  desplazamientos  del  ala  vibra¬ 
toria  de  un  avión. 

a )  Demuestre  que  los  valores  propios  del  problema 
están  determinados  a  partir  de  la  ecuación  eos  a 
cosh  a  =  —  1. 

b)  Utilice  un  CAS  para  calcular  las  aproximaciones  de 
los  dos  primeros  valores  propios  positivos  del  pro¬ 
blema.  [Sugerencia:  Consulte  el  problema  1 1  de  los 
ejercicios  11.4.] 


Figura  11.20  Viga  en  voladizo  del  problema  10. 

11.  a)  Determine  una  ecuación  que  defina  los  valores  pro¬ 
pios  cuando  los  extremos  de  la  viga  del  problema  10 
se  encuentren  empotrados  en  x  =  0  y  x  =  1. 

b)  Utilice  un  CAS  para  calcular  las  aproximaciones  de 
los  dos  primeros  valores  propios  del  problema. 

[Sugerencia:  Consulte  el  problema  12  de  los  ejercicios 

11.4.] 


I 

H  Introducción  En  el  capítulo  anterior  resolvimos  formas  unidimensionales  de 
las  ecuaciones  de  calor  y  de  onda.  En  esta  sección  vamos  a  hacer  extensivo  el  método 
de  separación  de  variables  a  ciertos  problemas  que  involucran  a  ecuaciones  de  calor  y  de 
onda  en  dos  dimensiones. 


11.8  Serie  de  Fourier  con  dos  variables 


■  Ecuaciones  de  calor  y  de  onda  en  dos  dimensiones  Suponga  que  la  región  rec¬ 
tangular  de  la  figura  1 1.21a)  es  una  placa  delgada  donde  la  temperatura  u  es  una  función 
del  tiempo  t  y  de  la  posición  (x,  y).  Entonces,  en  las  condiciones  adecuadas,  puede  de¬ 
mostrarse  que  la  expresión  w(x,  y,  t)  satisface  la  ecuación  bidimensional  del  calor 


*(, 


d  U 

2 


du 

dt' 


(1) 


Por  otro  lado,  suponga  que  la  figura  1 1 .2 1Z?)  representa  un  marco  rectangular  sobre  el 
que  se  encuentra  estirada  una  delgada  membrana  flexible  (un  tambor  rectangular).  Si  la 
membrana  se  pone  en  movimiento,  entonces  su  desplazamiento  u,  medido  a  partir  del 
plano  xy  (vibraciones  transversales),  es  también  una  función  del  tiempo  t  y  de  la  posición 
(x,  y).  Cuando  los  desplazamientos  son  pequeños,  libres  y  no  amortiguados,  u(x,  y,  t ) 
satisface  la  ecuación  bidimensional  de  onda 


~fdu  d  u\  d  u 

'  W +  w  *  w 


(2) 


Tal  como  ilustra  el  ejemplo  siguiente,  las  soluciones  de  problemas  de  valores  en  la 
frontera  que  involucran  (1)  y  (2)  nos  llevan  al  concepto  de  una  serie  de  Fourier  en  dos 


y 


C 


( b ,  c) 


a) 


J - x 

b 


u 


y 


b) 

Figura  11.21  á)  Determine 
la  temperatura  u  en  una  pLaca 
rectangular  y  b)  caLcule  el 
desplazamiento  vertical  u  de  una 
membrana  rectangular 
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variables.  Debido  a  que  los  análisis  de  problemas  que  involucran  ( 1)  y  (2)  son  muy  sirni 
lares,  solamente  ilustramos  la  solución  para  el  caso  de  la  ecuación  de  calor. 


Ejemplo  1  Temperatura  de  una  placa 

Encuentre  la  temperatura  u(x,  y,  t)  de  la  placa  mostrada  en  la  figura  1 1.2 la)  si  la  tempe¬ 
ratura  inicial  es  f{x,  y)  en  todo  momento  y  las  fronteras  se  mantienen  a  una  temperatura 
de  cero  en  el  tiempo  t  >  0. 


Solución 


sujeta  a 


Debemos  resolver 


/  d2u  d2u\  du 
Xdx2  dy2)  dt 

O 

A 

A 

o- 

o 

<  y  <  c,  t  > 

u( 0,  y,  t)  =  0, 

u(b,  y,  i)  =  0, 

0  <  y  <  c, 

u(x,  0,  i)  =  0, 

u(x,  c,  i)  =  0, 

0  <  x  <  b. 

u(x,  y,  0)  =  f(x,  y). 

0  <  x  <  b. 

0  <y  <c. 

0 

?>0 
t  >  0 


Con  el  fin  de  separar  variables  en  la  ecuación  diferencial  parcial  en  tres  variables  inde¬ 
pendientes  x,y  y  t,  tratemos  de  encontrar  la  solución  producto  u(x,  y,  t)  =  X(x)Y(y)T(t). 
Sustituyendo,  obtenemos 

X"  Y"  T' 

k(X"YT  +  XY"T)  =  XYT'  o  —  = - +  — .  (3) 

v  '  X  Y  kT 

Puesto  que  en  (3)  el  primer  miembro  de  la  última  ecuación  depende  solamente  de  x  y  el 
segundo  miembro  depende  solamente  de  y  y  t,  debemos  igualar  ambos  miembros  a  una 
constante  de  —A: 

X"  _  _Y^  )T  _  _ 

X  Y  kT~ 


y  así 


X"  +  \X  =  0 


r 

Y 


r 

- b 

kT 


A. 


(4) 

(5) 


Por  el  mismo  razonamiento,  si  introducimos  otra  constante  de  separación  —fi  en  (5), 
entonces 


V_ 

Y 


= 


y 


r 

- h  A  — 

kT 


Y"  +  fiY  =  0  y  r  +  k(  A  +  n)T  =  0. 


(6) 


Ahora  las  condiciones  homogéneas  de  frontera 

m(0,  y,  t)  =  0,  u(b,y,  t)  =  ol  .  ÍX(0)  =  0,  X(b)  =  0 

u(x,  0,  f)  =  0,  u{x,  c,  t)  =  OJ  ^  1^(0)  =  0,  Y{c)  =  0. 


Por  lo  tanto,  tenemos  dos  problemas  de  Sturm-Liouville,  uno  en  la  variable  x, 

X"  +  \X  =  0,  X(0)  =  0,  X(b)  =  0  (7) 


y  el  otro  en  la  variable  y, 

Y"  +  ¡jlY  =  0,  7(0)  =  0,  7(c)  =  0.  (8) 

La  consideración  usual  de  casos  (A  =  0,  A  =  —a2  <  0,  A  =  a2  >  0,  fi  =  0,  A  =  —  ¡32  <  0  y 
así  sucesivamente)  nos  lleva  a  dos  conjuntos  independientes  de  valores  propios  definidos 
por  sen  \b  =  0  y  sen  fie  =  0.  Estas  ecuaciones,  a  la  vez,  implican 


2  2  2  2 

m 7T  n 7T 


(9) 
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Las  funciones  propias  correspondientes  son 


X(x)  =  c2  sen - x,  m  =  1,  2,  3,  ...  y  Y(y)  =  c4  sen  — y,  n  =  1,2,  3, .... 

(10) 

Después  de  sustituir  los  valores  de  (9)  en  la  ecuación  diferencial  de  primer  orden  de  (6), 
su  solución  general  es  T(t)  =  c5e ~  *(mlr/i)2 + pjna  solución  producto  de  la  ecuación 
de  calor  en  dos  dimensiones  que  satisface  las  cuatro  condiciones  homogéneas  de  frontera 
es,  por  lo  tanto, 


ujx,y,t)  =  A^-^/bfH^r/cn 


niTT  HTT 

sen - x  sen  —  v, 

b  c 


donde  Am„  es  una  constante  arbitraria.  Debido  a  que  contamos  con  dos  conjuntos  de  va¬ 
lores  propios,  ello  invita  a  probar  con  el  principio  de  superposición  en  la  forma  de  una 
doble  suma 


I717T  fíTT 

—  V. 


u(x,  y,  t)  =  2  2  A'n„e  +(mr'  b 

Se  desea  que  en  t  =  0  la  temperatura /(x,  y)  esté  representada  por 

^  “  niTT  nrr 

u(x,  y ,  0)  =  f{x,  y)=2jlj  Amn  sen  —  x  sen  — 

tn  =  1  «  =  1  C 


y- 


di) 


(12) 


El  cálculo  de  los  coeficientes  Amn  incluidos  en  (12)  no  representa  en  realidad  problema 
alguno;  simplemente  multiplicamos  la  doble  suma  (12)  por  el  producto  sen  (mirx/b)  sen 
(mry/c)  e  integramos  sobre  el  rectángulo  definido  por  0  <  v  <  /?,  0  <  y  s  c.  Se  puede 
deducir  que 


_4 

bcj 


o  Jo 


miT  T17T 

v  dx  dy. 

b  c 


(13) 


Por  lo  tanto,  la  solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera  consta  de  (11)  con  Amn 
definida  por  (13). 

La  serie  (11)  con  coeficientes  (13)  se  llama  serie  seno  en  dos  variables,  o  serie 
doble  seno.  La  serie  coseno  en  dos  variables  de  una  función /(x,  y)  es  un  poco  más 
compleja.  Si  la  función /se  define  sobre  una  región  rectangular  determinada  por 
0<r<íi,0Sv<c,  entonces  la  serie  doble  coseno  está  dada  por 

■S,  7727T  ^  7277 

f{x,  y)  =  A00  +  2j  A"’°  cos  ~t  x  +  2j  a°»  cos  ~  y 

177=1  t>  .7=1  ^ 


L  X"  X"  A  ^  U7T 

+  2j  Zj  A’nn  COS  —  X  COS  —  V, 

m=  1  .=  1  c 


donde 


Ana  — 


bcl  Jo 


/(x,  y)  dx  dy 


A.„a 


2 

be. 


o  Jo 


77277 

/(x,  y)  cos - xdxdy 

b 


An„  —  . 


bel  J 


b 


A  = 


■4 

be. 


o  Jo 

rb 


HIT 

/(x,  y)  cos  y  dxdy 


o  Jo 


nnr  mr 
/(x,  y)  cos  — —  x  cos  —  y  dx  dy. 


Consulte  el  problema  2  de  los  ejercicios  11.8  para  encontrar  un  problema  de  valores  en 
la  frontera  que  implica  el  uso  de  una  serie  doble  coseno. 
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EJERCICIOS  11.8  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-27. 


En  los  problemas  1  y  2,  resuelva  la  ecuación  de  calor  (1)  sujeta 
a  las  condiciones  dadas. 

1 .  u( 0,  y,  t)  =  0,  u(tt,  y,  t)  =  0 
u(x,  0,  t)  =  0,  u(x,  ir,  /)  =  0 
u(x,  y,  0)  =  Uq 
du 


2. 


=  0, 


dx 
du 
dy 

u(x,  y,  0)  =  xy 


=  0,  — 


=  0 


=  0 


y=i 


En  los  problemas  del  5  al  7,  resuelva  la  ecuación  de  Laplace 

(14) 


d¿u  d1u  d2u 
— y  H - x  H - t  =  0 


dxz 


dy 


dz¿ 


para  la  temperatura  de  estado  estable  u(x,  y,  z)  del  paralelepípe¬ 
do  rectangular  mostrado  en  la  figura  1 1.22. 


En  los  problemas  3  y  4,  resuelva  la  ecuación  de  onda  (2)  sujeta 
a  las  condiciones  dadas. 


3.  w(0,  y,  t)  =  0,  u(tt,  y,  i)  =  0 
u(x,  0,  t)  =  0,  u(x,  ir,  í)  =  0 
u{x,  y,  0)  =  xy(x  —  77 )(y  —  tt) 
du 


dt 


=  0 


m(0,  y,  t )  =  0,  u(b,  y,  t)  =  0 
u(x,  0,  t)  =  0,  u(x,  c,  t)  =  0 
u(x,  y,  0)  =  /(.*,  y) 
du 


dt 


=  g{x,  y) 


Figura  11.22  Paralelepípedo  rectangular  para  los 
problemas  del  5  al  7 

5.  La  parte  superior  (z  =  c )  del  paralelepípedo  se  mantiene 
a  una  temperatura  f{x,  y)  y  los  lados  restantes  conservan 
temperatura  de  cero. 

6.  La  parte  inferior  (z  =  0)  del  paralelepípedo  se  mantiene 
a  una  temperatura  f(x,  y)  y  los  lados  restantes  conservan 
temperatura  de  cero. 

7.  El  paralelepípedo  es  un  cubo  unitario  (a  =  b  =  c  =  1) 
en  el  que  el  lado  superior  (z  =  1)  y  el  lado  inferior  (z  = 
0)  se  mantienen  a  las  temperaturas  constantes  u0  y  —  u0, 
respectivamente,  y  los  lados  restantes  conservan  tempe¬ 
ratura  de  cero. 


EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  11  Las  respuestas  a  los  problemas  impares 

seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-27. 


En  los  problemas  1  y  2,  mediante  separación  de  variables,  en¬ 
cuentre  las  soluciones  producto  u  =  X(x)Y(y)  de  la  ecuación 
diferencial  que  se  proporciona. 

d2u 

1 .  - =  u 

dxdy 


2. 


d2u 

d2u 

du 

du 

-  +  - 

+  2  — 

+  2  — 

dx~ 

dy 

dx 

dy 

3.  Encuentre  la  solución  de  estado  estable  ijj(x)  del  proble¬ 
ma  de  valores  en  la  frontera 


d  2u  du 

k  — ^  =  — ,  0  <  x  <  ir,  t  >  0 

dx2  dt 


m(0,  t)  =  u0. 


n(i7,  t )  —  uu  t  >  0 


U(X,  0)  =  0,  0  <  X  <  77. 


4.  Proporcione  una  interpretación  física  de  las  condiciones 
de  frontera  del  problema  3. 

5.  En  f  =  0,  una  cuerda  de  longitud  unitaria  se  estira  sobre 
el  eje  positivo  x.  Los  extremos  de  la  cuerda,  x  =  0  y  x 
=  1,  están  anclados  al  eje  x  en  t  >  0.  Calcule  el  despla¬ 
zamiento  u(x,  t )  si  la  velocidad  inicial  g(x)  es  la  que  se 
expresa  en  la  figura  1 1.23. 

g(x) 


—  —I - 1 - 1— H - x 

I  i  2  1 

4  2  4 

Figura  11.23  Velocidad  inicial,  probLema  5 

6.  La  ecuación  diferencial  parcial 

d2u  -  d2u 

dx1  dt2 
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es  una  forma  de  la  ecuación  de  onda  cuando,  desde  el 
extremo  izquierdo,  se  aplica  a  la  cuerda  una  fuerza  verti¬ 
cal  externa  que  es  proporcional  al  cuadrado  de  la  distan¬ 
cia  horizontal.  La  cuerda  se  encuentra  anclada  en  x  =  0 
una  unidad  por  arriba  del  eje  x  y  sobre  el  eje  x  en  x  =  1 
en  t  >  0.  Calcule  el  desplazamiento  u(x,  t)  si  la  cuerda 
parte  del  reposo  con  un  desplazamiento  inicial /(x). 

7.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u(x,  y)  de  la 
placa  cuadrada  que  ilustra  la  figura  1 1.24. 


7 

u  =  0 

(71.  Jl) 

u  =  0 

u  =  50 

u  =  0 

Figura  11.24  PLaca  cuadrada  para  el  problema  7 

8.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  w(x,  y)  de  la 
placa  semiinfinita  que  se  muestra  en  la  figura  1 1.25. 


11.  a)  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


d2u 


du 


— y  =  — ,  0  <  X  <  7T,  f  >  0 

dx2  dt 


u( 0,  t)  =  0,  u(tt,  t)  =  0,  t  >  0 
u(x,  0)  =  sen  x,  0  <  x  <  rr. 

b)  ¿Cuál  es  la  solución  del  problema  de  valores  en  la 
frontera  del  inciso  a),  si  la  temperatura  inicial  es 

u(x,  0)  =  100  sen  3x  —  30  sen  5x? 


1 2.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 
d2u  du 

— n  +  sen x  =  — ,  0<x<7r,  t  >  0 
dx2  dt 

u( 0,  t)  =  400,  u(rr.  i)  =  200,  t  >  0 

u(x,  0)  =  400  +  sen  x,  0  <  x  <  rr. 


Figura  11.25  PLaca  semiinfinita  para  el  probLema  8 


13. 


Calcule  una  solución  en  forma  de 


d2u 


du 

+  2—  = 


d2u 


du 

+  2—  + 


dx "  dx  dt  dt 
u( 0,  f)  =  0,  u(tt,  t)  =  0,  t  >  0 


du 

dt 


=  0,  0  <  X  <  7T. 


serie  del  problema 
U,  0<X<7T,  f>0 


9.  Resuelva  el  problema  8  si  las  fronteras  y  =  0  y  y  =  7T  se 
mantienen  a  temperatura  de  cero  en  todo  momento. 

1 0.  Encuentre  la  temperatura  m(x,  i)  de  la  placa  infinita  de 
ancho  2 L  mostrada  en  la  figura  1 1 .26  si  la  temperatura 
inicial  es  u0  en  toda  la  placa.  [Sugerencia:  u(x,  0)  =  u0, 
—L  <  x  <  L  es  una  función  par  de  x.] 


No  trate  de  evaluar  los  coeficientes  de  la  serie. 


1 4.  La  concentración  c(x,  i)  de  una  sustancia  que  se  difunde 
en  un  medio  y  se  calienta  mediante  las  corrientes  de 
dicho  medio  satisface  la  ecuación  diferencial  parcial 


k 


d2c 

dx2 


— ,  0  <  x  <  1,  t  >  0, 
dt 


donde  k  y  h  son  constantes.  Resuelva  la  ecuación  dife¬ 
rencial  parcial  sujeta  a 

c(0,  i)  =  0,  c(l,  t)  =  0,  t  >  0 

c(x,  0)  =  c0,  0  <  x  <  1 , 


donde  c0  es  una  constante. 


CAPITULO  11  Ejercidos  de  repaso 
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CAPÍTULO 


12 

Problemas  de  valores 
en  la  frontera  en  otros 
sistemas  coordenados 


Estructura  del  capítulo 

12.  Problemas  en  coordenadas  polares 

12.2  Problemas  en  coordenadas  polares  y  cilindricas:  funciones  de  Bessel 

12.3  Problemas  en  coordenadas  esféricas:  polinomios  de  Legendre 
Ejercicios  de  repaso  del  capitulo  12 


En  el  capítulo  anterior  utilizamos  las  series  de  Fourier  para  resolver 
problemas  de  valores  en  la  frontera  descritos  mediante  el  sistema 
coordenado  cartesiano,  o  rectangular.  En  este  capítulo,  finalmente 
pondremos  en  práctica  la  teoría  de  la  serie  de  Fourier-Bessel 
(sección  12.2)  y  de  la  serie  de  Fourier-Legendre  (sección  12.3) 
para  resolver  problemas  de  valores  en  la  frontera  descritos  en 
coordenadas  cilindricas  o  en  coordenadas  esféricas. 
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I  Introducción  Todos  los  problemas  de  valores  en  la  frontera  estudiados  hasta  el 
momento  se  han  expresado  en  términos  de  coordenadas  rectangulares.  Sin  embargo,  si 
deseáramos  calcular  la  temperatura  presente  en  un  disco  circular,  en  un  disco  cilindrico 
o  en  una  esfera,  naturalmente  que  trataríamos  de  describir  los  problemas  en  coordenadas 
polares,  cilindricas  o  esféricas,  respectivamente. 

Como  en  esta  sección  solamente  consideramos  problemas  que  involucran  temperatu¬ 
ras  en  estado  estable  en  coordenadas  polares,  lo  primero  que  debemos  hacer  es  convertir 
la  ya  familiar  ecuación  de  Laplace  dada  en  coordenadas  rectangulares  a  coordenadas 
polares. 


I  Laplaciano  en  coordenadas  polares  Las  relaciones  que  existen  entre  las  coorde¬ 
nadas  polares  en  el  plano  y  las  coordenadas  rectangulares  están  dadas  por 


x  =  rc  os  9,  y  =  r  sen0  y  r2  =  jr  + 


v 

tan0  =  -. 
x 


Vea  la  figura  12.1.  El  primer  par  de  ecuaciones  transforma  las  coordenadas  polares  (r,  9) 
en  coordenadas  rectangulares  (x,  y);  el  segundo  par  de  ecuaciones  nos  permite  transfor¬ 
mar  coordenadas  rectangulares  en  coordenadas  polares.  Estas  ecuaciones  también  hacen 
posible  la  conversión  del  laplaciano  bidimensional  de  la  función  u,  V  2u  =  d2u/dx2  + 
d2u/dy2,  a  coordenadas  polares.  Se  invita  al  lector  a  desarrollar  detalladamente  los  cálcu¬ 
los  de  la  regla  de  la  cadena  y  demostrar  que 


Figura  12.1  Las  coordenadas 
polares  de  un  punto  (x,  y)  son 

M) 


du  du  dr  du  d9  du 

—  = - h - =  eos  9  

dx  dr  dx  'ó  9  dx  dr 

du  du  dr  du  d9  du 

—  = - I - =  sen  9 - b 

dy  dr  dy  d9  dy  dr 


sen  9  du 
r  d9 
eos  9  du 
r  d9 


d2u 


=  eos2  9 
dx2  dr 


d2u  2  sen  9  eos  9  d2u  sen 29  d2u  sen2  9  du  2  sen  9  eos  9  du 


drd9 


dO2 


+ 


dr 


+ 


d9 


(1) 

d2u  ,  d2u  2  sen  9  eos  9  d2u  eos  29  d2u  eos 2  9  du  2  sen  9  eos  9  du 

- r  =  sen  0 - r - 1 - ^ - r  H - z - 

dy2  dr2  r  drd9  r2  d92  r  dr  r2  d9 

(2) 

Mediante  la  suma  de  (1)  y  (2)  y  la  simplificación  obtenemos  el  laplaciano  de  u  en  coor¬ 
denadas  polares: 


V2 


d2u  1  du  1  d2u 
dr2  r  dr  r2  d92 


En  esta  sección  solamente  nos  enfocaremos  en  los  problemas  de  valores  en  la  frontera 
que  involucren  a  la  ecuación  de  Laplace  en  coordenadas  polares: 


d2u  1  du  1  d2ll 
dr2  r  dr  r2  d92 


(3) 


Nuestro  primer  ejemplo  es  el  problema  de  Dirichlet  aplicado  a  un  disco.  Deseamos 
resolver  la  ecuación  de  Laplace  (3)  para  encontrar  la  temperatura  de  estado  estable 
n(r,  0 )  en  un  disco  o  placa  circular  de  radio  c  cuando  la  temperatura  de  la  circunferencia 
es  u  (c,  6)  =  fifi),  0  <9  <  277.  Consulte  la  figura  12.2.  Se  supone  que  dos  lados  de  la  placa 
se  encuentran  aislados.  Este  problema  aparentemente  simple  es  diferente  a  cualquiera  de 
los  ejemplos  estudiados  en  el  capítulo  anterior. 


Figura  12.2  El  probLema  de 
Dirichlet  aplicado  a  un  círcuLo 


Ejemplo  1  Temperaturas  estables  en  una  pLaca  circular 

Resuelva  la  ecuación  de  Laplace  (3)  sujeta  a  u  ( c ,  9)  =  f{9),  0  <  9  <  2tt. 


12.1  Problemas  en  coordenadas  polares 
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Solución  Antes  de  intentar  la  separación  de  variables,  podemos  observar  que  la  única 
condición  de  frontera  es  no  homogénea.  En  otras  palabras,  no  existen  condiciones  explí¬ 
citas  en  el  enunciado  del  problema  que  nos  permitan  determinar  los  coeficientes  de  las 
soluciones  de  las  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  por  separado  o  los  valores  propios 
requeridos.  Sin  embargo,  hay  algunas  condiciones  implícitas. 

En  primera  instancia,  nuestra  intuición  nos  lleva  a  esperar  que  la  temperatura  u(r,  0)  sea 
continua  y,  por  ende,  acotada  dentro  de  un  círculo  r  =  c.  Además,  la  temperatura  u(r,  6) 
debe  tener  un  solo  valor,  lo  cual  significa  que  el  valor  de  u  debe  ser  el  mismo  en  un  punto 
específico  del  círculo  sin  importar  la  descripción  polar  de  dicho  punto.  Como  (/;  0  +  2 ir) 
es  una  descripción  equivalente  del  punto  (r,  0),  debemos  tener  u(r,  0)  =  u(r,  0  +  2t r). 
Esto  es,  u(r,  0)  debe  ser  periódica  en  0  con  periodo  de  2 ir.  Si  estamos  buscando  una  solu¬ 
ción  producto  u  =  R(r)(*)(0),  entonces  es  necesario  que  ©(0)  sea  periódica  en  277. 

Con  todo  lo  anterior  en  mente,  optamos  por  escribir  la  constante  de  separación  en  la 
separación  de  variables  como  A : 


r2R"  +  rR'  0" 


Las  ecuaciones  separadas  son,  por  lo  tanto, 

r2R"  +  rR'  -  \R  =  0  (4) 

©"  +  A©  =  0  (5) 

Estamos  buscando  una  solución  al  problema 

©"  +  A©  =  0,  0(0)  =0(0  +  2t r).  (6) 

A  pesar  de  que  (6)  no  es  un  problema  normal  de  Sturm-Liouville,  el  problema  genera 
valores  propios  y  funciones  propias.  Estas  últimas  forman  un  conjunto  ortogonal  en  el 
intervalo  [0,  27t]. 

De  las  tres  soluciones  generales  posibles  de  (5), 

©(0)  =  c,  +  c20,  A  =  0  (7) 

©  (0)  =  c1  cosh  a6  +  c2  senh  aO,  A  =  —  a2  <  0  (8) 

©  (0)  =  C[  eos  a0  +  c2  sen  a6,  A  =  a2  >  0  (9) 

podemos  eliminar  (8)  como  inherentemente  no  periódica  a  menos  que  cl=  c2  =  0.  De  ma¬ 
nera  similar,  la  solución  (7)  es  no  periódica  a  menos  que  definamos  c2  =  0.  A  la  solución 
constante  que  permanece  ©(0)  =  ch  c¡  A  0,  puede  asignársele  cualquier  periodo;  y  así 
A  =  0  es  un  valor  propio.  Por  último,  la  solución  (9)  será  periódica  en  2tt  si  tomamos  a  = 
n,  donde  n  =  1,2,...  .*  Los  valores  propios  de  (6)  son  entonces  A0  =  0  y  A„  =  n2,  n  =  1, 
2, ...  .Si  hacemos  que  A0  =  0  corresponda  con  n  =  0,  las  funciones  propias  de  (6)  son 

@(0)=c1,n  =  O  y  © (0)  =  C\  eos  n0  +  c2  sen  nO,  n  =  1,2,  .... 

Cuando  A„  =  n2,  n  =  0,  1,2,  ...  las  soluciones  de  la  ecuación  diferencial  de  Cauchy- 
Euler  (4)  son 

R(r)  =  c3  +  c4lnr,  n  =  0,  (10) 

R(r)  =  c3rn  +  c4r~”,  n=  1,2,  ....  (11) 

Ahora  observe  en  (11)  que  r  n  =  1/r".  En  cualquiera  de  las  soluciones  (10)  y  (11)  de¬ 
bemos  definir  c4  =  0  con  la  finalidad  de  garantizar  que  la  solución  u  esté  acotada  en  el 
centro  de  la  placa  (el  cual  es  r  =  0).  Así,  las  soluciones  producto  un  =  R(r)&(0)  para  la 
ecuación  de  Laplace  en  coordenadas  polares  son 

u0  =  A0,  n  =  0  y  u„  =  r"(An  eos  nO  +  Bn  sen«0),  n  =  1,  2,  ... , 


*Por  ejemplo,  observe  que  eos  n(6  +  2tt)  =  eos  (nd  +  2mr)  =  eos  n  6. 
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donde  hemos  sustituido  c3c¡  por  A0  para  n  =  0  y  por  A„  para  n  =  1,2,  . . . ;  la  combinación 
c3c2  se  ha  sustituido  por  B„.  Por  lo  tanto,  a  partir  del  principio  de  superposición  obtenemos 


2  r"(A„  eos  n6  +  B„  sen n6).  (12) 

n  =  1 

Al  aplicar  la  condición  de  frontera  en  r  =  c  al  resultado  de  (12),  es  posible  reconocer 


OO 

f(9)=A0  +  2  c"(A„  eos  nO  +  B„  sen  11O) 

n=  1 


como  una  expansión  de /en  una  serie  de  Fourier  completa.  En  consecuencia,  podemos 
expresar  las  igualdades 


=  y>  C"A¡  =  a„  Y  cnBn  =  bn. 


Esto  es, 


f{e)  de 


A  =  — 

C  77  J 


/( 9)  eos  nO  dO 


B„  = - 

c"tt 


/( 9 )  sen  9  d9. 


(13) 

(14) 

(15) 


La  solución  al  problema  consta  de  la  serie  dada  en  (12),  donde  los  coeficientes  A0,  A„  y 
Bn  se  definen  en  (13),  (14)  y  (15). 

En  el  ejemplo  1  observe  que,  correspondiendo  a  cada  valor  propio  positivo,  A„  =  n2, 
n  =  1,2,...,  existen  dos  funciones  propias  diferentes,  las  cuales  son  eos  nd  y  sen  n9. 
En  este  caso,  los  valores  propios  a  veces  son  denominados  valores  propios  dobles. 


Ejemplo  2  Temperaturas  estables  en  una  placa  semicircular 

Encontrar  la  temperatura  de  estado  estable  u{r,  9)  en  la  placa  semicircular  que  se  muestra 

en  la  figura  12.3. 


Solución  El  problema  de  valores  en  la  frontera  es 
d2u  1  du  1  d2u 

— r  H - 1 - 7  — 7  =0,  0  <  H  <  77,  0  <  r  <  c 

dr2  r  dr  r2  902 

u(c,  9)  =  U0,  0  <9  <77 

u(r,  0)  =  0,  u(r,  ir)  =  0,  0  <  r  <  c. 

Al  definir  u  =  R(r)@(0)  y  separar  variables  obtenemos 


Figura  12.3  Placa  semicircular  del 
ejemplo  2 


y 


r2R"  +  rR'  0" 

R  ©  A 

rR"  +  rR'  -  \R  =  0 

(16) 

0"  +  A0  =  0. 

(17) 

Las  condiciones  homogéneas  que  se  especifican  en  las  fronteras  0  =  0  y  6  =  tt  se  trasla¬ 
dan  a  0(0)  =  0  y  ©(ir)  =  0.  Estas  condiciones  junto  con  la  ecuación  (17)  constituyen  un 
problema  normal  de  Sturm-Liouville: 


0"  +  A0  =  0,  0(0)  =  0,  ©(tj-)  =  0.  (18) 
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Este  problema  tan  conocido*  tiene  valores  propios  A„  =  n2  y  funciones  propias  ©(0)  = 
c2  sen  nO,  n  =  1,2,  ...  Asimismo,  al  reemplazar  A  por  ir  la  solución  de  (16)  es  R(r)  = 
c3rn  +  c4r  En  el  razonamiento  utilizado  en  el  ejemplo  1,  esperábamos  que  una  solu¬ 
ción  u  del  problema  que  estuviera  acotada  en  r  =  0  nos  sugiriera  definir  c4  =  0.  Por  lo 
tanto,  un  =  R(r)&(0)  =  A„r"  sen  «0  y 

OO 

u{r,  6)  =  ^A,/'  sen/70. 

n=  1 


La  condición  de  frontera  que  permanece  en  r  =  c  nos  da  la  serie  seno 

OO 

Uq  =  ^  A„cn  sen  nO. 

n=  i 


En  consecuencia, 


y,  por  lo  tanto. 


A,,cn  = 


2 

ir 


'  7 T 

u0  sen  nOdO, 
•'o 


2«0  1  ~  (-1)" 
7 re"  n 


De  modo  que  la  solución  del  problema  está  dada  por 


u  ( r , 


2  lln 


1  -  (-1)' 


(—  J  sen  nO. 


□ 


*E1  problema  (18)  es  el  mismo  del  ejemplo  2  tratado  en  la  sección  3.9  con  L  =  rr. 


EJERCICIOS  12.1  Las  respuestas  a  los  problemas  Impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-27. 


En  los  problemas  del  1  al  4,  encuentre  la  temperatura  de  estado 
estable  u(r,  6)  de  una  placa  circular  de  radio  r  =  1  si  la  tempe¬ 
ratura  de  la  circunferencia  es  la  que  se  proporciona. 


7.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u(r.  0 )  del 
anillo  que  muestra  la  figura  12.4.  [Sugerencia:  Proceda 
igual  que  en  el  ejemplo  1 .] 


1. 

2. 


u(  1,0)  =  | 
u(  1,0)  =  | 


Uq,  0  <  0  <  ir 
0,  ir  <  0  <  2ir 

0 ,  0  <  0  <  ir 

ir  —  0,  ir  <  0  <  2ir 


3.  «(1,  0)  =  2tt0  -  02,  O<0<2tt 

4.  m(1,  0 )  =  0,  0  <  0  <  277 

5.  Resuelva  el  problema  exterior  de  Dirichlet  de  una  placa 
circular  de  radio  c  si  u(c,  0 )  =  f{0 ),  0  <  0  <  2ir.  En  otras 
palabras,  encuentre  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  0) 
de  una  placa  que  coincide  con  todo  el  plano  xy  en  el 
cual  se  ha  recortado  un  agujero  de  radio  c  alrededor  del 
origen,  y  la  temperatura  en  la  circunferencia  del  agujero 
es  fifi).  [Sugerencia:  Suponga  que  la  temperatura  u  está 
acotada  por  r  —¥  oo.] 


6.  Resuelva  el  problema  de  Neumann  para  el  caso  de  un 
disco: 


d2u  1  du 
H - + 


dr 


r  dr 


1  d~u 

-y - y  =  0,  0  <  0  <  277,  0  <  r  <  c 

r2  dO2 


=  f(0),  0  <  0  <  277. 

r=  c 

Proporcione  la  condición  de  compatibilidad.  [Sugeren¬ 
cia:  Consulte  el  problema  21  de  los  ejercicios  11.5.] 


du 

dr 


Figura  12.4  Anillo  del  probLema  7 


8.  Si  las  condiciones  de  frontera  para  el  anillo  de  la  figura 
12.4  son  u{a,  0)  =  u0,  u(b,  0)  =  u¡,  0  <  0  <  277,  u0  y  iq 
son  constantes,  demuestre  que  la  temperatura  de  estado 
estable  está  dada  por 


u(r ,  0) 


u0ln(r/b)  —  U] In  (r/a) 
ln  (a/b) 


[Sugerencia:  Pruebe  con  una  solución  de  la  forma  u(r, 
0)  =  v(r,  0 )  + 
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9.  Encuentre  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  9 )  del 
anillo  circular  que  muestra  la  figura  12.4  si  las  condicio¬ 
nes  de  frontera  son 


du 

dr 


0,  u(b,  0)  =f(0),  0  <  9  <  2tt. 


1 0.  Encuentre  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  6 )  de  la 
placa  de  cuarto  de  círculo  que  muestra  la  figura  12.5. 


11.  Si  las  fronteras  9  =  0  y  9  =  77/2  de  la  figura  12.5  están 
aisladas,  tenemos  entonces 
du 
99 


=  0, 


9  =  0 


du 

99 


=  0. 


9  =  tt/2 


Determine  la  temperatura  de  estado  estable  si 


u 


1, 

0, 


0  <  9  <  7i/4 

7t/4  <  0  <  7T. 


Figura  12.5  Placa  de  cuarto  de  círculo  para  el  problema  10 

1 2.  Encuentre  la  temperatura  de  estado  estable  u(t\  9)  de  la 
placa  infinita  en  forma  de  cufia  que  muestra  la  figura 
12.6.  [Sugerencia:  Suponga  que  la  temperatura  está  aco¬ 
tada  a  medida  que  r  — >  0  y  r  —¥  oo.] 


Figura  12.6  Placa  infinita  para  eL  problema  12 

1 3.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  0 )  de  un 
anillo  semicircular  si 

u(a,  9)  =  9(tt  —  9),  u(b,  9)  =0,  0  <  9  <  tt 
u(r,  0)  =  0,  u(r,  v)  =  0,  a  <  r  <  b. 


14.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  0 )  de 
una  placa  semicircular  de  radio  r  =  1  si 

u(  1,  9)  =  u0,  0  <  9  <  TT 

u(t;  0)  =  0,  u(r,  7 t)  =  u0,  0  <  r  <  1, 

donde  «0  es  una  constante. 


15.  Encuentre  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  0)  de 
una  placa  semicircular  de  radio  r  =  2  si 


u 


«0. 

0, 


0  <  9  <  7t/2 
77/2  <  0  <  7T, 


donde  «0  es  una  constante  y  las  orillas  9  =  0  y  0  =  tt 
están  aisladas. 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

16.  a)  Determine  la  solución  de  la  serie  para  u{r,  9)  del 
ejemplo  1  cuando 


u 


100, 

0, 


0  <  9  <  77- 
7 r  <  9  <  2tt. 


(Consulte  el  problema  1.) 

b)  Utilice  un  CAS,  o  una  herramienta  de  graficación, 
para  elaborar  la  gráfica  de  la  suma  parcial  S5(r,  9) 
que  consta  de  los  primeros  cinco  términos  diferen¬ 
tes  de  cero  de  la  solución  encontrada  en  el  inciso  a) 
para  r  =  0.9,  r  =  0.7,  r  =  0.5,  r  =  0.3  y  r  =  0.1. 
Sobreponga  las  gráficas  en  los  mismos  ejes  coorde¬ 
nados. 


c)  Aproxime  las  temperaturas  «(0.9,  1.3),  «(0.7,  2), 
«(0.5,  3.5),  «(0.3,  4),  «(0.1,  5.5).  Después,  aproxime 
«(0.9,  2t t  -  1.3),  «(0.7,  2tt  -  2),  «(0.5,  2t t  -  3.5), 
«(0.3,  277  -  4),  «(0.1,  277  -  5.5). 

el)  ¿Cuál  es  la  temperatura  en  el  centro  de  la  placa  circu¬ 
lar?  ¿Por  qué  es  apropiado  llamarle  a  este  valor 
temperatura  promedio  de  la  placa?  [Sugerencia: 
Considere  las  gráficas  del  inciso  b )  y  los  números 
del  inciso  c).] 


Problema  de  análisis 

17.  Considere  el  anillo  que  muestra  la  figura  12.4.  Analice 
cómo  puede  calcularse  la  temperatura  de  estado  estable 
u{r,  9)  cuando  las  condiciones  de  frontera  son  u{a,  9)  = 
f(9),  u(b,  9)  =  g(9),  0  <  9  <  277. 


12.1  Problemas  en  coordenadas  polares 
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Problemas  en  coordenadas  polares 
y  cilindricas:  funciones  de  Bessel 


Figura  12.7  Desplazamiento 
inicial  de  la  membrana  circular  del 
ejemplo  1 


■  Introducción  En  esta  sección  vamos  a  considerar  problemas  de  valores  en  la  fron¬ 
tera  que  involucran  las  formas  de  las  ecuaciones  de  calor  y  de  onda  en  coordenadas 
polares  y  una  forma  de  la  ecuación  de  Laplace  en  coordenadas  cilindricas.  Existe  algo 
en  común  entre  los  ejemplos  y  ejercicios  de  esta  sección:  cada  problema  de  valor  en  la 
frontera  posee  simetría  radial. 


I  Simetría  radial  Las  ecuaciones  bidimensionales  de  calor  y  de  onda 


(  d2u 

d2u\ 

du 

d2u 

d2u\ 

k\  - r  + 

— 

=  —  y 

a(  — t 

H - y  ) 

\dx2 

dyj 

dt 

\dx2 

dy  J 

expresadas  en  coordenadas  polares  son,  a  su  vez, 


(  d2u 

1  du 

1  d2u\ 

du 

n(  d2U 

1  du 

1  d2u\ 

I  — 7 

- +  -r— r 

=  -  y 

a  \  — r  + 

- + 

\dr2 

r  dr 

r  d02J 

dt  y 

\dr2 

r  dr 

r¿  dQ2J 

d2u 

dt2’ 


(1) 


donde  u  =  u(r,  0,  t).  Para  resolver  un  problema  de  valor  en  la  frontera,  donde  se  involu¬ 
cre  cualquiera  de  estas  ecuaciones,  mediante  la  separación  de  variables  debemos  definir 
u  =  R(r)&{0)T(t).  Como  en  la  sección  11.8,  este  supuesto  nos  lleva  a  series  infinitas 
múltiples.  Observe  el  problema  15  de  los  ejercicios  12.2.  En  el  análisis  desarrollado  a 
continuación  se  considerarán  los  más  simples,  pero  también  importantes,  problemas  que 
poseen  simetría  radial,  esto  es,  problemas  en  los  que  la  función  desconocida  u  es  inde¬ 
pendiente  de  la  coordenada  angular  0.  En  este  caso,  las  ecuaciones  de  calor  y  de  onda 
presentadas  en  (1)  toman  a  su  vez  las  formas 


d2u 

dr2 


+ 


d2u 

1  du 

- y  + 

dr “ 

r  dr 

d2u 

dr2’ 


(2) 


donde  u  =  u(r,  i).  Se  dice  que  las  vibraciones  descritas  mediante  la  segunda  ecuación  de 

(2)  son  vibraciones  radiales. 

El  primer  ejemplo  tiene  que  ver  con  las  vibraciones  radiales  no  amortiguadas  de  una 
membrana  circular  delgada.  Suponemos  desplazamientos  pequeños  y  el  movimiento  es 
tal  que  cada  punto  de  la  membrana  se  mueve  en  dirección  perpendicular  al  plano  xy  (vi¬ 
braciones  transversales),  esto  es,  el  eje  u  es  perpendicular  al  plano  xy.  Un  modelo  físico  a 
tener  en  mente  durante  el  análisis  de  este  ejemplo  es  un  tambor  vibratorio. 


Ejemplo  1  Vibraciones  radiales  de  una  membrana  circular 
Encontrar  el  desplazamiento  u{r,  t)  de  una  membrana  circular  de  radio  c,  sujeta  por  su 
circunferencia,  si  el  desplazamiento  inicial  es  f(r)  y  la  velocidad  inicial  g(r).  Consulte  la 
figura  12.7. 


Solución  El  problema  de  valores  en  la  frontera  a  resolver  es 


d2u  1  du 


dr" 


r  dr 


d¿u 


a  \  — -  H - I  =  — — ,  0  <  r  <  c,  t  >  0 


u(c,  i)  =  0, 
u(r,  0)  =/(r), 


dr 
t>  o 
du 
dt 


=  g{r),  0  <  r  <  c. 


Al  sustituir  u  =  R{r)T{t)  en  la  ecuación  diferencial  parcial  y  separando  variables  obte¬ 
nemos 


R"  +-R' 
r 

R 


a2T 


-A. 


(3) 
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Observe  en  (3)  que  regresamos  a  nuestra  acostumbrada  constante  de  separación  —A.  Las 
dos  ecuaciones  obtenidas  a  partir  de  (3)  son 

rR"  +  R'  +  \rR  =  0  (4) 

y  T"  +  a2AT  =  0.  (5) 

Debido  a  la  naturaleza  vibratoria  del  problema,  la  ecuación  (5)  sugiere  que  usemos  sola¬ 
mente  A  =  a 2  >  0,  a  >  0.  Ahora  (4)  no  es  una  ecuación  de  Cauchy-Euler,  pero  es  la  ecua¬ 
ción  diferencial  paramétrica  de  Bessel  de  orden  v  =  0,  esto  es,  rR"  +  R'  +  ocrR  =  0. 
A  partir  de  la  expresión  (13)  dada  en  la  sección  5.3,  la  solución  general  de  la  última 
ecuación  es 

R  =  c¡J0(ar)  +  c2Y0(ar).  (6) 

La  solución  general  de  la  ya  conocida  ecuación  (5)  es 

T=c3  eos  aat  +  c4  sen  aat. 

Recuerde  que  la  función  de  Bessel  del  segundo  tipo  de  orden  cero  tiene  la  propiedad  de 
que  Y0(ar)  —>  —oo  conforme  r  —>  0+,  por  ello  el  supuesto  implícito  de  que  el  desplaza¬ 
miento  u(r,  t)  debe  estar  acotado  en  /•  =  0  nos  obliga  a  definir  c2  =  0  en  (6).  Por  lo  tanto, 
R  =  CiJ0{ar). 

Como  la  condición  de  frontera  u(c,  t)  =  0  es  equivalente  a  R{c)  =  0,  debemos  tener 
c^J^ac)  =  0.  Descartamos  cq  =  0  (porque  nos  llevaría  a  una  solución  trivial  de  la  ecua¬ 
ción  diferencial  parcial),  en  consecuencia 

J0(ac)  =  0.  (7) 

Si  x„  =  a.nc  son  las  raíces  positivas  de  (7),  entonces  an  =  xjc  y  los  valores  propios  del 
problema  son  A„  =  orn  =  x2lc2  y  las  funciones  propias  son  c170(a,Ir).  Las  soluciones  pro¬ 
ducto  que  satisfacen  la  ecuación  diferencial  parcial  y  la  condición  limítrofe  son 

un  =  R(r)T(t)  =  ( An  eos  aant  +  Bn  sen  aanf)J0(anr),  (8) 

donde  se  ha  llevado  a  cabo  la  acostumbrada  reasignación  de  constantes.  Por  lo  tanto,  el 
principio  de  superposición  nos  da 

OO 

(9) 

n=  i 

Las  condiciones  iniciales  dadas  determinan  los  coeficientes  A„  y  Bn. 

Fijamos  el  valor  de  t  =  0  en  (9)  y  utilizando  u(r,  0)  =  f(r)  obtenemos 

OO 

f(r)  =  ^AnJQ{v).  (10) 

n=  1 


Este  último  resultado  puede  identificarse  como  el  desarrollo  de  Fourier-Bessel  de  la 
función /en  el  intervalo  (0,  c).  De  modo  que  mediante  una  comparación  directa  de  las 
expresiones  (7)  y  (10)  con  (7)  y  (15)  de  la  sección  10.6,  podemos  identificar  los  coefi¬ 
cientes  An  con  aquellos  proporcionados  en  (16)  de  la  sección  10.6: 


A„  = 


rJ0(a„r)f(r)  dr. 


(11) 


C  J\  ( (xnc)  Jq 

A  continuación,  diferenciamos  (9)  respecto  a  t,  fijamos  el  valor  de  t  =  0  y  utilizamos 
w,(r,  0)  =  g(r): 


g(r)  = 

n=  1 

Este  es  ahora  el  desarrollo  de  Fourier-Bessel  de  la  función  g.  Por  identificación  del  coefi¬ 
ciente  total  aa„B„  con  (16)  de  la  sección  10.6  podemos  escribir 


B„  = 


aanc2J¡(anc )  JQ 


rJa{anr)g(r)  dr. 


(12) 
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a) 


n  =  2 

b) 


n  =  3 
c ) 


Figura  12.8  Ondas  estacionarias 


Por  último,  la  solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera  dado  es  la  serie  (9)  con  los 
coeficientes  An  y  B„  definidos  en(ll)y(12).  □ 

I  Ondas  estacionarias  De  manera  análoga  a  (8)  de  la  sección  11.4,  las  soluciones 
producto  (8)  se  llaman  ondas  estacionarias.  Para  n  =  1,  2,  3,  ... ,  las  ondas  estaciona¬ 
rias  son,  en  esencia,  la  gráfica  de  J0(anr )  con  la  amplitud  variante  en  el  tiempo 

A„  eos  aant  +  Bn  sen  aant. 

Las  ondas  estacionarias  a  distintos  valores  de  tiempo  se  representan  mediante  las  gráfi¬ 
cas  en  línea  discontinua  de  la  figura  12.8.  En  el  intervalo  (0,  c),  los  ceros  de  cada  onda 
estacionaria  son  las  raíces  de  J0(a„r)  =  0  y  corresponden  al  conjunto  de  puntos  de  una 
onda  estacionaria  donde  no  hay  movimiento.  A  este  conjunto  de  puntos  se  le  llama  línea 
nodal.  Si  (como  en  el  ejemplo  1)  las  raíces  positivas  de  J0(anc)  =  0  se  expresan  median¬ 
te  xn,  entonces  xn  =  anc  que  implica  xn  =  aje  y,  en  consecuencia,  los  ceros  de  las  ondas 
estacionarias  son  determinados  a  partir  de 

Manr)  =  r)  =  0. 

Ahora,  de  la  tabla  5.2,  los  primeros  tres  ceros  positivos  de  J0  son  (de  manera  aproxima¬ 
da)  x¡  =  2.4,  x2  =  5.5  y  x3  =  8.7.  Por  lo  tanto,  n  =  1,  la  primera  raíz  positiva  de 

r  =  2.4  o  r  =  c. 

Como  estamos  buscando  ceros  de  las  ondas  estacionarias  en  el  intervalo  abierto  (0,  c), 
el  último  resultado  significa  que  la  primera  onda  estacionaria  no  tiene  línea  nodal.  Para 
n  =  2,  las  primeras  dos  raíces  positivas  de 

(xn  \  5.5  5.5 

J0 1  -  rj  =  0  están  determinadas  a  partir  de  — r  =  2.4  y  — r  =  5.5. 


*t 


2.4 

70l  —  r  I  =  0  es  — 


Por  lo  tanto,  la  segunda  onda  estacionaria  tiene  una  línea  nodal  definida  por  r  =  xxdx2 
=  2.4c/5.5.  Observe  que  r  ~  0.44c  <  c.  Para  n  =  3,  un  análisis  similar  muestra  la  exis¬ 
tencia  de  dos  líneas  nodales  definidas  por  r  =  xxdx3  =  2.4c/8.7  y  r  =  x2clx3  =  5.5c/8.7. 
En  general,  la  enésima  onda  estacionaria  tiene  n  —  1  líneas  nodales  r  =  x^dxn,  r  =  x2d 
xn, . . . ,  r  =  xn_xdxn.  Como  r  =  constante  es  la  ecuación  de  un  círculo  en  coordenadas  po¬ 
lares,  en  la  figura  12.8  vemos  que  las  líneas  nodales  de  una  onda  estacionaria  son  círculos 
concéntricos. 


■  Uso  de  la  computadora  En  el  modelo  resuelto  en  el  ejemplo  1,  mediante  el  uso  de  la 
herramienta  de  animación  de  un  CAS,  es  posible  observar  el  efecto  de  un  solo  tambor.  En  el 
problema  14  de  los  ejercicios  12.2  se  pide  al  lector  calcular  la  solución  dada  en  (6)  cuando 


c  =  1  ,f(r)  =  0 


y 


0  s  r  <  b 
b  <  r  <  1 


Algunas  tomas  de  la  “película”  del  tambor  vibrador  se  muestran  en  la  figura  12.9. 


Figura  12.9  Tomas  de  "peLícula"  en  un  CAS 
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■  El  laplaciano  en  coordenadas  cilindricas  En  la  figura  12.10  podemos  observar 
que  la  relación  entre  las  coordenadas  cilindricas  de  un  punto  en  el  espacio  y  sus  coorde¬ 
nadas  rectangulares  está  dada  por 

x  =  r  eos  8,  y  =  r  sen  8,  z  =  z. 

A  partir  de  la  deducción  del  laplaciano  en  coordenadas  polares  (vea  la  sección  12.1),  de 
inmediato  es  posible  deducir  que  el  laplaciano  de  una  función  u  en  coordenadas  cilin¬ 
dricas  es 


d2u 

1  du 

1  d2u  d2u 

dr2  H 

r  dr 

_ _ _|_  _ 

r2  d62  dz2 

Ejemplo  2  Temperaturas  estables  en  un  cilindro  circular 
Encontrar  la  temperatura  de  estado  estable  en  el  cilindro  circular  que  muestra  la  figura 
12.11. 


Solución  Las  condiciones  de  frontera  sugieren  que  la  temperatura  u  posee  simetría 
radial.  De  acuerdo  con  eso,  u(r,  z)  se  determina  a  partir  de 


d2u  1  du  d2u 
dr~  r  dr  dz2 


0  <  r<  2,  0  <  z<  4 


u( 2,  z)  =  0,  0  <  z  <  4 


u(r,  0)  =  0,  u(r,  4 )  =  u0,  0  <  r  <  2. 


(x,  y,  z)  o 


Figura  12.10  Las  coordenadas 
cilindricas  de  un  punto  (x,  y,  z)  son 
(r,  0,  z ) 


Utilizamos  u  =  R(r)Z(z)  y  separamos  variables  para  obtener 


y 


R"  +  V 

r  Z"  _ 

R  Z 


rR"  +  R'  +  A  >R  =  0 


Figura  12.11  Cilindro  finito  del 
ejemplo  2 


(13) 

(14) 


Z"  —  AZ  =  0.  (15) 

Mediante  la  selección  de  A  =  a2  >  0,  a  >  0,  la  solución  de  (14)  es 


R(r)  =  cMar)  +  c2Y0(ar), 

y,  puesto  que  la  solución  de  (15)  está  definida  en  el  intervalo  finito  [0,  2],  escribimos  su 
solución  general  como 

Z(z)  =  c3  cosh  az  +  c4  senh  az. 

Así  como  en  el  ejemplo  1,  el  supuesto  de  que  la  temperatura  u  está  acotada  en  r  =  0  obli¬ 
ga  a  que  c2  =  0.  La  condición  u( 2,  z)  =  0  implica  que  R( 2)  =  0.  Esta  ecuación, 

U  2a)  =  0,  (16) 

define  los  valores  propios  positivos  A„  =  a  \  del  problema.  Por  último,  Z(0)  =  0  implica 
que  c3  =  0.  Entonces  tenemos  R  =  C\J{](anr),  Z  =  c4  senh  anz, 

un  =  R(r)Z(z)  =  An  senh  anzJ0{anr) 


y 


oo 

u(r,  z)  =  2  An  senh  a„zJ0(anr). 

n=  1 


La  condición  de  frontera  restante  en  z  =  4  nos  da  entonces  la  serie  de  Fourier-Bessel 


OO 

«0=2  An  SeIlh  4a,Manf), 

n=  1 
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de  tal  forma  que,  en  vista  de  (16),  los  coeficientes  están  definidos  por  la  expresión  (16)  de 
la  sección  10.6, 

2m0 


A„  senh  4a, ,  = 


n  02  ,2 


224(2a„)  JQ 


rMa„r)  dr. 


Para  evaluar  la  última  integral,  primero  utilizamos  la  sustitución  t  =  a,,r,  seguida  de 
d  r  .  , , 

—  [tJl  ( t )  ]  =  tJ0(t).  A  partir  de 


obtenemos 


u  o 

An  senh  4 an  =  — - - 

2anJ]{2an) 


A„  = 


Jo 


an 

j  [tJX{t)]dt  =  “0  y 

dt  anJl(2an) 


u0 


an  senh4a„/1(2a!„) 
Por  último,  la  temperatura  del  cilindro  es 

senh  anz 


u(r,z)  =  «o  2 


,~i  a„senh4«),  7,(20:,,) 


J0{anr). 


EJERCICIOS  12.2  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-28. 


1.  Encuentre  el  desplazamiento  u(r,  t)  del  ejemplo  1  si/(r) 
=  O  y  a  la  membrana  circular  se  le  imprime  una  veloci¬ 
dad  inicial  con  dirección  hacia  arriba. 

2.  Una  membrana  circular  de  radio  unitario  está  sujeta  a  lo 
largo  de  su  circunferencia.  Encuentre  el  desplazamiento 
u( r,  t)  si  la  membrana  se  empieza  a  mover  desde  el  reposo 
con  un  desplazamiento  inicial /(r)  =  1  —  r2,  O  <  r  <  1. 
[Sugerencia:  Consulte  el  problema  10  de  los  ejercicios 
10.6.] 

3.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  z)  en  el 
cilindro  del  ejemplo  2  si  las  condiciones  de  frontera  son 
u( 2,  z)  =  0,  0  <  z  <  4,  u(r,  0)  =  u0,  u(r,  4)  =  0,  0  <  r  <  2. 

4.  Si  la  cara  lateral  del  cilindro  del  ejemplo  2  está  aislada, 
entonces 


=  0,  0  <  z  <  4. 

r=  2 

a)  Encuentre  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  z) 
cuando  u(r,  4)  =  f(r),  0  <  r  <  2. 

b)  Demuestre  que  la  temperatura  de  estado  estable  de¬ 
terminada  en  el  inciso  a)  se  simplifica  a  u(r,  z)  = 
n0z/4  cuando /(r)  =  u0.  [Sugerencia:  Utilice  (11)  de 
la  sección  10.6.] 


du 

dr 


5.  La  temperatura  de  una  placa  circular  con  radio  c  está  de¬ 
terminada  a  partir  del  problema  de  valor  en  la  frontera 


dr2 


+ 


1  du 
r  dr 


du 

dt’ 


0  <  r  <  c,  t  >  0 


u{c,  t)  =  0,  t  >  0 


u(r,  0)  =  f(r),  0  <  r  <  c. 

Despeje  u(r,  t). 

6.  Resuelva  el  problema  5  si  la  orilla  r  =  c  de  la  placa  se 
encuentra  aislada. 


7.  Cuando  existe  transferencia  de  calor  desde  la  pared  late¬ 
ral  de  un  cilindro  infinito  de  radio  unitario  (vea  la  figura 
12.12)  hacia  el  medio  circundante  con  temperatura  de 
cero,  la  temperatura  dentro  del  cilindro  está  determinada 
por 


3~m  1  du 


dr2 


r  dr 


du 


k[—r +  -—)  =  —  0  <  r  <  í,  t  >  0 


dt 


du 

dr 


=  —hu(  1,  ?),  h  >  0,  t  >  0 


u(r,  0)  =/(r),  0  <  r  <  1. 


Despeje  u(r,  t). 


Figura  12.12  Cilindro  infinito  del  problema  7 


8.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u{r,  z.)  para 
un  cilindro  semiinfinito  de  radio  unitario  (z  &  0)  cuan¬ 
do  existe  transferencia  de  calor  desde  la  cara  lateral 
hacia  el  medio  circundante  con  temperatura  de  cero  y  si 
la  temperatura  de  la  base  z  =  0  se  mantiene  constante 
como  u0. 
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9.  Una  placa  circular  está  compuesta  por  dos  materiales 
distintos  en  forma  de  círculos  concéntricos.  Consulte  la 
figura  12.13.  En  la  placa,  la  temperatura  está  determina¬ 
da  por  el  problema  de  valor  en  la  frontera 


d2u  1  du 

— i  d - 

dr2  r  dr 


du 

dt’ 


0  <  r  <  2,  t  >  0 


u{ 2,  i)  =  100,  t  >  0 


u 


200, 

100, 


0  <  r  <  1 
1  <  r  <  2. 


Encuentre  el  valor  de  u(r,  t ).  [Sugerencia:  Sea  u(r,  t )  = 
v(r,  t)  +  i|t(r).] 


X 


Figura  12.13  Placa  circular  del  problema  9 


1 0.  Resuelva  el  problema  de  valor  en  la  frontera 
d2u  1  du  du 

jTT  d  .  f  P  =  T7>  0<r<l,í>0,  /3  .  es  una 

dr~  >  dr  dt 

constante 


n(l,  i)  =  0,  t  >  0 


u(r,  0)  =  0,  0  <  r  <  1 . 


11.  El  desplazamiento  horizontal  u(x,  t)  de  una  pesada  cade¬ 
na  de  longitud  L  que  oscila  en  un  plano  vertical  satisface 
la  ecuación  diferencial  parcial 


8 


d2u 

— . ,  0  <  x  <  L,t  >  0. 
dt 2 


Vea  la  figura  12.14. 

a )  Utilice  —A  como  constante  de  separación  para  de¬ 
mostrar  que  la  ecuación  diferencial  ordinaria  en  la 
variable  espacial  x  es  xX"  +  X'  +  XX  =  0.  Resuelva 
esta  ecuación  mediante  la  sustitución  x  =  t2/4. 

b)  Utilice  el  resultado  del  inciso  a )  para  resolver  la 
ecuación  diferencial  parcial  dada  y  sujeta  a 

u(L,  t)  =  0,  t  >  0 

=  0,  0  <  x  <  L. 

1  =  0 


,  ,  ,  .  du 

u(x,0)  =  f(x%— 
dt 


[Sugerencia:  Suponga  que  las  oscilaciones  en  el 
extremo  libre  x  =  0  son  finitas.] 


Figura  12.14  Cadena  oscilatoria  del  problema  11 


12.  En  este  problema  consideramos  el  caso  general  (esto  es, 
dependiente  de  6)  de  una  membrana  circular  vibratoria 
de  radio  c: 


d2u  1  du  1  d2u 


d¿u 


a~\  — r  H - 1-  — — -  ]  =  — -,  0  <  r  <  c,  t  >  0 

\dr-  r  dr  rd02J  dt2 

u(c,  0,  t)  =  0,  0  <  6  <  2tt,  t  >  0 

u(r,  6,  0)  =  f(r,  9) ,  0  <  r  <  c,  0  <  6  <  2tt 


=  g(r,  0),  0  <  r  <  c,  0  <  0  <  2tt. 

1  =  0 

a )  Suponga  que  u  =  R(r)&(9)T(t)  y  las  constantes  de 
separación  son  —A  y  —  v.  Demuestre  que  las  ecua¬ 
ciones  diferenciales  separadas  son 

T"  +  a2\T  =  0,  ©"  +  i>©  =  0 
r2R"  +  rR'  +  (Ar2  -  v)R  =  0. 

b)  Con  A  =  a2  y  v  =  /32  resuelva  las  ecuaciones  sepa¬ 
radas  del  inciso  a). 

c)  Demuestre  que  los  valores  propios  y  las  funciones 
propias  del  problema  son  los  siguientes: 

Valores  propios:  v  =  n,n  =  0,  1,  2, ... ; 
funciones  propias:  1,  eos  n9,  sen  nO. 

Valores  propios:  A„¿  =  xn¡lc,  i  =  1,2,...,  donde, 
para  cada  n,  xnl  son  las  raíces  positivas  de  7„(Ac) 
=  0;  funciones  propias:  Jn(knir)  =  0. 

d )  Utilice  el  principio  de  superposición  para  determi¬ 
nar  la  solución  de  series  múltiples.  No  evalúe  los 
coeficientes. 


du 

dt 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

13.  a)  Considere  el  ejemplo  1  con  a  =  1,  c  =  10,  g(r)  =  0, 
y  f(r)  =  1  —  r/10,  0  <  r  <  10.  Utilice  un  CAS  como 
ayuda  para  encontrar  los  valores  numéricos  de  los 
primeros  tres  valores  propios  A¡,  A2,  A3  del  proble¬ 
ma  de  valor  en  la  frontera  y  los  primeros  tres  coefi¬ 
cientes  Ai,  A2,  A3  de  la  solución  u{r,  t)  dada  en  (6). 
Escriba  la  tercera  suma  parcial  S3(r,  t)  de  la  solución 
serie. 

b )  Utilice  un  CAS  para  trazar  la  gráfica  de  S3(r,  i)  para 
t  =  0,  4,  10,  12,  20. 


12.2  Problemas  en  coordenadas  polares  y  cilindricas:  funciones  de  Bessel 
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14.  Resuelva  el  problema  5  bajo  las  condiciones  de  frontera 

u(c,  t)  =  200,  u(r,  0)  =  0.  En  estas  condiciones  espera¬ 
ríamos  de  manera  intuitiva  que  en  cualquier  punto  inte¬ 
rior  de  la  placa,  u(r,  t )  — »  200  conforme  t  — >  Suponga 

c  =  10  y  que  la  placa  es  de  hierro  fundido,  entonces 
k  =  0. 1  (aproximadamente).  Utilice  un  CAS  como  ayuda 
para  encontrar  los  valores  numéricos  de  los  primeros 
cinco  valores  propios  A  h  A2,  A3,  A4,  A5  del  problema  de 
valor  en  la  frontera  y  de  los  cinco  coeficientes  Au  A2,  A3, 
A4,  As  en  la  solución  u(r,  t).  Exprese  la  solución  aproxi¬ 
mada  correspondiente  por  medio  de  S5(r,  i).  Grafique 
S5( 5,  i)  y  S5(0,  t )  en  un  intervalo  lo  suficientemente  gran¬ 
de  0  <  í  <  T.  Utilice  las  gráficas  de  S¡(5,  l)  y  55(0,  t) 
para  estimar  los  tiempos  (en  segundos)  para  los  cuales 
u( 5,  t)  ~  100  y  u( 0,  t)~  100.  Repita  para  u{ 5,  t)  ~  200 
y  u{ 0,  t)  ~  200. 

15.  Considere  un  tambor  idealizado  que  consista  en  una 
delgada  membrana  estirada  sobre  un  marco  circular  de 
radio  unitario.  Cuando  se  golpea  el  tambor  en  su  centro, 
escuchamos  un  sonido  descrito  con  frecuencia  como  un 
ruido  sordo  más  que  como  un  tono  melódico.  Podemos 
modelar  un  golpe  del  tambor  utilizando  el  problema  de 
valor  en  la  frontera  resuelto  en  el  ejemplo  1 . 

a )  Encuentre  la  solución  u(r,  t)  dada  en  (6)  cuando  c  =  1 , 
ftr)  =  0,  y 


b)  Demuestre  que  la  frecuencia  de  la  onda  estacionaria 
un(r,  t )  es  fn  =  aA„/27T,  donde  A„  es  el  n-ésimo  cero 
positivo  de  J0(x).  A  diferencia  del  resultado  de  la 
ecuación  de  onda  unidimensional  estudiada  en  la 
sección  1 1 .4,  las  frecuencias  no  son  enteros  múl¬ 
tiplos  de  la  frecuencia  fundamental/!.  Demuestre 
que/2  ~  2.295/!  y/3  ~  3.598/i.  Decimos  que  el  so¬ 
nido  producido  por  el  tambor  genera  sobretonos 
no  armónicos.  Como  consecuencia,  la  función  de 
desplazamiento  u(r,  i)  es  no  periódica,  y  así  nuestro 
tambor  ideal  no  puede  generar  un  tono  sostenido. 

c)  Sean  a  =  1,  i  =  |  y  v0  =  lenla  solución  del  inci¬ 
so  a).  Utilice  un  CAS  para  graficar  la  quinta  suma 
parcial  S5(r,  t)  para  los  tiempos  t  =  0,  0.1,  0.2,  0.3, 
. . . ,  5.9,  6.0  en  el  intervalo  —  1  <  r  <  1.  Use  la 
herramienta  de  animación  de  su  sistema  de  cómputo 
para  generar  una  “película”  de  estas  vibraciones. 

d)  Para  hacer  el  reto  aún  mayor,  utilice  las  herramien¬ 
tas  de  graficación  3D  de  su  CAS  para  realizar  una 
película  del  movimiento  del  tambor  circular  que 
aparece  en  la  sección  transversal  del  inciso  c). 
[Sugerencia:  Existen  varias  maneras  de  proceder. 
Para  un  tiempo  fijo,  grafique  ya  sea  u  en  función  de  x 

y  y  utilizando  r  =  \íx2  +  y2  o  emplee  la  función 
equivalente  en  el  programa  Mathematica  llamada 

CylindricalPlot3D] 


Figura  12.15  Las  coordenadas 
esféricas  del  punto  (x,  y,  z)  son 

(r,  e,  <j>) 


Problemas  en  coordenadas  esféricas: 
polinomios  de  Legendre . 

■  Introducción  En  esta  sección  continuamos  nuestro  análisis  de  los  problemas  de  va¬ 
lores  en  la  frontera  en  diferentes  sistemas  coordenados.  Aquí  vamos  a  analizar  problemas 
que  involucren  las  ecuaciones  de  calor,  de  onda  y  de  Laplace  en  coordenadas  esféricas. 


■  Laplaciano  en  coordenadas  esféricas  Tal  como  indica  la  figura  12.15,  un  punto 
en  el  espacio  tridimensional  se  describe  en  términos  de  coordenadas  rectangulares  y  es¬ 
féricas.  Las  coordenadas  rectangulares x,y  y  z  del  punto  se  encuentran  relacionadas  con 
sus  coordenadas  esféricas  r,  6  y  cj)  mediante  las  ecuaciones 

x  =  r  sen  0  eos  <f>,  y  =  r  sen  0  sen  cj),  z=r  eos  0.  (1) 


Si  utilizamos  las  ecuaciones  incluidas  en  (1),  es  posible  demostrar  que  en  el  sistema  de 
coordenadas  esféricas  el  laplaciano  V2m  es 


V2m  = 


+ 


1 


d~U 


1  d2u  cot  6  Bu 


r2  sen"#  Bcj)" 


(2) 


Como  usted  se  podrá  imaginar,  los  problemas  involucrados  con  la  ecuación  (1)  pueden 
resultar  muy  complejos.  En  consecuencia,  solamente  se  considerarán  algunos  de  los  pro¬ 
blemas  más  sencillos  que  sean  independientes  del  ángulo  azimutal  <l>. 

Nuestro  primer  ejemplo  es  el  problema  de  Dirichlet  para  una  esfera. 


578 


CAPÍTULO  12  ProbLemas  de  vaLores  en  La  frontera  en  otros  sistemas  coordenados 


Ejemplo  1  Temperaturas  estables  en  una  esfera 

Calcular  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  0)  para  la  esfera  que  se  muestra  en  la  figura 
12.16. 


Solución  La  temperatura  está  determinada  a  partir  de 
d2u  2  du  1  d2u  cot  0  du 

— r  H - 1 — y  — y  H - y - =  0,  0<r<c,  0<9<7r 

dr2  r  dr  r 1  dO2  r2d0 

u(c,  6 )  =  f(9),  0  <6  <rr. 

Si  u  =  R{r)&(9),  la  ecuación  diferencial  parcial  se  separa  como 
rR"  +  2rR'  ©"  +  cot  0  0' 


R 


0 


=  A, 


Figura  12.16  Problema  de  Dirichlet 
para  La  esfera  deL  ejemplo  1 


por  lo  que  rR"  +  2 rR'  —  XR  =  0  (2) 

sen  6  0"  +  eos  6  0'  +  A  sen  0  0  =  0.  (3) 

Después  de  sustituir  x  =  eos  6,  0  £  6  <  tt,  (3)  se  convierte  en 
,  9.  í/2©  í/0  ^ 

( 1  —  x2) — T-2x - +  A©  =  0,  -1  <  x  <  1.  (4) 

V  ’  dx2  dx 

Esta  última  ecuación  es  una  forma  de  la  ecuación  de  Legendre  (consulte  el  problema  36  de  los 
ejercicios  5.3).  Ahoralas  únicas  soluciones  de  (4)  que  son  continuas  y  tienen  derivadas  conti¬ 
nuas  en  el  intervalo  cerrado  [—1,1]  son  los  polinomios  de  Legendre  Pn(x )  correspondientes  a 
A2  =  n(n  +  1),  n  =  0,  1,  2,  ...  .  Por  lo  tanto,  hacemos  que  las  soluciones  de  (3)  sean 

©  =  Pn( eos  6). 

Además,  cuando  A  =  n(n  +  1),  la  solución  general  de  la  ecuación  de  Cauchy-Euler  (2) 
es 


R  =  c/'  +  c2r-(n+l\ 

Como  de  nuevo  esperamos  que  u(r,  6 )  esté  acotada  en  r  =  0,  definimos  c2  =  0.  Entonces 
un  =  A/'P „(cos  0),  y 

OO 

«(r,0)  =  ^AnrnPn{  cos0). 

n  =  0 


En  r  =  c, 


f(e)  =  2  A„c"P„(cos  0). 


Por  lo  tanto,  Ancn  son  los  coeficientes  de  la  serie  de  Fourier-Legendre  (23)  de  la  sección 
10.5: 


2  n  +  1 
An  = - 

2  rn 

Se  deduce  que  la  solución  es 

'2  n  +  1 


f(0)Pn( eos  0)  sen  0  d9. 


«M)  =  2  9 

n  =  0  \  z 


f(0)Pn( eos  0)  sen  0  dQ  )(  -  1  P„(cos  0). 


□ 


12.3  Problemas  en  coordenadas  esféricas:  polinomios  de  Legendre 
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EJERCICIOS  12.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-28. 


Resuelva  el  problema  del  ejemplo  1  si 


0  <  8  <  7r/2 
77-/2  <  8  <  TT. 


Escriba  los  primeros  cuatro  términos  diferentes  de  cero 
de  la  solución  serie.  [Sugerencia:  Vea  el  ejemplo  3  de  la 
sección  12.6.] 


2.  La  solución  u{r,  8 )  del  ejemplo  1  pudo  interpretarse 
también  como  el  potencial  dentro  de  la  esfera  debido  a 
una  distribución  de  carga  f(8)  en  su  superficie.  Calcule 
el  potencial  fuera  de  la  esfera. 

3.  Encuentre  la  solución  del  problema  del  ejemplo  1  si 
fifi)  =  eos  8,  0  <  9  <  tt.  [Sugerencia:  /*,( eos  8)  =  eos  8. 
Utilice  la  ortogonalidad.] 


4.  Encuentre  la  solución  del  problema  del  ejemplo  1  si/(0) 
=  1  —  eos  28,  0  <  8  <  tt.  [Sugerencia:  Consulte  el  pro¬ 
blema  16,  ejercicios  10.6.] 

5.  Encuentre  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  8)  dentro 
de  una  esfera  hueca  a  <  r  <  b  si  la  superficie  interna  r  =  a 
se  mantiene  a  temperatura  f(8)  y  su  superficie  externa 
r  =  b  se  mantiene  a  cero  grados.  El  primer  octante  de  la 
esfera  aparece  en  la  figura  12.17. 


7.  Resuelva  el  problema  6  cuando  la  base  de  la  semiesfera 
se  encuentra  aislada;  esto  es, 


du 

~dd 


=  0,  0  <  r  <  c. 


0  =  tt/2 

8.  Resuelva  el  problema  6  para  r  >  c. 

9.  La  temperatura  en  función  del  tiempo  dentro  de  una 
esfera  con  radio  unitario  se  determina  a  partir  de 

d2u  2  du  du 

— y  H - =  — ,  0  <  r  <  1,  t  >  0 

dr~  r  dr  dt 

u(l,  í)=100,  t>  0 

u(r,  0)  =  0,  0  <  r  <  1. 


Despeje  u(r,  t).  [Sugerencia:  Compruebe  que  el  lado 
izquierdo  de  la  ecuación  diferencial  parcial  puede  es- 

1  d2 

cnbirse  como  —  — ru ).  Sea  ru{r,  t )  =  v{r,  i)  +  4*(r)- 
Utilice  únicamente  funciones  acotadas  conforme  r  — >  0.] 


1 0.  Una  esfera  sólida  uniforme  de  radio  1  que  tiene  tempera¬ 
tura  inicial  constante  u0  se  deja  caer  en  un  recipiente  de 
grandes  dimensiones  que  contiene  un  fluido  a  temperatu¬ 
ra  constante  ul  (u¡  >  u0)  en  todo  momento.  Vea  la  figura 
12.18.  Puesto  que  existe  transferencia  de  calor  a  través 
de  la  frontera  r  =  1,  la  temperatura  u(r,  t)  de  la  esfera  se 
determina  a  partir  del  problema  de  valor  en  la  frontera 


d2u 

2  du 

du 

— 

+ - = 

— 

dr2 

r  dr 

dt’ 

0  <  r  <  l,í  >  0 


du 


dr 


r=  1 


—h(u(í,  t ) 


U\),  0  <  h  <  1 


u(r,  0 )  =  u0,  0  <  r  <  1. 


Figura  12.17  Esfera  hueca  del  problema  5 


Despeje  u(r,  t).  [Sugerencia:  Proceda  como  en  el  proble¬ 
ma  9.] 


6.  La  temperatura  de  estado  estable  para  un  hemisferio  de 
radio  r  =  c  se  determina  mediante 


d2u 

dr2 


2  du  1  d2u  cot  8  du 
r  dr  +  r2  d82  +  r2  d8 


=  0,0<r<c,0<8<  — 
2 


u(c,  8)  =f(0),O<8<j. 


Despeje  u(r,  8).  [Sugerencia:  Pn( 0)  =  0  solamente  cuan¬ 
do  n  es  impar.  También  consulte  el  problema  18  de  los 
ejercicios  10.6.] 


Figura  12.18  Recipiente  del  probLema  10 
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1 1 .  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera  que  invo¬ 
lucre  vibraciones  esféricas: 


dzu  2  du 


dr 


r  dr 


d2u 


a  \  — r  -I - —  I  =  — j,  0  <  r  <  c,t  >  0 


dr 


u(c,  t)  =  0,  t  >  0 


,  ,  ,  *  du 

«M)  =  /(r),- 


=  g(r),  0  <  r  <  c. 


[Sugerencia:  Escriba  el  miembro  izquierdo  de  la  ecuación 
,  1  d2 

diferencial  parcial  como  ar--^(ru).  Seav(r;  t)  =  ru(r,  í)-] 

1 2.  Una  esfera  conductora,  de  radio  r  =  c,  está  aterrizada  y 
puesta  en  un  campo  eléctrico  uniforme  de  intensidad  E 


en  la  dirección  z.  El  potencial  u(r,  6)  fuera  de  la  esfera 
está  determinado  a  partir  del  problema  de  valor  en  la 
frontera 


d2u  2  du  1  d2u  cot  9  du 
dr2  r  dr  r2  dO2  r2  d6 


r  >  c,  0  <  0  <  tt 


u(c,  0)  =  0,  0  <  0  <  TT 

lím u(r,9)  =  —Ez  =  —  Ereos  0. 


Demuestre  que  u(r,  9)  =  —  Er  eos  6  +  E  —  eos  6. 


TT 


[Sugerencia:  Explique  por  qué 

■'o 


cosfl  Pn( eos  6)  sen 


6  dd  =  0  para  todos  los  enteros  no  negativos  excepto 
n  =  1.  Consulte  la  expresión  (24)  en  la  sección  10.6.] 


EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  12  Las  respuestas  a  los  problemas  impares 

seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-28. 


En  los  problemas  1  y  2,  determine  la  temperatura  de  estado 
estable  u(r ,  6)  de  una  placa  circular  de  radio  c  cuando  la  tempe¬ 
ratura  de  la  circunferencia  es  como  se  indica. 

,  ,  í  «o,  0  <  9  <  TT 

1.  u(c,d)  =  < 

(  —  U0,  TT  <  0  <  2  7 T 

(1,  0  <  6  <  rr/2 

2.  m(c,  0)  =  (  0,  tt/2  <  9  <  377/2 

[l,  3tt/2  <  6  <  2tt 

En  los  problemas  3  y  4,  determine  la  temperatura  de  estado 
estable  u(r,  6)  de  una  placa  semicircular  de  radio  1  cuando  las 
condiciones  de  frontera  son  como  se  indica. 

3.  m(  1,  6)  =  u0(tt9  —  O2),  0  <  9  <  77 
u{r,  0)  =  0,  u{r,  77)  =  0,  0  <  r  <  1 

4.  w ( 1,0)  =  sen  9,  0  <  9  <  77 

u{r,  0)  =  0,  u{r ,  77)  =  0,  0  <  r  <  1 

5.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  6)  de 
una  placa  semicircular  de  radio  c  cuando  las  fronteras 
9  =  0  y  9  =  77  están  aisladas  y  u{c,  9)  =/(0),O<0<77. 

6.  Encuentre  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  9 )  de  una 
placa  semicircular  de  radio  c  cuando  la  frontera  9  =  0  se 
mantiene  a  cero  grados,  la  frontera  9  =  77  está  aislada,  y 
U(C,9 )  =/(0),  O<0<77. 

En  los  problemas  7  y  8,  encuentre  la  temperatura  de  estado 
estable  u(r,  9 )  de  la  placa  mostrada  en  la  figura. 


7. 


Figura  12.19  Placa  del  problema  7 

8. 


Figura  12.20  Placa  del  problema  8 


9.  Si  las  condiciones  de  frontera  de  un  anillo  definido  por 
1  <  r  <  2  son 


m(  1,  9)  =  sen 20,  —  =  0,  0  <  9  <  277, 

dr  r=2 


demuestre  que  la  temperatura  de  estado  estable  es  u{r,9)  = 
\  —  r2  +  -pj  r~2)  eos  29.  [Sugerencia:  Consulte  la 
figura  12.6.  También,  utilice  la  identidad  sen2  9  =  1/2 
(1  -  eos  20).] 
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1 0.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  6)  de  la 
placa  infinita  que  se  muestra  en  la  figura  12.21. 


x  Figura  12.21  Placa 
infinita  del  probLema  10 

1 1 .  Suponga  que  se  pierde  calor  desde  las  superficies  planas 
de  un  disco  unitario  circular  muy  delgado  hacia  el  am¬ 
biente  que  tiene  temperatura  de  cero.  Si  la  ley  lineal  de 
transferencia  de  calor  es  aplicada,  la  ecuación  de  calor 
toma  la  forma 

d2n  1  du  du 

— ,  H - liu  =  — ,  h  >  0,  0  <  r  <  l,  t  >  0. 

dr2  r  dr  dt 

Consulte  la  figura  12.22.  Determine  la  temperatura  u(r ,  t) 
si  la  orilla  r  =  1  se  mantiene  a  temperatura  cero  y  si  al 
principio  la  temperatura  de  la  placa  es  unitaria  en  toda  la 
superficie. 


1 2.  Suponga  que  xk  es  un  cero  positivo  de  J0.  Demuestre  que 
una  solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera 


d2u  1  du' 

,dr¿  r  dr, 

u{  1,  t)  =  0,  t  >  0 


d2u 

dt2’ 


u{r,0)  =  u0J0(xkr), 


du 

dt 


0  <  r  <  1,  t  >  0 


=  0,  0  <  r  <  1 


es  u(r,  t )  =  UqJ0(x kr)  eos  axkt. 

13.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  z)  del 
cilindro  mostrado  en  la  figura  12.1 1  si  la  cara  lateral 
se  mantiene  a  temperatura  de  cero,  la  superior  z  =  4  se 
mantiene  a  50°  y  la  base  z  =  0  está  aislada. 

14.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 

0<r<l,0<z<l 


d2u 

1  du 

d2u 

+ 

- + 

— 

=  o, 

dr2 

r  dr 

dz2 

du 

— 

=  o. 

0  < 

z  <  1 

dr 

r= 

u(r,  0)  =  f(r),  u(t;  1)  =  g(r),  0  <  r  <  1 . 

15.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u(r,  0)  de 
una  esfera  de  radio  unitario  si  la  superficie  se  mantiene  a 

0  <  6  <  7t/2 
7t/2  <  6  <  tt. 

[Sugerencia:  Consulte  el  problema  22  de  los  ejercicios 
10.6.1 


<(1>0)  = 


í  100, 
l  — 100, 


1 6.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 
d2u  2  du  d2u 

— y  H - =  — y,  0  <  r  <  1 ,  t  >  0 

dr2  r  dr  dt2 


du 

dr 


<r,  0)  =/(r),^ 
dt 


=  0,  t  >  o 


=  g(r),  0  <  r  <  1. 


+  ortCu  =  0 


[Sugerencia:  Proceda  como  en  los  problemas  9  y  10 
de  los  ejercicios  12.3,  pero  establezca  v(r,  t)  =  ru(r,  t). 
Consulte  la  sección  1 1.7.] 

17.  La  función  u(x)  =  Y0(aa)J0(ax)  —  J0(aa)Y0(ax),  a  >  0 
es  una  solución  de  la  ecuación  paramétrica  de  Bessel 

7  d2u  du 

x  — y  +  x  — 
el: r  dx 

en  el  intervalo  a  <  r  <  fe.  Si  los  valores  propios  A„  =  or„ 
están  definidos  mediante  las  raíces  positivas  de  la  ecuación 
Y0(aa)J0(ab)  —  J0(aa)Y0(ab )  =  0, 
demuestre  que  las  funciones 

ujx)  =  Y0(ama)J0(alnx)  -  J0(a„,a)Y0(alnx) 
u„(x)  =  Y0(ana)J0(anx)  -  J0(ana)Y0(a,gc) 
son  ortogonales  con  respecto  a  la  función  peso  p(x)  =  x 
en  el  intervalo  [a,  ¿>];  esto  es, 

b 

xum{x)u„{x)  dx  =  0,  m  =£  n. 

[Sugerencia:  Lleve  a  cabo  el  procedimiento  de  la  página 
514.] 

18.  Utilice  los  resultados  del  ejercicio  17  para  resolver  el 
siguiente  problema  de  valores  en  la  frontera  para  la  tem¬ 
peratura  u(r,  t)  de  un  anillo: 

d2u  1  du  du 

— y  H - =  — ,  a  <  r  <  b,  f  >  0 

dr~  r  dr  dt 

u{a,  t)  =  0,  u(b,  t)  =  0,  t  >  0 

u(i;  0)  =  f(r),  a  <  r  <  b. 

1 9.  Analice  cómo  resolver 

d2u  1  du  d2u 

— y  H - 1 - y  =0,  0<r<c,0<z<L 

dr2  r  dr  dz 

en  las  condiciones  de  frontera  que  se  proporcionan  en  la 
figura  12.23. 

u  =fi >) 
en  z  =  L 


u  -  h(z) 
en  r  =  c'"^- 


V2h  =  0 


u  =  g(r) 
en  z  =  0 


Figura  12.23  Cilindro  del 
problema  19 

20.  Genere  sus  propios  conceptos  y  calcule  u(r,  z)  en  el  pro¬ 
blema  19.  [ Sugerencia :  Repase  (11)  en  la  sección  10.5.] 
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CAPITULO  12  Problemas  de  valores  en  la  frontera  en  otros  sistemas  coordenados 


CAPÍTULO 


Método  de  la  transformada 
integral 


|  Estructura  del  capítulo 

13.1  Fundón  de  error 

13.2  Aplicariones  de  La  transformada  de  Laplace 

13.3  Integral  de  Fourier 

13.4  Transformadas  de  Fourier 

13.5  Transformada  rápida  de  Fourier 
Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  13 


El  método  de  separación  de  variables  que  empleamos  en  los 
capítulos  11  y  12  es  poderoso,  mas  no  universalmente  aplicable 
para  resolver  problemas  de  valores  en  la  frontera.  Si  la  ecuación 
diferencial  parcial  que  estamos  tratando  es  no  homogénea,  si 
las  condiciones  de  frontera  son  dependientes  del  tiempo,  o  si  el 
dominio  de  la  variable  espacial  es  infinito  (-oo,  oo),  o  semiinfinito 
(a,  oo),  debemos  ser  capaces  de  utilizar  una  transformada  integral 
para  resolver  el  problema.  En  la  sección  13.2  resolveremos 
problemas  que  involucran  las  ecuaciones  de  calor  y  las  de  onda 
mediante  la  ya  conocida  transformada  de  Laplace.  En  la  sección 
13.4  presentaremos  y  utilizaremos  tres  nuevas  transformadas 
integrales:  las  transformadas  de  Fourier. 
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13.1  Fundón  de  error 


I  Introducción  En  matemáticas  existe  una  gran  cantidad  de  funciones  que  se  definen 
mediante  una  integral.  Por  ejemplo,  en  muchos  libros  de  cálculo  tradicionales,  el  logaritmo 

1 

natural  se  define  como:  ln  x  =  J  -  dt,  x  >  0.  En  capítulos  anteriores  ya  hemos  visto. 


aunque  de  manera  breve,  la  función  de  error  erf  (x),  la  función  de  error  complementa¬ 
ria  erfc(x),  la  función  integral  seno  Si(x),  la  integral  seno  de  Fresnel  S(x)  y  la  función 
gamma  T(a);  todas  estas  funciones  están  definidas  en  términos  de  una  integral.  Antes 
de  aplicar  la  transformada  de  Laplace  a  problemas  de  valores  en  la  frontera,  necesita¬ 
mos  conocer  un  poco  más  acerca  de  la  función  de  error  y  de  la  función  de  error  com¬ 
plementaria.  En  esta  sección  analizamos  las  gráficas  y  algunas  de  las  propiedades  más 
evidentes  de  erf(x)  y  erfc(x). 


■  Propiedades  y  gráficas  De  la  ecuación  (14)  presentada  en  la  sección  2.3,  recuerde 
que  las  definiciones  de  función  de  error  erf(x)  y  función  de  error  complementaria 
erfc(x)  son,  respectivamente. 


erf  (x) 


irte  (x) 


(1) 


Con  ayuda  de  coordenadas  polares  se  puede  demostrar  que 


'  OO 

e~“  du 


2 


o 


e  “  du  =  1 . 


Jo 


Por  lo  tanto,  a  partir  de  la  propiedad  del  intervalo  aditivo  de  las  integrales  definidas,  el 
último  resultado  es  lo  mismo  que 


du  + 


7T  L  JQ 


du 


=  1 


Lo  anterior  demuestra  que  erf(x)  y  erfc(x)  están  relacionadas  mediante  la  identidad 


erf(x)  +  erfc(x)  =  1. 


(2) 


Figura  13.1  Gráficas  de  erf(x) 
y  erfc(x)  para  x  >  0 


Las  gráficas  de  erf(x)  y  erfc(x)  para  x  >  0  están  dadas  en  la  figura  13.1.  Observe  que 
erf(0)  =  0,  erfc(0)  =  1,  y  que  erf(x)  — >  1,  erfc(x)  — >  0  conforme  x  — >  oo. 

Otros  valores  numéricos  de  erf(x)  y  erfc(x)  pueden  obtenerse  desde  un  CAS  o  me¬ 
diante  el  uso  de  tablas.  En  las  tablas,  a  menudo  la  función  de  error  se  denomina  integral 
de  probabilidad.  El  dominio  de  erf(x)  y  erfc(x)  es  (— oo,  oo).  En  el  problema  1 1  de  los 
ejercicios  13.1  se  le  solicita  obtener  la  gráfica  de  cada  función  incluida  en  este  intervalo 
y  deducir  algunas  propiedades  adicionales. 

La  tabla  13.1,  transformadas  de  Laplace,  será  de  utilidad  en  los  ejercicios  de  la  si¬ 
guiente  sección. 


Tabla  13.1 

/(O,  a  >  0 

1 

1. 


2. 


-a2¡At 


7Tt 


3.  erfe 


(v) 


ie  um  =  F(s)  m,a>  o 

p-aVs 

4.  2 


Vs 


a 

2  Vt- 


- _ e-"2/4'  e-<Vs 


-a\fs 


^jl-  e  a2/4'  —  a  erfe^ 

5.  eabeb2'  erfe  (bVt  + 

1  erfcí  b\ft  H - -p  )  +  erfcí  r 

V  2  Vi/  V2  Vi. 


6.  - eabebl¡ 


smm  =  F(S) 

£-aVs 

s\^s 

e-a\Ts 

Vj(Vs  +  b) 

be-aVs 

Vs(V¡  +  b) 
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CAPITULO  13  Método  de  la  transformada  integral 


Comentarios 


Las  demostraciones  de  los  resultados  de  la  tabla  13.1  no  se  proporcionarán  debido  a 
que  son  extensas  y  complicadas.  Por  ejemplo,  demostrar  los  enunciados  2  y  3  requiere 
de  algunos  cambios  de  variables  y  el  uso  del  teorema  de  convolución.  A  quienes  son 
curiosos,  les  sugerimos  consulten  Introduction  to  the  Laplace  Transform,  por  Holl, 
Maple  y  Vinograde,  Appleton-Century-Crofts,  1959,  páginas  142  y  143.  Una  variante 
de  este  tipo  de  demostraciones  puede  obtenerse  resolviendo  el  problema  1  de  los  ejer¬ 
cicios  13.1. 


EJERCICIOS  13.1  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-29. 


1 .  a)  Demuestre  que  erf  ( Vf)  =  — 7=  ('  — 7=  dr. 

W°  \Tj 

b)  Utilice  el  teorema  de  convolución  y  los  resultados 
de  los  problemas  41  y  42  de  los  ejercicios  4.1  para 
demostrar  que 


££{erf(Vf)}  = 


1 


+  1 

2.  Utilice  el  resultado  del  problema  1  para  demostrar  que 

1 

1 - 7 

5 


i£{erfc  (Vf)}  =  — 


Vs  +  1 

3.  Mediante  el  uso  del  problema  1,  demuestre  que 

íg{e'erf(Vf)}  =  — ^ - . 

Vs(s  -  1) 

4.  Utilice  el  resultado  del  problema  2  para  demostrar  que 

¿£{e'erfc  (Vf)}  =  — 7= — 7= - . 

V¡{Vs  +  1) 

5.  Sean  C,  G,  R  y  x  constantes.  Utilice  la  tabla  13.1  para 
demostrar  que 


6.  Sea  a  una  constante.  Demuestre  que 
senh  aS/s' 


&- 


í  senh  oVíl 
l  í  senh  V?  J 


erfl 


2n  +  1  +  a 

2  Vf 


erfl 


2n  +  1  —  a 

2  Vt 


[Sugerencia:  Utilice  la  definición  exponencial  del  seno 


hiperbólico.  Expanda  1/(1  —  e 
trica.l 


2  Vs- 


)  en  una  serie  geomé- 


7.  Utilice  la  transformada  de  Laplace  y  la  tabla  13.1  para 
resolver  la  ecuación  integral 

rt  y(T) 


y(t)  =  1  - 


dr. 


-o  Vi  -  T 

8.  Mediante  el  uso  de  los  enunciados  tercero  y  quinto  de  la 
tabla  13.1,  demuestre  el  sexto  enunciado  de  la  misma  tabla. 


rb  —  2  V  77" 

9.  Demuestre  que  f^e  u  du  = - [erf(Z?)  —  erf (a)]. 


10.  Demuestre  que  J'  e  "  du  =  V  tt  erf(a). 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

11.  Las  funciones  erf(jc)  y  erfc(jc)  están  definidas  para  v  <  0. 
Utilice  un  CAS  y  sobreponga  las  gráficas  de  erfibc)  y 
erfc(x)  sobre  los  mismos  ejes  en  — 10  s  x  <  10.  ¿Las 
gráficas  tienen  alguna  simetría?  Determine  x 

erf(x)  y  límI^_00  erfc(x)? 


13.2  Aplicaciones  de  la  transformada  ^ 

de  Laplace 

■  Introducción  En  el  capítulo  4  definimos  la  transformada  de  Laplace  de  una  fun¬ 
ción  /(i),  t  >  0,  como 


e  s,f(t)  dt. 


Jo 


siempre  que  la  integral  impropia  converja.  Esta  integral  transforma  una  función /(r)  en 
otra  función  F  del  parámetro  de  transformación  s,  es  decir,  ££  {/(?)}  =  F(s).  La  princi¬ 
pal  aplicación  de  la  transformada  de  Laplace  en  el  capítulo  4  fue  la  solución  de  ciertos 
tipos  de  problemas  de  valor  inicial  que  involucraban  ecuaciones  diferenciales  ordinarias 


13.2  Aplicaciones  de  la  transformada  de  Laplace 


585 


lineales  con  coeficientes  constantes.  Recuerde  que  en  tales  ecuaciones  la  transformada 
de  Laplace  reduce  la  ecuación  diferencial  ordinaria  a  una  ecuación  algebraica.  En  esta 
sección  vamos  a  aplicar  la  transformada  de  Laplace  a  ecuaciones  diferenciales  parciales 
lineales.  Veremos  que  esta  transformada  reduce  una  ecuación  diferencial  parcial  a  una 
ecuación  diferencial  ordinaria. 


■  Transformada  de  derivadas  parciales  Los  problemas  de  valores  en  la  frontera 
que  se  estudian  en  esta  sección  involucran  las  ecuaciones  de  calor  y  las  de  onda  en  una 
dimensión,  o  ligeras  variaciones  de  estas  ecuaciones.  Estas  ecuaciones  diferenciales  par¬ 
ciales  involucran  una  función  desconocida  de  dos  variables  independientes  u(x,  t),  donde 
la  variable  t  representa  el  tiempo  í  >  0.  Definimos  la  transformada  de  Laplace  de  u{x,  t) 
respecto  a  t  usando  la  expresión 


d{u(x ,  r)} 


'OO 

e~s'u(x,  t)  dt  =  U(x,  s), 
■'o 


donde  x  recibe  el  tratamiento  de  un  parámetro.  A  lo  largo  de  esta  sección  se  supondrá 
que  todas  las  propiedades  operativas  de  las  secciones  4.3  y  4.4  se  aplican  a  funciones 
de  dos  variables.  Por  ejemplo,  mediante  el  teorema  4.4,  la  transformada  de  la  derivada 


parcial  du/dt  es 

Id, 

=  siE{u(x,  í) }  —  u(x,  0); 

esto  es. 

u¡ 

=  sU(x,  s)  —  u(x,  0). 

(1) 

De  manera  similar. 

4^ 

r|  =  s2U(x,  s )  —  su(x,  0)  —  u,(x,  0). 

(2) 

dt 


Como  estamos  realizando  una  transformación  respecto  a  t,  suponemos  que  es  legítimo 
intercambiar  la  integración  y  la  diferenciación  en  la  transformada  de  d2u/dx2: 


esto  es. 


'  OO 

4 


d2u 

dx2 


dt 


"°°  d2 

— y  [e~s'u(x,  í) ]  dt 
J0  dx 


d 2 

dx2 


e  s,u(x,  t)  dt 
■’o 


d2 

dx2 


!£{u(x,  í)}; 


d2U 

hx2' 


(3) 


En  vista  de  (1)  y  (2)  podemos  observar  que  la  transformada  de  Laplace  resulta  ade¬ 
cuada  en  problemas  con  condiciones  iniciales,  es  decir,  problemas  asociados  con  la 
ecuación  de  calor  o  la  ecuación  de  onda. 


Ejemplo  1  La  transformada  de  Laplace  de  una  ecuación  diferencial  parcial 

J  d2u  d2u 

Encuentre  la  transformada  de  Laplace  de  la  ecuación  de  onda  a  — y  =  — y,  t  >  0. 


dx2  dt2’ 


Solución  A  partir  de  (2)  y  (3), 


se  convierte  en 


a2  ~ ~ y  ¿£{m(x,  ?)}  =  s2!£{u(x,  f)}  —  su(x,  0)  —  u,{x,  0) 


o  bien 


,  drU  ,  .  .  .  . 

a~  — y —  s  U  =  —su(x,  0)  —  n,(x,  0). 
dx 


(4)  □ 
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La  transformada  de  Laplace  con  respecto  a  t  de  la  ecuación  de  onda  o  de  la  de  calor 
elimina  dicha  variable;  y  para  las  ecuaciones  en  una  dimensión,  las  ecuaciones  trans¬ 
formadas  son  entonces  ecuaciones  diferenciales  ordinarias  en  la  variable  espacial  x.  Al 
resolver  una  ecuación  transformada,  se  trata  a  s  como  parámetro. 


Ejemplo  2 

Uso  de  la  transformada  de  Laplace  para  resolver  un  problema 
de  valores  en  La  frontera 

Resuelva 

d2u  d2u 

,  =  9,  0  < 
dx2  dt~ 

x  <  1,  t  >  0 

sujeta  a 

K 

O 

II 

O 

R 

II 

O 

V 

o 

du 

u(x ,  0)  =  0,  — 

dt 

=  sen  7 tx,  0  <  x  <  1 . 

7  =  0 

Solución  La  ecuación  diferencial  parcial  se  puede  reconocer  como  la  ecuación  de  onda 
con  a  =  1.  A  partir  de  (4)  y  de  las  condiciones  iniciales  dadas,  la  ecuación  transformada  es 

d2U  , 

— ; —  s  U  =  —  sen  ir.*,  (5) 

dx2 

donde  U(x,  s)  =  ¡£{u(x ,  t)\.  Puesto  que  las  condiciones  de  frontera  son  funciones  de  í, 
debemos  calcular  también  sus  transformadas  de  Laplace: 

££{w(0,í)}  =  U(0,s)  =  0  y  ^{w(l,  t)}  =  t/(l,  s)  =  0.  (6) 

Los  resultados  obtenidos  en  (6)  son  condiciones  de  frontera  para  la  ecuación  diferencial 
ordinaria  (5).  Como  (5)  está  definida  en  un  intervalo  finito,  su  función  complementaria  es 

Uc(x,  s)  =  C\  cosh  sx  +  Cn  senh  sx. 

El  método  de  coeficientes  indeterminados  nos  da  una  solución  particular 


Up(x,  s) 


1 

~  sen  ttx. 

S2  +  TT2 


De  aquí  que 


U(x,  s)  =  cl  cosh  sx  +  c2  senh  sx  + 


S2  +  TT2 


sen  7 tx. 


Sin  embargo,  las  condiciones  U(  0,  s)=0y  U(  1,  s)  =  0  dan  como  resultado,  c¡  =  0  y 
c2  =  0,  respectivamente.  Concluimos  que 


U(x,  s)  = 


i(x,  t)  = 


1 


S  +  73 


sen  7 tx 


1  í  1  1  1  en—  I  í  71  1 

s  -i - r  sen  ttx  >  =  —  sen  itx  iE  i  -z - r  > . 

[s-  +  7 T2  J  77  U  +  77“  J 


1 

Por  lo  tanto,  u(x.  t)  =  -  sen  ttx  sen  ttí. 

77 


Ejemplo  3  Uso  de  La  transformada  de  Laplace  para  resolver  un  problema  de 
valores  en  la  frontera 

Una  cadena  muy  larga  se  encuentra  inicialmente  en  reposo  en  el  eje  x  no  negativo.  La 
cadena  está  anclada  en  x  =  0  y  su  lejano  extremo  derecho  se  desliza  hacia  abajo  sin  fric¬ 
ción  sobre  un  soporte  vertical.  La  cadena  se  pone  en  movimiento  dejando  que  caiga  por 
su  propio  peso.  Determine  el  desplazamiento  n(x,  t). 


Solución  Como  se  toma  en  cuenta  la  fuerza  de  gravedad,  es  posible  demostrar  que  la 
ecuación  de  onda  tiene  la  forma 


a 


2 


d2u 
dx 2 


~  8  = 


d2u 

'ót2' 


x  >  0,  t  >  0. 
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Las  condiciones  inicial  y  de  frontera  son,  respectivamente, 


m(0,  t)  =  0, 


m(x,  0)  =  0, 


du 

lím  —  =  0,  t  >  0 

A— >00  dX 


du 

dt 


=  0,  x  >  0. 


La  segunda  condición  de  frontera  lirada,  du/dx  =  0  indica  que  la  cadena  es  horizontal  a 
una  distancia  mayor  desde  el  extremo  izquierdo.  Ahora,  a  partir  de  (2)  y  (3), 


se  convierte  en 


d2U  g 


dx2 


- =  s2U  —  su{x ,  0)  —  n,(x,  0) 


o,  en  vista  de  las  condiciones  iniciales, 

d2U  s2^  g 

dx2  a 2  a2s 

Las  transformadas  de  las  condiciones  de  frontera  son 


:(  lím  =  lín 

^  x — >oo  dx  J  X—>t 


dU 


1 £{u(0 ,  0}  =  í/(0,  i)  =  0  y  ¡£  j  lím  —  f  =  lím  -j-  =  0. 

Con  ayuda  de  coeficientes  indeterminados,  es  posible  deducir  que  la  solución  general  de 
la  ecuación  transformada  es 


Figura  13.2  Cadena  larga  cayendo 
por  su  propio  peso 


U(x,  s)  =  Cle-(x'a)s  +  c2¿xla)s  -  ~v 

s 


La  condición  de  frontera  lím^a,  dUldx  =  0  implica  que  c2  —  0  y  CÍO,  s)  =  0  nos  da 
c¡  =  gis3.  Por  lo  tanto, 


U(x,  s)  =  4  e“(x/a)s  -  4- 

sr  s 

Ahora,  mediante  el  teorema  de  la  segunda  traslación  se  tiene 

“'*• ')  *  ~  ? } = í  *('  ■  í)  °ii('  - 1) 


o  bien 


u(x,  t)  =  < 


■  gf 


0  <  t  <  - 
a 


-h  (2 axt  -  x2),  t  >  4 
2a  a 


Para  interpretar  la  solución,  supongamos  que  t  >  0  es  fijo.  Para  0  <  x  s  at,  la  cadena 
tiene  la  forma  de  una  parábola  que  pasa  por  (0,  0)  y  (at,  —\ gt2).  Para  x  >  at,  la  cadena  se 
describe  mediante  la  línea  horizontal  u  =  —\gt2.  Consulte  la  figura  13.2. 


Observe  que  el  problema  del  ejemplo  siguiente  pudo  haberse  resuelto  mediante  el  pro¬ 
cedimiento  de  la  sección  1 1.6.  La  transformada  de  Laplace  ofrece  una  solución  alterna. 


Ejemplo  4  Una  solución  en  términos  de  erf  (x) 


Resuelva  la  ecuación  de  calor 

d2u  du 


dx2  dt ’ 

sujeta  a  «(0,  t)  =  0, 

h(x,  0)  =  0, 


0  <  x  <  1, 

u(\,  f)  =  u0, 
0<x<  1. 


t  >  0 
t>  0 
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Solución  De  las  ecuaciones  (1)  y  (3)  y  la  condición  inicial  dada, 


d2U 

se  convierte  en  — ; —  sU  =  0. 

dx2 

Las  transformadas  de  las  condiciones  de  frontera  son 
17(0,  s)  =  0  y 


u0 

U(  1,  s)  = 

s 


(7) 


(8) 


Puesto  que  estamos  interesados  en  un  intervalo  finito  en  el  eje  x  optamos  por  escribir  la 
solución  general  de  (7)  como 

U(x ,  s)  =  Cj  cosh  (Vsx)  +  c2  senh  (Vsx). 

Aplicar  las  dos  condiciones  de  frontera  en  (8)  nos  da,  respectivamente,  c{  =  0  y 
c2  =  m0/(s  senh  Vi).  Por  lo  tanto, 

senh  (Vsx) 

U(x,  s )  =  m„ - TT^- 

s  senh  V  s 

La  transformada  inversa  de  esta  última  función  no  se  encuentra  en  la  mayoría  de  las 
tablas.  Sin  embargo,  escribiendo 

senh  (  Vsx) 


eVsx  _  e-Vsx 


e(x-\ )Vs  _  e~(x+l )Vs 


s  senh  Vs  s(eVs  —  e 
y  utilizando  la  serie  geométrica 

1 


S) 


?(1 


- 


1 


e 


-2  Vs 


—  ^-2 riVs 


encontramos 


0~(2n+  1  -  x)V.v 


-(2n+l+x)Vs 


senh  (  W)  “ 

s  senh  Vs 

Si  suponemos  que  la  transformada  inversa  de  Laplace  puede  resolverse  término  por  tér¬ 
mino,  a  partir  del  enunciado  3  de  la  tabla  13.1  puede  deducirse  que 

senh  (Vsx) ' 


m(x,  t)  =  u0¿£ 

OO 

=  “o  2 

n  =  0 
oo 

=  «o  2 


l  í  senh  (Vsx) ) 
l  s  senh  Vs  J 


X-1 

|'e-(2n  +  1-:i)\/í'| 

l  *  1 

erfcj 

22n  +  1  —  xA 

v  2  Vi  ) 

)  r  „-(2«+i+vv'¡j  j 

— í — }] 


—  erfc 


2n  +  1  +  x 

2  Vi 


(9) 


La  solución  (9)  puede  volverse  a  escribir  en  términos  de  la  función  de  error  utilizando 
erfc(x)  =  1  —  erf(x): 


U(X,  t )  =  Uq  2 


erf 


2n  +  1  +  x 

2  Vi 


erf 


2n  +  1  —  x 

2  Vi 


La  figura  13.3a),  obtenida  con  ayuda  de  la  función  gráfica  3D  de  un  CAS,  muestra  la 
superficie  de  la  región  rectangular  1 . 0  <  /  <  6  definida  mediante  la  suma  parcial 

SjoCx,  t)  de  la  solución  ( 10).  A  partir  de  la  superficie  y  de  las  dos  gráficas  bidimensionales 
que  la  acompañan,  resulta  evidente  que  para  un  valor  específico  de  x  (la  curva  de  inter¬ 
sección  de  un  plano  recortando  la  superficie  perpendicular  al  eje  x  en  el  intervalo  0Sr< 
1),  la  temperatura  u(x,  t )  aumenta  considerablemente  hacia  un  valor  constante  cuando  se 
incrementa  el  tiempo.  Consulte  las  figuras  13.3£>)  y  c ).  Para  un  tiempo  específico  (la  curva 
de  intersección  de  un  plano  recortando  la  superficie  perpendicular  en  el  eje  i),  la  tempera¬ 
tura  u(x,  t)  aumenta  de  manera  natural  de  0  a  100.  Vea  las  figuras  1 3.3c/)  y  e). 
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1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 

100 

. 

- 

80 

- 

- 

60 

f 

- 

40 

/ 

20 

t 

_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ L 

O  1  2  3  4  5  6  f  0123456 


b)  x  =  0.2 


c)x  =  0.7 


u(x,  0.1)  u(x,4) 


120 

. 

120 

. . 

100 

100 

80 

80 

60 

60 

40 

40 

20 

20 

0  0.2  0.4  0.6  0.8  1  '  0  0.2  0.4  0.6  0.8  1 


d)t  =  0.1 


e)t  =  4 


Figura  13.3  Gráfica  de  la  solución  dada  en  (10).  En  b)  y  c),  x  se  mantiene  constante. 
En  d)  y  e),  t  se  mantiene  constante 


EJERCICIOS  13.2 


Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-29. 


En  los  problemas  siguientes  utilice  las  tablas  según  sea  nece¬ 
sario. 

1 .  Una  cadena  se  estira  a  lo  largo  del  eje  x  entre  (0,  0)  y 
(L,  0).  Calcule  el  desplazamiento  u(x,  t)  si  la  cadena 
parte  desde  el  reposo  en  la  posición  inicial  A  sen(T tx/L). 

2.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 

d2u  d2u 


dx¿  dt2 
u( 0,  t )  =  0, 


0  <  x  <  1,  f  >  0 


u{x,  0)  =  0, 


m(1,  f)  =  0 

du 


dt 


=  2  sen7rx  +  4  sen37rjc. 


3.  El  desplazamiento  de  una  cadena  elástica  semiinfinita  se 
determina  a  partir  de 


d2u  d2u 


,  =  — y,  x  >  0,  t  >  0 

dx¿  dt 2 

i(0,  t )  =/(í),  límn(;t,  r)=0,  t  >  0 


/  ,  du 

u(x,  0)  =  0,  — 

dt 


=  0,  x  >  0. 


Despeje  u( x,  t). 


4.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera  del  ejer¬ 
cicio  3  cuando 

,  f  sen  Tít,  0  s  t  <  1 

/(,)  =  {o. 

Trace  el  desplazamiento  u( x,  t )  para  t  >  1. 
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5.  En  el  ejemplo  3,  calcule  el  desplazamiento  u(x,  t)  cuan¬ 
do  al  extremo  izquierdo  de  la  cadena  ubicado  en  x  =  0 
se  le  imprime  un  movimiento  oscilatorio  descrito  por 
f(t)  =  A  sen  u>t. 

6.  El  desplazamiento  u(x,  t)  de  una  cadena  accionada  por 
una  fuerza  externa  se  determina  a  partir  de 

d2u  d2u 

+  sen  ™  senwí  =  0  <  x  <  1,  r>0 


m(0,  t)  =  0,  u(l,  t)  =  0,  t>0 

=  0,  0  <  x  <  1 . 


,  x  3m 

u(x,  0)  =  0,  — 

dt 


Despeje  u(x,  t). 

7.  Una  barra  uniforme  está  anclada  en  x  =  0  y  se  encuentra 
inicialmente  en  reposo.  Si  una  fuerza  constante  F0  se 
aplica  al  extremo  libre  localizado  en  x  =  L,  el  desplaza¬ 
miento  longitudinal  u(x,  t)  de  la  sección  transversal  de  la 
barra  se  determina  a  partir  de 


a 


0  du  d“u 

2 -  =  — y,  0  <  x  <  L,  t  >  0 


dx~ 


dt¿ 


u( 0,  t)  =  0, 

=  F0,  E  es  una  constante,  t  >  0 


du 
E  — 
dx 


x  =  L 


,  .  du 

u(x,  0)  =  0,  — 
dt 


=  0,  0  <  x  <  L. 


“jen 


Despeje  u(x,  t).  [Sugerencia:  Expanda  1/(1  +  e 
una  serie  geométrica.] 

8.  Una  viga  elástica  uniforme  semiinfinita  que  se  mueve  a  lo 
largo  del  eje  x  a  velocidad  constante  —  v0  se  detiene  al  gol¬ 
pear  una  pared  en  el  tiempo  t  =  0.  Consulte  la  figura  13.4. 
El  desplazamiento  longitudinal  u(x,  t )  está  determinado  por 

,  d2u  d2u 

a2  — y  =  — r,  x  >  0,  t  >  0 
dx2  dt2 

du 

lím  —  =  0,  t  >  0 

X — >OC  dx 

du 


w( 0,  t)  =  0, 
u(x,  0)  =  0, 
Despeje  m(x,  t). 


dt 


=  -v„ 


x  >  0. 


jc  =  0 


Figura  13.4  Viga 
elástica  en  movimiento 
del  problema  8 


9.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


d~u  d  u 

— r  =  — 7,  x  >  0,  t  >  0 

dx2  dt2 


4(0,  t)  =  0, 


u(x,  0)  =  xe  x,  — 
v  '  dt 


lími/(x,  t)  =  0,  t  >  0 

x—>oo 

du 

=  0,  x  >  0. 

1  =  0 


1 0.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 
d2u  d2u 

— y  =  — y,  X  >  0,  t  >  0 

dx2  dt2 

u(0,  t)  =  1,  lím  m(x,  t)  =  0,  t  >  0 


i{x,  0)  =  e  x. 


X — KX) 

du 
dt 


=  0,  x  >  0. 


En  los  problemas  del  11  al  18,  utilice  la  transformada  de 
Laplace  para  resolver  la  ecuación  de  calor  u^  =  u„  x  >  0,  t  >  0 
sujeta  a  las  condiciones  dadas. 

11.  m( 0,  t)  =  u0,  límw(x,  t)  =  uu  m(x,  0)  =  ul 

x — ^OO 

u(x,  t) 

12.  m( 0,  t )  =  u0,  lím  - =  m(x,  0)  =  «jx 

x — >oo  X 

=  u{ 0,  t),  límw(x,  t)  =  u0,  u(x,  0)  =  u0 

x—>oo 

=  u(0,  t)  —  50,  lím  w(x,  t)  =  0,  m(x,  0)  =  0 


du 

13.  — 

dx 

du 

14.  — 

dx 


15.  u( 0,  t)  =  f(t),  lím  m(x,  t)  =  0,  m(x,  0)  =  0 

x — ►oo 

[Sugerencia:  Utilice  el  teorema  de  convolución.] 

=  — f(t),  lím  m(x,  t)  =  0,  m(x,  0)  =  0 

x  =  0 

17.  u( 0,  t)  =  60  +  40  ^(í  —  2),  lím  w(x,  t)  =  60, 

x— >oo 

m(x,  0)  =  60 

18.  u( 0,  t)  = 


du 

16.  — 

dx 


f  20, 

l  0, 


0  <  t  <  1  ,  N 

lím  u(x,  t)  =  100, 

t  ^  1  x=>oo 


m(x,  0)  =  100 

1 9.  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera 
d2u  du 

- r  =  - ,  —OO  <  X  <  1,  t  >  0 

dx2  dt 


du 

dx 


=  100  —  w(l,  r),  lím  m(x,  t)  =  0,  t  >  0 


m(x,  0)  =  0,  —  oo  <  x  <  1. 

20.  Demuestre  que  una  solución  del  problema  de  valores  en 


la  frontera 


d2u 


du 


k  — y  +  r  =  — ,  x  >  0,  t  >  0 

dx2  dt 

u( 0,  t )  =  0,  lím  —  =  0,  t  >  0 

x—>oo  dx 

u(x,  0)  =  0,  x  >  0, 
donde  r  es  constante,  está  dada  por 

m(x,  i)  =  rt  —  r 


erfcf — dr. 
V2v A:t/ 


Jo 

21 .  Una  varilla  de  longitud  L  se  mantiene  a  una  temperatura 
constante  u0  en  sus  extremos  x  =  0  y  x  =  L.  Si  la  tempe¬ 
ratura  inicial  de  la  varilla  es  u0  +  u0  sen (xtr/L),  resuelva 
la  ecuación  de  calor  uxx  =  ut,  0  <  x  <  L,  t  >  0  para  la 
temperatura  u(x,  t). 
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22.  Si  hay  transferencia  de  calor  desde  la  superficie  lateral 
de  un  alambre  delgado  de  longitud  L  hacia  un  medio  a 
temperatura  constante  um,  entonces  la  ecuación  de  calor 
toma  la  forma 

d2ll  du 

k  — j  —  li(u  —  um)  =  — ,  0  <  x  <  L,  t  >  0, 


27.  Demuestre  que  una  solución  del  problema  de  valores  en 
la  frontera 

d2u  du 

— -  —  hu  =  — ,  x  >  0,  t  >  0,  h  constante 
dx2  dt 

u( 0,  t)  =  u0,  lím  u(x,  t)  =  0,  t  >  0 


donde  he  s  una  constante.  Determine  la  temperatura  u(x,  t) 
si  la  temperatura  inicial  es  una  constante  u0  en  todo  el 
proceso  y  los  extremos  x  =  0  y  x  =  L  están  aislados. 

23.  Una  varilla  de  longitud  unitaria  está  aislada  en  x  =  0  y 
se  mantiene  a  temperatura  de  cero  en  x  =  1 .  Si  la  tem¬ 
peratura  inicial  de  la  varilla  es  una  constante  u0,  resuel¬ 
va  kuxx  =  ut,  0  <  x  <  1,  t  >  0  [para  la  temperatura  u(x, 
t).  [Sugerencia:  Expanda  1/(1  +  e~2'^k)  en  una  serie 
geométrica.] 


24.  Una  losa  porosa  infinita  de  ancho  unitario  está  sumergida 
en  una  solución  cuya  concentración  constante  es  c0.  Una 
sustancia  disuelta  en  la  solución  se  difunde  en  la  losa.  La 
concentración  c(x,  t)  en  la  losa  está  determinada  mediante 

d2c  de 

D  —  =  —,  0  <  x  <  1,  t  >  0 

dx2  dt 

c(0,  t)  =  c0,  c(l,  t)  =  c0,  t  >  0 
c(x,  0)  =  0,  0  <  x  <  1, 


donde  D  es  una  constante.  Encuentre  el  valor  de  c(x,  t). 

25.  Una  línea  telefónica  muy  larga  se  encuentra  inicialmen¬ 
te  a  un  potencial  constante  u0.  Si  la  línea  está  aterrizada 
en  x  =  0  y  aislada  en  su  extremo  derecho,  entonces  el 
potencial  u(x,  t)  en  un  punto  x  a  lo  largo  de  la  línea  en 
el  tiempo  t  está  determinado  mediante 

d2u  du 

—  -  RC - RGu  =  0,  x  >  0,  t  >  0 

dx2  dt 

u(0,  t)  =  0,  lím  —  =0,  t  >  0 

je— »oo  dx 

u(x,  0)  =  u0,  x  >  0, 

donde  R,  C  y  G  son  constantes  conocidas  como  resis¬ 
tencia,  capacitancia  y  conductancia,  respectivamente. 
Despeje  w(x,  t).  [Sugerencia:  Vea  el  problema  5  de  los 
ejercicios  13.1.] 


26.  A  partir  de  t  =  0,  una  carga  concentrada  de  magnitud  F0 
se  mueve  a  velocidad  constante  v0  por  una  cadena  semiin¬ 
finita.  En  este  caso,  la  ecuación  de  onda  se  convierte  en 
,  d2ll  d2u 


TV  -  T7  +  FM  t  ~  — 


dx 


dt 


donde  S(t  —  x/v0)  es  la  función  delta  de  Dirac.  Resuelva 
la  ecuación  diferencial  parcial  sujeta  a 

n( 0,  i)  =  0,  límw(x,  t)  =  0,  t  >  0 

X— 

.  .  du 

u(x,  0)  =  0,  — 

dt 

a)  cuando  v0  ¥=  a 
tí)  cuando  v0  =  a. 


=  0,  x  >  0 

t= o 


es 


m(x,  0)  =  0,  x  >  0 


u(x,  t ) 


UqX 

2s/ttJ0 


g-ZlT-X2/^ 

T^2 


dr. 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

28.  a)  La  temperatura  en  un  sólido  semiinfinito  está  mode¬ 
lada  mediante  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


d2u  du 
k — t  =  — , 
dx2  dt 


x  >  0,  t  >  0 
w(0,  t)  =  u0,  límn(x,  t)  =  0,  t  >  0 

x — >oo 

m(x,  0)  =  0,  x  >  0. 


Encuentre  el  valor  de  m(x,  t).  Utilice  la  solución  para 
determinar  analíticamente  el  valor  de  lím,  ^  m(x,  /), 
x  >  0. 


b )  Utilice  un  CAS  para  graficar  i/(x,  t)  en  una  región 
rectangular  OSxS  10,  0  s  /  <  15.  Suponga  que 
u0  =  100  y  k  =  1.  Indique  las  dos  condiciones  de 
frontera  y  la  condición  inicial  de  su  gráfica.  Use  las 
gráficas  2D  y  3D  de  m(x,  t)  para  comprobar  su  res¬ 
puesta  al  inciso  a). 

29.  a)  En  el  problema  28,  si  existe  un  flujo  constante  de 
calor  hacia  el  sólido  en  su  frontera  izquierda,  entonces 

du 

la  condición  de  frontera  es  —  =  —A,  A  >  0,  t  >  0. 

d-4=o 

Encuentre  el  valor  de  n(x,  t ).  Utilice  la  solución  para 
determinar  analíticamente  el  valor  de  lím,_)Y:  n(x, 
í),  x  >  0. 

b)  Utilice  un  CAS  para  graficar  w(x,  t)  sobre  la  región 
rectangular  O^xS  10,  0s<<  15.  Suponga  que 
u0  =  100  y  k  =  1.  Use  las  gráficas  2D  y  3D  de  m(x,  t) 
para  comprobar  su  respuesta  al  inciso  a). 


30.  Los  humanos  captamos  la  mayor  parte  de  la  informa¬ 
ción  que  poseemos  del  mundo  exterior  mediante  la  vista 
y  el  oído.  Sin  embargo,  muchas  criaturas  utilizan  seña¬ 
les  químicas  como  forma  principal  de  comunicación; 
por  ejemplo,  las  abejas,  cuando  experimentan  un  estado 
de  alarma,  emiten  cierta  sustancia  y  agitan  sus  alas  para 
pasar  el  mensaje  a  las  abejas  que  atienden  a  la  reina. 
Estos  mensajes  moleculares  entre  miembros  de  una 
misma  especie  se  llaman  feromonas.  Las  señales  pueden 
transportarse  por  el  movimiento  del  aire  o  del  agua,  o  por 
un  proceso  de  difusión  en  el  que  el  movimiento  aleato¬ 
rio  de  moléculas  de  gas  transporta  el  químico  lejos  de  su 
fuente.  La  figura  13.5  muestra  a  una  hormiga  emitiendo 
una  alarma  química  hacia  el  aire  quieto  de  un  túnel.  Si 
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c(x,  t )  expresa  la  concentración  del  químico  a  x  centíme¬ 
tros  de  la  fuente  en  el  tiempo  t,  entonces  c(x,  t)  satisface 


k 


d2c 

dx2 


— ,  x  >  0,  t  >  0, 
dt 


y  k  es  una  constante  positiva.  La  emisión  de  feromo- 
nas  como  pulsos  discretos  da  origen  a  una  condición  de 
frontera  de  la  forma 


du 


dx 


x  =  0 


b )  Utilice  un  CAS  para  graficar  la  solución  del  inciso 
a)  para  x  >  0  en  los  tiempos  t  =  0.1,  t  =  0.5,  t  =  1, 
t  =  2,t=5. 

c )  Para  un  determinado  tiempo  t,  demuestre  que 

J0°°c  ( x ,  t )  dx  =  Ak.  Por  lo  tanto,  Ak  representa  la 
cantidad  total  de  descarga  química. 


x 


donde  8{t)  es  la  función  delta  de  Dirac.  Figura  13>5  Hormigas  del  problema  30 

á)  Resuelva  el  problema  de  valores  en  la  frontera  si 
además  se  sabe  que  c(x,  0)  =  0,  x  >  0  y  limoso  c(x,  t) 

=  0,  í>0. 


13.3  Integral  de  Fourier 


■  Introducción  En  los  capítulos  anteriores,  la  serie  de  Fourier  se  utilizó  para  re¬ 
presentar  una  función  /  definida  en  un  intervalo  finito  (— p,  />)  o  (0,  L).  Cuando /y/' 
son  continuas  en  dicho  intervalo  finito,  una  serie  de  Fourier  representa  la  función  en 
el  intervalo  y  converge  hacia  la  extensión  periódica  de /fuera  del  intervalo.  De  esta 
manera,  estamos  justificados  de  afirmar  que  las  series  de  Fourier  solamente  se  asocian 
con  funciones  periódicas.  Ahora  procederemos  a  deducir,  aunque  no  rigurosamente,  una 
forma  para  representar  ciertos  tipos  de  funciones  no  periódicas  que  estén  definidas  en  un 
intervalo  infinito  (— oo,  oo)  o  semiinfinito  (0,  oo). 

■  De  la  serie  de  Fourier  a  la  integral  de  Fourier  Suponga  que  una  función /está 
definida  en  (—  p,  p).  Si  utilizamos  las  definiciones  integrales  de  los  coeficientes  (9),  (10) 
y  (1 1)  de  la  sección  10.2  en  la  expresión  (8)  de  esa  sección,  entonces  la  serie  de  Fourier 
de /en  el  intervalo  es 


/(*)  = 


1 

2 p  . 


P  1  OO 

/0)  dt  +  -  2 
-p  P  n=  I  L 


mr  \  ;?7r  /  \  p  mr  \ 

f(t)  eos  —  tdt  1  eos  —  x  +  I  f(t)  sen  —  t  dt  Isen 


-p  p 

Si  establecemos  an  =  mr/p,  A  a  =  an+l  —  an  =  i r/p,  entonces  (1)  se  convierte  en 


(1) 


/M  = 


i 

2tt 


o  \ 

/(O  dt  +  -  2 


f{t)  eos  ant  dt  1  eos  arrx  + 


f(t)  sena,/  dt  ]sena„x 


~p  "  1  ~P  ~p 

Ahora  vamos  a  expandir  el  intervalo  (—  p,  p)  haciendo  que  p  — »  oo.  Como  p  — »  oo  implica 

»  ^  OO 

que  Aa  — >  0,  el  límite  (2)  tiene  la  forma  límAa^0  _  F{an)í^.a,  la  cual  sugiere  la  de¬ 
finición  de  la  integral  / ”  F(a)  da.  Por  lo  tanto,  si  / °°.oo /(Z)  dt  existe,  el  límite  del  primer 
término  incluido  en  (2)  es  cero  y  el  límite  de  la  suma  se  convierte  en 

f(t)  eos at  dt  jeosax  +  I  f(t )  senaf  dt  jsenax 


Aa.  (2) 


1 

'  oo 

iy 

V  . 

0 

A. 

da.  (3) 


El  resultado  que  se  proporciona  en  (3)  se  llama  integral  de  Fourier  de/en  (— oo,  oo). 
Tal  como  señala  el  resumen  siguiente,  la  estructura  básica  de  la  integral  de  Fourier  nos 
recuerda  la  forma  de  una  serie  de  Fourier. 


13.3  Integral  de  Fourier 
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■  Convergencia  de  la  integral  de  Fourier  Las  condiciones  suficientes  en  las  que  la 
integral  de  Fourier  converge  hacia /(jc)  son  similares  a,  pero  ligeramente  más  estrictas 
que,  las  condiciones  de  la  serie  de  Fourier. 


TEOREMA  13.1 


Condiciones  para  la  convergencia 


Sean /y/'  continuas  en  cada  intervalo  finito,  y  sea /absolutamente  integrable  en 
(—00,  oo).*  Entonces  la  integral  de  Fourier  de /en  el  intervalo  converge  hacia  f(x) 
en  un  punto  de  continuidad.  En  un  punto  de  discontinuidad,  la  integral  de  Fourier 
convergerá  hacia  el  promedio 


/(*  +  )  +/(■*- ) 
2 


donde  f{x+)  y  f(x~)  expresan  el  límite  de/en  x  desde  la  derecha  y  desde  la  izquier¬ 
da,  respectivamente. 

_ 


y 

i  --  i 

— - 1 - 1 - X 

2 


Figura  13.6  Función  del  ejemplo 
1  definida  para  (— oo,  oo) 


Ejemplo  1  Representación  de  la  integral  de  Fourier 

Encuentre  la  representación  de  la  integral  de  Fourier  de  la  función 


r  o,  x  <  o 

f(x)  =  |  1,  O  <  x  <  2 
U,  x>  2. 


Solución  La  función  cuya  gráfica  se  muestra  en  la  figura  13.6  satisface  la  hipótesis  del 
teorema  13.1.  En  consecuencia,  de  (5)  y  (6),  tenemos  de  una  vez 


A  (a) 


B(a) 


f{x)  eos  ax  dx 


o 

f(x)  eos  ax  dx  + 

— OO 

sen  2a 

eos  ax  dx  = 

'n 


/( x)  eos  ax  dx  + 


a 


"OO 

f(x)  eos  ax  dx 

■4 


f(x)  sen  ax  dx  = 


sena.v  dx  = 


1  —  eos  2a 


Jo 


*Esto  significa  que  la  integral 


/(x)!  dx  converge. 
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Por  sustitución  de  estos  coeficientes  en  (4)  obtenemos 


/(•*)  =  ~ 


sen  2a 


eos  ccx  + 


1  —  eos  2a 


señar 


da. 


Cuando  hacemos  uso  de  identidades  trigonométricas,  la  última  integral  se  simplifica  a 


/(*)  =  - 

7 7 


sen  a  eos  a(x  —  1) 


da. 


(7)  □ 


La  integral  de  Fourier  puede  utilizarse  para  evaluar  integrales.  Por  ejemplo,  en  x  =  1, 
se  deduce  a  partir  del  teorema  13. 1  que  (7)  converge  hacia/(l);  esto  es, 


'  co 

■'o 


sen  a 
a 


Vale  la  pena  destacar  este  último  resultado  ya  que  no  puede  obtenerse  de  la  manera 
“usual”;  el  integrando  (sen  x)/x  no  tiene  una  antiderivada  que  sea  función  elemental. 


H  Integrales  seno  y  coseno  Cuando/es  una  función  par  en  el  intervalo  (— oo,  oo), 
entonces  el  producto /(x)  eos  ax  lo  es  también,  mientras  que  /(x)  sen  ax  es  una  función 
impar.  Como  una  consecuencia  de  la  propiedad  g)  de  la  sección  10.3,  B(a)  =  0,  por  lo 
que  (4)  se  convierte  en 


/(•*)  =  - 

7 7 


f[t)  eos  at  dt  Icos  ax  da. 


Aquí  también  se  ha  utilizado  la  propiedad/)  de  la  sección  10.3  para  escribir 


f(t)  eos  at  dt  =  2  f(t)  eos  at  dt. 


De  manera  similar,  cuando/es  una  función  impar  en  (— oo,  oo),  los  productos/(x)  eos  ax 
y  /(x)  sen  ax  son  funciones  impares  y  pares,  respectivamente.  Por  lo  tanto,  A(a)  =  0  y 


m  = 


f(t)  sen  at  dt  Isenax  da. 


Presentamos  un  resumen  de  lo  anterior  en  la  definición  siguiente. 


DEFINICIÓN  13.2 


Integrales  seno  y  coseno  de  Fourier 


i)  La  integral  de  Fourier  de  una  función  par  en  el  intervalo  (— oo,  oo)  es  la  integral 
coseno 

(8) 

donde  .  (9) 

ii)  La  integral  de  Fourier  de  una  función  impar  en  el  intervalo  (— oo,  oo)  es  la  inte¬ 
gral  seno 

2  f 00 

,  (10) 

77 

f°° 

donde  .  (11) 
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1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

—0 

a 

Figura  13.7  Fundón  del  ejemplo 
2  definida  en  el  intervalo  (—00,  00) 


Ejemplo  2  Representación  mediante  la  integral  coseno 

Encuentre  la  representación  integral  de  Fourier  de  la  función 


\x\  <  a 
|x|  >  a. 


Solución  A  partir  de  la  figura  13.7  resulta  evidente  que/es  una  función  par.  De  aquí  que 
representamos /mediante  la  integral  coseno  de  Fourier  (8).  A  partir  de  (9)  obtenemos 


A(a)  = 


f(x)  eos  ax  dx  = 


f(x)  eos  ax  dx  + 


f(x)  eos  ax  dx 


eos  ax  dx  = 


sen  cía 


por  lo  que 


/«  =  - 


sen  aa  eos  ax 


-da. 


(12)  □ 


Las  integrales  (8)  y  ( 10)  pueden  utilizarse  cuando/no  es  impar  ni  par  y  definirse  úni¬ 
camente  a  la  mitad  de  la  línea  (0,  00).  En  este  caso,  (8)  representa  a/en  el  intervalo  (0, 
°°)  y  a  su  extensión  par  (pero  no  periódica)  hacia  (—00,  0),  mientras  que  (10)  representa 
a/en  (0,  00)  y  a  su  extensión  impar  hacia  el  intervalo  (  —  00,  0). 


X 


Ejemplo  3  Representaciones  mediante  las  integrales  seno  y  coseno 

Representar /(x)  =  e~x,  x  >  0  a)  mediante  la  integral  coseno;  b)  mediante  la  integral 
seno. 

Solución  La  gráfica  de  la  función  se  proporciona  en  la  figura  13.8. 


Figura  13.8  Función  del  ejemplo 
3  definida  en  (0,  00) 


Figura  13.9  a)  es  la  extensión  par 
de/;  b)  es  la  extensión  impar  de/ 


a)  Usamos  la  integración  por  partes  y  encontramos  que 


A{a)  = 


e  *cos  ax  dx  = 


1 


Jo 


1  +  a2 


Por  lo  tanto,  la  integral  coseno  de/es 


m  =  - 


eos  ax 
1  +  a2 


da. 


(13) 


b)  De  manera  similar,  tenemos 


B(a)  = 


e  x  sen  ax  dx  = 


Jo 


1  +  a1 


La  integral  seno  de /es  entonces 


/(*)  =  ~ 


a  sen  ax 
1  +  a2 


-da. 


(14) 


La  figura  13.9  muestra  las  gráficas  de  las  funciones  y  sus  extensiones  representadas  me¬ 
diante  las  dos  integrales. 


I  Forma  compleja  La  integral  de  Fourier  (4)  también  tiene  una  formulación  com¬ 
pleja  equivalente  o  formulación  exponencial,  esto  es  análogo  a  la  formulación  comple¬ 
ja  de  una  serie  de  Fourier  (consulte  la  sección  10.4).  Cuando  (5)  y  (6)  son  sustituidas  en 
(4),  entonces 


^  OO  OO 

f(x)  =  —  /(f)[  eos  at  eos  ax  +  sen  at  sen  crx]  dt  da 

77  1q  1 — 00 
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1 

77 

1 

277 

1 

277 

J_ 

277 

J_ 

277 


J0  -'—oo 
i  roo 


— oo  —  oo 


f(t)  eos  a(t  —  x)  dt  da 
f(t)  eos  a(t  —  x )  dt  da 
/(í)[cos  a(t  —  x )  +  i  sena(f  —  x)]dt  da 
f(t)eia{t~x)  dt  da 

3 

30  \ 

f(t)  eia'dt )  e~iaxda. 


OO  — OO 


(15) 

(16) 

(17) 


Podemos  observar  que  (15)  deriva  del  hecho  de  que  el  integrando  es  una  función  par  de 
a.  En  (16),  simplemente  hemos  sumado  un  cero  al  integrando, 

•  oo  roo 

i  f(t)  sena(f  —  x)dt  da  =  O, 

— oo  oo 

ya  que  el  integrando  es  una  función  impar  de  a.  La  integral  (17)  puede  expresarse  como 


donde 


C(a)  = 


C(a)e  ,ax  da, 

(18) 

f{x)eiax  dx. 

(19) 

— OO 


Esta  última  forma  de  la  integral  de  Fourier  se  utilizará  en  la  siguiente  sección,  cuando 
regresemos  al  tema  de  la  resolución  de  problemas  de  valores  en  la  frontera. 


■  Uso  de  La  computadora  La  convergencia  de  una  integral  de  Fourier  puede  estu¬ 
diarse  de  manera  similar  a  la  graficación  de  las  sumas  parciales  de  una  serie  de  Fourier. 
Para  ilustrar  esto,  vamos  a  emplear  los  resultados  de  los  incisos  a)  y  b)  del  ejemplo  3. 
Por  definición  de  integral  impropia,  la  representación  de  la  integral  coseno  de  Fourier  de 
f(x)  =  e~x,  x  >  O  en  (13)  puede  escribirse  como/(x)  =  lím^oo Fb(x),  donde 


Fb(x) 


r\  rb 

1  eos  OOÍ 
77  J0  1  +  a1 


da. 


y  a  x  se  le  trata  como  un  parámetro.  De  modo  similar,  la  representación  de  la  integral  seno 
de  Fourier  d e/(x)  =  e  x,  x  >  O  en  (14)  puede  escribirse  como  f(x)  =  lím^oo Gb{x),  donde 


Gb{x) 


2_ 

77 


rb 

Jo 


a  sen  ooí 
1  +  a2 


da. 


Debido  a  que  las  integrales  de  Fourier  (13)  y  (14)  convergen,  las  gráficas  de  las  integra¬ 
les  parciales  Fb(x)  y  Gh(x)  para  un  valor  específico  de  b  >  O  serán  una  aproximación  de 
la  gráfica  de /y  sus  extensiones  pares  e  impares  ilustradas  en  las  figuras  13.9a)  y  b),  res¬ 
pectivamente.  Las  gráficas  de  Fb(x)  y  Gb(x)  para  b  =  20  dadas  en  la  figura  13.10  se  obtu¬ 
vieron  mediante  el  uso  de  Mathematica  y  su  aplicación  llamada  NIntegrate.  Consulte  el 
problema  21  de  los  ejercicios  13.3. 


a)  G2 oto 


1.5 

1 

0.5 


-0.5 

-1 

-3-2-1  0  1  2  3 

b)F2  oM 


y 


Figura  13.10  Gráficas  de  las 
integrales  parciales 


EJERCICIOS  13.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-29. 


En  los  problemas  del  1  al  6,  encuentre  la  representación  de  la 
integral  de  Fourier  para  la  función  dada. 


L  m 


ÍO,  x<-\ 

-1,  -1<jc<0 

2,  0  <  x  <  1 

0,  x  >  1 


2.  m 


3.  m 


0,  X  <  77 

4,  77  <  X  <  277 

0,  X  >  277 

0,  x  <  0 

x,  0  <  x  <  3 

0,  x  >  3 
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4. 


5. 


/O)  = 


o, 

senx, 


f(x)  = 


x  <  O 

O  <  X  <  77 
X  >  77 

x  <  O 

6. 

x  >  O 


/(*)  = 


W  <  1 
W  >  1 


En  los  problemas  del  7  al  12,  utilice  la  integral  seno  o  la  coseno 
adecuada  para  representar  la  función  que  se  proporciona. 


[Sugerencia:  a  es  una  variable  de  prueba  en  la  inte¬ 
gración.] 

f°°  senfcx 

b )  Demuestre  que,  en  general,  para  k  >  0,  I  - dx 

J0  x 

77  U 

~~  2' 

20.  Utilice  la  forma  compleja  (15)  para  calcular  la  represen¬ 
tación  de  la  integral  de  Fourier  de/(x)  =  e  /  Demuestre 
que  el  resultado  es  el  mismo  obtenido  en  (8). 


7.  f{x) 


'  0,  x  <  —  1 
—5,  —  1  <  x  <  0 

5,  0  <  x  <  1 

,  0,  x  >  1 


8.  /(x) 


9-  m 


(  o,  |x|  <  1 

\  77,  1  <  |x|  <  2 

{  o,  |x|  >  2 


(14 

lo, 


[X|  <  7T 
[X|  >  77 


10.  /(X)  = 


|x|  <  77 
|X[  >  77 


11.  /(x)  =  e  wsenx 


1 2.  /(x)  =  xe  ^ 


En  los  problemas  del  13  al  16,  encuentre  las  representaciones 
como  una  integral  seno  o  una  coseno  de  la  función  dada. 

13.  /(x)  =  e  kx,  k>  0,x>0  14.  /(x)  =  e  *  -  é>~3j:,x>0 
1 5.  /(x)  =  xe-2*,  x  >  0  16.  /(x)  =  e~x  eos  x,  x  >  0 


En  los  problemas  17  y  18,  resuelva  la  ecuación  integral  dada 
para  la  función/. 


17. 


18. 


/(x)  eos  ax  dx  =  e  “ 


f(x)  sen  ax  dx 


0  <  a  <  1 
a  >  1 


19.  a)  Utilice  (7)  para  demostrar  que 


Jo 


sen  2x  77 

- dx  =  — . 

x  2 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

21.  Mientras  que  la  integral  (12)  pudo  graficarse  de  igual 
manera  a  como  se  estudió  en  la  página  597  para  obtener 
la  figura  13.10,  ésta  puede  expresarse  también  en  térmi¬ 
nos  de  una  función  especial  que  es  parte  de  un  CAS. 

<7)  Utilice  una  identidad  trigonométrica  para  demostrar 
que  una  forma  alterna  de  la  representación  de  la  in¬ 
tegral  de  Fourier  (12)  de  la  función /del  ejemplo  2 
(con  a  =  1)  es 

sen  a(x  +  1)  —  sena(x  —  1) 

-  da. 

a 

b)  Como  una  consecuencia  de  la  parte  a),  /(x)  =  lím, 
donde 


Fbix)  =  ~ 


sencr(x  +  1)  —  sena(x  —  1) 


da. 


Demuestre  que  la  última  integral  puede  escribirse 
como 

Fb(x)  =  ^[Si(fe(x  +  1))  -  Si(é(x  -  1))], 


donde  Si(x)  es  la  función  integral  seno.  Consulte  el 
problema  49  de  los  ejercicios  2.3. 

c)  Utilice  un  CAS  y  la  forma  integral  seno  que  se  obtu¬ 
vo  en  el  inciso  b)  para  graficar  Fbix)  en  el  intervalo 
— 3  ^  x  £  3  para  b  =  4,  6  y  15.  Después,  grafique 
Fb(x )  para  valores  mayores  de  b  >  0. 


I 


13.4  Transformadas  de  Fourier 


□  Introducción  Hasta  el  momento,  sólo  hemos  estudiado  y  utilizado  una  transfor¬ 
mada  integral:  la  transformada  de  Laplace.  Sin  embargo,  en  la  sección  13.3  estudiamos 
que  la  integral  de  Fourier  tenía  tres  formas  alternas:  la  integral  coseno,  la  integral  seno, 
y  la  forma  compleja  o  la  exponencial.  En  esta  sección  consideraremos  estas  tres  formas 
de  la  integral  de  Fourier  y  las  desarrollaremos  en  tres  nuevas  transformadas  integrales 
llamadas  transformadas  de  Fourier.  Además,  ampliaremos  el  concepto  de  un  par  de 
transformación,  esto  es,  una  transformada  integral  y  su  inversa.  Asimismo,  se  podrá  ver 
que  la  inversa  de  una  transformada  integral  es,  en  sí  misma,  otra  transformada  integral. 

I  Pares  de  transformación  La  transformada  de  Laplace  F(s)  de  una  función  f(t)  está 
definida  mediante  una  integral;  sin  embargo,  hasta  el  momento,  hemos  estado  usando 
la  representación  simbólica /(í)  =  ÍE^1{F(s)}  para  expresar  la  transformada  inversa  de 
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Laplace  de  F(s).  En  realidad,  la  transformada  inversa  de  Laplace  también  es  una  trans¬ 
formada  integral.  Si 


W)} 


'  OO 

e-J(t)dt  =  F(s), 

^0 


(1) 


entonces,  la  transformada  inversa  de  Laplace  es 


i 

27 TÍ 


'  y  +  too 

es,F{s)ds  =f(t). 

•y  —  too 


(2) 


La  última  integral  se  llama  integral  de  contorno;  su  evaluación  requiere  el  uso  de  varia¬ 
bles  complejas  y  su  análisis  queda  más  allá  del  alcance  del  presente  estudio.  El  tema  a 
tratar  aquí  es:  las  transformadas  integrales  aparecen  como  pares  de  transformación.  Si 
transformamos  f(x)  en  F (a)  mediante  la  transformada  integral 


F{a) 


rh 

f{x)  K  ( a ,  x)  dx. 


(3) 


entonces  la  función /puede  recuperarse  mediante  otra  transformada  integral 


/O) 


rb 

F(a)  H  (a,  x)  da, 


(4) 


llamada  transformada  inversa.  Las  funciones  K  y  H  presentes  en  el  integrando  de  (3) 
y  (4)  se  llaman  núcleos  de  sus  respectivas  transformadas.  Identificamos  a  K(s,  t)  =  e  " 
como  el  núcleo  de  la  transformada  de  Laplace,  y  a  H(s,  t)  =  F'Urri  como  el  núcleo  de  la 
transformada  inversa  de  Laplace. 


■  Pares  de  transformación  de  Fourier  La  integral  de  Fourier  es  la  fuente  de  tres 
nuevas  transformadas  integrales.  Las  ecuaciones  (8)  y  (9),  (10)  y  (11),  y  (18)  y  (19)  de 
la  sección  anterior  nos  impulsan  a  definir  los  siguientes  pares  de  transformación  de 
Fourier. 


DEFINICION  13.3 


Pares  de  transformación  de  Fourier 


i)  Transformadas  de  Fourier: 


dx  =  t (a) 


Transformada  inversa 
de  Fourier: 


i  i)  Transformada  seno 
de  Fourier: 


Transformada  seno 
inversa  de  Fourier: 


iii)  Transformada  coseno 
de  Fourier: 


/Toril  —  F(a)e  lax  da  — 


8Fj ÍF(x)}  =  /(x)sen<xc  dx  =  F(a) 


(5) 

(6) 

(7) 


(8) 


x l  eos ax  dx  =  r[< 


(9) 


Transformada  coseno  (10) 

inversa  de  Fourier: 

_ P 


13.4  Transformadas  de  Fourier 
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I  Existencia  Las  condiciones  en  las  cuales  (5),  (7)  y  (9)  existen  son  más  estrictas  que  las 
de  la  transformada  de  Laplace.  Por  ejemplo,  el  lector  debe  comprobar  que  8F { 1 },  8F,{  1  ¡  y 
3FC{  1}  no  existan.  Las  condiciones  suficientes  para  que  existan  son  que  /sea  absoluta¬ 
mente  integrable  en  el  intervalo  apropiado  y  que /y/'  sean  continuas  en  cada  intervalo 
finito. 

■  Propiedades  de  operación  Puesto  que  el  objetivo  inmediato  es  aplicar  estas  nue¬ 
vas  transformadas  a  problemas  de  valores  en  la  frontera,  necesitamos  examinar  las  trans¬ 
formadas  de  derivadas. 

Transformada  de  Fourier 

Suponga  que  /es  continua  y  absolutamente  integrable  en  el  intervalo  (  —  oo,  oo)  y  que 
/'  es  continua  en  cada  intervalo  finito.  Si/(x)  ->0a  medida  que  x  — »  ±oo,  entonces  la 
integración  por  partes  nos  da 


9 ?{/'W}=  f'(x)eia*dx 


=  f{x)t 


f{x)e,ax  dx 


f{x)e,OLX  dx\ 


esto  es,  2F  {f'(x)}  =  —  iaF(a).  (11) 

De  manera  similar,  bajo  los  supuestos  adicionales  de  que/'  es  continua  en  (— oo,  oo), 
/"(x)  es  continua  en  cada  intervalo  finito,  y  f'{x)  — »  0  conforme  x  — »  ±  oo,  tenemos 

1  {/"« 1  =  (-¿«)2  '  [f(x) }  =  —a2F(a).  (12) 


Es  muy  importante  estar  conscientes  de  que  las  transformadas  seno  y  coseno  no  son 
apropiadas  para  transformar  la  primera  derivada  (o,  para  el  caso,  cualquier  derivada  de 
orden  impar).  Se  puede  demostrar  fácilmente  que 

9 M/'MJ  =  -«9 ’Af(x)}  y  9 %{/'(*)}  =  «9l(/«}  -/(O). 

La  dificultad  es  evidente;  la  transformada  de/'(x)  no  está  expresada  en  términos  de  la 
transformada  integral  original. 

Transformada  seno  de  Fourier 

Suponga  que/y/'  son  continuas,  que/es  absolutamente  integrable  en  el  intervalo  [0,  oo), 
y  que/"  es  continua  en  todos  los  intervalos  finitos.  Si/—»  0  y/'  — >  0  conforme  x  — »  oo, 
entonces 


° Fs{f"  (x) }  =  /"  (x)  sen  ax  dx 


=  f  (x)  sen  ax 


OO 

/(x)  eos  ax 

+  a 

- 

0 

f  (x)  eos  ax  dx 
f(x )  sen  ax  dx 


esto  es. 


=  «/(O)  -  a23v¡/(x)}; 
9/{/"(x)}  =  —ocF  (a)  +  a/(0). 


(13) 


Transformada  coseno  de  Fourier 

Bajo  los  mismos  supuestos  que  nos  llevaron  a  (9)  encontramos  que  la  transformada  co¬ 
seno  de  Fourier  de/"(x)  es 

9%{/"(x)}  =  -a2F(a)-f(0).  (14) 
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Una  pregunta  natural  es:  “¿Cómo  sabemos  cuál  transformada  utilizar  en  un  determi¬ 
nado  problema  de  valores  en  la  frontera?”  Resulta  evidente  que,  para  usar  una  transfor¬ 
mada  de  Fourier,  el  dominio  de  la  variable  a  eliminar  debe  ser  (—00,  00).  Para  utilizar  la 
transformada  seno  o  la  coseno,  el  dominio  de  al  menos  una  de  las  variables  del  problema 
debe  ser  [0,  00).  Sin  embargo,  el  factor  determinante  al  optar  por  la  transformada  seno  o 
la  coseno  es  el  tipo  de  condición  de  frontera  especificada  en  el  cero. 

En  los  ejemplos  dados  a  continuación,  supondremos,  sin  mayor  comentario,  que  tanto  u 
como  du/dx  (o  du/dy )  se  aproximan  a  cero  a  medida  que  x  —*  ±  00.  Esto  no  es  una  restric¬ 
ción  significativa  ya  que  estas  condiciones  son  válidas  en  la  mayoría  de  las  aplicaciones. 


£ 


Cómo  sabemos  qué 
transformada  utilizar? 


Ejemplo  1  Uso  de  La  transformada  de  Fourier 

d2u  du 

Resuelva  la  ecuación  de  calor  k  — r  =  — .  —00  <  x  <  00,  t  >  0,  sujeta  a 

dx2  dt 


u(x,  0)  =f(x),  donde  f(x)  = 


(«o, 

lo. 


W  <  1 

M  >  1. 


Solución  El  problema  puede  interpretarse  como  el  cálculo  de  la  temperatura  u(x,  t )  en 
una  varilla  infinita.  Como  el  dominio  de  x  es  el  intervalo  infinito  (—00,  00)  utilizamos  la 
transformada  de  Fourier  (5)  y  definimos 


u(x,  i)eiax  dx  =  U(a,  t). 


&{u(x,  f)}  = 

Transformar  la  ecuación  diferencial  parcial  y  utilizar  (12) 


nos  da 


dU  dU  . 

~ka2U(a,  t )  =  —  o - h  ka2U(a,  t)  =  0. 

dt  dt 


Resolvemos  la  última  ecuación  para  obtener  U(a,  t)  =  ce  ka2‘.  Ahora  la  transformada  de 
la  condición  inicial  es 


8F{w(jr,  0)}  = 


f(x)  e,ax  dx  = 


u0e,ax  dx  =  u0 


sen  a 

Este  resultado  es  lo  mismo  que  U(a,  0)  =  2 u0 - .  Aplicando  esta  condición  a  la  solu¬ 

ción  U(a,  t)  nos  da  U(a,  0)  =  c  =  (2 u0  sen  a)/a,  por  lo  que 


U(a,  t )  =  2m0 


sena 


A  partir  de  la  integral  de  inversión  (6)  es  posible  deducir  que 


u(x,  i)  = 


u0 


sena 


~ka2t  —iax 


e~iax  da. 


La  última  expresión  puede  simplificarse  de  alguna  manera  mediante  la  fórmula  de  Euler 


eos  ax  —  i  sen  ax  y  observando  que 


sena 


-ka2t 


sen  ax  da  =  0  puesto  que 


el  integrando  es  una  función  impar  de  a.  Así,  por  último,  tenemos 

sen  a  eos  ax 


/  \  uo 

u(x,  t)  =  — 


da. 


(15)  □ 


Se  deja  al  lector  la  demostración  de  que  la  solución  (15)  puede  expresarse  en  térmi¬ 
nos  de  la  función  de  error.  Consulte  el  problema  23  de  los  ejercicios  13.4. 


13.4  Transformadas  de  Fourier 
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Ejemplo  2  Uso  de  La  transformada  coseno 

La  temperatura  constante  de  una  placa  semiinfinita  está  determinada  por 
d2u  d2u 

-^  +  -^=0,  0  <  X  <  77,  y  >  0 

dx  dy 

u( 0,  y)  =  0,  u(tt,  y)  =  e~y,  y  >  0 
=  0,  0  <  x  <  TT. 

y~0 

Encuentre  el  valor  de  u(x,  y). 


du 

dy 


Solución  El  dominio  de  la  variable  y  la  condición  prescrita  en  y  =  0  indican  que  se 
puede  aplicar  la  transformada  coseno  de  Fourier  al  problema.  Definimos, 


3 'c{u(x,y)} 


'  OO 

u  ( x ,  y)  eos  ay  dy  =  U(x,  a). 
-'o 


En  vista  de  (14), 
se  convierte  en 


=  3lL0} 


d2U  ,  ,  .  d2U  , 

— ^ —  a2U(x,  a)  —  w  (x,  0)  =  0  o  — y  —  arU  =  0. 
dx  dx 

Puesto  que  el  dominio  de  x  es  un  intervalo  finito,  optamos  por  escribir  la  solución  de  la 
ecuación  diferencial  ordinaria  como 


U(x,  a)  =  tq  cosh  ax  +  c2  senh  ax.  (16) 

Ahora,  8Fc{m(0,  y)}  =  <FC{  0}  y  SFc{k( 7r,  y)}  =  3?c{ e  son,  a  la  vez,  equivalentes  a 

1 

17(0,  a)  =  0  y  U(tt,  a)  =  - - 

1  +  a~ 

Cuando  aplicamos  estas  últimas  condiciones,  la  solución  (16)  nos  da  cq  =  0  y  c2  = 
1/[(1  +  a2)  senh  arr].  Por  lo  tanto. 


U(x,  a)  = 


senh  ax 


(1  +  a2)  senha7T  ’ 
de  modo  que,  a  partir  de  (10),  llegamos  al  siguiente  resultado: 


u(x,  y)  =  — 


senhax 


(1  +  a2)  senh  arr 


eos  ay  da. 


(17) 


Si  en  el  ejemplo  2  se  hubiera  dado  u(x,  0)  en  lugar  de  uy{x,  0),  entonces  la  transforma¬ 
da  seno  hubiera  resultado  más  apropiada. 


EJERCICIOS  13.4  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-30. 


En  los  problemas  del  1  al  2 1 ,  utilice  las  transformadas  integra¬ 
les  de  Fourier  de  esta  sección  para  resolver  el  problema  de  va¬ 
lores  en  la  frontera  que  se  plantea.  Formule  supuestos  respecto 
a  los  acotamientos  donde  sea  necesario. 

d2u  du 

1 .  k  — r  =  — ,  — oo  <  x  <  oo,  t  >  0 
dx2  dt 

w(x,  0)  =  e'x\  —oo  <  x  <  oo 


d2u  du 

2.  k  — r  =  -  ,  —oo  <  x  <  oo,  t  >  0 
dx 2  dt 


m(x,  0) 


0,  x  <  - 1 
-100,  -1  <  x  <  0 

100,  0  <  x  <  1 

0,  x  >  1 
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3.  Determine  la  temperatura  u(x,  t)  en  una  varilla  semiinfi¬ 
nita  si  m( O,  t)  =  u0,  t  >  O  y  m(x,  0)  =  O,  x  >  0. 


d2u  d2u 

16.  - r  -| - t  =0,  0<V<7T,  v>0 

dx2  dy2 


4.  Con  el  resultado 


sen  ax  i r 

- da  =  —  ,  x  >  0,  demuestre 

a  2 


«(o,  y)  =f(y),  y 

dx 


que  la  solución  del  problema  3  puede  escribirse  como 


=  0,  y  >  0 


m(x,  t)  =  li0 


2  u0 


señera 


<?“*“ '  da. 


du 

dy 


=  0,  0  <  X  <  7T 


y  =  0 


5.  Determine  la  temperatura  u(x,  t)  en  una  varilla  semiinfi¬ 
nita  si  u( 0,  t)  =  0,  t  >  0,  y 

0  <  x  <  1 

x  >  1. 


m(x,  0)  = 


6.  Resuelva  el  problema  3  si  en  la  frontera  izquierda  la 
condición  es 

du 

=  -A,  t  >  0. 

x  =  0 


dx 


7.  Resuelva  el  problema  5  si  el  extremo  x  =  0  está  aislado. 

8.  Determine  la  temperatura  u(x,  t)  de  una  varilla  semiinfi¬ 
nita  si  w( 0,  t )  =  1,  t  >  0  y  u(x,  0)  =  ex,  x  >  0. 

,  d2u  du 

9.  a)  a ~  — y  =  — ,  —oo  <  x  <  oo,  t  >  0 


dx2  dt 


u(x,  0)  =  f(x). 


du 

dt 


=  g(x),  —OO  <  X  <  00 


b)  Si  g(x)  =  0,  demuestre  que  la  solución  del  inciso 
a)  puede  escribirse  como  u(x,  t )  =  \[f{x  +  at )  + 
f(x  -  at)]. 

1 0.  Calcule  el  desplazamiento  u(x,  t )  de  una  cadena  semiin¬ 
finita  si 


u( 0,  t)  =  0,  1  >  0 


u(x,  0)  =  xe  x. 


du 

dt 


=  0,  x  >  0. 


1 1 .  Resuelva  el  problema  del  ejemplo  2  si  se  invirtieran  las 
condiciones  de  frontera  en  x  =  0  y  x  =  tr: 

u{ 0,  y)  =  e~y,  u(tt,  y)  =  0,  j  >  0. 

12.  Resuelva  el  problema  del  ejemplo  2  si  la  condición  de 
frontera  en  y  =  0  es  u(x,  0)  =  1,  0  <  x  <  tr. 

13.  Determine  la  temperatura  de  estado  estable  u(x,  y)  de 
una  placa  definida  por  x  2:  0,  y  &  0  si  la  frontera  x  =  0 
está  aislada  y,  en  y  =  0, 

.  .  f  50,  0  <  x  <  1 

u(x,  0)  =  s 

V  ’  lO,  x  >  1. 

14.  Resuelva  el  problema  13  si  la  condición  de  frontera  en 

x  =  0  es  m( 0,  y)  =  0,  y  >  0. 

d2u  d2u 

15.  —  +  — r  =  0,  x  >  0,  0  <  y  <  2 
dx2  dy2 

u(0,  y)  =  0,  0  <y  <2 

u(x,  0)  =  f(x),  u(x,  2)  =  0,  x  >  0 


En  los  problemas  17  y  18,  determine  la  temperatura  de  estado 
estable  u{x,  y)  de  la  placa  mostrada  en  la  figura.  [Sugerencia: 
Una  forma  de  proceder  es  expresar  los  problemas  17  y  18  como 
dos  o  tres  problemas  de  valores  en  la  frontera,  respectivamente. 
Utilice  el  principio  de  superposición  (consulte  la  sección  1 1.5).] 

17. 


u  =  e~y 


Figura  13.11  Placa  del  problema  17 

18. 


u  =  0' 


«=100 


4 


°T 


u  =  e~y 


u  =f(x) 

Figura  13.12  Placa  del  problema  18 

19.  Utilice  el  resultado  ^f,{e^’r^p  }  =  2S/TTpe~p  01  para  re¬ 
solver  el  problema  de  valores  en  la  frontera 

d2u  du 

k - r  =  — ,  —oo  <  X  <  00,  t  >  0 

dx2  dt 

u{x,  0)  =  e-*2,  —oo  <  x  <  oo. 

20.  Si  S r{f(x)}  =  F(a)  y  3F{g(x)}  =  G(a),  entonces  el  teo¬ 
rema  de  convolución  para  la  transformada  de  Fourier 
está  dado  por 

f{T)g{x  ~  r)dr  =  &-l{F(a)G(a)}. 

O 

Utilice  este  resultado  y  la  transformada  2F{e~l  }  del 
problema  19  para  demostrar  que  una  solución  del  pro¬ 
blema  de  valores  en  la  frontera 

d2u  du 

k  — x  =  — ,  —  oo  <  x  <  oo,  t  >  0 
dx2  dt 

íí(x,  0)  =  /(x),  —  oo  <  x  <  oo 


es 


t/(x,  t )  = 


1 


2  S/kirt. 


f(T)e-{x-T)llAk'  dr. 
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21.  Utilice  la  transformada  '.¥{e  'xllAp1}  del  problema  19  para 
encontrar  la  temperatura  de  estado  estable  u(x,  y)  en  la 
tira  infinita  que  se  muestra  en  la  figura  13.13. 


23.  Utilice  el  problema  20,  el  cambio  de  variables  v  =  ( x  —  t)/2 
Vfcí,  y  el  problema  9  de  los  ejercicios  13.1,  para  demos¬ 
trar  que  la  solución  del  ejemplo  1  puede  expresarse  como 


Figura  13.13  Placa  del  problema  21 


22.  La  solución  del  problema  14  puede  integrarse.  Utilice 
los  enunciados  42  y  43  de  la  tabla  del  apéndice  III  para 
demostrar  que 


u(x,y) 


100 

77 


X  1  X  +  1  1  X  —  1 

arctan - arctan - arctan - 

y  2  y  2  y 


u(x,  t) 


«o 

2 


erf 


x  +  1 

•2  Vkt- 


Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

24.  Suponga  que  u0  =  100  y  k  =  1  en  la  solución  del  proble¬ 
ma  23.  Utilice  un  CAS  para  graficar  u{x,  t)  en  la  región 
rectangular  —4  <  i  <  4,  0  s  /  <  6.  Use  una  gráfica  2D 
y  sobreponga  las  gráficas  de  u( x,  i)  para  t  =  0.05,  0. 125, 
0.5,  1,  2,  4,  6,  y  15  en  el  intervalo  —4  <  x  <  4.  Emplee 
las  gráficas  para  formular  un  juicio  acerca  de  los  valores 
de  límM0C)  m(x,  i)  y  límx^x  u{x,  i).  Luego  demuestre  ana¬ 
líticamente  estos  resultados  utilizando  las  propiedades 
de  erf(x). 


13.5  Transformada  rápida  de  Fourier 


Figura  13.14  Muestreo  de  una 
función  continua 


I  Introd  ucción  Considere  una  función/que  esté  definida  y  sea  continua  en  el  intervalo 
[0,  2 p].  Si  Xq,  x¡,  x2,  . . . ,  x„,  . . .  son  puntos  uniformemente  espaciados  en  el  intervalo, 
entonces  se  dice  que  los  valores  funcionales  correspondientes /0,/b /2, . . . ,  /„,...  mostra¬ 
dos  en  la  figura  13.14  representan  un  muestreo  discreto  de  la  función/.  La  noción  de  las 
muestras  discretas  de  una  función  es  importante  en  el  análisis  de  señales  continuas. 

En  esta  sección,  la  forma  compleja  o  exponencial  de  la  serie  de  Fourier  juega  un  papel 
muy  importante.  Se  recomienda  efectuar  un  repaso  de  la  sección  10.4. 


H  Transformada  discreta  de  Fourier  Considere  una  función/definida  en  el  intervalo 
[0,  2 p].  En  la  sección  10.4,  a  partir  de  la  expresión  (11),  estudiamos  que/puede  escribir¬ 
se  como  una  serie  compleja  de  Fourier, 


f(x) 


OO 

2  ('ne"""x  donde  c„ 

n=  — oo 


i 

2 p 


•2p 

f{x)e-inax  dx, 
-"o 


(1) 


donde  cu  =  2ir/2p  =  trlp  es  la  frecuencia  angular  fundamental  y  2 p  es  el  periodo  funda¬ 
mental.  Sin  embargo,  en  el  caso  discreto ,  la  entrada  es  f¡,  /, ,  f2,  . . . ,  que  son  los  valores 
de  la  función/en  puntos  uniformemente  espaciados  x  =  nT,  n  =  0.  1 , 2,  ....  El  número 
T  se  llama  velocidad  de  muestreo  o  longitud  del  intervalo  de  muestreo.*  Si/es  continua 
en  T,  entonces  la  muestra  de/en  T  está  definida  como  el  producto /(x)S(x  —  T),  donde 
S(x  —  T)  es  la  función  delta  de  Dirac  (vea  la  sección  4.5).  Podemos  entonces  representar 
esta  versión  discreta  de/,  o  señal  discreta,  como  la  suma  de  impulsos  unitarios  que  ac¬ 
túan  sobre  la  función  en  x  =  nT: 


2  /(x)  S  (x  -  nT). 


Si  aplicamos  la  transformada  de  Fourier  a  la  señal  discreta  (2),  tenemos 

'  OO  OO 

2  /(x)  8  (x  —  nT)etax  dx. 


(2) 


(3) 


*Observe  que  el  símbolo  T  utilizado  aquí  no  tiene  el  mismo  significado  que  en  la  sección  10.4. 
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Mediante  la  propiedad  de  análisis  de  la  función  delta  de  Dirac  (vea  los  Comentarios  in¬ 
cluidos  al  final  de  la  sección  4.5),  (3)  es  lo  mismo  que 

OO 

F(a)  =  2  f(nT)eianT.  (4) 

n  =  — oo 

La  expresión  F(a)  en  (4)  se  llama  transformada  discreta  de  Fourier  (DFT)  de  la  fun¬ 
ción/.  En  (4),  a  menudo  escribimos  los  coeficientes /(«T)  como/(n)  o/,.  También  vale 
la  pena  observar  que  debido  a  que  e,ax  es  periódica  en  a  y  e'aT  =  e'(“r+27r)  = 
solamente  es  necesario  considerar  la  función  para  a  en  [0,  2tt/T].  Sea  A  =  2 tt/T.  Esto 
coloca  a  x  en  el  intervalo  [0,  2tt\.  Por  lo  tanto,  debido  a  que  muestreamos  sobre  un  perio¬ 
do,  la  suma  en  (4)  es  realmente  finita. 

Ahora  considere  los  valores  funcionales /(x)  en  puntos  A  uniformemente  espaciados, 
x  =  nT,  n  =  0, 1, 2, ... ,  A  —  1,  en  el  intervalo  [0,  2  77],  esto  es,/0,/,,/2, . . . ,  fN_ Usando 

^  OO 

estos  A  términos,  la  serie  discreta  (finita)  de  Fourier /(x)  =  V  cne"lx  nos  da 

^^n  =  —  oo 


/o  =  c0  +  cqe'1'0 

+  c2e‘-°  +  ■■■ 

+  cN^N-l>-° 

fi  =  c0  +  Cle™N 

+  c2eMN  +■■■ 

+  cn^n-^'n 

f2  =  c0  +  CleiMN 

+  c2eiMN  +  ■■■ 

4.  „ 

-i-  cN-ie 

An- 1  =  C0  +  CyfpW- 

1  )-jt/N  _j_  i4(N-iyir/N  _j_  .  . 

.  ,  ¡2(JV-1)2tt/ÍV 

-i-  cN^e 

Si  establecemos  u>n  =  e'27r/"  = 


2tt  2tt 

eos - F  i  sen  —  y  aplicamos  las  leyes  de  los  exponen- 

n  n 


tes,  este  sistema  de  ecuaciones  es  lo  mismo  que 

fo  = 

o 

+ 

+  C2  +  "  ' 

+  CN-¡ 

A  = 

c0  +  CxU>N 

+  C2(úfl  +  •  •  • 

I  N-  1 

-r  cN-i(xiN 

Í2  = 

C0  +  Ci(i)2n 

+  C2(lAN  +  ••• 

1 

i 

o 

+ 

An-  1 

=  C0  + 

1  +  c2cof~^  +  ■■ 

i 

i 

+ 

Al  utilizar  la  notación  matricial  (vea  las  secciones  7.1  y  7.2),  entonces  (5)  es 


¡f ¿\ 

/I 

1 

1 

•  1  \ 

/c°\ 

A 

1 

CÚN 

col 

col-1 

Ci 

Í2 

= 

1 

Cüjj 

col 

coT~l) 

c2 

\An-  \¡ 

V 

colN-V  . 

■  4"  °7 

\CN-  1  / 

Dejemos  que  la  matriz  de  A  X  A  en  (6)  quede  expresada  mediante  el  símbolo  F^.  Dadas 
las  entradas  f0, /i,/2, . . . ,  /v-i>  ¿existe  una  forma  sencilla  de  encontrar  los  coeficientes  de 
Fourier  c0,  ch  c2, . . . ,  cN  {!  Si  Fw  es  la  matriz  constituida  por  los  complejos  conjugados 
de  los  elementos  de  Fwy  si  I  expresa  la  matriz  identidad  de  A  X  A,  entonces  tenemos 


F,\FV  =  FVF;V  =  AI  por  lo  que  F,v  1  =  ^  F,v. 


A  partir  de  (6)  y  de  la  última  ecuación  es  posible  deducir  que 


1  c°\ 

/  /o  \ 

Ci 

1  - 

/l 

C2 

-ivF» 

A 

\CN-J 

\/n-  1  / 
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■  Par  de  transformadas  discretas  De  la  sección  13.4,  recuerde  que  en  el  par  de 
transformadas  de  Fourier  utilizamos  una  función  /( x)  como  entrada  y  calculamos  los 
coeficientes  que  proporcionan  la  amplitud  para  cada  frecuencia  k  (ck  en  el  caso  de  fun¬ 
ciones  periódicas  con  periodo  277),  o  calculamos  los  coeficientes  que  proporcionan  la 
amplitud  para  cada  frecuencia  a  ( F(a )  en  el  caso  de  funciones  no  periódicas). 

Asimismo,  dadas  estas  frecuencias  y  estos  coeficientes,  podríamos  reconstruir  la  fun¬ 
ción  original /(x).  Para  el  caso  discreto,  usamos  una  muestra  de  N  valores  de  la  función 
/(x)  como  entrada  y  calculamos  los  coeficientes  que  proporcionan  la  amplitud  para  cada 
frecuencia  de  la  muestra.  Dadas  estas  frecuencias  y  estos  coeficientes,  es  posible  recons¬ 
truir  los  n  valores  muestreados  de/(x).  El  par  transformado,  el  par  de  la  transformada 
discreta  de  Fourier,  está  dado  por 


c 

1  - 

y 

• 

/c°\ 

1  fo\ 

O 

/1 

donde  c  = 

C2 

y  f  = 

Í2 

\CN-J 

\/n  1  / 

Ejemplo  1  Transformada  discreta  de  Fourier 


IF(a)l 

3 

2.5  - 
2  : 

1.5  - 


1- - ■ - ■ - ■ - i - 1 - ¡-a 

0.5  1  1.5  2  2.5  3 


Figura  13.15  Gráfica  de  |F(a)| 
para  el  ejemplo  1 


Establecemos  N  =  4  en  forma  tal  que  la  entrada  sea.f0,fuf2,f2  en  los  cuatro  puntos  x  =  0, 
rr/2, 77,  377/2.  Como  oj4  =  ema  =  eos  j  +  i  sen;  —  j  =  i,  la  matriz  F4  es 

/ 1  1  1  1  \ 

1  i  —1  —i 

F*=  1-1  1  -1  ' 

\  1  —i  —1  i ) 

Por  lo  tanto,  a  partir  de  (7),  los  coeficientes  de  Fourier  están  dados  por  c  =  \  F4f : 


1  C0\ 

(' 

1  1  M 

(fo\ 

Ci 

1 

1 

—i  —1  i 

fl 

C2 

~  4 

1 

-1  1  -1 

k 

\cj 

i  —  1  —i) 

\fj 

Si  establecemos /0,  /b/2,/3  como  0,  2,  4,  6,  respectivamente,  podemos  deducir,  a  partir  de 
la  matriz  producto  anterior,  que 


( c<}  \ 

(  3  \ 

c  1 

—  1  +  i 

C2 

-1 

\c3/ 

\-I  -  ¡1 

Observe  que  obtenemos  el  mismo  resultado  utilizando  (4),  esto  es,  F(a)  =  2_¡  /(«7) 

emnT,  con  T  =  77/2 ,  a  =  0,  1,  2,  3.  Las  gráficas  de  |c„|,  n  =  0,  1 , 2,  3,  o,  de  modo  equiva¬ 
lente,  |F(a)|  para  a  =  0,  1,  2,  3,  están  dadas  en  la  figura  13.15. 

El  cálculo  de  los  coeficientes  involucra  la  multiplicación  de  las  matrices  F„  y  F„. 
Debido  a  la  naturaleza  de  estas  matrices,  estas  multiplicaciones  pueden  realizarse  de  ma¬ 
nera  muy  eficiente,  desde  el  punto  de  vista  computacional,  mediante  el  uso  de  la  transfor¬ 
mada  rápida  de  Fourier  (TRF),  la  cual  se  estudia  más  adelante  en  esta  sección. 
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■  Ecuación  de  calor  y  serie  discreta  de  Fourier  Si  la  función /incluida  en  el  pro¬ 
blema  de  valor  inicial 


d~u  du 

k  — t  =  — ,  —  oo  <  x  <  oo,  t  >  O  (8) 

dx  dt 

u(x,  0)  =  f(x) 


es  periódica  con  periodo  2 ir,  la  solución  puede  escribirse  en  términos  de  la  serie  de 
Fourier  para  /'Oc).  También  podemos  aproximar  esta  solución  con  una  suma  finita 

u{x,  t)  =  ^  ck(t)eikx. 

k  =  O 

Si  analizamos  ambos  miembros  de  la  ecuación  unidimensional  de  calor  dada  en  (8), 
podemos  observar  que 


du  dcj  .. 

—  =  y  —  e,JX 

dt  ff0  clt 

kV\  =  *2  ciif){ij)2eijx, 

dx  J= o 


d2eijx  .  .. 

puesto  que - -r-  =  (i  j )  e,JX . 

dx 

Se  igualan  estas  dos  expresiones  para  obtener  la  ecuación  diferencial  de  primer 
orden 

de  i  2 

— -=  —kj2Cj(t)  con  solución  c¡{t)  =  c;(0)  e  kj 


La  tarea  final  consiste  en  encontrar  los  valores  c/O).  Sin  embargo,  recordemos  que 

^  ^  n  1  -i 

u(x,  t)  =  ¿jk_ck{i)e  y  u(x,  0)  =  f(x),  por  lo  que  c/0)  son  los  coeficientes  de  la  serie 
discreta  de  Fourier  d ef(x).  Compare  esto  con  la  sección  1 1.3. 


■  Ecuación  de  calor  y  transformada  discreta  de  Fourier  El  problema  (8)  de  valor 
inicial  puede  interpretarse  como  el  modelo  matemático  para  la  temperatura  u(x,  t )  pre¬ 
sente  en  una  barra  de  longitud  infinita.  En  la  sección  13.4  vimos  que  podemos  resolver 
(8)  utilizando  la  transformada  de  Fourier,  y  que  la  solución  u(x,  t )  depende  de  la  trans¬ 
formada  de  Fourier  F(a)  de  f(x)  (consulte  la  página  601).  Es  posible  aproximar  h  ( a ) 
enfocando  la  transformada  discreta  de  Fourier  desde  otro  punto  de  vista. 

En  primera  instancia,  aproximamos  los  valores  de  la  transformada  discretizando  la 
integral  3F{/( x)}  =  F(a )  =  f(x)  elwl dx.  Considere  el  intervalo  [a,  b].  Hagamos  que 

/( x)  esté  dado  por  los  n  puntos  uniformemente  espaciados 


b  —  a 

X:  =  a  -\ - 7,  j  =  0,  1,  2, . . . ,  n  —  1. 


A  continuación,  aproximamos: 

b  -  a  n~l 


F(a)  “  — —  2  f(xj)  e‘c 


i= o 


b  —  a 


2  /(  a  + 


i= o 


b  —  a 


J  e 


b  —  a 


i= o 


b  —  a 


2  / [a  +  ^7^  j  )e'aae'a 


b  —  a 


'2  /  a  + 


i= o 


b  —  a 


J  |«”  "  J- 
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2ttM 


Si  ahora  seleccionamos  un  valor  apropiado  para  a,  digamos 
ro,  tenemos 


donde  M  es  un  ente- 


2ttM\  b  —  a  jlirMa 


V 


e  b- 


b  —  a 


,a  +  — 

b  Cl  .2irMa  »  *  (  b  d  \  ¡\/f 


i  K . 


donde  recordemos  que  a>n  =  el2'wln.  Ésta  es  una  aproximación  numérica  de  la  transforma- 

27 tM 

da  de  Fourier  def(x)  evaluada  en  los  puntos - siendo  M  un  entero. 


Ejemplo  2  Ejemplo  1,  sección  13.4,  Repaso 

Del  ejemplo  1  dado  en  la  sección  13.4  (con  u0  =  1),  recuerde  que  la  transformada  de 
Fourier  de  un  pulso  rectangular  definido  mediante 


es 


M  <  1 
W  >  1 


F{a) 


2  sen  a 
a 


El  espectro  de  frecuencia  es  la  gráfica  de  IF(a)l  contra  a  dada  en  la  figura  13.16a). 
Utilizando  n  =  16  puntos  espaciados  uniformemente  entre  a  =  —2  y  b  =  2,  y  M  con 
un  valor  en  el  rango  de  —6  a  6,  obtenemos  la  transformada  discreta  de  Fourier  def(x), 
sobrepuesta  en  la  gráfica  de  |F(a)|  de  la  figura  13. 16¿>). 

IF(a)l  IF(a)l 


Figura  13.16  a)  es  la  gráfica  de  |F(a)|;  b)  es  la  transformada  discreta  de  Fourier  de/ 

I  Diente  de  sierra  Un  problema  conocido  como  diente  de  sierra  puede  presentarse 
siempre  que  se  generen  muestras  de  datos  a  intervalos  uniformemente  espaciados.  Si 
usted  alguna  vez  ha  visto  una  película  donde  ruedas  en  movimiento  parezcan  estar  giran¬ 
do  más  lentamente  (o  incluso  ¡en  sentido  contrario!),  habrá  experimentado  el  fenómeno 
llamado  diente  de  sierra.  Las  ruedas  pueden  girar  a  velocidad  elevada,  sin  embargo, 
como  en  una  película  las  tomas  se  “muestrean”  a  intervalos  uniformemente  espaciados, 
es  posible  observar  una  velocidad  de  giro  baja. 

Las  calculadoras  gráficas  también  son  susceptibles  de  experimentar  este  problema  debido 
a  la  forma  en  que  muestrean  los  puntos  para  crear  gráficas.  Por  ejemplo,  grafique  la  función 
trigonométrica  y  =  sen  20ttx  con  frecuencia  de  1 0  en  una  calculadora  Texas  Instruments  TI- 
92  y  obtendrá  la  gráfica  ilustrada  en  la  figura  13. 17a).  A  frecuencias  más  elevadas,  digamos 
y  =  sen  I  OOttx  con  una  frecuencia  de  50,  se  obtiene  la  cantidad  correcta  de  ciclos,  sin  em¬ 
bargo,  las  amplitudes  de  la  gráfica  de  la  figura  1 3 . 1 76)  por  supuesto  que  no  son  iguales  a  1 . 
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a)  y  =  sen  207Tjc;  x  rango:  [0,  1];  y  rango:  [-1,  1  j 


b)  y  =  sen  1007Tjc;  jc  rango:  [0,  1];  _y  rango:  [-1,  1] 


Figura  13.17  TI-92 


á)  y  =  sen  2Qkx\  x  rango:  [0,  1];  y  rango:  [-1,  1] 


Figura  13.18  TI-83 


En  una  calculadora  como  la  Texas  Instruments  TI-83,  las  gráficas  de  la  figura  13.18 
muestran  el  efecto  diente  de  sierra  en  forma  un  tanto  más  clara. 

El  problema  estriba  en  el  hecho  de  que  e2nm  =  eos  2iitt  +  i  sen  2 mr  =  1  para  valores  en¬ 
teros  de  n.  La  serie  discreta  de  Fourier  no  puede  distinguir  emx  de  1 ,  ya  que  estas  funciones 


2kTí 

son  iguales  en  los  puntos  de  muestreo  x  = - .  La  frecuencia  más  elevada  se  ve  como 

n  n 

rrn  Irrn 

la  más  baja.  Considere  las  funciones  eos  —  y  eos - .  Si  muestreamos  en  los  puntos 


n  =  0, 1,  2, ... ,  estas  dos  funciones  parecen  idénticas,  se  supone  la  frecuencia  más  baja, 
y  las  amplitudes  (coeficientes  de  Fourier)  asociadas  con  las  frecuencias  más  elevadas  se 
suman  con  la  amplitud  de  menor  frecuencia.  Sin  embargo,  si  a  altas  frecuencias  estos 
coeficientes  de  Fourier  son  pequeños,  ello  no  representa  un  gran  problema.  En  el  teore¬ 
ma  del  muestreo  que  presentamos  más  adelante,  veremos  qué  instancia  puede  hacerse 
cargo  de  este  problema. 


H  Procesamiento  de  señales  Más  allá  de  la  resolución  de  ecuaciones  diferenciales 
parciales,  como  las  que  hemos  estado  haciendo  con  anterioridad,  las  ideas  presentadas 
en  esta  sección  resultan  de  gran  utilidad  en  el  procesamiento  de  señales.  Podremos 
reconstruir  una  señal  transmitida  por  el  muestreo  en  sus  puntos  discretos.  Considere  a 
las  funciones  con  que  hemos  trabajado  como  señales  provenientes  de  una  fuente.  El  pro¬ 
blema  que  representa  realizar  el  cálculo  de  un  número  infinito  de  coeficientes  de  Fourier 
y  sumar  una  serie  infinita  para  reconstruir  una  señal  (función)  no  es  práctico.  Una  suma 
finita  podría  ser  una  aproximación  satisfactoria,  sin  embargo,  ciertas  señales  pueden  re¬ 
construirse  mediante  un  número  finito  de  muestras. 


TEOREMA  DEL  MUESTREO 


Si  una  señal  f(x)  está  limitada  en  banda,  es  decir,  si  el  rango  de  frecuencias  de  la 
señal  se  encuentra  en  la  banda  —  A  <  k  <  A,  entonces  la  señal  puede  reconstruirse 
muestreando  dos  veces  cada  ciclo  de  la  frecuencia  más  alta  presente;  de  hecho. 


/  n7T\ 

sen  (. Ax  —  mr) 

\A  ) 

Ax  —  mr 
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Para  justificar  este  Teorema  del  muestreo,  considere  a  la  transformada  de  Fourier 
F(a)  de  f(x)  como  una  extensión  periódica  en  forma  tal  que  F{a)  esté  definida  para 
todos  los  valores  de  a,  no  solamente  para  aquellos  incluidos  en  —A  <  k  <A.  Utilizando 
la  transformada  de  Fourier,  tenemos 


F(a)  = 


f{x)emx  dx 


(9) 


277 


f(x)  =  —  F(a)e~iax  da  =  —  F(a)e~iax  da. 

277  I 


(10) 


A  F(a)  se  le  da  el  tratamiento  de  una  extensión  periódica,  la  serie  de  Fourier  para  F(a) 
es 


donde 


OO 

F(a)  =  2  cneinna/A, 

n  =  — oo 


rA 

F(a)e-i,ma/A  da. 

—A 


Usamos  (10)  y  observe  que 


77 

A 


/ n7T ) 

=  E.  _L 

u) 

A  277 

F(a)e~in™/A  da, 


la  cual,  por  (12),  es  igual  a  c„.  Al  sustituir  c„ 


en  ( 1 1 )  resulta 


(11) 

(12) 


™\2  J\T) 


7 t  /  nir  \  .  ,A 

_  A  -  ]  mira/ A 


De  nuevo  en  (10),  sustituimos  esta  expresión  de  F (a)  para  tener 

rA 


/(*)  =  T- 

¿7T 


-A 


2  At 


a/A 


2A 


-  77  2  A  77 


2A 


J-A  e 


einna/A  £-iax  ^ 
(rm  ) 

U  ) 


da 


-77  2  /  hr 


94  ^ 

•¿"ri  n=—  oo 


1  °°  / 
tT  S  4 


i 


94 

n=—  oo 


IITT 

\A 


njr 

\~A  ~  X 
1 


2¿  sen  («77  —  Ax) 


=  2/1 
n  =  — oo 

oo 

=  2/1 


/ «77 \  sen  («77  -  Ax) 


V  A 


«77  —  Ax 


/ «77 \  sen  (Ax  -  «77) 


V  A 


Ax  —  «77 


Observe  que  utilizamos,  de  manera  sucesiva,  un  intercambio  de  suma  e  integración  (no 
siempre  permitida,  sin  embargo,  en  esta  ocasión  es  correcto),  integración  de  una  función 


exponencial,  sen  8  = 


ew  -  e~ie 


2  i 


-,  y  el  hecho  de  que  sen(— 8)  =  —sen  8. 
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Por  lo  tanto,  a  partir  de  las  muestras  en  intervalos  — ,  pueden  reconstruirse  todos  los 

A 

valores  de/.  Observe  que  si  establecemos  e,Ax  (en  otras  palabras,  si  establecemos  k  =  A), 
entonces  el  teorema  del  muestreo  no  procederá.  Si,  por  ejemplo, /(x)  =  sen  Ax,  entonces 
todas  las  muestras  serán  0  y/no  podrá  ser  reconstruida,  ya  que  se  presentará  el  fenóme¬ 
no  de  diente  de  sierra. 


I  Señales  limitadas  en  banda  Una  señal  que  contenga  muchas  frecuencias  puede 
filtrarse  de  tal  manera  que  solamente  queden  intactas  las  frecuencias  presentes  en  un 
intervalo,  por  ello  la  señal  se  considerará  limitada  en  banda.  Considere  la  señal /(x). 
Multiplique  la  transformada  de  Fourier  F(a)  de /por  una  función  G(a)  que  sea  1  en  el 
intervalo  que  contiene  las  frecuencias  a  a  conservar,  y  0  en  cualquier  otra  frecuencia. 
Esta  multiplicación  de  dos  transformadas  de  Fourier  en  el  dominio  de  la  frecuencia  es 
una  convolución  de/(x)  y  g(x)  en  el  dominio  del  tiempo.  Recuerde  que  el  problema  20 
de  los  ejercicios  13.4  establece  que 


&~l{F(a)G(a)} 


'  OO 

/(r)g(x  -  r)  dr. 


La  integral  que  aparece  en  el  segundo  miembro  de  la  ecuación  se  llama  convolución 
de/ y  g,  y  se  expresa  como/*g.  El  último  enunciado  puede  escribirse  de  manera  más 
compacta  como 

®{f*g}  =  F{a)G(a). 

La  idea  análoga  para  las  transformadas  de  Laplace  se  encuentra  en  la  sección  4.4.  La 

seil 

función  g(x)  = - —  tiene  como  su  transformada  de  Fourier  la  función  pulso 

7 TX 

,  s  fl,  -A  <  a  <  A 
G(a)  =  < 

1 0,  en  cualquier  otro  lugar. 


Lo  anterior  implica  que  la  función  (J*g)(x)  está  limitada  en  banda,  con  frecuencias  den¬ 
tro  del  rango  de  —A  y  A. 


■  Cálculos  con  la  transformada  rápida  de  Fourier  Regresemos  a  la  transformada 
discreta  de  Fourier  de/(x),  donde  tenemos  a/muestreada  en  n  puntos  uniformemen¬ 
te  espaciados  por  una  distancia  T  entre  ellos,  por  ejemplo  0,  T,  2  T,  3  T,  (n  —  l)T. 

(Utilizamos  T  =  i r/n  al  comienzo  de  esta  sección.)  Sustituyendo  lo  anterior,  la  transfor¬ 
mada  discreta  de  Fourier 


2ttM\  b  —  a  .  2 -nMa  "  1 


—  a) 


(  2irk 


se  i 


n 

n-  1 


e  b- 


l  tí  w; — ^  I 

«  2  f  + 


j= 0 


b  —  a 


J  )<M 


convierte  en  Fl — —  )  =  T  f{jT)u>k,¡ ,  k  =  0,  1,  2,  ... ,  n  —  1. 


j= o 


Por  simplicidad  de  notación,  escriba  lo  anterior  como 

ct="¿  fftL  *=0,1,2,  1. 

7  =  0 

Esto  le  debe  recordar  a  (6),  donde  teníamos 


/  fo\ 

1 

1 

'  1  \ 

1  c°\ 

k 

1  (Olt 

(o; 

■  «r1 

Ci 

h 

= 

1  a>l 

<4 

C2 

\fn-j 

\1  <~l 

•  *ri)2/ 

Vn-J 

o  f  =  F„c.  La  clave  de  la  TRF  son  las  propiedades  de  u>„  y  la  factorización  de  matrices.  Si 
n  =  2n,  podemos  escribir  F„  de  la  manera  siguiente  (la  cual  no  se  demostrará): 
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donde  IA  es  la  matriz  identidad  k  X  k,  y  P  es  la  matriz  permutación  que  modifica  a  la 
matriz  c  de  tal  forma  que  los  subíndices  pares  se  colocan  en  la  parte  superior  mientras  los 
impares  van  en  la  inferior.  La  matriz  D  es  una  matriz  diagonal  definida  por, 


7 


\ 


M2 


7 


Observe  que  cada  una  de  las  F2v- 1  matrices  puede,  a  su  vez,  factorizarse.  Al  final,  la  ma¬ 
triz  F„  con  n2  elementos  diferentes  de  cero  se  factoriza  como  el  producto  de  n  matrices 
más  sencillas,  lo  cual  significa  un  gran  ahorro  en  cuanto  a  la  cantidad  de  cálculos  nece¬ 
sarios  que  deba  realizar  una  computadora. 


Ejemplo  3  La  transformada  rápida  de  Fourier 

Sean  n  =  22  =  4  y  F4  la  matriz  del  ejemplo  1: 

1  1 

i  —  1  —i 

-1  1  -1 

—i  —1  i) 
A  partir  de  (13),  la  factorización  de  F4  que  se  desea  es 


/I 

0 

1 

°\ 

1 

0 

°\ 

h 

0 

0 

°\ 

0 

1 

0 

i 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

-i 

0 

0 

0 

....... 

1 

0 

1 

0 

0 

\0 

1 

0 

-i) 

\0 

0 

1 

-1/ 

\0 

0 

0 

1/ 

A  B  P 


/I 

1 

1 

\l 


(14) 


Hemos  insertado  líneas  discontinuas  en  las  matrices  marcadas  como  A  y  B  de  tal  manera 
que  usted  pueda  identificar  las  submatrices  I2,  D2,  — D2  y  F2  comparando  ( 14)  directamen¬ 
te  con  (13).  También  se  le  exhorta  a  multiplicar  el  segundo  miembro  de  (14)  y  comprobar 


/ 

3\ 

5 

que  se  obtiene  F4 

Ahora,  si  c 

— 

8 

, entonces 

20/ 

0 

1 

0\ 

/I 

1 

0 

°\ 

h 

0  0 

°\ 

/  3\ 

r  «  — 

0 

1 

0 

i 

1 

0 

0 

0 

0  1 

0 

5 

-T  4C  — 

1 

0 

-1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

8 

'vo 

1 

0  - 

-i) 

\0 

0 

1 

-1/ 

\0 

0  0 

1/ 

\  20/ 

/I 

0 

1 

°\ 

h 

1 

0 

°\ 

t  3\ 

0 

1 

0 

i 

i 

- 

1 

0 

0 

8 

i 

0 

-1 

0 

0 

0 

1 

1 

5 

\0 

1 

0 

-i/ 

\0 

0 

1 

-1/ 

\20  / 

(' 

0 

1 

°\ 

t  11 \ 

(  36  \ 

0 

1 

0 

i 

-5 

-5  - 

15/ 

—  f 

1 

0 

-1 

0 

25 

-14 

—  I. 

'vo 

1 

0  - 

-i) 

V -15/ 

\  -5  + 

15// 

Sin  entrar  en  detalles,  el  cálculo  de  F„  requiere  de  n2  operaciones,  mientras  que  el 
uso  de  la  factorización  de  matrices  (la  TRF)  significa  una  reducción  en  la  cantidad  de 
cálculos  a  una  cifra  proporcional  a  n  ln  n.  Haga  la  prueba  con  valores  más  grandes  de  n 
y  verá  que  esto  representa  ahorros  significativos. 
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EJERCICIOS  13.5  Las  respuestas  a  los  problemas  Impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-30. 


1 .  Demuestre  que  F4  =  yF4. 

2.  Demuestre  la  propiedad  de  análisis  de  la  función  delta 
de  Dirac: 


f(x)8(x  —  a)dx  =f(a). 


[Sugerencia:  Considere  la  función 

b 


\x  —  a\  <  e 


8e(x  ~  a)  = 


0,  en  cualquier  otra  parte. 


G{a)  = 


{ó; 


Utilice  el  teorema  del  valor  medio  para  las  integrales  y, 
después,  establezca  e  — >  0.] 

3.  Determine  la  transformada  de  Fourier  para  la  función 
delta  de  Dirac  8  (x). 

4.  Demuestre  que  la  función  delta  de  Dirac  es  la  identi¬ 
dad  implícita  en  la  operación  de  convolución,  es  decir, 
muestre  f*8  =  8*f  =  f  [Sugerencia:  Utilice  las  trans¬ 
formadas  de  Fourier  y  el  problema  3.] 

5.  Demuestre  que  la  derivada  de  la  función  delta  de  Dirac 
8 '  (x  —  a )  tiene  la  propiedad  que  examina  la  derivada  de 
una  función /en  a.  [Sugerencia:  Utilice  la  integración 
por  partes.] 

6.  Utilice  un  CAS  para  demostrar  que  la  transformada  de 

sen  Ax 

Fourier  de  la  función  g(x)  =  -  es  la  función 

,  TTX 

pulso. 


-A  <  a  <  A 
en  cualquier  otro  lado. 

7.  Escriba  la  matriz  F8  y,  después,  escríbala  en  forma  fac- 
torizada  (13).  Compruebe  que  el  producto  de  los  facto¬ 
res  es  Fg.  Si  se  le  solicita  comprobar  el  resultado,  utilice 
un  CAS  para  hacerlo. 

...  ,  2  IT  277  ...  , 

8.  Sea  con  =  e'2'rn  =  eos - 1-  i  sen  — .  Como  e,27Tk  =  1, 

n  n 

todos  los  números  tu*,  k  =  0,  1,  2,  ... ,  n  —  1,  tienen  la 
propiedad  de  que  (cu*)"  =  1.  Debido  a  lo  anterior,  cu*, 
k  =  0,  1,  2,  ... ,  n  -  1 ,  se  llaman  raíces  n-csimas  de 
la  unidad  y  son  soluciones  de  la  ecuación  f  —  1  =  0. 
Encuentre  las  raíces  octavas  de  la  unidad  y  grafíquelas 
en  el  plano  xy  donde  un  número  complejo  se  escribe 
como  z  —  x  +  iy.  ¿Qué  puede  observar? 

Tareas  para  el  laboratorio  de  cómputo 

9.  Utilice  un  CAS  para  comprobar  que  la  función/*#,  donde 


f(x)  =  e-5'2  y  g(x)  = 


sen2x 


TTX 


,  está  limitada  en  la  banda. 
Si  su  CAS  lo  puede  hacer,  trace  las  gráficas  de  8F  [f*g }  y 
F(a)G(a)  para  comprobar  el  resultado. 

1 0.  Si  en  su  CAS  hay  un  comando  para  ejecutar  la  transforma¬ 
da  discreta  de  Fourier,  seleccione  seis  puntos  cualesquiera 
y  compare  los  resultados  obtenidos  utilizando  ese  coman¬ 
do  con  los  obtenidos  a  partir  de  la  ecuación  c  =  y  F6f. 


EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  13  Las  respuestas  a  los  problemas  impares 

seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-30. 


En  los  ejercicios  del  1  al  15,  resuelva  cada  problema  de  va¬ 
lores  en  la  frontera  dado  mediante  una  transformada  integral 
apropiada.  Cuando  sea  necesario,  formule  supuestos  acerca  del 
acotamiento. 

d2u  d2u 

1 .  — y  H - y  =0,  x  >  0,  0  <  y  <  77 

dx  dy 

=  0,  0  <  y  <  77 

x=0 


du 

dx 


2. 


r(x,  0)  =  0, 


du 

dy 


=  e 


x  >  0 


d2u  du 
dx 2  dt 
u( 0,  t)  =  0, 


0  <  x  <  1,  f>0 
«(1,  t)  =  0,  t  >  0 


u(x,  0)  =  50  sen  2t7x,  0  <  x  <  1 
d2u  du 

3.  — 7  —  hu  =  — ,  h  >  0,  x  >  0,  t  >  0 
dx~  dt 


,  s  du 

u{ 0,  t)  =  0,  lím  —  =  0,  t  >  0 
x— >oo  dx 

u(x,  0)  =  u0,  x  >  0 
du  d2u  . 

4.  - y  =  e  — oo  <  x  <  oo,  t  >  0 

dt  dx2 

u(x,  0)  =  M0,  —OO  <  X  <  00 
d2u  du 

5.  — y  =  — ,  x  >  1,  t  >  0 
dx2  dt 

u( 0,  t)  =  t,  lím  u(x,  t)  =  0 


u(x,  0)  =  0,  x  >  0  [Sugerencia:  Utilice  el  teorema  4.9.] 
d2u  d2u 

6.  — y  =  — y,  0  <  X  <  1,  t  >  0 

dx2 


dt2’ 

u( 0,  t)  =  0,  w(l,  í)  =  0,  t  >  0 
du 


n(x,  0)  =  sem7X, 


dt 


=  —  sen  77x,  0  <  x  <  1 
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d~u  du 

7.  k - 7  =  — ,  —oo  <  X  <  00,  t  >  0 

Ax2  dt 

'0,  x<0 

m(.X,  0)  =  ^  M0,  O  <  X  <  77 


,0, 


X  >  77 


3“m 

8.  — t  H - ^  =  0,  O  <  x  <  77,  y  >  O 

Ar  3y~ 

ÍO,  O  <  y  <  1 

w( O,  y)  =  O,  m(7t,  y)  =  <  1,  1  <  y  <  2 

[o,  y  >  2 

du 


dy 


=  O,  O  <  X  <  77 


?=0 


3~m  3“z< 

9.  — 7  H - y  =0,  x  >  O,  y  >  O 

Ax2  dy2 


m(0,  y)  = 

m(x,  0)  = 

a2, 


í  50, 

l  O, 
í  100, 
l  O, 


O  <  y  <  1 
y  >  1 
O  <  x  <  1 
x  >  1 


d~u  du 

10.  — r  +  r  =  — ,  O  <  x  <  1,  t  >  O 
dx2  dt 


du 

dx 


=  O,  u(  1,  t)  =  O,  í  >  O 


m(x,  0)  =  O,  O  <  x  <  1 
d2u  d2u 

1  1  .  - 7  H - 1  =0,  X  >  O,  O  <  V  <  77 

Ax2  dy2 

u( O,  y)  =  A,  O  <  y  <  77 


S  «  du 

12.  — r  =  — ,  O  <  x  <  1,  t  >  O 
dx2  dt 

u( O,  t)  =  u0,  u(  1,  t)  =  u0,  t  >  O 
m(x,  0)  =  O,  O  <  x  <  1 
[Sugerencia:  Utilice  la  identidad 

senh(x  —  y)  =  senh  x  cosh  y  —  cosh  x  senh  v, 
y  después  use  el  problema  6  de  los  ejercicios  13.1.] 
d2u  du 

13.  k — 7  =  — ,  —  oo  <  x  <  oo,  t>  O 

dx2  dt 


u(x,  0)  = 


{A 


x  <  O 
x  >  O 


d  U  du 

14.  — 7  =  — ,  x  >  O,  t  >  O 
dx2  dt 


du 

dx 


=  —50,  límtí(x,  t)  =  100,  t  >  O 


X  =  ü 

i/(x,  0)  =  100,  x  >  O 

15.  Demuestre  que  una  solución  al  problema  de  valores  en 
la  frontera 

d2u  d2u 

— 7  3 - 7  =  O,  —oo  <x<oo,  0<y<l 

dx2  dy2 


du 

dy 


=  O,  u(x,  1)  =  /(x),  —00  <  X  <  00 


y=0 


du 

du 

1 

'OO 

dy 

v: 

II 

o 

II 

O 

dy 

=  Be  x,  x  >  0 

y  =  TT 

es  u(x,  y)  =  — 

77  J 

0  ^ 

cosh  ay  eos  a  (t  —  x) 

f(t ) - 1 - dt  da. 

cosh  a 
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CAPÍTULO 


14 


Soluciones  numéricas 
de  ecuaciones  diferenciales 
parciales 


Estructura  del  capítulo 

) 

14.1  La  ecuación  de  LapLace 

14.2  La  ecuación  de  caLor 

14.3  La  ecuación  de  onda 

Ejercicios  de  repaso  deL  capítuLo  14 

_ J 

En  La  sección  6.5  estudiamos  que  una  forma  de  aproximar  La  soLu- 
ción  de  un  probLema  de  segundo  orden  con  vaLores  en  La  frontera 
era  trabajar  con  una  ecuación  de  diferencias  finitas  como  reem- 
pLazo  de  La  ecuación  diferenciaL  ordinaria.  La  misma  idea  se  puede 
apLicar  a  Las  ecuaciones  diferenciaLes  parciaLes.  En  Las  secciones 
correspondientes  de  este  capítuLo  se  formuLará  una  ecuación  en  di¬ 
ferencias  como  reempLazo  de  La  ecuación  de  LapLace,  de  La  ecuación 
unidimensionaL  de  caLor,  y  de  La  ecuación  unidimensionaL  de  onda 
mediante  La  sustitución  de  Las  derivadas  parciaLes  uxx,  uyy,  utt  y  ut 
por  coeficientes  en  diferencias. 
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14.  La  ecuación  de  Laplace 


Figura  14.1  Región  plana  R  con 
frontera  C 


b) 


Figura  14.2  Región  R  colocada 
sobre  una  malla  rectangular 


■  Introducción  De  la  sección  11.1  recuerde  que  las  ecuaciones  diferenciales  parcia¬ 
les  lineales  de  segundo  orden  con  dos  variables  independientes  se  clasifican  en  elípticas, 
parabólicas  e  hiperbólicas.  A  grandes  rasgos,  las  ecuaciones  diferenciales  parciales 
elípticas  involucran  solamente  derivadas  parciales  respecto  a  variables  en  el  espacio  y, 
como  una  consecuencia,  las  soluciones  de  dichas  ecuaciones  están  determinadas  por 
condiciones  de  frontera  únicas.  Las  ecuaciones  parabólicas  y  las  hiperbólicas  involucran 
derivadas  parciales  respecto  a  variables  en  el  espacio  y  el  tiempo,  así  que  sus  soluciones 
se  determinan  generalmente  a  partir  de  las  condiciones  iniciales  y  de  frontera.  La  solu¬ 
ción  de  una  ecuación  diferencial  parcial  elíptica  (como  la  de  Laplace)  puede  describir 
un  sistema  físico  cuyo  estado  se  encuentra  en  equilibrio  (de  estado  estable);  la  solución 
de  una  ecuación  diferencial  parcial  parabólica  (digamos  la  ecuación  de  calor)  puede 
describir  un  estado  difuso,  mientras  que  una  ecuación  diferencial  parcial  hiperbólica  (la 
ecuación  de  onda)  describe  un  estado  vibratorio. 

En  esta  sección  comenzamos  nuestro  estudio  con  los  métodos  de  aproximación  apro¬ 
piados  para  las  ecuaciones  elípticas.  El  enfoque  se  centrará  en  la  ecuación  diferencial 
parcial  más  sencilla,  pero  quizá  la  más  importante  de  las  ecuaciones  de  tipo  elíptico:  la 
ecuación  de  Laplace. 

■  Reemplazo  de  la  ecuación  en  diferencias  Suponga  que  estamos  buscando  una 
solución  u(x,  y)  de  la  ecuación  de  Laplace 

d2u  d2u 

+  tt  =  0 

dx  ay 

en  una  región  plana  R  acotada  por  la  curva  C.  Vea  la  figura  14.1.  De  manera  similar  a  (6) 
de  la  sección  6.5,  mediante  las  diferencias  centrales 

u(x  +  h,  y)  —  2 u(x,  y)  +  u(x  —  h,  y)  y  u(x,  y  +  h)  —  2 u(x,  y)  +  u(x,  y  —  h), 

se  pueden  obtener  aproximaciones  para  las  segundas  derivadas  parciales  uxx  y  uyy  utili¬ 
zando  cocientes  en  diferencias 

d2u  1 

z~2  ~  H*  +  /7’  y)  ~  2«(*>  y)  +  U\X  -  h,  y)J  (1) 

dx  Ir 

— y  ~  —y  [u(x,  y  +  li)  —  2 u(x,  y)  +  u{x,  y  —  h)  1.  (2) 

dy  h 

Ahora  sumamos  (1)  y  (2)  para  obtener  una  aproximación  de  cinco  puntos  al  laplaciano: 
d2u  d2u  1 

— y  H - y  ~  —  [«( x  +  h,  y)  +  u(x,  y  +  h)  +  u(x  —  h,  y)  +  u(x,  y  —  h)  —  4u(x,  y)]. 

dx  dy  h 

Por  lo  tanto,  podemos  reemplazar  la  ecuación  de  Laplace  con  la  ecuación  en  diferencias 
u{x  +  h,  y)  +  u(x,  y  +  h)  +  u{x  —  h,  y)  +  u(x,  y  —  li)  —  4 u{x,  y)  =  0.  (3) 

Si  adoptamos  la  notación  u(x,  y)  =  u¡j  y 

u(x  +  h,  y )  =  ui+l  j,  u(x,  y  +  h)  =  u¡¡+1 

u{x  —  h,  y)  =  u¡  |  ¡,  u(x,  y  —  h)  = 

entonces  (3)  se  convierte  en 

M,+1  J  +  Uu+ 1  +  Ui-u  +  u¡j-i  ~  4 Uy  =  0.  (4) 

Para  comprender  un  poco  mejor  la  ecuación  (4)  suponga  la  existencia  de  una  malla 
rectangular  constituida  por  líneas  horizontales  espaciadas  h  unidades  entre  sí  y  líneas 
verticales  espaciadas  h  unidades  entre  sí  colocada  sobre  la  región  R.  El  número  h  se 
llama  tamaño  de  la  malla.  Consulte  la  figura  14.2a).  Los  puntos  P¡¡  =  P(ih,jh),  donde 


616 


CAPÍTULO  14  Soluciones  numéricas  de  ecuaciones  diferenciales  parciales 


i  y  j  son  enteros,  de  intersección  de  las  líneas  horizontales  y  verticales  se  llaman  puntos 
de  la  malla  o  puntos  de  la  retícula.  Un  punto  de  la  malla  es  un  punto  interior  si  sus 
cuatro  puntos  de  malla  más  cercanos  son  puntos  de  R.  Los  puntos  localizados  en  R  o  en 
C  que  no  sean  interiores  se  llaman  puntos  de  frontera.  Por  ejemplo,  en  la  figura  14.2a) 
se  tiene 


P20  =  P{2h,  0),  P n  =  P(h,  h),  P2l  =  P(2h,  h),  P22  =  P(2h,  2 h), 

y  así  sucesivamente.  De  los  puntos  listados,  P2l  y  P22  son  interiores,  mientras  que  P20  y 
Pn  son  puntos  de  frontera.  En  la  figura  14.2a),  los  puntos  interiores  se  muestran  a  color 
y  los  de  frontera  en  negro.  Ahora,  a  partir  de  (4),  podemos  observar  que 

U¡j  =  4  [Ui+i  j  +  U¡ j+l  +  M,-_ jj  +  U¡j- j],  (5) 

y  entonces,  como  indica  la  figura  14.2¿>),  el  valor  de  Uu  en  un  punto  de  malla  interior  de  R 
es  el  promedio  de  los  valores  de  u  en  cuatro  puntos  de  malla  cercanos.  Los  puntos  cercanos 
Pi+  i  j,  Pij+i,  P ¡ _ i.  j  y  P¡,j- 1  corresponden,  respectivamente,  a  los  cuatro  puntos  cardina¬ 

les  de  la  rosa  de  los  vientos  E,  N,  O  y  S. 

■  Problema  de  L  irichlet  Recuerde  que  en  el  problema  de  Dirichlet  para  la  ecua¬ 
ción  de  Laplace  V2«  =  0,  los  valores  de  u(x,  y)  son  prescritos  en  la  frontera  C  de  la  región 
R.  La  idea  fundamental  es  encontrar  una  solución  aproximada  a  la  ecuación  de  Laplace 
en  puntos  interiores  de  la  malla,  mediante  el  reemplazo  de  la  ecuación  diferencial  par¬ 
cial  ubicada  en  estos  puntos  por  la  ecuación  en  diferencias  (4).  Por  lo  tanto,  los  valores 
aproximados  de  u  en  los  puntos  de  la  malla  (digamos  «A  están  relacionados  entre  sí 
y,  posiblemente,  con  valores  conocidos  de  u  si  un  punto  de  la  malla  se  encuentra  en  la 
frontera  C.  De  esta  forma  obtenemos  un  sistema  de  ecuaciones  algebraicas  lineales  en 
el  que  despejamos  la  incógnita  u¡j.  El  ejemplo  siguiente  ilustra  el  método  de  la  región 
cuadrada. 


Ejemplo  1  Repaso  a  problemas  de  valores  en  la  frontera 

En  el  problema  14  de  los  ejercicios  11.5  se  pidió  resolver  el  problema  de  valores  en  la 

frontera 


d2u  d~u 

— y  5 - y  =  0, 

dx~  dy2 

u(  0,  y)  =  0, 
u(x,  0)  =  0, 


0  <  x  <  2,  0  <  y  <  2 


w( 2,  y)  =  y(2  —  y),  0  <  y  <  2 


0  <  x  <  1 
1  <  x  <  2 


utilizando  el  principio  de  superposición.  Para  aplicar  el  método  numérico  presente,  co¬ 
mencemos  con  un  tamaño  de  malla  de  h  =  §.  Como  podemos  observar  en  la  figura  14.3, 
esta  elección  nos  da  cuatro  puntos  interiores  y  ocho  de  frontera.  Los  números  listados 
junto  a  los  puntos  de  frontera  son  los  valores  exactos  de  u  obtenidos  a  partir  de  la  con¬ 
dición  especificada  a  lo  largo  de  esa  frontera.  Por  ejemplo,  en  P3l  =  P(3h,  h)  =  P( 2,  §) 
tenemos  x  =  2  y  y  =  3,  por  lo  que  la  condición  u(2,  y)  nos  da  u( 2,  f)  =  j(2  —  f)  =  9.  De 
modo  similar,  en  P13  =  P( f ,  2),  la  condición  u(x,  2)  nos  da  u( §,  2)  =  §.  Ahora  aplicamos  (4) 
en  cada  punto  interior.  Por  ejemplo,  en  P¡ ,  tenemos  i  =  1  y  j=  1,  entonces  (4)  se  convierte  en 


y 

3 

2 

3 

T 

^12 

T 

{22 

8 

>n 

ir 

9 

8 

i 

9 

< 

0 

Figura  14.3  Región  cuadrada  R 
del  ejemplo  1 


u2i  d-  a32  L  Mqj  d-  4 —  0. 

Puesto  que  um  =  u{ 0,  f)  =  0  y  uw  =  u( f,  0)  =  0,  la  ecuación  anterior  se  convierte  en 
—4 un  +  «2i  d-  u 1 2  =  0.  Repetir  esto,  respectivamente,  en  los  puntos  P2Í.  Pl2  y  P22,  resul¬ 
ta  en  las  tres  ecuaciones  adicionales: 


4«n  d- 

«21 

+  «12 

=  0 

«11  ” 

4«21 

d- 

8 

«22  —  9 

«11 

+ 

1 

2 

«22  —  3 

«21 

+  «12  ~ 

4«22  =  —  y 

14.1  La  ecuación  de  Laplace 
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Utilizamos  un  sistema  algebraico  de  cómputo  para  resolver  este  sistema,  y  encontramos 
que  las  temperaturas  aproximadas  en  los  cuatro  puntos  interiores  son 

«n  =  ¿í  =  0.1944,  «21  =  u  =  0.4167, 

«i2  =  i  =  0.361 1,  «22  =  Y2  =  0.5833. 

De  la  misma  forma  que  en  el  estudio  de  ecuaciones  diferenciales  ordinarias,  espe¬ 
ramos  que  un  valor  más  pequeño  de  h  mejorará  la  precisión  de  esta  aproximación.  Sin 
embargo,  utilizar  una  malla  más  pequeña  significa,  desde  luego,  que  existen  más  puntos 
interiores  de  malla  y,  por  lo  tanto,  un  mayor  número  de  sistemas  de  ecuaciones  a  resol¬ 
ver.  Para  una  región  cuadrada  cuya  longitud  de  lado  es  L,  un  tamaño  de  malla  de  h  = 
Un  dará  un  total  de  (n  —  l)2  puntos  interiores  de  malla.  En  el  ejemplo  1,  para  n  =  8,  el 
tamaño  de  la  malla  es  un  razonable  h=\  =  \,  pero  el  número  de  puntos  interiores  es  de 
(8  —  l)2  =  49.  Así,  tenemos  49  ecuaciones  con  49  incógnitas.  En  el  ejemplo  siguiente 
utilizamos  un  tamaño  de  malla  de  h  = 


Figura  14.4  Región  R  del  ejemplo 
1  con  puntos  de  maLla  adicionales 


Ejemplo  2  Ejemplo  1  con  más  puntos  de  malla 

Tal  como  podemos  observar  en  la  figura  14.4,  con  n  =  4,  un  tamaño  de  malla  h  =  \  = 
\  para  el  cuadrado  del  ejemplo  1  nos  da  32  =  9  puntos  interiores  de  malla.  Aplicando 
(4)  en  estos  puntos  y  utilizando  las  condiciones  de  frontera  indicadas,  obtenemos  nueve 
ecuaciones  con  nueve  incógnitas.  Para  que  usted  pueda  comprobar  los  resultados,  escri¬ 
bimos  el  sistema  en  forma  no  simplificada: 


«21  + 

«12  + 

0  + 

0  - 

4«n 

=  0 

«31  + 

IÍ22 

«11  + 

0  - 

4«2i 

=  0 

!  + 

u32  + 

«21  + 

0  - 

4m3i 

=  0 

«22  + 

«13  + 

«11  + 

0  - 

4«i2 

=  0 

«32  + 

«23  + 

«12  + 

«21  — 

4«22 

=  0 

1  + 

M33  + 

«22  + 

«31  - 

4«32 

=  0 

«23  + 

í  + 

0  + 

«12  — 

4«i3 

=  0 

M33  + 

1  + 

«13  + 

u22  ~ 

4m23 

=  0 

!  + 

2  + 

«23  + 

un  ~ 

4^33 

=  0. 

En  este  caso,  un  CAS  nos  da 

«„  =  ¿  =  0.1094,  «2t  =  Ét  =  0-2277,  «31  =  =  0.3951 

«12  =  §4  =  0.2098,  «22  =  i  =  0.4063,  «32  =  Ü  =  0.6027 

«13  =  Ü  =  0.3237,  «23  =  m  =  0.5848,  «33  =  1  =  0.6094. 

Después  de  simplificar  (7)  resulta  interesante  observar  que  la  matriz  de  coeficientes 


de  9  X  9  es 

/  4 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

°\ 

1 

-4 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

-4 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

-4 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

-4 

1 

0 

1 

0 

(8) 

0 

0 

1 

0 

1 

-4 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

-4 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

-4 

1 

\  0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

-4/ 

Éste  es  un  ejemplo  de 

una 

matriz  dispersa  en  la  que 

un  gran  porcentaje  de  elementos 

son  cero.  La  matriz  (8)  también  es  ejemplo  de  una  matriz  bandeada.  Estos  tipos  de 
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matrices  se  caracterizan  por  las  propiedades  de  que  los  elementos  ubicados  en  la  diago¬ 
nal  principal  o  en  las  diagonales  (o  bandas)  paralelas  a  la  diagonal  principal  son  todos 
diferentes  de  cero.  En  (8),  las  bandas  a  color  están  separadas  por  diagonales  constituidas 
o  no  por  ceros. 

I  Iteración  de  Gauss-SeideL  Los  problemas  que  requieren  aproximaciones  para 
soluciones  de  ecuaciones  diferenciales  parciales  invariablemente  llevan  a  sistemas  de 
ecuaciones  algebraicas  lineales  de  gran  tamaño.  No  es  raro  tener  que  resolver  sistemas 
conformados  por  cientos  de  ecuaciones.  A  pesar  de  que  un  método  de  solución  directo 
como  la  eliminación  gaussiana  deja  sin  modificar  los  elementos  que  son  ceros  fuera  de 
las  bandas  en  una  matriz  como  la  (8),  llena  las  posiciones  entre  las  bandas  con  elementos 
diferentes  de  cero.  Como  el  almacenamiento  de  matrices  muy  grandes  utiliza  gran  canti¬ 
dad  de  memoria  en  la  computadora,  es  una  práctica  muy  común  resolver  sistemas  gran¬ 
des  en  forma  indirecta.  Un  popular  método  indirecto  se  llama  iteración  de  Gauss-Seidel. 

Ilustraremos  este  método  para  el  sistema  (6).  En  aras  de  la  simplicidad,  reemplazamos 
las  variables  con  doble  subíndice  un,  u2l,  ul2  y  u22  por  x¡,  x2,  x3  y  x4,  respectivamente. 


Ejemplo  3  Iteración  de  Gauss-Seidel. 

Paso  1 :  Despeje  las  variables  de  la  diagonal  principal  del  sistema  en  cada  una  de  las 
ecuaciones.  Esto  es,  en  (6),  despejar  x¡  en  la  primera  ecuación,  x2  en  la  segunda,  y  así 
sucesivamente: 


x¡  =  0.25*2+  0.25*3 
*2  =  0.25*!+  0.25*4+  0.2222 
*3  =  0.25*!+  0.25*4+  0.1667 
*4  =  0.25*2+  0.25*3+  0.3889. 

Estas  ecuaciones  pueden  obtenerse  directamente  utilizando  (5)  en  lugar  de  (4)  en  los 
puntos  interiores. 

Paso  2:  Iteraciones.  Comenzamos  haciendo  una  estimación  inicial  de  los  valores  x¡, 
*2,  *3  y  *4.  Si  éste  fuera  un  simple  sistema  de  ecuaciones  lineales  y  no  supiéramos  nada 
acerca  de  la  solución,  podríamos  comenzar  con  x¡  =  0,  *2  =  0,  *3  =  0,  *4  =  0.  Sin  em¬ 
bargo,  puesto  que  la  solución  de  (9)  representa  aproximaciones  a  la  solución  de  un  pro¬ 
blema  de  valores  en  la  frontera,  podría  parecer  razonable  el  uso  de  la  estimación  inicial 
para  los  valores  de  X\  =  un,  x2  =  u2l,  *3  =  u12  y  *4  =  u22  el  promedio  de  todas  las  con¬ 
diciones  de  frontera.  En  este  caso,  el  promedio  de  los  números  localizados  en  los  ocho 
puntos  de  frontera  que  se  muestran  en  la  figura  14.2  es  aproximadamente  de  0.4.  Por  lo 
tanto,  nuestra  estimación  inicial  es  x¡  =  0.4,  *2  =  0.4,  *3  =  0.4  y  *4  =  0.4.  El  método  de 
iteraciones  de  Gauss-Seidel  utiliza  los  valores  *  tan  pronto  como  se  calculan.  Observe 
que  la  primera  ecuación  de  (9)  depende  solamente  de  *2  y  *3;  entonces,  sustituyendo 
*2  =  0.4  y  *3  =  0.4  nos  da  x¡  =  0.2.  Como  la  segunda  y  tercera  ecuaciones  dependen  de 
*i  y  *4,  utilizamos  los  valores  calculados  x¡  =  0.2  y  *4  =  0.4  para  obtener  *2  =  0.3722  y 
*3  =  0.3167.  La  cuarta  ecuación  depende  de  *2  y  *3,  así  que  usamos  los  nuevos  valores 
*2  =  0.3722  y  *3  =  0.3167  para  obtener  *4  =  0.561 1.  En  resumen,  la  primera  iteración 
nos  da  los  valores 


*i  =  0.2,  *2  =  0.3722,  *3  =  0.3167,  *4  =  0.5611. 

Observe  qué  tan  cercanos  están  estos  valores  a  los  reales  proporcionados  al  final  del 
ejemplo  1. 

La  segunda  iteración  comienza  al  sustituir  *2  =  0.3722  y  *3  =  0.3167  en  la  primera 
ecuación.  Esto  nos  da  x¡  =  0.1722.  A  partir  de  *,  =  0.1722  y  el  último  valor  calculado 
de  *4  (es  decir,  *4  =  0.5611),  la  segunda  y  tercera  ecuaciones  dan,  respectivamente, 
*2  =  0.4055  y  *3  =  0.3500.  Utilizando  estos  dos  valores,  encontramos  a  partir  de  la  cuar¬ 
ta  ecuación  que  *4  =  0.5678.  Al  final  de  la  segunda  iteración  tenemos 

*!  =  0.1722,  *2  =  0.4055,  *3  =  0.3500,  *4  =  0.5678. 
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De  la  tercera  a  la  séptima  iteraciones  se  resumen  en  la  tabla  14.1. 


Tabla  14.1  Iteración 


Tercera 

Cuarta 

Quinta 

Sexta 

Séptima 

*1 

0.1889 

0.1931 

0.1941 

0.1944 

0.1944 

*2 

0.4139 

0.4160 

0.4165 

0.4166 

0.4166 

As 

0.3584 

0.3605 

0.3610 

0.3611 

0.3611 

x4 

0.5820 

0.5830 

0.5833 

0.5833 

0.5833 

Para  aplicar  la  iteración  de  Gauss-Seidel  a  un  sistema  general  de  n  ecuaciones  lineales 
con  n  incógnitas,  la  variable  x¡  debe  aparecer  realmente  en  la  r-ésima  ecuación  del  siste¬ 
ma.  Además,  luego  de  despejar  x¡,  i  =  1,2,...,  «,  en  cada  ecuación,  el  sistema  resultan¬ 
te  tiene  la  forma  X  =  AX  +  B,  donde  todos  los  elementos  de  la  diagonal  principal  de  A 
son  cero. 


x=l 


Figura  14.5 


Región  rectangular  R 


Comentarios 


i)  En  los  ejemplos  proporcionados  en  esta  sección,  los  valores  de  u¡,  se  determinaron 
utilizando  valores  conocidos  de  u  en  los  puntos  de  frontera.  Sin  embargo,  ¿qué  ha¬ 
cemos  si  la  región  es  tal  que  los  puntos  de  frontera  no  coinciden  con  la  frontera  real 
C  de  la  región  R ?  En  este  caso,  los  valores  requeridos  pueden  obtenerse  mediante  la 
interpolación. 

ii)  A  veces  puede  reducirse  el  número  de  ecuaciones  a  resolver  empleando  la  simetría. 
Considere  la  región  rectangular  0Sj<2,0<)i<  1,  que  muestra  la  figura  14.5.  Las 
condiciones  de  frontera  son  u  =  0  a  lo  largo  de  las  fronteras  x  =  0,  x  =  2,  y  =  1  y  u  = 
100  a  lo  largo  de  y  =  0.  La  región  es  simétrica  respecto  a  las  líneas  x  =  I  y  y  =  y  los 
puntos  interiores  Pn  y  P31  son  equidistantes  en  relación  con  los  puntos  de  frontera  ve¬ 
cinos  donde  los  valores  específicos  de  u  son  los  mismos.  En  consecuencia,  suponemos 
que  un  =  «3|,  y  entonces  el  sistema  de  tres  ecuaciones  con  tres  incógnitas  se  simplifica 
a  dos  ecuaciones  con  dos  incógnitas.  Consulte  el  problema  2  de  los  ejercicios  14.1. 

iii)  En  el  contexto  de  aproximar  una  solución  a  la  ecuación  de  Laplace,  la  técnica  de 
iteración  del  ejemplo  3  se  conoce  a  menudo  como  el  método  de  Liebman. 

iv )  Puede  ser  que  no  se  note  en  una  computadora;  sin  embargo,  la  convergencia  de  la 
iteración  de  Gauss-Seidel  (o  método  de  Liebman)  puede  no  resultar  particularmente 
rápida.  Asimismo,  en  un  contexto  más  general,  la  iteración  de  Gauss-Seidel  puede  no 
converger  del  todo.  Para  enterarse  de  condiciones  que  sean  suficientes  para  garantizar 
la  convergencia  de  la  iteración  de  Gauss-Seidel,  se  invita  al  lector  a  consultar  libros 
donde  se  trate  el  análisis  numérico. 


EJERCICIOS  14.1  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-30. 


En  los  problemas  del  1  al  8,  utilice  una  computadora  como 
ayuda  para  realizar  los  cálculos. 

En  los  problemas  del  1  al  4,  utilice  (4)  para  aproximar  la  so¬ 
lución  de  la  ecuación  de  Laplace  en  los  puntos  interiores  de  la 
región  dada.  Aplique  la  simetría  cuando  sea  posible. 

1 .  u(0,  y)  =  0,  u( 3,  y)  =  y(2  —  y),  0  <  y  <  2 
u(x,  0)  =  0,  u(x,  2)  =  jc(3  —  x),  0  <  x  <  3 
tamaño  de  la  malla:  h  =  1 


2.  u{ 0,  y)  =  0,  u( 2,  y)  =  0,  0  <  y  <  1 
u(x ,  0)  =  100,  u{x,  1)  =  0,  0  <x  <  2 
tamaño  de  la  malla:  h  =  \ 

3.  m(0,  y)  =  0,  w(l,y)  =  0,  0<y<l 

u(x,  0)  =  0,  u(x,  1)  =  sen  ttx,  0  <  x  <  1 
tamaño  de  la  malla:  h  =  \ 
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4.  m(0,  y)  =  108y2(l  -  y),  u{\,  y)  =  O,  O  <  y  <  1 
u(x,  0)  =  0,  u{x,  1)  =  0,  0  <  x  <  1 
tamaño  de  la  malla:  h  =  \ 


En  los  problemas  5  y  6,  utilice  (5)  y  la  iteración  de  Gauss- 
Seidel  para  aproximar  la  solución  de  la  ecuación  de  Laplace 
en  los  puntos  interiores  de  un  cuadrado  unitario.  Utilice  como 
tamaño  de  la  malla  h  =  |.  En  el  problema  5  están  dadas  las 
condiciones  de  frontera;  en  el  problema  6,  los  valores  de  u  en 
los  puntos  de  frontera  aparecen  en  la  figura  14.6. 


5.  u( 0,  y)  =  0,  w(l,  y)  =  lOOy,  0  <  y  <  1 
u(x,  0)  =  0,  m( x,  1)  =  lOO.r,  0  <  x  <  1 

6.  y  i 
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Figura  14.6  Región  del  problema  6 

7.  a)  En  el  problema  12  de  los  ejercicios  11.6,  usted  re¬ 
solvió  un  problema  de  potencial  utilizando  la  forma 

d2u  d2u 

especial  de  la  ecuación  de  Poisson  — r  -I - r  = 

dx2  dy2 

f(x,  y).  Demuestre  que  el  reemplazo  de  la  ecuación 
en  diferencias  para  la  de  Poisson  es 

Uí+ij  +  uiJ+ 1  +  w,_u  +  uu- 1  -  4 u¡j  =  h2f(x,  y). 

b)  Utilice  el  resultado  del  inciso  a )  para  aproximar  la 

d2u  d2u 

solución  de  la  ecuación  de  Poisson  — .  H - -  =  —  2 

dx2  dy 2 


en  los  puntos  interiores  de  la  región  indicada  en  la 
figura  14.7.  El  tamaño  de  la  malla  es  h=\,u  =  1  en 
cada  punto  localizado  a  lo  largo  de  ABCD ,  y  u  =  0 
en  cada  punto  de  DEFGA.  Aplique  la  simetría  y,  si 
fuese  necesario,  la  iteración  de  Gauss-Seidel. 


Figura  14.7  Región  del  problema  7 

8.  Utilice  el  resultado  del  inciso  a)  del  problema  7  para 
aproximar  la  solución  de  la  ecuación  de  Poisson 
d2u  d2u 

— -  H - -  =  —64  en  los  puntos  interiores  de  la  región 

dx~  dy 

de  la  figura  14.8.  La  malla  es  de  h  =  y  u  =  0  en  cada 
punto  de  frontera  de  la  región.  De  ser  necesario,  utilice 
la  iteración  de  Gauss-Seidel. 


Figura  14.8  Región  del  problema  8 


14.2  La  ecuación  de  calor 


I  Introducción  En  el  siguiente  análisis,  la  idea  fundamental  es  la  misma  que  en  la 
sección  14.1;  aproximamos  una  solución  de  una  ecuación  diferencial  parcial,  esta  vez 
una  ecuación  diferencial  parcial  parabólica,  reemplazando  la  ecuación  por  otra  de  dife¬ 
rencias  finitas.  Sin  embargo,  a  diferencia  de  la  sección  anterior,  consideraremos  dos  mé¬ 
todos  de  aproximación  de  diferencias  finitas  para  las  ecuaciones  diferenciales  parciales 
parabólicas:  una  llamada  método  explícito  y  la  otra  método  implícito.  Para  efectos  de 
definición,  trataremos  solamente  la  ecuación  de  calor  en  una  dimensión. 


■  Reemplazo  por  una  ecuación  en  diferencias  Para  aproximar  la  solución  u{x,  t)  de 

la  ecuación  de  calor  en  una  dimensión 


d2u  du 


(1) 


de  nuevo  reemplazamos  las  derivadas  por  cocientes  en  diferencias.  Utilizando  la  aproxi¬ 
mación  central  de  diferencias  (2)  de  la  sección  14.1, 

d2u  1 

— -  ~  —  [u(x  +  h,  t)  —  2 u(x,  t)  +  u(x  —  h,  f)] 
dx  h 
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y  la  aproximación  en  diferencias  hacia  delante  (3)  de  la  sección  6.5, 


h  2h  3  h  ...  a 

Figura  14.9  Región  rectangular 
en  el  plano  xt 


u¡.j+ 1 

(j  +  l)-ésima  línea 
de  tiempo 

j-ésima  línea - 

de  tiempo  ui-lJ  uü  ui+Uj 

k-  h^\ 

Figura  14.10  A  partir  de  los  tres 
valores  de  u  en  t  -  j  se  determina  u 
en  t  =  j  +  1 


—  ~  —  [ u(x ,  t  +  h)  —  u(x,  ?)] 
dt  h 


la  ecuación  ( 1)  se  convierte  en 

c  1 

— ^  [u( x  +  h,  i)  —  2 u(x,  t )  +  u(x  —  h,  f)]  =  —  [u(x,  1  +  k)  —  u(x,  í)].  (2) 

hr  k 

Si  establecemos  A  =  ck/h2  y 

u(x,  t )  =  u¡p  u(x  +  h,  i)  =  ui+lj,  u(x  —  h,  t)  =  m(x,  t  +  k)  =  u¡j+1, 

entonces,  después  de  efectuar  algunas  simplificaciones,  (2)  es 

«;j+i  =  hu¡+i,j  +  (1  “  2A )u¡j  +  A u¡-UJ.  (3) 

En  el  caso  de  la  ecuación  de  calor  (1),  las  condiciones  de  frontera  típicas  son  «(0,  t) 
=  Ui,  u(a,  t)  =  u2,  t  >  0,  y  una  condición  inicial  es  u( x,  0)  =  f(x),  0  <  x  <  a.  La  función 
/  puede  interpretarse  como  la  distribución  inicial  de  temperatura  en  una  varilla  ho¬ 
mogénea  que  se  extiende  desde  x  =  0  hasta  x  =  a ;  «,  y  u2  pueden  interpretarse  como 
temperaturas  constantes  en  los  puntos  extremos  de  la  varilla.  Aunque  no  lo  demos¬ 
traremos,  el  problema  de  valores  en  la  frontera  constituido  por  (1)  y  estas  dos  con¬ 
diciones  de  frontera  más  una  condición  inicial  tiene  una  solución  única  cuando  /  es 
continua  en  el  intervalo  cerrado  [0,  a].  Se  supondrá  esta  última  condición,  por  lo  que 
reemplazaremos  la  condición  inicial  por  u(x,  0)  =  f(x),  0  <  x  <  a.  Además,  en  lugar 
de  trabajar  con  la  región  semiinfinita  en  el  plano  xt  definido  mediante  las  desigual¬ 
dades  0  <  x  £  a,  t  >  0,  utilizamos  una  región  rectangular  definida  por  0  <  x  s  a, 
0  <  t  <  T,  donde  T es  un  valor  de  tiempo  específico.  En  esta  región  colocamos  una  malla 
rectangular  compuesta  por  líneas  verticales  separadas  entre  sí  en  h  unidades  y  líneas 
horizontales  con  separación  entre  sí  de  k  unidades.  Consulte  la  figura  14.9.  Si  seleccio¬ 
namos  dos  enteros  positivos  n  y  m  y  definimos 


entonces  las  líneas  verticales  y  horizontales  de  la  retícula  estarán  definidas  mediante 
x¡  =  ih,  i  =  0,  1,  2, . . . ,  n  y  t¡=  jk,  j  =  0,  1,  2, ... ,  m. 

Tal  como  ilustra  la  figura  14. 10,  la  idea  aquí  es  aplicar  la  fórmula  (3)  para  calcular  los 
valores  de  la  solución  u(x,  t)  en  los  puntos  sobre  la  (j  +  l)-ésima  línea  de  tiempo  utili¬ 
zando  solamente  valores  de  lay-ésima  línea  de  tiempo.  Por  ejemplo,  los  valores  sobre  la 
primera  línea  de  tiempo  (j  =  1)  dependen  de  la  condición  inicial  u¡  0  =  u(x¡,  0)  =  f{x¡) 
dada  en  el  tiempo  cero  (j  =  0).  Este  tipo  de  procedimiento  numérico  se  denomina  méto¬ 
do  explícito  de  diferencia  finita. 


Ejemplo  1  Uso  del  método  de  diferencia  finita 

Consideremos  el  problema  de  valores  en  la  frontera 
d2u  du 

—  =  —  0  <  X  <  1,  0  <  t  <  0.5 

dx2  dt 

u(x,  0)  =  0,  m(1,  í)  =  0,  0s/<  0.5 
u(x,  0)  =  sen  7rx,  0Sr£  1 . 

Primero  identificamos  c  =  1,  a  =  1  y  T  =  0.5.  Al  seleccionar,  digamos,  n  =  5  y  m  =  50, 
entonces  h  =  \  =  0.2,  k  =  =  0.01,  A  =  0.25, 

1  1 

x¡  =  i  — ,  i  =  0,  1,  2,  3,  4,  5,  y  t¡  =  j - ,  /  =  0,1,2,...,  50. 

,  5-  J  1  J  i 00 
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Por  lo  tanto,  (3)  se  convierte  en 

uU+i  =  0.25  (ui+1J  +  2  u¡j  +  K;_w). 

Al  establecer  el  valor  de  j  =  0  en  esta  fórmula,  obtenemos  otra  fórmula  para  las  aproxi¬ 
maciones  de  la  temperatura  u  en  la  primera  línea  de  tiempo: 

u¡,  i  =  0.25(m¡+i  o  +  2u¡  o  +  m¡-i,0). 

Si  después  establecemos  i  =  1, . . . ,  4  en  la  última  ecuación  obtenemos,  a  su  vez, 

í<n  =  0.25(m20  +  2uw  +  u00) 

u2i  =  0.25(m30  +  2m2o  +  u  io) 

m3i  —  0.25(m40  -f  2m30  Moq) 

M41  —  0.25(m50  -f  2m40  -f  m30). 

La  primera  ecuación  de  esta  lista  se  interpreta  como 

Mu  =  0.25 (n(x2,  0)  +  2u{xl,  0)  +  m(0,  0)) 

=  0.25(n(0.4,  0)  +  2m(0.2,  0)  +  n( 0,  0)). 

A  partir  de  la  condición  inicial  m(x,  0)  =  sen  irx,  la  última  línea  se  convierte  en 

un  =  0.25(0.951056516  +  2(0.587785252)  +  0)  =  0.531656755. 

Este  número  representa  una  aproximación  para  la  temperatura  n( 0.2,  0.01). 

Como  se  requeriría  de  una  tabla  mucho  más  grande,  con  más  de  200  valores,  resumir 
todas  las  aproximaciones  sobre  la  malla  rectangular  determinada  por  h  y  k,  en  la  tabla 
14.2  proporcionamos  solamente  algunos  valores  seleccionados. 


Tabla  14.2  Aproximación  explícita  a  la  ecuación  diferencial  con  h  =  0.2, 
k  =  0.01,  A  =  0.25 


Tiempo 

x  =  0.20 

x  =  0.40 

x  =  0.60 

x  =  0.80 

0.00 

0.5878 

0.9511 

0.9511 

0.5878 

0.10 

0.2154 

0.3486 

0.3486 

0.2154 

0.20 

0.0790 

0.1278 

0.1278 

0.0790 

0.30 

0.0289 

0.0468 

0.0468 

0.0289 

0.40 

0.0106 

0.0172 

0.0172 

0.0106 

0.50 

0.0039 

0.0063 

0.0063 

0.0039 

El  lector  deberá  comprobar,  mediante  los  métodos  del  capítulo  11,  que  una  solución 
exacta  para  el  problema  de  valores  en  la  frontera  del  ejemplo  1  está  dada  por  n(x,  i)  = 
e_7r '  sen  ttx.  Utilizando  esta  solución,  comparamos  en  la  tabla  14.3  una  muestra  de  los 
valores  exactos  con  sus  aproximaciones  correspondientes. 


Tabla  14.3 


Exacto 

Aproximación 

n(0.4,  0.05)  = 

0.5806 

m25  =  0.5758 

n(0.6,  0.06)  = 

0.5261 

n36  =  0.5208 

m(0.2,  0.10)  = 

0.2191 

Mi  10  =  0.2154 

m(0.8,  0.14)  = 

0.1476 

14  =  0.1442 
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c  í"  u(x  +  h, 
2 


M  Estabilidad  Estas  aproximaciones  son  comparables  a  los  valores  exactos  y  resultan 
lo  suficientemente  precisas  como  para  cumplir  algunos  propósitos.  Sin  embargo,  existe 
un  problema  relacionado  con  el  método  anterior.  Recuerde  que  un  método  numérico  es 
inestable  si  los  errores  por  redondeo  o  de  cualquier  otro  tipo  crecen  demasiado  rápido 
conforme  los  cálculos  se  lleven  a  cabo.  El  procedimiento  numérico  del  ejemplo  1  puede 
presentar  este  tipo  de  comportamiento.  Es  posible  demostrar  que  el  procedimiento  re¬ 
sulta  estable  si  A  es  menor  o  igual  que  0.5,  sin  embargo,  es  inestable  para  cualquier  otro 
valor.  Para  obtener  A  =  0.25  <  0.5  en  el  ejemplo  1,  tuvimos  que  seleccionar  el  valor  k 
=  0.01;  la  necesidad  de  utilizar  tamaños  de  intervalo  muy  pequeños  en  la  dirección  del 
tiempo  es  la  principal  falla  de  este  método.  Se  le  pide  al  lector  resolver  el  problema  12  de 
los  ejercicios  14.2  y  ser  testigo  de  la  inestabilidad  predecible  cuando  A  =  1. 

■  Método  de  Crank-NichoLson  Existen  métodos  implícitos  de  diferencia  finita 
para  resolver  ecuaciones  diferenciales  parciales  parabólicas.  Estos  métodos  requieren 
que  resolvamos  un  sistema  de  ecuaciones  para  determinar  los  valores  aproximados  de  u 
en  la  ( j  +  l)-ésima  línea  de  tiempo.  Sin  embargo,  los  métodos  implícitos  no  experimen¬ 
tan  problemas  de  inestabilidad. 

El  algoritmo  que  presentaron  J.  Crank  y  P.  Nicholson  en  1947  se  utiliza  principalmente 
para  resolver  la  ecuación  de  calor.  El  algoritmo  consiste  en  reemplazar  la  segunda  derivada 
d2u  du 

parcial  en  c  2  =  —  por  un  promedio  de  dos  cocientes  de  diferenciales  centrales,  uno 
evaluado  en  t  y  el  otro  en  t  +  k: 


)  —  2 u(x,  i)  +  u(x  —  h,  t)  u{x  +  h,  t  +  k)  —  2 u{x,  t  +  k)  +  u(x  —  h,  t  +  k) 


h~ 


=  — [ u(x ,  t  +  k)  —  u(x,  í)].  (4) 


Si  definimos  de  nuevo  A  =  ck/h~,  entonces,  después  de  volver  a  ordenar  los  términos, 
podemos  escribir  (4)  como 


“«i- 1,7+1  +  “MU+1  -  Hf+ij+i  =  Ui+lJ  -  pUy  +  U¡-ltP  (5) 

donde  a  =  2(1  +  1/A)  y  j8  =  2(1  -  1/A),  j  =  0,  1, . . . ,  m  -  1,  e  i  =  1,  2, . . . ,  n  -  1. 

Por  cada  valor  seleccionado  de  j,  la  ecuación  en  diferencias  (5)  para  ¿=1,2,...,  n  —  1 
da  n  —  1  ecuaciones  con  n  —  1  incógnitas  u¡  ,+1.  Debido  a  las  condiciones  de  frontera 
prescritas,  los  valores  de  u¡  ¡+1  son  conocidos  para  i  =  0  y  para  i  =  n.  Por  ejemplo,  en  el 
caso  n  =  4,  el  sistema  de  ecuaciones  para  determinar  los  valores  aproximados  de  u  en  la 
( j  +  l)-ésima  línea  de  tiempo  es 

“ m0,7+1  +  aUl,j+\  “  U2,j+1  =  U2 ,j  “  PUl,j  U0,j 

“Mi, y+1  +  au2,j+l  “  u3,j+l  =  u3,j  “  fiu2,j  +  Mj j 

~u2,j+i  +  au3,j+l  “  U4,j+l  =  UA ,j  “  Pu3,j  +  u2,j 

o  bien  aul  —  u2j+i  =  bl 

“«1,7+1  +  au2j+l  ~  u3,j+l  =  b2  (6) 

“  «2,7+1  +  au3j+i  =  ¿>3, 

donde  b  ¡  =  u2j  —  fiuij  +  «o,  /  +  ííqj+i 

b2  =  «3,7  “  j3«2,7  +  «1,7 

b2  =  «4,7  “  ^«3,7  +  «2,7  +  «4,7+1- 

En  general,  si  usamos  la  ecuación  en  diferencias  (5)  para  determinar  los  valores  de  u 
en  la  (j  +  l)-ésima  línea  de  tiempo,  necesitaremos  resolver  el  sistema  lineal  AX  =  B, 


donde  la  matriz  de  coeficientes  A  es  una 

matriz 

tridiagonal, 

/ 

-1 

0 

0 

0 

°\ 

- 

a 

-1 

0 

0 

0 

0 

-I 

a 

-1 

0 

0 

A  = 

0 

0 

-1 

a 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

\  0 

0 

0 

0 

0 

«/ 
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y  los  elementos  de  la  matriz  columna  B  son 


bl  ~  u2,j  Pui j  +  u0,j  +  U0,j+1 
b2  =  Hj  ~  Pu2 j  +  «i j 

=  «4,7  “  PU3,j  +  U2,j 

bn-l  =  Un,j  ~  Pun-l,j  +  Un-2,j  +  Un,j+ 1- 


Ejemplo  2  Uso  del  método  de  Crank-Nicholson 

Utilice  el  método  de  Crank-Nicholson  para  aproximar  la  solución  del  problema  de  valo¬ 
res  en  la  frontera 

d2u  du 

0.25  — r  =  — ,  0  <  X  <  2,  0  <  t  <  0.3 

dx2  dt 

w(  0,  t)  =  0,  u(  2,  í)  =  0,  0si<  0.3 

u(x,  0)  =  sen  irx,  0  <  t  <  2, 

con  n  =  8  y  m  =  30. 

A  partir  de  las  identidades  a  =  2,  T=  0.3,  h  =  \=  0.25,  k  =  =  0.01,  ye  =  0.25 
obtenemos  A  =  0.04.  Con  ayuda  de  una  computadora  obtuvimos  los  resultados  de  la 
tabla  14.4.  Como  en  el  ejemplo  1,  los  elementos  de  esta  tabla  solamente  representan  un 
número  selecto  de  las  210  aproximaciones  localizadas  en  la  malla  rectangular  determi¬ 
nada  por  h  y  k. 


Tabla  14.4  Método  de  Crank-Nicholson  con  h  =  0.25,  k  =  0.01,  A  =  0.25 


Tiempo 

x  =  0.25 

x  —  0.50 

jc  =  0.75 

x  =  1.00 

x  —  1.25 

x  =  1.50 

x  =  1.75 

0.00 

0.7071 

1.0000 

0.7071 

0.0000 

-0.7071 

-1.0000 

-0.7071 

0.05 

0.6289 

0.8894 

0.6289 

0.0000 

-0.6289 

-0.8894 

-0.6289 

0.10 

0.5594 

0.7911 

0.5594 

0.0000 

-0.5594 

-0.7911 

-0.5594 

0.15 

0.4975 

0.7036 

0.4975 

0.0000 

-0.4975 

-0.7036 

-0.4975 

0.20 

0.4425 

0.6258 

0.4425 

0.0000 

-0.4425 

-0.6258 

-0.4425 

0.25 

0.3936 

0.5567 

0.3936 

0.0000 

-0.3936 

-0.5567 

-0.3936 

0.30 

0.3501 

0.4951 

0.3501 

0.0000 

-0.3501 

-0.4951 

-0.3501 

De  la  misma  forma  que  en  el  ejemplo  1,  el  problema  de  valores  en  la  frontera  del 
ejemplo  2  también  tiene  una  solución  exacta  dada  por  u(x,  t)  =  r,/4sen  ttx.  Las  com¬ 
paraciones  de  muestra  listadas  en  la  tabla  14.5  indican  que  los  errores  absolutos  son  del 
orden  de  1 0  2  o  10  \  Se  pueden  obtener  errores  más  pequeños  disminuyendo  el  valor 
de  h  o  el  de  k. 

Tabla  14.5 

Exacto  Aproximado 

«(0.75,  0.05)  =  0.6250  «35  =  0.6289 

«(0.50,  0.20)  =  0.6105  «2,20  =  0.6259 

«(0.25,  0.10)  =  0.5525  «uo  =  0.5594 
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EJERCICIOS  14.2  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-31 . 


En  los  problemas  del  1  al  12,  utilice  una  computadora  como 
ayuda  para  realizar  los  cálculos. 

1 .  Utilice  la  ecuación  en  diferencias  (3)  para  aproximar  la 
solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera 

d2u  du 

— y  =  — ,  0  <  x  <  2,  0  <  í  <  1 

dx2  dt 


c)  L  =  20,  K  =  1.10,  p  =  2.7,  y  =  0.22, 
f{x)  =  0.5420  -  x) 


«( 0,  i)  =  0, 

“<*■ 0)  ‘  {a 


«( 2,  ()  =  0,  0  s  í  <  1 
0  <  x  <  1 
1  <  x  <  2. 

Use  n  =  8  y  m  =  40. 

2.  Al  aplicar  la  solución  por  serie  de  Fourier  del  proble¬ 
ma  1  de  los  ejercicios  1 1 .3  con  L  =  2,  podemos  sumar 
los  primeros  20  términos  para  calcular  los  valores  de 
«(0.25,  0.1),  w(l,  0.5)  y  «(1.5,  0-8)  para  encontrar  la  so¬ 
lución  u(x,  t)  del  problema  1 .  Un  estudiante  escribió  un 
programa  de  computadora  para  realizar  esto  y  obtuvo: 
«(0.25,  0.1)  =  0.3794,  «(1,  0.5)  =  0.1854  y  «(1.5,  0.8) 
=  0.0623.  Suponga  que  estos  resultados  son  precisos 
para  todos  los  dígitos  proporcionados.  Compare  estos 
valores  con  las  aproximaciones  obtenidas  en  el  proble¬ 
ma  1.  En  cada  caso,  determine  los  errores  absolutos. 

3.  Resuelva  el  problema  1  mediante  el  método  de  Crank- 
Nicholson  con  n  =  8ym  =  40.  Utilice  los  valores  de 
«(0.25,  0.1),  «(1,  0.5)  y  «(1.5,  0.8)  proporcionados  en  el 
problema  2  para  calcular  los  errores  absolutos. 

4.  Repita  el  problema  1  con  n  =  8  y  m  =  20.  Utilice  los  va¬ 
lores  para  «(0.25,  0.1),  «(1,  0.5)  y  «(1.5,  0.8)  dados  en  el 
problema  2  para  calcular  los  errores  absolutos.  ¿Por  qué 
son  tan  imprecisas  las  aproximaciones  en  este  caso? 

5.  Resuelva  el  problema  1  mediante  el  método  de  Crank- 
Nicholson  con  n  =  8  y  m  =  20.  Utilice  los  valores  para 
«(0.25,  0.1),  «(1,  0.5)  y  «(1.5,  0.8)  dados  en  el  problema 
2  para  calcular  los  errores  absolutos.  Compare  los  erro¬ 
res  absolutos  con  los  obtenidos  en  el  problema  4. 

6.  En  la  sección  11.2  se  demostró  que  si  una  varilla  de 
longitud  L  está  hecha  de  un  material  con  conductividad 
térmica  K,  calor  específico  y  y  densidad  p,  la  temperatu¬ 
ra  m(x,  t)  satisface  la  ecuación  diferencial  parcial 


K 


d2u 


y p  dx2 


du 

dO 


0  <x<  L. 


Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera  consti¬ 
tuido  por  la  ecuación  anterior  y  las  condiciones 

«(0,  i)  =  0,  u(L,  t)  =  0,  0  <  t  <  10 

w(x,  0)  =  f(x),  0  <j<L. 

Utilice  la  ecuación  en  diferencias  (3)  de  esta  sección  con 
n  =  10  y  m  =  10  para  aproximar  la  solución  del  proble¬ 
ma  de  valores  en  la  frontera  cuando 

a )  L  =  20,  K  =  0.15,  p  =  8.0,  y  =  0.11, /(x)  =  30 

b)  L  =  50,  K  =  0.15,  p  =  8.0,  y  =  0.11,/(x)  =  30 


d)  L  =  100,  K  =  1.04,  p  =  10.6,  y  =  0.06, 

0  <  x  <  50 

.8(100  -  x),  50<x<100. 


,  ,  Í0.8.r, 

/W  '  \  0.8(11 


7.  Resuelva  el  problema  6  mediante  el  método  de  Crank- 
Nicholson  con  n  =  10  y  m  =  10. 

8.  Repita  el  problema  6  si  las  temperaturas  en  los  puntos 
extremos  son  «(0,  í)  =  0,  u{L,  í)  =  20,  0  <  f  <  10. 

9.  Resuelva  el  problema  8  mediante  el  método  de  Crank- 
Nicholson. 

10.  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera  del 
ejemplo  2.  Suponga  que  n  =  4. 

a)  Calcule  el  nuevo  valor  de  A . 

b)  Utilice  la  ecuación  de  diferencias  de  Crank-Nichol- 
son  (5)  para  determinar  el  sistema  de  ecuaciones 
para  «n,  u2\  y  «31,  esto  es,  los  valores  aproximados 
de  «  en  la  primera  línea  de  tiempo.  [Sugerencia: 
Fije  el  valor  dej  =  0  en  (5),  y  permita  que  i  tome  los 
valores  1,  2,  3.] 

c)  Resuelva  el  sistema  de  tres  ecuaciones  sin  ayuda  de 
un  programa  de  computadora.  Compare  sus  resulta¬ 
dos  con  los  elementos  correspondientes  de  la  tabla 
14.4. 

1 1 .  Considere  una  varilla  cuya  longitud  sea  L  =  20  para  la 
cual  K  =  1.05,  p  =  10.6  y  y  =  0.056.  Suponga  que 

«(0,  0  =  20,  «(20,  0  =  30 
«(x,  0)  =  50. 

a )  Utilice  el  método  que  se  describió  en  la  sección  11.6 
para  calcular  la  solución  de  estado  estable  if>(x). 

b )  Utilice  el  método  de  Crank-Nicholson  para  aproximar 
las  temperaturas  u(x,  0  para  0  £  t  £  7mílx.  Seleccione 
rmáx  lo  suficientemente  grande  para  permitir  que  las 
temperaturas  se  aproximen  a  los  valores  de  estado 
estable.  Compare  las  aproximaciones  para  t  =  Tmáx 
con  los  valores  de  ip(x)  calculados  en  el  inciso  a). 

12.  Utilice  la  ecuación  en  diferencias  (3)  para  aproximar  la 
solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera 

d2u  du 

— y  =  — ,  0  <  x  <  1,  0  <  t  <  1 

dx2  dt 

«(0,  o  =  o,  «(1,  0  —  o,  0  £  t  <  1 

m(x,  0)  =  sen  7 tx,  0  <  x  £  1 . 

Use  n  =  5  y  m  =  25. 
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14.3  La  ecuación  de  onda 


0  Introducción  En  esta  sección  aproximamos  una  solución  de  la  ecuación  unidimen¬ 
sional  de  onda  utilizando  el  método  en  diferencias  finitas  presentado  en  las  dos  secciones 
anteriores.  La  ecuación  unidimensional  de  onda  es  el  prototipo  de  la  ecuación  diferencial 
parcial  hiperbólica. 


■  Reemplazo  de  la  ecuación  en  diferencias  Suponga  que  u(x,  t)  representa  una 
solución  de  la  ecuación  unidimensional  de  onda 


2  d2u  d2u 
dx2  dt 2 


(1) 


Utilizamos  dos  diferencias  centrales 
d^u  1 

— 2  ~  —  \u(x  +  h,  t)  —  2 u(x,  t)  +  u(x  —  h,  t)] 
dx  h 

d2u 

dt2 

para  reemplazar  la  ecuación  (1)  por 

c2  1 

[u(x  +  h,  t)  —  2 u(x,  t)  +  u(x  —  h,  ¿)]  =  -r  [u(x,  t  +  k)  —  2u(x,  i)  +  u(x,  t  —  k)\.  (2) 

h  le 

Despejamos  (2)  para  u(x,  t  +  k),  lo  que  nos  da  u¡  ,-+1.  Si  A  =  ck/h,  entonces  (2)  resulta 
en 


-je  \u(x,  t  +  k)  —  2 u(x,  t)  +  u( x,  t  —  k)] 


Ui,j+ 1  =  A \+1J  +  2(1  -  A 2)u¡j  +  A 2Ui-Uj  -  Uíj _!  (3) 

para  ¿=1,2,...,  n  —  1  y  j  =  1,  2, . . . ,  m  —  1. 

Para  el  caso  en  que  la  ecuación  de  onda  (1)  es  un  modelo  para  los  desplazamientos 
verticales  u{x,  t )  de  una  cuerda  vibratoria,  las  condiciones  de  frontera  típicas  son  u( 0,  t ) 
=  0,  u{a,  t)  =  0,  t  >  0,  y  las  condiciones  iniciales  son  u{x ,  0)  =  f{x),  du/dt\t=0  =  g(x), 
0  <  x  <  a.  Las  funciones/y  g  pueden  interpretarse  como  la  posición  inicial  y  la  velocidad 
inicial  de  la  cuerda.  El  método  numérico  basado  en  la  ecuación  (3),  así  como  el  primer 
método  estudiado  en  la  sección  14.2,  es  un  método  explícito  de  diferencias  finitas.  Como 
antes,  aplicamos  la  ecuación  de  diferencias  (3)  para  aproximar  la  solución  u{x,  t)  de  (1) 
utilizando  las  condiciones  de  frontera  e  inicial  sobre  una  región  rectangular  situada  en  el 
plano  xt  definido  mediante  las  desigualdades  0  <  v  <  a,  0  <  /  <  7',  donde  T  es  un  valor 
específico  de  tiempo.  Si  n  y  m  son  enteros  positivos  y 


las  líneas  horizontal  y  vertical  de  la  retícula  ubicada  en  esta  región  están  definidas  por 


x¡  =  ih,  i  =  0,  1,  2, . . . ,  n  y  t¡  =  jk,  j  =  0,  1,  2, ... ,  m. 

Tal  como  se  muestra  en  la  figura  14.1 1,  (3)  nos  permite  obtener  la  aproximación  u¡  ,-+1  en 
la  línea  de  tiempo  (j  +  l)-ésima  a  partir  de  los  valores  indicados  en  las  líneas  de  tiempo 
y'-ésima  y  (j  —  l)-ésima.  Además,  utilizamos 


Uq  ¡  —  u( 0,  jk)  —  0,  Un  j  —  u(a,  jk)  —  0  <—  condiciones  de  frontera 

Y  o  =  u(x¡,  0)  =  f(xj).  <—  condición  inicial 

Hay  un  pequeño  problema  antes  de  comenzar.  Usted  puede  observar,  a  partir  de  (3), 
que  para  j  =  I  necesitamos  saber  los  valores  de  u¡  ,  (esto  es,  los  valores  de  u  en  la  pri¬ 
mera  línea  de  tiempo)  con  la  finalidad  de  calcular  uu  2.  Sin  embargo,  a  partir  de  la  figura 


ui.¡+ 1 

(j  +  l)-ésima  línea - J- - 

de  tiempo 

ui-i,j  '  uij  “i  +  W 

j'-ésima  línea - - - — f - • - 

de  tiempo  j( 

\  '“U-1 

(j  -  l)-ésima  línea  ¡  ■ 

de  tiempo  I"*-  ^  “H 

Figura  14.11  u  en  t  =  j  +  1 

se  determina  a  partir  de  Los  tres 
valores  de  u  en  t  =  j  y  de  un  valor 
en  t  =  j  —  1 
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14.1 1,  con  7  =  0  podemos  observar  que  los  valores  de  u¡  ,  en  la  primera  línea  de  tiempo 
dependen  de  los  valores  de  u¡  0  en  la  línea  de  tiempo  cero  y  de  los  valores  de  u¡  A.  Para 
calcular  estos  últimos,  utilizamos  la  condición  de  velocidad  inicial  u,(x,  0)  =  g(x).  En 
t  =  0  es  posible  deducir  por  la  expresión  (5)  de  la  sección  6.5  que 


g{x¡)  =  u,(xh  0) 


u(x¡,  k)  —  u{x¡,  —k) 
2 k 


(4) 


Con  la  finalidad  de  que  tenga  sentido  el  término  u(x¡,  —k)  =  u¡  ¡  en  (4),  debemos  supo¬ 
ner  una  «(x,  t)  extendida  hacia  atrás  en  el  tiempo.  A  partir  de  (4)  se  deduce  que 

u(x¡,  —k)  ~  u(x¡,  k)  —  2kg(x¡) 

Este  último  resultado  sugiere  que  definamos 

«¡,-i  =  «¿, i  “  2 kg(x¡)  (5) 

en  la  iteración  de  (3).  Sustituyendo  (5)  en  (3)  cuando  j  =  0,  obtenemos  el  caso  especial 

A2  , 

~  («¿+i,o  +  «¿—  i,o)  +  (1  -  A  )u¡ o  +  kg{x¡).  (6) 


Ejemplo  1  Uso  del  método  de  diferencias  finitas 

Aproxime  la  solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera 

d2u  d2u 
dx2  di2  ’ 

«( 0,  t )  =  0, 

u(x,  0)  =  sen  ttx, 

utilizando  (3)  con  n  =  5  y  m  =  20. 

Solución  Generamos  las  identidades  c  =  2,  a  =  1  y  T  =  1.  Con  n  =  5  y  m  =  20,  ob¬ 
tenemos  h  =  \  =  0.2,  k  =  20  =  0-05  y  A  =  0.5.  Por  lo  tanto,  con  g(x)  =  0,  las  ecuaciones 
(6)  y  (3)  se  convierten,  respectivamente,  en 

«¡,  i  =  0.125(mí+1,0  +  «¿— i,o)  +  0.75  uifi  (7) 

«¿7+1  =  0.25m¡+1  ,■  +  1.5  u¡j  +  0 ,25u¡-ij  —  u¡j (8) 

Para  i  =  1,  2,  3,  4,  la  ecuación  (7)  nos  da  los  valores  siguientes  para  u¡  ,  en  la  primera 
línea  de  tiempo: 

un  =  0.125(m20  +  «oo)  +  0.75  u10  =  0.55972100 
«2i  =  0.125(m30  +  «io)  +  0.75  m20  =  0.90564761 

(9) 

«31  =  0.125(m40  +  «2o)  +  0.75«3q  =  0.90564761 
«41  =  0.125(m50  +  «3o)  +  0.75«4o  =  0.55972100. 


0  <  x  <  1,  0  <  í  <  1 

«( 1 ,  t)  =  0,  0  s  t  <  1 
du 

—  =  0,  0  <  x  <  1, 

dt 


Observe  que  los  resultados  proporcionados  en  (9)  fueron  obtenidos  a  partir  de  la  condi¬ 
ción  inicial  m(x,  0)  =  sen  7rx.  Por  ejemplo,  u20  =  sen(0.27r),  y  así  sucesivamente.  Ahora 
j  =  1  en  (8)  nos  da 


u¡  2  =  0.25«i+11  +  1.5«¡?1  +  0.25 «i-!,!  —  u¡  0, 
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y,  para  i  =  1,  2,  3,  4  obtenemos 


U12  = 

0.25m2i  +  1.5mu  + 

0.25«0i  —  «io 

u22  = 

0.25w31  +  1.5«2i  + 

0.25«u  —  «20 

u32  = 

0.25  «41  +  1.5«31  + 

0.25^21  W30 

«42  = 

0.25«51  +  1.5  «41  + 

0.25«31  —  «40. 

Al  utilizar  las  condiciones  de  frontera,  las  condiciones  iniciales  y  los  datos  surgidos  de 
(9),  a  partir  de  estas  ecuaciones  conseguimos  las  aproximaciones  para  u  en  la  segunda 
línea  de  tiempo.  Estos  últimos  resultados  y  un  resumen  de  los  cálculos  restantes  se  rela¬ 
cionan  en  la  tabla  14.6. 

Tabla  14.6 

Aproximación  explícita  de  las  ecuaciones  de  diferencias 
con  h  =  0.2,  k  =  0.05,  A  =  0.5 

Tiempo 

jc  =  0.20 

x  =  0.40 

x  =  0.60  x 

=  0.80 

0.00 

0.5878 

0.9511 

0.9511 

0.5878 

0.10 

0.4782 

0.7738 

0.7738 

0.4782 

0.20 

0.1903 

0.3080 

0.3080 

0.1903 

0.30 

-0.1685 

-0.2727 

-0.2727 

-0.1685 

0.40 

-0.4645 

-0.7516 

-0.7516 

-0.4645 

0.50 

-0.5873 

-0.9503 

-0.9503 

-0.5873 

0.60 

-0.4912 

-0.7947 

-0.7947 

-0.4912 

0.70 

-0.2119 

-0.3428 

-0.3428 

-0.2119 

0.80 

0.1464 

0.2369 

0.2369 

0.1464 

0.90 

0.4501 

0.7283 

0.7283 

0.4501 

LOO 

0.5860 

0.9482 

0.9482 

0.5860 

Se  puede  comprobar  fácilmente  que  la  solución  exacta  del  problema  de  valores  en  la 
frontera  del  ejemplo  1  es  u(x,  t )  =  sen  irx  eos  2tti.  Usando  esta  función  podemos  comparar 
los  resultados  exactos  con  las  aproximaciones.  Por  ejemplo,  algunas  comparaciones  selec¬ 
cionadas  aparecen  en  la  tabla  14.7.  Como  puede  observarse  en  la  tabla,  las  aproximaciones 
están  en  la  misma  “zona”  que  los  valores  exactos,  pero  la  precisión  no  es  particularmente 
impresionante.  Sin  embargo,  podemos  obtener  resultados  más  precisos.  La  precisión  de 
este  algoritmo  varía  con  la  selección  de  A .  Desde  luego,  A  está  determinado  por  la  elección 
de  los  enteros  n  y  m,  los  cuales  a  su  vez  determinan  los  valores  del  tamaño  de  los  interva¬ 
los  h  y  k.  Es  posible  demostrar  que  siempre  se  obtiene  la  mejor  exactitud  de  este  método 
cuando  la  relación  A  =  kc/h  es  igual  a  uno,  en  otras  palabras,  cuando  el  intervalo  en  la 
dirección  del  tiempo  es  k  =  h/c.  Por  ejemplo,  la  elección  n  =  8  y  m  =  16  nos  da  h  =  |, 
k  =  y  A  =  1.  Los  valores  muestra  que  se  relacionan  en  la  tabla  14.8  indican  de  manera 
clara  la  mejora  en  cuanto  a  exactitud. 


Tabla  14.7 

Tabla  14.8 

Exacto 

Aproximado 

Exacto 

Aproximado 

«(0.4,  0.25)  = 

0 

«25  =  0.0185 

«(0.25,0.3125)  =  -0.2706 

«25  =  —0.2706 

«(0.6,  0.3)  = 

-0.2939 

«36  =  —0.2727 

«(0.375,  0.375)  =  -0.6533 

m36  =  —0.6533 

«(0.2,  0.5)  = 

-0.5878 

«!  10  =  —0.5873 

«(0.125,0.625)  =  -0.2706 

«!  10  =  —0.2706 

«(0.8,  0.7)  = 

-0.1816 

«4j4  =  -0.2119 

■  Estabilidad  En  conclusión,  observemos  que  este  método  explícito  de  diferencias 
finitas  para  la  ecuación  de  onda  es  estable  cuando  A  <  1  e  inestable  cuando  A  >  1. 


14.3  La  ecuación  de  onda 
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EJERCICIOS  14.3  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-33. 


En  los  problemas  1,  3,  5  y  6,  utilice  una  computadora  como 
herramienta  de  cálculo. 


1.  Use  la  ecuación  de  diferencias  (3)  para  aproximar  la 
solución  del  problema  de  valores  en  la  frontera 

,  d2u  d2u 

C 2  — 7  =  — 7,  0  <  X  <  fl,  0  <  t  <  T 

dx2  dt2 

u( 0,  t )  =  0,  u(a,  í)  =  0,  0  s  (  <  T 


u(x,  0)  =f(x), 

cuando 


du 

dt 


=  0, 


0  <  x  <  a, 


«) 

b) 

c) 


c  =  1,  a  =  1,  T  =  1,  /(x)  =  x(l  —  x);  n  =  4  y  m  =  10 
c=  1,  a  =  2,  r=  l,/(x)  =  e~16(*_1)2;«  =  5ym=  10 
c  =  V2,  a  =  1,  7’=  1, 


0<r<  0.5 
0.5  <  x  <  1; 


n  =  10  y  m  =  25. 

2.  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


0  <  x  <  1,  0  <  t  <  0.5 


32m  d2u 
dx2  ~  di2’ 
w(0,  r)  =  0,  h(1,í)  =  0,  Osrs  0.5 
du 


i(x,  0)  =  sen7rx, 


dt 


=  0,  0  <  X  <  1. 


a)  Utilice  los  métodos  del  capítulo  1 1  para  comprobar 
que  la  solución  del  problema  es  u(x,t)  =  sen  ttx  eos  i tí. 

tí)  Utilice  el  método  de  esta  sección  para  aproximar  la 
solución  al  problema  con  ayuda  de  un  programa  de 
computadora.  Use  los  valores  n  =  4  y  m  =  5. 

c)  Calcule  el  error  absoluto  en  cada  punto  interior  de  la 
malla. 


3.  Aproxime  la  solución  del  problema  de  valores  en  la 
frontera  del  problema  2  utilizando  un  programa  de 
computadora  con 

a)  n  =  5,  m  =  10  tí)  n  =  5,  m  =  20. 


4.  Dado  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


d  u  d  u 

— 7  =  — 7 ,  0  <  x  <  1,  0  <  r  <  1 
dx2  dt2 

w(0,  t)  =  0,  w(l,  t)  =  0,  0  s  t  <  1 


du 

u(x,  0)  =  x(l  —  x),  — 
dt 


=  o,  0  <  x  <  1, 


utilice  h  =  k  =  5  en  la  ecuación  (6)  para  calcular  a  mano 
los  valores  de  u¡  ,. 

5.  En  la  sección  11.2  se  demostró  que  la  ecuación  de  una 
cuerda  vibratoria  es 


T  d2u  d2u 
p  dx2  dt2  ’ 


donde  T  representa  la  magnitud  constante  de  la  tensión 
presente  en  la  cuerda,  y  p  es  su  masa  por  unidad  de  lon¬ 
gitud.  Suponga  que  una  cuerda  de  60  centímetros  de 
longitud  está  anclada  al  eje  x  en  sus  extremos  y  se  suelta 
desde  el  reposo  con  desplazamiento  inicial  de 


/  M 


O.Olx, 
0.30  - 


x  -  30 

100  ’ 


0  <  x  <  30 
30  <  x  £  60. 


Utilice  la  ecuación  de  diferencias  (3)  de  esta  sección 
para  aproximar  la  solución  del  problema  de  valores  en  la 
frontera  cuando  h  =  10,  k  =  5\/ p/T  y  donde  p  = 
0.0225  g/cm,  T  =  1.4  X  107  dinas.  Use  m  =  50. 


6.  Repita  el  problema  5  utilizando 


/(*) 


I  0.2x, 
U-30  - 


x  -  15 
150 


0  <  x  <  15 
15  <  x  s  60 


y  h  =  10,  k  =  2.5  Vp/T.  Use  m  =  50. 


EJERCICIOS  DE  REPASO  DEL  CAPÍTULO  14  Las  respuestas  a  los  problemas  impares 

seleccionados  comienzan  en  la  página  RESP-34. 


1 .  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera 
d2u  d2u 

—  +  — r  =  0,  0<x<2,  0<y<  1 
dx2  dy2 

u( 0,  y)  =  0,  u( 2,  y)  =  50,  0  <  y  <  1 
m(x,  0)  =  0,  u{x,  1)  =  0,  0  <  x  <  2. 

Aproxime  la  solución  de  la  ecuación  diferencial  en  los 
puntos  interiores  de  la  región  con  tamaño  de  la  malla 


h  =  Utilice  la  eliminación  gaussiana  o  la  iteración  de 
Gauss-Seidel. 


2.  Resuelva  el  problema  1  utilizando  el  tamaño  de  la  malla 
de  h  =  Use  la  iteración  de  Gauss-Seidel. 

3.  Considere  el  problema  de  valores  en  la  frontera 


d  u  du 


dx2 


dt’ 


0  <  x  <  1,  0  <  t  <  0.05 
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n(0,  t )  =  O,  u(  1,  t)  =  O,  t  >  O 
u(x,  0)  =  x,  0  <  x  <  1. 

a)  Observe  que  la  temperatura  inicial  u( x,  0)  =  x  indi¬ 
ca  que  en  la  frontera  derecha  x  =  1  la  temperatura 
debe  ser  w(l,  0)  =  1,  mientras  que  las  condiciones 
de  frontera  implican  que  w(l,  0)  =  0.  Escriba  un 
programa  de  computadora  del  método  explícito  en 
diferencias  finitas  de  manera  que  las  condiciones 
de  frontera  prevalezcan  en  todos  los  tiempos  con¬ 
siderados,  incluyendo  t  =  0.  Use  el  programa  para 
completar  la  tabla  14.9. 


b )  Modifique  su  programa  de  computadora  de  tal  ma¬ 
nera  que  prevalezca  la  condición  inicial  en  las  fron¬ 
teras  en  t  =  0.  Use  este  programa  para  completar  la 
tabla  14.10. 

c)  ¿Existe  alguna  relación  entre  las  tablas  14.9  y  14.10? 
Utilice  un  intervalo  mayor  si  es  necesario. 


Tabla  14.9 


Tiempo 

x  —  0.00 

x  =  0.20 

x  =  0.40 

x  =  0.60 

x  —  0.80 

x  =  1.00 

0.00 

0.0000 

0.2000 

0.4000 

0.6000 

0.8000 

0.0000 

0.01 

0.0000 

0.0000 

0.02 

0.0000 

0.0000 

0.03 

0.0000 

0.0000 

0.04 

0.0000 

0.0000 

0.05 

0.0000 

0.0000 

Tabla  14.10 

Tiempo 

x  =  0.00 

x  =  0.20 

x  =  0.40 

x  —  0.60 

x  —  0.80 

x  =  1.00 

0.00 

0.0000 

0.2000 

0.4000 

0.6000 

0.8000 

1.0000 

0.01 

0.0000 

0.0000 

0.02 

0.0000 

0.0000 

0.03 

0.0000 

0.0000 

0.04 

0.0000 

0.0000 

0.05 

0.0000 

0.0000 

CAPÍTULO  14  Ejercidos  de  Revisión 
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AP-l 


APÉNDICE 


Algunas  fórmulas 
de  derivadas  e  integrales 


Fórmulas  de  derivadas  u  y  v  son  funciones  de  x;  c y  y  c2  son  constantes. 


1 .  —  ( cxu  +  c2v )  =  CiU1  +  c2v'  (Regla  de  la  suma) 

dx 


2.  —  uv  =  uV  +  vu’  (Regla  del  producto) 
dx 


d  u  vu  —  uv 

3. - = - - -  (Regla  del  cociente) 

dx  v  v“ 


dv  dv  du 

4.  —  =  —  •  —  (Regla  de  la  cadena) 
dx  du  dx 


d_ 

dx 


5.  —  u"  =  nu" *  1  — 


du 

dx 


d  1  du 

6.  —  ln  u  =  - — 

dx  u  dx 


d  „  „  du 

7.  — e  =  e  — 
dx  dx 


d  du 

8.  —  bu  =  b“  \nb  — 
dx  dx 


d  du 

9.  —  sen  u  =  eos  u  — 
dx  dx 


d_ 

dx 


11.  —  tann  =  sec2«  — 


du 

dx 


d  du 

1 3.  —  sec  u  =  sec  u  tan  u  — 
dx  dx 


d 

dx 


15.  —  sen  lu  = 


1 


du 


Vi  -  u2  dx 

1  du 


17.  — tan  u  =  , 

dx  1  +  u  dx 


d  du 

1 9.  —  senh  u  =  cosh  u  — 
dx  dx 

d  ,  1  du 

21.  — senh  u  =  — .  — 

dx  Vh2  +  1  dx 

d  1  du 

23.  — tanh  u  = - j — ,  \u\  <  1 

dx  1  —  u  dx 


d 

—  i 

dx 

d 

—  i 

dx 

d 

—  i 

dx 


16.  —  eos  u  = 
dx 


18.  —  sec  u  = 
dx 


d 

-  I 

dx 

d 

—  i 

dx 

d 

—  i 

dx 


du 


-  sen  u  — 
dx 

j  du 
-esc ~u  — 
dx 

du 

-esc  u  cot  u  — 
dx 

-1 

du 

Vi  —  u 

2  dx 

1 

du 

mVm2  — 

1  dx 

du 

senh  u  — 
dx 

1 

du 

Vm2  — 

\  dx 

1  du 

-  „  .  \u\ 

1  —  u2  dx ’ 
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I  Fórmulas  de  integrales  u  y  v  son  funciones  de  x;  c¡  y  c2  son  constantes. 


1. 

3. 

5. 

7. 

9. 

11. 

13. 

15. 

17. 

19. 

21. 

23. 


(c^u  +  c2v)  dx  =  C|  u  dx  +  c2  v  dx 


u"  du  = 


u 


n  +  1 


+  C,  n  —  1 


bu 

budu  = - h  C 

ln  b 


eos  u  du  =  sen  u  +  C 


sec  ~u  du  =  tan  u  +  C 


sec  u  tan  u  du  =  sec  u  +  C 

1  _.  u 

— .  du  =  sen  — h  C 

Va2  -  u~  a 

cosh  u  du  =  senh  u  +  C 


,  senh  1  — I-  C 
1  I  a 

du  = 


\/m2  +  a2 


ln  (u  +  \/ u2  +  a2)  +  C 


1  u 

—  tanh  — I-  C,  \u\  <  a 

1  |  a  a 

2 - 2  du  =  ,  . 

a  —  u  |  1  ,  u 

—  coth  — I-  C,  n  >  a 

a  a 


tan  u  du  =  —  ln  Icos  u\  +  C 


sec  u  du  =  ln  Isec  u  +  tan  u\  +  C 


2.  u  dv  =  uv  —  v  du  (integración  por  partes) 


4. 


—  du  =  ln  luí  +  C 
u 


6.  e“  du  =  eu  +  C 


8.  sen  u  du  =  —  eos  u  +  C 


10. 


csc2u  du  =  — cot  u  +  C 


12. 


esc  u  cot  u  du  =  —esc  u  +  C 


14. 


1  1  ,  u 

du  =  —  tan  — h  C 
a  a 


2  ,  2 

a  +  u 


16. 


senh  u  du  =  cosh  u  +  C 


18. 


Vw2  —  a2 


du  = 


cosh  1  — I -  C 
a 

ln  (u  +  \/ u2  a2)  +  C 


20. 

22. 

24. 


1 

—y  du  =  —  ln 
u  2a 


a  +  u 
a  —  u 


+  C 


cot  u  du  —  ln  I  sen  u\  +  C 


esc  u  du  =  ln  Icsc  u  —  cot  u\  +  C 
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Función  gamma 


La  definición  de  la  integral  de  Euler  de  la  función  gamma*  es 


rw 


f~  le~‘  dt. 

•'O 


(1) 


La  convergencia  de  la  integral  requiere  que  x  —  1  >  —  1,  o  x  >  0.  La  relación  de  recu¬ 
rrencia 


Figura  A.l  Gráfica  de  La  función 
gamma 


r(*  +  1)  =  xT(x),  (2) 

que  vimos  en  la  sección  5.3,  puede  obtenerse  a  partir  de  (1)  empleando  la  integración  por 
partes.  Ahora,  cuando  x  =  1, 


r(i) 


e~'dt  =  1, 
■'o 


y,  por  lo  tanto,  la  ecuación  (2)  nos  da 


r(2)  =  ir(i)  =  i 
r(3)  =  2r(2)  =  2-i 
r(4)  =  3r(3)  =  3-2-1 


y  así  sucesivamente.  De  esta  forma  se  puede  observar  que  cuando  n  es  un  entero  positivo, 

r(n  +  1)  =  n! . 


Por  esta  razón,  a  la  función  gamma  a  menudo  se  le  llama  función  factorial  generalizada. 

A  pesar  de  que  la  forma  integral  (1)  no  converge  para  x  <  0,  mediante  una  definición 
alterna  es  posible  demostrar  que  la  función  gamma  se  define  para  todos  los  números 
reales  y  complejos  excepto  para  x  =  —n,  n  =  0,  1,  2,  ...  .  Como  una  consecuencia,  (2) 
es  realmente  válida  para  x  ¥=  —n.  Considerada  como  una  función  de  una  variable  real 
x,  la  gráfica  de  T(jc)  es  como  indica  la  figura  A.L  Observe  que  los  enteros  no  positivos 
corresponden  a  las  asíntotas  verticales  de  la  gráfica. 


*Esta  función  fue  definida  por  primera  vez  por  Leonhard  Euler  en  su  libro  Institutiones  calculi  integralis 
publicado  en  1768. 


AP-4 


En  los  problemas  23  y  24  de  los  ejercicios  5.3,  utilizamos  el  hecho  de  que  T(  y2  )  = 
Vrr.  Este  resultado  puede  deducirse  a  partir  de  (1)  fijando  el  valor  de  x  =  V2 : 


n%)  = 


t  l^2e  '  dt. 


(3) 


Establecemos  t  =  u1  para  poder  escribir  (3)  como 


Sin  embargo, 
por  lo  que  [T(|)]2  =  I  2 


r(V2)  =  2 


e  "  du  = 


e  "  du. 


e  'r  dv 


e~u  du  2 


e~v  dv  )  —  4 


-^+^dudv. 


Convertir  a  coordenadas  polares  u  =  r  eos  0,  v  =  r  sen  6  nos  permite  evaluar  la  integral 
doble: 


e~(“2+v2)  du  dv  =  4 


*  7t/2 


e  rr  dr  dO  =  ir. 


De  aquí  que, 


[r(i)]2  =  77  o  r(i)  =  W. 


(4) 


En  vista  de  (2)  y  (4),  podemos  encontrar  valores  adicionales  de  la  función  gamma. 
Por  ejemplo,  cuando  x  =  —  a  partir  de  (2)  se  puede  deducir  que  T(|)  =  —  |T(— ^). 
Por  lo  tanto,  T(—  \ )  =  —  2T(\)  =  —2 \Ítt. 


EJERCICIOS  PARA  EL  APÉNDICE  II  Las  respuestas  a  los  problemas  impares  seleccionados 

comienzan  en  la  página  RESP-34. 


1 .  Evalúe  lo  siguiente. 

d)  r(5)  b)  T(7) 

c)  r(— |)  d)  r(— |) 

2.  Utilice  (1)  y  el  hecho  de  que  T(f )  =  0.92  para  evaluar 
Establezca  t  =  je5.! 


x5e  x  dx.  [Sugerencia: 


3.  Utilice  (1)  y  el  hecho  de  que  T(f )  =  0.89  para  evaluar 


4.  Evalúe 


x4e  1  dx. 


x  (  ln  —  )  dx.  [Sugerencia:  Establezca  t  =  — lnx.] 


5.  Utilice  el  hecho  de  que  F(x)  > 
medida  que  x  — >  0+. 

6.  Utilice  (1)  para  deducir  (2)  para  x  >  0. 


f  le  1  dt  para  demostrar  que  T(x)  no  es  acotada  a 


APÉNDICE  II  Función  gamma 


AP-5 


APÉNDICE 


Tabla  de  transformadas 
de  Laplace 


m 

1.  i 

2.  t 

3.  f 

4.  r1/2 

5.  t ‘/2 

6.  f 

7.  sen  kt 

8.  eos  kt 

9.  sen2 kt 

10.  eos2 kt 

11.  eal 

12.  senh/rf 

13.  cosh  kt 

14.  senh2fa 


m/m  =  fís > 

i 


í 

j_ 

í2 

n\ 

t,  n  es  un  entero  positivo 


2  s2'2 

T{a  +  1) 


k 

s2  +  le 


s2  +  l¿ 

21c1 

s(s2  +  4k2) 
s2  +  21c2 
s(s2  +  4k2) 

1 


s  —  a 


k 


s2-l¿ 


s2  —  k2 
2k2 

s(s2  —  4  k2) 


AP-6 


15.  cosh2Ar 

16.  ea,t 

17.  ea'f 


18.  e“'sen  kt 

19.  ear  eos  kt 

20.  eat  senh  kt 

21.  eat  cosh  kt 

22.  t  sen  kt 

23.  t  eos  kt 

24.  sen  kt  +  kt  eos  kt 

25.  sen  kt  —  kt  eos  kt 

26.  t  senh  kt 

27.  t  cosh  kt 


28. 


ea<  -  eb' 

a  —  b 


aea'  —  beb' 

29.  - TT 

a  —  b 

30.  1  —  eos  kt 

31.  kt  —  sen  kt 

32.  eos  at  —  eos  bt 

33.  sen  kt  senh  kt 

34.  sen  kt  cosh  kt 

35.  eos  kt  senh  kt 


s 2  -  2  A2 
s(s2  -  4 k2) 

1 

(í  —  a)2 

n\ 

- —r,  n  es  un  entero  positivo 

(*  -  «r+1 

k 

(i  —  a)2  +  k2 
s  —  a 

(s  —  a)2  +  k2 
k 

(s  —  a)2  —  k2 
s  —  a 

(i  —  a)2  —  k2 
2  ks 

(i2  +  k2)2 

s2  -  k2 
(s2  +  k2)2 

2ks2 

(s2  +  k2)2 
2k3 

(i2  +  k2)2 
2  ks 

s2  +  k2 
(s2  -  k2)2 

1 

(s  —  a)(s  —  b) 
s 

(s  —  a)(s  —  b) 
k2 

s(s2  +  le) 
k3 

s2(s2  +  k2) 
s{b 2  —  a2) 

(, s 2  +  a2)(s2  +  b2) 

2k2s 

í4  +  4/t4 
k(s2  +  2  k2) 
s 4  +  4  k4 
k(s2  —  21c) 
sA  +  4  A:4 
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36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 


eos  kt  cosh  kt 

m 

5(í  —  a ) 

°ll(t  —  a) 


J0{kt) 


2(1  —  eos  at) 


2(1—  cosh  at) 


sen  at 


sen  at  eos  bt 


Vttí  1 

a 

2\ZttP 
erfe 


-a2/4t 


-a2/4t 


fe) 

fe ^  -  crfcfe) 


eabeb1'  erfe  b  Vt  + 


2  Vi. 


—  eabeb  1  erfe  ¿Vi  + 


2  Vi. 


)  +  erfcfe) 


eam 

f(t  —  df\L{t  —  a) 

g(í)°U(í  -  fl) 

/fe) 

m) 

t 

f{T)g{t  ~  T)  £/T 


/  +  4k4 

1 


s 


Vs2  +  k2 


ln- 


ln 


í  —  b 
s 2  +  a2 


ln- 


2  2 

s  —  a 


arctan 


1  a  +  b 

—  arctan - 

2  5 


1  a  —  b 

H —  arctan - 

2  í 


e-cVs 


e~aVs 

e-aVs 

s 

e~aVs 

íVs 

£-aVs 

V?(Ví  +  tí) 

be ^ 

s(Vs  +  b) 

F(s  —  a) 
e-asF{s ) 

e~as£{g(t  +  o)} 

s"F{s)  -  Vfe(0) - fefe 0) 

F(,)G(s) 
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Respuestas  a  los  problemas 
seleccionados  de  número  impar 


Ejercicios  1.1,  página  12 

1 .  lineal,  segundo  orden  3.  lineal,  cuarto  orden 
5.  no  lineal,  segundo  orden  7.  lineal,  tercer  orden 
9.  lineal  en  x  pero  no  lineal  en  y 

15.  el  dominio  de  la  función  es  —  2  <  x  <  oo;  el  intervalo  más 
grande  de  la  definición  para  la  solución  es  —2  <  x  <  oo. 

1 7.  el  dominio  de  la  función  es  el  conjunto  de  números  rea¬ 
les  excepto  x  =  2  y  x  =  —2;  los  intervalos  más  grandes 
de  la  definición  para  la  solución  son  —  oo  <  x  <  —  2,  —  2 
<x<2,  o2<x<oo. 

e'  ~  1 

19.  X  =  — - —  definida  en  (— oo,  ln  2)  o  en  (ln  2,  oo) 

27.  a)  m  =  —2  tí)  m  =  2,  m  =  3 

29.  y  =  2 

31.  no  existen  soluciones  constantes 

Ejercicios  1.2,  página  18 

1.  y=  1/(1  -40  3.  >■=  l/t*2-  1);  1  <  x  <  oo 

5.  y  =  l/(x2  +  1);  -oo  <x<  oo 

7.  x  =  —  eos  t  +  8  sen  t 

V3  1 

9  x  = - eos  t  H —  sen  t 

4  4 

11.  y  =  \ex  -  \e~x  13.  y  =  5exl 

15.  y  =  O,  y  =  x3 

1 7.  semiplanos  definidos  por  y  >  O  o  y  <  O 
1 9.  semiplanos  definidos  por  x  >  O  o  x  <  O 
21 .  las  regiones  definidas  por  y  >  2,  y  <  —2,  o  —  2  <  y  <  2 
23.  cualquier  región  que  no  contenga  a  (O,  0) 


25.  sí  27.  no 

29.  a)  y  =  ex  tí)  cualquier  región  rectangular  que  no  to¬ 
que  el  eje  y 

c)  No,  la  función  no  es  diferenciable  en  x  =  0. 

31.  tí)  y  =  1/(1  —  x)  en  (  —  oo,  1);  y  =  —  l/(x  +  1)  en 
(-l,oo) 

45.  35  individuos  al  año;  95  individuos  al  año 


Ejercicios  1.3,  página  28 

dP  dP 

1 .  —  =  kP  +  r;  —  =  kP  -  r 
dt  dt 


dP 

3.  —  -  k{P  2P 


dx 

7.  —  =  &x(1000  —  x) 
dt 


dA  1 

9.  —  + - A  =  0;  A(0)  =  50 

dt  100  w 


dA 

11.  —  + 


dh  C7T  /- 

A  =  6  13.  —  = - V/z 

dt  600  -  t  dt  450 


di 

15.  L - b  Ri  =  E(t ) 

dt 

d2x 

19.  m  — x  =  —  kx 
dt2 


d2x  (  dx  V 

21 .  x  — y  +  I  —  )  +  32x  =  160 
dt2  \dtj 


dv  2 

1 7.  m  —  =  mg  —  kv 
dt 


cPr  gR 2 

— x  +  =  o 

dt2  r2 

dA 
25.  — 
dt 

dx 

- h  kx  =  r,  k  >  0 

dt 

dy 

29.  — 

dx 
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Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  1,  página  33 


5.  y"  -  2y'  +  y  =  0 

9.  b) 


dy 

1.  —  =  ky 
ax 

3.  y"  +  ley  =  0 
7.  a),  d) 

11.  b) 

13.  y  =  ct  y  y  =  c¡  y  c2  constantes 
15.  y'  =  x2  +  y2 

17.  a )  El  dominio  es  el  conjunto  de  todos  los  números 
reales 


b)  ya  sea  ( 

-00,  0)  0  (0,  00) 

19. 

Para  x0  =  — 

1,  el  intervalo  es  ( 

intervalo  es 

(0,  00). 

f- 

-x2,  x  <  0 

21. 

c)  y  =  | 

9  23 

x2,  x  s  0 

25. 

(0,  00) 

27. 

23.  (-oo,  oo) 

27.  y0  =  -3,y,  =  0 


Ejercicios  2.1,  página  42 

21.  O  es  asintóticamente  estable  (atractor);  3  es  inestable 
(repulsor). 

23.  2  es  semiestable. 

25.  —2  es  inestable  (repulsor);  O  es  semiestable;  2  es  asin¬ 
tóticamente  estable  (atractor). 

27.  —  1  es  asintóticamente  estable  (atractor);  O  es  inestable 
(repulsor). 

39.  a)  mg/k  b)  \fmgjk 


Ejercicios  2.2,  página  49 

1 .  y  =  —  j  eos  5x  +  c  3.  y  =  |e-3*  +  c 
5.  y  =  ex4  7.  —  3e~2y  =  2e3*  +  c 

9.  |x3  lnx  —  |x3  =  \y  +  2y  +  ln|y|  +  c 
11.  4  eos  y  =  2x  +  sen  2x  +  c 
13.  (e*  +  ir2  +  2(ev  +  IT1  =  c 

15.  5  =  cekr  17.  P  =  C£  , 

1  +  ce 

19.  (y  +  3)5  ex  =  c(x  +  4)5  ey 

21 .  y  =  sen(  \x 2  +  c)  23.  x  =  tan(4f  —  f  ir) 

e-(i  +  i/*) 

25.  y  = - 

x 

27.  y  =  ix  +  íV^Vl  -  x2 

3  -  e4^ 1 

29.  a)y  =  2,  y  =  -2,  y  =  2  +  ^ 

33.  y=l  35.  y  =  1  +  lo  tan  ( ]o  x) 

39.  a)  y  =  —\/x2  +  x  —  1  c)  (— oo,  — 2  —  2^5) 

47.  y(x)=  (4/?/L2)x2  +  o 


Ejercicios  2.3,  página  58 

1 .  y  =  ce5x,  — 00  <  x  <  00 
3.  y  =  |  e3*  +  ce-*,  —00  <  x  <  00 
5.  y  =  |  +  ce-*3,  —00  <  x  <  00 
7.  y  =  x~ 1  ln  x  +  ex-1,  x  >  O 
9.  y  =  ex  —  x  eos  x,  x  >  O 
1 1 .  y  =  |x3  —  |x  +  ex-4,  x  >  O 
1 3.  y  =  |x-2er  +  cx-2e-*,  x  >  O 
15.  x  =  2y6  +  cy4,  y  >  O 
1 7.  y  =  sen  x  +  c  eos  x,  —  n/2  <  x  <  tt/2 
19.  (x  +  l)e*y  =  x2  +  c,  x>  -1 
21 .  (sec  O  +  tan  0)r  =  6  —  eos  6  +  c,  —  rr/2  <  x  <  7i/2 
23.  y  =  e-3*  +  cx-1e-3*,  O  <  x  <  00 


25.  y  =  x  'e*  +  (2  —  e)x  *,  x  >  O 


E 

27.  ¿  =  —  + 
R 


_  ^  U-Jíí/L  _ 

R 


00  <  t  <  00 


29.  (x  +  1  )y  =  x  ln  x  —  x  +  2 1 ,  x  >  O 


31.  y  = 
33.  y  = 
35.  y  = 


{} 

(I 


(1  -  e-2*), 
2(e6  -  l)e-2*, 


+  \e 


+  l)e 


O  <  x  <  3 
x  >  3 

O  <  x  <  1 

x  s  1 


2x  —  1  +  4e 


O  <  x  <  1 


[4x2lnx  +  (1  +  4e  2)x2,  x  >  1 


37.  y  =  e*2  1  +  ^'V/7rej:2(erf(x)  -  erf(l)) 


47.  E{t)  =  E0e 


-{t  —  A)/RC 


Ejercicios  2.4,  página  65 


1. 

x2  —  x  +  |y2  +  7y  = 

c 

3. 

|  x2  +  4xy  —  2y4  =  c 

5. 

x2y2  —  3x  + 

4 y  =  c 

7. 

no  es  exacto 

9. 

xy3  +  y2  eos 

1  2 

X  —  2* 

11. 

no  es  exacto 

13. 

xy  —  2xe*  +  2e*  —  2x~ 

)  _ 

=  c 

15. 

x3y3  —  tan-1  3x  =  c 

17. 

— ln  |  eos  x  |  +  eos  x  sen 

y  = 

c 

19. 

?4y  -  5Í3  -  ty  +  y3  = 

c 

21. 

3  x3  +  x2y  +  xy2  -  y 

= 

4 

3 

23. 

4/y  +  t2  —  5t  +  3y2  — 

T 

=  8 

25. 

y2  sen  x  —  x3y  —  x2  + 

y 

ln  y  ■ 

O 

II 

1 

27. 

O 

II 

29. 

x2y2  eos  x  = 

C 

31. 

x2y2  +  x3  =  c 

33. 

3xV  +  y4  = 

-  c 

35. 

—  2ye3*  +  f  e3*  +  x  = 

=  c 

37. 

e/(x2  +  4)  =  20 

RESP-2 
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39.  c)  y,(x)  =  — x2  —  Vx4  —  x3  +  4, 
y2{x)  =  -x2  +  Vx4  -  x3  +  4 

rx  9~ 

45.  a)  v(x)  =  8 -y  — - 7  ¿O  12.7  ft/s 

Ejercicios  2.5,  página  70 

1 .  x  +  x  ln  |x|  +  y  =  ex 

3.  (x  -  y)  ln|x  -  y\  =  y  +  c(x  -  y) 

5.  x  +  y  ln|x|  =  cy 
7.  lnlx2  +  y2)  +  2  tarT 1  (y/x)  =  c 
9.  4x  =  y(ln  |  y|  -  c)2 
11.  y3  +  3x3  ln  |x|  =  8x3 
13.  ln  |x|  =  e>'/x  -  I 
15.  y3  =  1  +  ex  3 
1 7.  y~3  =  x  +  5  +  ce3* 

19.  e"y  =  ct 

21.  y-3=  -fx-1  +  fx-6 
23.  y  =  —x  —  1  +  tan(x  +  c) 

25.  2y  —  2x  +  sen  2(x  +  y)  =  c 
27.  4(y  —  2x  +  3)  =  (x  +  c)2 
29.  — cot  (x  +  y)  +  esc  (x  +  y)  =  x  +  V2  —  1 
2 

35.  A)  y  =  — h(— jx  +  cx~3)~* 
x 


27.  ¿(r)  =  f  -  |  e~J°u‘;  i  ->  5  as  t  ->  00 
29.  g(í)  =  Too  —  Too  e  5  >  *(0  =  2  e 

'60  -  60e^'/10,  0  s  í  <  20 

,60(e2  -  l)e~í/10,  f  >  20 


31.  ;(f)  = 


33.  a)  v(f)  =  —  +  v0 - —  e 


-kt/m 


b)  v  ■ 


mg 


como  t —¥  00 


c)  V)  =  k  t 


mí  mg\  m( 

-  b  -  ir/m + >  - 


.  ,  pgí k 

37.  fl)  v(0  =  +  r0 


A)  33 1  min 
39.  á)  P(t )  =  P0ef-k'-k*>‘ 

41 .  «)  Como  í  — »  00,  x(í)  — >  r/fc. 

¿>)  x(f)  =  rlk  —  ( rlk)e~k,\  (ln  2)!k 


\  Pgrol 

<  ■> 

)  4  k  1 

i  k  I 

\  ~t  +  rj 

+  Sn 


Ejercicios  2.8,  página  90 

1.  a)  N=  2000 


A )  Mí)  = 


2  000e' 


1  999  +  e‘ 


7;  MIO)  =  1834 


Ejercicios  2.6,  página  75 

1.  y 2  =  2.9800,  y4  =  3.1151 
3.  y10  =  2.5937,  y20  =  2.6533;  y  =  e* 
5.  y5  =  0.4198,  y10  =  0.4124 
7.  y5  =  0.5639,  y10  =  0.5565 
9.  y5  =  1.2194,  y10  =  1.2696 
13.  Euler:  y10  =  3.8191,  y20  =  5.9363 
RK4:  y10  =  42.9931,  y20  =  84.0132 


Ejercicios  2.7,  página  81 

1.  7.9  años;  10  años 

3.  760;  aproximadamente  1 1  personas/año 
5.  11  h  7.  136.5  h 

9.  7(15)  =  0.00098/0  o  aproximadamente  0.1%  of  70 
1 1 .  15  600  aproximadamente 
13.  7X1)  =  36.76°F;  aproximadamente  3.06  min 
15.  aproximadamente  82.1  s;  aproximadamente  145.7  s 
17.390°  19.  A(t)  =  200  —  170e~f/50 

21.  A(i)  =  1000  -  1000e~'/10° 

23.  A(t)  =  1  000  -  10/  -  i7(100  -  í)2;  100  min 
25.  64.38  1b 


3.  1000000;  5.29  mo 

4 (P0  -l)-(P0~  4K3' 


5.  A)  P{t)  = 


(P0  -  1)  -  (P0  ~  4)e- 


c)  Para  0  <  P0  <  1 ,  el  tiempo  de  extinción  es 

,  ,  4(P0  -  1) 
t  =  —  i  ln - . 


5  V3 

7.  P(f)  =  —  4 - —  tan 


V3 


t  +  tan  - 


/2 Al 


V3 


el  tiempo  de  extinción  es 


t  = 


V3 


tan 


V3 


+  tan- 


/2P0  -  5 

V3 


9.  29.3  g;  X  — >  60  conforme  t  — >  00;  0  g  de  A  y  30  g  de  B 

11.a)  hit)  =  ^ VÑ  -  ■  I  es  0  <  t  <  VHAj4Ah 

b)  576  VÍ0  s  o  30.36  min 
13.  a)  aproximadamente  856.65  s  o  14.31  min 
b)  243  s  o  4.05  min 


15.  a)  v(f)  = 


tanh 


t  +  <7 
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donde 


C'  =  tanh_1(  ^ 


b ) 


m  (  kg 

c)  s(t)  =  — ln  cosh  A/  — t  +  Ci  +  c2 
k  V  V  m  1 

donde  c2  =  —(m/k) ln  coshcq 

dv  , 

17.  a)  m  —  =  mg  —  kv  —  pV,  donde  p  es  la  densidad 
dt 

del  agua. 


b)  v(f)  = 


mg  —  pV  ( 'S/ kmg  —  kpV 

- tanh  - 1  +  c  i 

k  \  m 


c) 


mg  —  pV 


19.  a)  W=  Oy  IV  =  2 

b )  W(x)  =  2  sech2(x  -  Cj) 

c)  W(x)  =  2  sech2x 
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1 .  x{t )  =  x0e~Al' 

A¡)  -  T^ÉV  (<•-*'  -  «-*•') 


z(,)  ■  A 1  -  + 


Ai 


Ai 


3.  5,  20,  147  días.  El  tiempo  cuando  y(í)  y  z(t)  son  iguales 
tiene  sentido  porque  la  mayor  parte  de  A  y  la  mitad  de 
B  ya  no  están,  se  debió  haber  formado  la  mitad  de  C. 


dx  i  ,  , 

5.  — —  —  6  —  25  x\  +  5£ 


dt 

dx2 

dt 


50  a2 


-  A  _  2_ 

25  X1  25  X2 


í/Xi  X2 

7.  a)  —  =  3 - - 

dt  100  - 


-  2- 


Xi 


¿fe 


=  2- 


Xi 


100  +  í 

x2 


dt  100  +  t  100  —  t 
b)  xjCO  +  x2(í)  =  150;  x2(30)  «  47.4  Ib 

13.  Lx  +  (/?i  +  ^2)¿2  +  Rii 3  =  £(0 
dt 

L2  —  +  Rp2  +  (^1  +  ^3)¿3  =  £(0 

dt 

15.  í(0)  =  ¡o,  s(0)  =  n  —  ¿o,  r(0)  =  0 
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1 .  —Alk,  un  repulsor  para  k  >  0,  un  atractor  para  k<  0 
dy 

3.  ;  =  (y  ~  l)2(y  ~  3)3 
dx 

5.  semiestable  para  «  par  y  estable  para  n  impar;  semiesta- 
ble  para  n  par  y  asintóticamente  estable  para  n  impar 

9.  2x  +  sen  2x  =  2  ln(y2  +  1)  +  c 
11.  (6x  +  l)y3  =  —  3x3  +  c 
13.  Q  =  ct  l  +y¿t\-  1  +  5  ln  f) 

15.  y  =  \  +  c(x2  +  4)~4 
1  7.  y  =  CSC  X,  77  <  X  <  277 

19.  (b)  y  =  |(x  +  2\/yü  -  x0)2,  x  >  x0  -  2Vy¡J 
23.  P(45)  =  8.99  miles  de  millones 
'10  +  VlOO  -  y2' 


25.  x  =  10  ln 


VhxT 


■r 


27.  a) 


BTl  +  T2  BT{  +  T2 
1  +  B  ’  l  +  B 


b)  T(t) 


=  BT<  +  T2  ,  'A,  ~  T2 


1  +  B 


1  +  B 


,k(l+  B)t 


,,  í  4í  —  ií2,  0  <  í  <  10 

29.  i(t)  =  <  5 

■  J  l  20,  t  >  10 

31.  h(t)  =  (V2  -  0.00000163r)2 

33.  No 

ac,eak¡' 

35-  XM  =  ]  +  Ciggtlt,y(0  =  c2(l  + 

37.  x  =  —y  +  1  +  c2e~y 
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1 .  y=\é‘—\  ex  3.  y  =  3x  —  4x  ln  x 

9.  (-oo,2) 

,  e  _  senhx 

11  .a)y  =  -2 - -{é1  -  e  x)  b)  y  = - — 

e  —  1  senh  1 

13.  a)  y  =  é1  eos  x  —  ex  sen  x 

b )  no  tiene  solución 

c)  y  =  e1  eos  x  +  sen  x 

d)  y  =  c2e*  sen  x,  donde  c2  es  arbitraria 

15.  dependiente  17.  dependiente 

19.  dependiente  21.  independiente 

23.  Las  funciones  satisfacen  la  ecuación  diferencial  y  son 
linealmente  independientes  en  el  intervalo  puesto  que 
W{e~2x,  e4x)  =  lé  #  0;  y  =  c^3*  +  c2e4x. 

25.  Las  funciones  satisfacen  la  ecuación  diferencial  y  son 
linealmente  independientes  en  el  intervalo  puesto  que 
W(ex  eos  2x,  e1  sen  2x)  =  2e2x  =A  0;  y  =  eos  2x  + 
sen  2x. 

27.  Las  funciones  satisfacen  la  ecuación  diferencial  y  son 
linealmente  independientes  en  el  intervalo  puesto  que 
W(x\  x4)  =  x6  +  0;  y  =  cqx3  +  c2x4. 
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29.  Las  funciones  satisfacen  la  ecuación  diferencial  y  son 
linealmente  independientes  en  el  intervalo  puesto  que 

W(x,  x~2,  x~2  ln  x)  =  9x~6  0;  y  =  qx  +  c2x~2  + 

c3x~2  ln  x. 

35.  b)  yp  =  x2  +  3x+  3e2x;  yp  =  -2x2  -  6x  -  \e2x 
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1. 

yi  = 

=  xe2* 

3. 

y2  = 

-  sen  4x 

5. 

y 2  = 

=  senh  x 

7. 

y2  = 

=  xeW3 

9. 

y 2  = 

=  x4  ln  1  x  1 

11. 

y2  = 

--  1 

13. 

y 2  = 

:  x  eos  (ln  x) 

15. 

y2  = 

:  x2  +  x  +  2 

17. 

y2  = 

—  les 

1 

II 

¿f 

su 

19. 

y2  = 

;  é**,yP  =  \eix 
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1. 

y  = 

+ 

fls 

1 

b 

3. 

y  = 

cxe3x  +  c^2* 

5. 

y  = 

qe  4*  +  c2xe  4x 

7. 

y  = 

c^'3  +  c2e-x'4 

9. 

y  = 

q  eos  3x  +  c2  sen  3x 

11. 

y  = 

e2x(c¡  eos  x  +  c2  sen  x) 

13. 

y  = 

e  ^(q  eos  |  V2x  + 

'  c2 

sen  5 

V2x) 

15. 

y  = 

q  +  c2e~x  +  c3e5x 

17. 

y 

cxe  x  +  c2e3x  +  c3xe3x 

19. 

¡i  = 

cxe'  +  e  \c2  eos  t  + 

c3  sen  t) 

21.  y  =  C\e~x  +  c2xe~x  +  c^e~x 

23.  y  =  q  +  c2x  +  e~xl\c3  eos  2V3x  +  c4  sen  §  V3x) 

25.  y  =  q  eos  i,  V3x  +  c2  sen  \  V3x  + 

CyX  eos  |V3x  +  c4x  sen  |V3x 
27.  w  =  qer  +  c2rer  +  c3e  r  +  c4re~r  +  c5e~Sr 
29.  y  =  2  eos  4x  —  |  sen  4x 
31.  y  =-!«-<»-«+  ¿e5»-1) 

33.  y  =  0 


35.  y  =  £  -  5 
37.  y  =  e5x  —  xe 


36  « 
,5jc 


41.  y  =  -  1  - 


V3 


e-V3,  +  i 

2 


39.  y  =  0 
1  + 


V3 


.vi*. 


v  =  cosh  V3x  H - senh  V3x 
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1. 

y 

=  Cje  x  +  c2e  2x  +  3 

3. 

y 

=  c¡e5x  +  c2xeSx  +  f  x  + 

3 

5 

5. 

y 

=  c¡e~2x  +  c2xe~lx  +  x2  - 

-  4x  +  \ 

7. 

y 

=  q  eos  v3x  +  c2  sen  V3x  + 

(- 

-4x2  +  4x  -  f)e3x 

9. 

y 

=  q  +  +  3x 

11. 

y 

=  c1er/2  +  c2xcl/2  +  12  + 

\^2 

13. 

y 

=  cx  eos  2x  +  c2  sen  2x  - 

-  |x  eos  2x 

15. 

y 

=  cx  eos  x  +  c2  sen  x  —  k 

x2  eos  x  ~\~  \x 

17. 

y 

=  qe*  eos  2x  +  c 2e*  sen  2x  +  \xex  sen  : 

19. 

21. 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41. 


y  =  C\e~x  +  c2xe~x  —  \  eos  x  +  sen  2x  —  eos  2x 

y  =  Cj  +  c2x  +  c3e6x  —  |x2  —  §j  eos  x  +  y¿  sen  x 
y  =  qe1  +  c2xex  +  c^x2^  —  x  —  3  —  \x3ex 
y  =  qcos  x  +  c2sen  x  +  c3xc os  x  +  c4xsen  x  + 
x2  —  2x  —  3 

y  =  V2  sen  2x  —  \ 

y  =  -200  +  200e~l/5  -  3x2  +  30x 

y  =  —  10e_2c  eos  x  +  9e~2x  sen  x  +  le~4x 

F0  F0 

x  =  — t  sen  cot - 1  eos  cot 

2cú2  2co 

y  =  1 1  -  1  le1  +  9xex  +  2x  -  12xV  +  \ e5x 
y  =  6  eos  x  —  6(cot  1)  sen  x  +  x2  —  1 


—4  sen  V3x 


y  = 

sen  V3  +  V3  eos  V3 

í  eos  2x  +  f  sen  2x  +  ^  sen  x. 

0<xS  7t/2 

y  - 

eos  2x  +  |  sen  2x, 

x  >  7r/2 
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1 .  y  =  q  eos  x  +  c2  sen  x  +  x  sen  x  +  eos  x  ln  I  eos  x  I 

3.  y  =  q  eos  x  +  c2  sen  x  —  |  x  eos  x 

5.  y  =  q  eos  x  +  c2  sen  x  +  i  —  \  eos  2x 

7.  y  =  qe*  +  c2e~*  +  2  x  senh  x 

9.  y  =  qe2*  +  c2e~2*  + 


\  (  e2*ln|x|  —  e 


—  dt  ],  x0  >  0 


11.  y  =  qe  x  +  c2e 


c2e  *  —  e 


(e~*  +  e-2*)  ln  (1 
_2*  sen  e* 


«*) 


13.  y  =  qe 
15.  y  =  qe~f  +  c2te~‘  +  ¿  ^e-'  ln  t  —  |  ^e-' 

17.  y  =  qe*  sen  x  +  c2ex  eos  x  +  \  xex  sen  x  + 

|  e*  eos x  ln  Icos  xl 

!  9.  y  =  i  +  |  e*72  +  ¡  xV/2  -  |  xe*/2 
21.  y=le-4x+He2x-¡e-2x+¡e-x 
23.  y  =  qx~1/2  eos  x  +  c2x~1/2  sen  x  +  x~1/2 
25.  y  =  q  +  c2  eos  x  + 

c3  sen  x  —  ln  I  eos  x  I  —  sen  x  ln  I  sec  x  +  tan  x  I 
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1 .  y  =  qx~ 1  +  c2x2 

3.  y  =  q  +  c2  ln  x 

5.  y  =  q  cos(2  ln  x)  +  c2  sen(2  ln  x) 

7.  y  =  qxP-^  +  c2x<2+V«> 

9.  y  =  q  cos(  |  ln  x)  +  c2  sen(  |  ln  x) 

11.  y  =  qx~-  +  c2x~2  ln  x 

13.  y  =  x_1/,2[c!  eos  (¿V3  lnx)  +  c2  sen(gV31nx)] 
15.  y  =  qx3  +  c2  eos  ( V2  ln  x)  +  c3  sen(  V2  ln  x) 
17.  y  =  q  +  c2x  +  c3x2  +  c4x~3 
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19. 

y  = 

cl  +  C2X5  +  f  x5  ln  x 

21. 

y  = 

c¡x  +  c2x  ln  x  +  41n  x)2 

23. 

y  = 

c¡x~ 1  +  c2x  —  ln  x 

25. 

y  = 

2  -  2x~2 

27. 

y  = 

cos(ln  x)  +  2  sen(ln  x) 

29. 

y  = 

|  —  ln  x  +  \  x2 

31. 

y  = 

CiX^10  +  C2X2 

33. 

y  = 

C iX~l  +  C2x~s+  JqX2 

35. 

y  = 

x2  [c?!  cos(3  ln  x)  +  c2  sen(3  ln  jc)]  + 

37. 

y  = 

2(— x)1/2  -  5  (—x) 1/2  ln(  -x),  x  <  0 

Ejercicios 
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3. 

y  = 

ln  lcos(c!  —  x)\  +  c2 

1  1 

5. 

y  = 

-ylnlc.X  +1 - X  +  c, 

Cl  C! 

7. 

V 
3  y 

-  c,y  =  x  +  c2 

9. 

y  = 

tan(|77  —  fx),  —  \tT  <  X  <  §77 

11. 

y  = 

- Vi  —  c\x 2  +  c2 

Cl 

13. 

y  = 

1  +  X  +  ¡x2  +  fx3  +  ¡x4  +  1V5  +  ■ 

15. 

y  = 

1  +  x  -|x2  +  |x3  -\x4  +  ¿X5  +  •  • 

17. 

y  = 

1 

< 

1 

K> 
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V27T 


1. 


8 


3.  x(?)  =  —  |  eos  4V6 ? 


5-  fl)  xl  T 0  =  =  Jr  x(j)  = 


i 


2’  \ 32 


977 


V2 

4 


tí)  4  ft/s;  hacia  abajo 
(2  n  +  1)tt 

c)  ?=' - ^  ,n  =  0,  1,2, ... 

16 

7.  <a)  la  masa  de  20  kilogramos 

A)  la  masa  de  20  kilogramos;  la  masa  de  50  kilogramos 

c)  t  =  rnr,  «  =  0,  1,  2,  . . . ;  en  la  posición  de  equi¬ 
librio;  la  masa  de  50  kilogramos  se  mueve  hacia 
arriba  mientras  que  la  masa  de  20  kilogramos  se 
mueve  hacia  arriba  cuando  «  es  par  y  hacia  abajo 
cuando  n  es  impar. 

,  N  1  3 

9.  x(t)  =  —  eos  2?  H —  sen  2? 

2  4 


VÍ3 


sen  (2 ?  +  0.5880) 


11.  a)  x(t)  =  — |  eos  10?  +  |  sen  10? 


=  §  sen(10?  -  0.927) 


c)  15  ciclos 

d)  0.721  s 
(2«  +  1)77 

e)  - - —  +  0.0927,  n  =  0,  1,  2, . . . 

’  20 

f)  43)  =  -0.597  ft 

g)  4(3)  =  -5.814  ft/s 
tí)  4(3)  =  59.702  ft/s2 

i)  ±8  |  ft/s 

«77  «77 

j)  0.1451  +  — ;  0.3545  +  — ,  n  =  0,  1,  2, . . . 

5  5 

k)  0.3545  +  -y-,  «  =  0,  1,  2, . . . 

V3 

13.  120  lb/ft;  4?)  = - sen  8  V3; 

12 

1 7.  a)  arriba  tí)  hacia  arriba 

19.  a)  abajo  tí)  hacia  arriba 

21 .  |  s;  |  s,  4Í)  =  42;  esto  es,  la  posición  es  aproximada¬ 
mente  de  0.14  pies  por  debajo  de  la  posición  de  equili¬ 
brio. 

23.  a)  x(t)  =  4  e  2t  —  3  e  8t 
tí)  x(?)  =  — fe  2'  +  § e~8' 

25.  a)  x{t)  =  e~2f(— eos  4?  —  \  sen  4?) 

V5 

b)  40  =  <?  2  sen(4?  +  4.249) 

c)  ?=  1.294  s 

27.  a)  ¡ 8>§  b)  p  =f  c)  0  <yS  <| 

, ,  ,,,/  4  V?7  64  V47  , 

29.  x(t)  =  e  '/2^--cos  2  t  I  + 


10 


(eos  3?  +  sen  3?) 


3 1 .  4?)  =  4  44'  +  ?e~4'  —  |  eos  4? 

33.  x(?)  =  —  \  eos  4?  +  |  sen  4?  +  \  e~2'  eos  4?  —  2e~2'  sen  4? 

drx  dx 

35.  a)  m  — 7  =  —  k(x  —  h)  —  ñ —  o 
c/?2 

drx 


-jj  +  2A—  +  <w2x  = 


dx 

dt 1  di 
donde  2A  =  film  y  or  =  k/m 


b)  I  ñ;  ? 


¿>)  40  =  c  2í(— ff  eos  2?  —  jf  sen  2?)  +  ff  eos  t  +  ff  sen  ? 
37.  40  =  —eos  2?  —  f  sen  2?  +  f  ?  sen  2?  +  |  ?  eos  2? 

F0 

39.  b)  - 1  sen  cu? 

2w 

45.  4.568  C;  0.0509  s 

47.  4?)  =  10  —  10f?~3'(cos  3?  +  sen  3?) 

¿(0  =  60cT3'  sen  3?;  10.432  C 
49.  qp  =  'i™  sen  t  +  fy  eos  t,  ip  =  yp  eos  t  —  fy  sen  t 
53.  40  =  ~\  e_10'(cos  10?  +  sen  10?)  +  §  C 
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57.  q{t)  =  (  q0 

VlCí0  sen  ■ 

i(t)  =  i0  eos 


E0C 

1  -  y2LC 
t 

+ 


sen 


VZc  i  -  j2ec 

t  _  1 

VZc  Vlc 

E0Cy 


eos  - ~¡=  + 

Vlc 

EqC 

eos  yt 


q0 


EqC 

1  -  y2LC 


Vlc  1  -  y2EC 


sen  yt 
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Wí\ 

1 .  a)  y(x )  = - (ól/x2  —  4 Lx3  +  x4) 

’  24EI 


3.  a )  y(x)  = 
5.  a)  y(x)  = 


Wg 

48£7 

vc0 


(3L2x2  -  5 Lx3  +  2x4) 


360 £7 
c)  x  ~  0.5 1933,  y, 

WqEI 

P 2 


(1Lax  -  10 L2x2  +  3x5) 
=  0.234799 


7.  y(x)  = - cosh. 


+ 


WqEI 


senh. 


WqLVeÍ 

pVp 


senh,  /  — j 


cosh,  /  — L 
El 


+ 


w. 


0_  Jí 


x~  + 


WqEI 


2  P 
_  „2  „  _ 


9.  A„  =  n  ,  n  =  1,  2,  3, . . . ;  y  =  sen  nx 

(2  n  —  l)2ir2  (2  n  —  lWx 

11.  A„  = - — - ,  n  =  1,2, 3, . . .  ;y  =  eos 


4L 


13.  A„  =  n2,  n  =  0,  1,  2, . . . ;  y  =  eos  nx 


2  L 


2  2 

n  7 T  tlTTX 

1 5.  A„  =  ■  n  =  1,  2,  3, . . . ;  y  =  e  x  sen  — ^ 

1 7.  A„  =  n2,  n  =  1,  2,  3, . . . ;  y  =  sen(n  ln  x) 

19.  A„  =  7747t4,  n  =  1,  2,  3,  . .. ;  y  =  sen  H7rx 

21 .  x  =  L/4,x  =  L/2,  x  =  3L/4 

mr  Vt  mrx 

25.  ton  = - n  =  1,  2,  3, . . . ;  y  =  sen - 

lVp  '  E 


27.  u(r)  = 


Uq  íí/?  M[b  Hq ci 

b  —  a  J  r  b  —  a 


Ejercicios  3.10,  página  180 

d2x 

7.  -^r  +  X  =  0 
dt 2 

15.  a)  5  ft  b)  4  VIO  ft/s  c)  0  <  í  <  |  VTÜ;  7.5  ft 
dv  , 

17.  a)  xv - 1-  v2  =  32x 

dx 

b )  \  v2xr  —  y  x3  =  —288 

c)  por  aproximadamente  0.66  s 


19.  a) 


b ) 

j(x) 


xy"  =  r  VTTW-  Cuando  t  =  0,  x  =  a,  y  =  0, 
dy/dx  =  0. 

Cuando  r  =A  1 , 

_  a  1  / x\1  +  r  1  / xY“r 

2  1  +  r\a  J  1  —  r\a  J 

Cuando  r  =  1 , 


1  -  r2 


'  2 


V2 


X  Ct 

fl2)  H - ln 


c)  Las  trayectorias  se  intersecan  cuando  r  <  1 . 


Ejercicios  3.11,  página  188 

1 .  x  =  C\é  +  c2te' 

y  =  (ci  -  c2)ef  +  c2te‘ 

3.  x  =  c3  eos  t  +  c2  sen  t  +  í  +  1 

y  =  C|  sen  t  —  c2  eos  í  +  t  —  1 

5.  x  =  Vi  sen  f  +  2  c2  eos  t  ~  2c3  sen  Vét  —  2 c4  eos  Vóí 

y  =  c,  sen  t  +  c2  cos  t  +  c3  sen  V6?  +  c4  cos  V6f 

7.  x  =  Cje2'  +  c2e~2'  +  c3  sen  2t  +  c4  cos  2t  +  3  é 
y  =  cV  +  c2e~21  —  c3  sen  2t  —  c4  cos  2 1  —  \  e' 

9.  x  =  c3  —  c2  cos  t  +  c3  sen  t  +  {5  e3f 
y  =  c3  +  c2  sen  t  +  c3  cos  t  —  ^  e3f 
11.  x  =  c¡er  +  c2e~,/2  cos  |  V3f  +  c3e_,/2  sen  |  V3f 
y  =  (— f  c2  —  |V3c3)e~'/2  cos  ^V3? 

+  (!W  —  |  cL)e~'E  sen  7  V3í 
13.  x  =  c^4'  +  |  e' 

y  =  —\CV’  +  c2  +  5e' 

15.  x  =  c3  +  c2í  +  c3ef  +  c4e-'  —  V 

y  =  (ct  -  c2  +  2)  +  (c2  +  l)f  +  c4e-'  -  V 
17.  x  =  Cje'  +  c2e_r/2  sen  |V3f  +  c3e_f/2  cos  2 V3í 
y  =  Cjg'  +  (— |  c2  —  |  V3c3)  e~tl2  sen \V3t 
+  V V3c2  -  I  c3)  e_'/2  cos  íV3? 
z  =  +  (— \  c2  +  \  V3c3)  e_r/2  sen  |  V3í 

+  (— 2V3c2  -  ¡  c3)  e~'/2  cos \V3t 
19.  x  =  —  6c¡e^r  —  3c2eT2t  +  2c3e3f 
y  =  Cje-'  +  c2e~21  +  c3e3' 
z  =  5  c¡e^r  +  c2e-2'  +  c3e3' 

21.  x  =  e_3,+3  -  fe~3,+3 
y  =  — e_3,+3  +  2te~3,+3 
25.  mx"  =  0 
my"  =  ~mg; 

X  =  C\t  +  c2 
y  =  -2  V  +  c3t  +  c4 
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Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  3,  página  190 

1 .  y  =  0  3.  falso  5.  8  ft 

7.  |  9.  (-oo,  0);  (0,  oo) 

1 1 .  y  =  Cie3x  +  c2e~5x  +  Cyxe^5x  +  c 4e*  +  c5xe*  +  CgxV, 
y  =  cqx3  +  c2x~5  +  c-ixTi  ln  x  +  c4x  +  c5x  In  x  + 
Cgi'On  x)2 

13.  y  =  c7+V3>*  + 

15.  y  =  c,  +  c2e~Sx  +  c3xe~5jr 

17.  y  =  cxe~xfi  +  e^3xV  c2  eos 


V7  Vi 

- x  +  c ,  sen x 

2  3  2 


19.  y  =  e3x'2  ( c2  eos 


vTT 


x  +  c3  sen 


Vil 


'  *) 


3  x3  + 


Ejercicios  4.1,  página  198 

2  1 

1.  —  e - 

s  s 


5. 


1  +  e" 
s 2  +  1 

1  1  1 


13. 


17. 


1 


(s  ~  4) 2 

s2  -  1 

7  +  l)2 

4  10 


1  1 

3.  2  2  ^ 

í  r 


1  1 

7.  -  e-í  +  —  e_í 
s  r 

_7 


9. - 2  +  2  C  1 

s  s2  s2  S  -  1 


11. 


15. 


s  +  2s  +  2 


48 

19'  7 


2  6  3 

21.  — -  23.  -rl — r - 

r  s  s  s  s 


26  2 

25  x 


125  - 


21.  y  =  +  c2e2x  +  c3e3*  +  j  sen  x  —  3  eos  x  +  \  x 

23.  y  =  e*  (c3  eos  x  +  c2  sen  x)  —  é7  eos  x  ln  I  sec  x  +  tan  x  I 
25.  y  =  Clx~1/3  +  c2xm 
27.  y  =  CiX2  +  c2x3  +  x4  —  x2  lnx 

29.  a)  y  =  Ci  eos  cox  +  c2  sen  &>x  +  A  eos  ax  +  B  sen  ax, 
co  =A  a,  y  =  c1  eos  cox  +  c2  sen  <ox  +  Ax  eos  cox  + 
Bx  sen  cox,  co  =  a 

b)  y  =  cxe  ",x  +  c2e"‘x  +  Ae“  co  =f=  a, 
y  =  cxe^x  +  c2é“x  +  Axe",x,  co  =  a 
31.  a)  y  =  c¡  cosh  x  +  c2  senh  x  +  c3x  cosh  x  +  c4x  senh  x 
b)  yp  =  Ax2  cosh  x  +  Bx2  senh  x 
33.  y  =  ex~'n  eos  x 
35.  y  =  ^  (A  —  |  e~x  —  x  —  \  sen  x 
37.  y  =  x2  +  4 
41.  x  =  —  cxe'  —  |  c2e2'  +  f 
y  =  cxé  +  c2e2'  —  3 
43.  x  =  Cíe'  +  c2e5f  +  te' 

y  =  —Cíe'  +  3c2e5í  —  te'  +  2e' 

45.  14.41b  47.  0  <  m  <  2 

49.  a)  q(t )  =  —  730  sen  100f  +  33  sen  50 1 
b)  i(t)  =  —  |  eos  lOOf  +  |  eos  50í 


c)  t  =  — ,  n  =  0,  1,  2, . . . 
50 


d2x 

53.  m  — x  +  kx  =  0 
dt 2 


6  6  3  1  1  1 

25.  — r  3 — 7  H — ,  1 -  27.  -  +  - 

s  s  s  s  s  S  -  4 


12  1  8  15 

29.  -  + - + -  31.  — 


s  s  —  2  s  —  4 


s3  í2  +  9 


ek'  -  e~k' 

33.  Utilice  senh  kt  = - para  demostrar  que 


í£!{senh  kt}  = 


1  1  2 

35.  — - - -  37.  -3 - 

2(s  —  2)  2  s  s2  +  16 


39. 


4  eos  5  +  (  sen  5  )s 
s2  +  16 

Ejercicios  4.2,  página  206 


1. 

1  t2 

2  1 

3. 

t  -  2 14 

5. 

1  +  3í  +  |í2+3í3 

7. 

t  -  1  +  e2‘ 

9. 

1  <Tf/4 

11. 

f  sen  It 

13. 

t 

eos  — 

2 

15. 

2  eos  3í  —  2  sen  3f 

17. 

5  -  |  e~3' 

19. 

|  e~3í  +  \e* 

21. 

0.3e01'  +  0.6e~a2f 

23. 

\  e2t  ~e3'  +  k  e6' 

25. 

3—3  eos  V~5t 

27. 

—4  +  3e  '  +  eos  t  +  3  sen  t 

29. 

3  sen  t  —  \  sen  2 1 

31. 

y  =  - 1  +  é 

33. 

v  =  A  Al  .  19  -6 í 

y  10 e  ^  10 e 

35. 

4  —t  1  —At 

y  =  3  e  -  3  e 

37. 

y  =  10  eos  t  +  2  sen  t 

-V2 

sen  V2 1 

39. 

y  —  §  e-"2  +  \  e-2' 

+  e 

'+\e-' 

41. 

y  =  \  e  '  ~  \  e  31  eos  2t  +  \ 

e~3'  sen  2 1 
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1  6 

{s  -  10)2  3'  (s  +  2)* * * 4 

_ 1 _  2  _ 1_ 

5‘  (5  -  2) 2  +  (s  -  3)2  +  (5  -  4)2 
3 

7  (í  -  l)2  +  9 


5  5  1  5  +  4 

‘  í2  +  25  {s  -  1  )2  +  25  3  {s  +  4)2  +  25 

11.  ¡t2 e ~2'  13.  e3' sen  ? 

1 5.  e~2'  eos  ?  —  2e~2'  sen  ?  1 7.  e-'  —  te~‘ 

19.  5  —  t  —  5e~‘  —  4 te~‘  —  \ 

21 .  y  =  ?e~4'  +  2e~4'  23.  y  =  e~'  +  2?e~' 

25.  y  =  \  7  +  £  -  §,  e3'  +  f  ?e3' 

TI.  y  =  —  |  e3'  sen  2? 

29.  y  =  |  |  e'  eos  ?  +  ^  e'  sen  ? 

31.  y  =  (e  +  l)?e~'  +  (e  —  l)e-' 


„  „  3  _7t/,  Vl5  7 Vl5  _7t/2  Vl5 

33-  x(?)  =  --e  7,/“cos  -¿-i - —e  ^ 


sen- 


37. 


39. 


+  2- 


41.  43.  i(í-2)2°il(í-2) 

45.  —sen  7  °ll(í  —  ir) 

47.  °U(t  -  1)  -  c  (t  ,)úU(t  -  1) 

49.  c)  51.  /) 

53.  a) 

55.  /(?)  =  2  -  4  %(t  -  3);  <£{/(?)}  =--- 

s  s 


57.  /(?)  =  í2^  -  1);  2{ftf)}  =  2  —y  +  2  +  - 

5  5  S 

1  £  3,5  6  2s 

59.  /(?)  =  t-tm.it-  2);  ¿g(/-(í)}  =  -  -  —  -  2 - 

5“  5‘  5 

e-flI  £-bs 

61 .  /(?)  =  °ll,(í  -  a)  -  m.(t  -  b);  i£{f(t )}  = - 

5  5 

63.  y  =  [5  -  5e_(,_1)]  °lt(?  -  1) 

65.  y  =  +  í  7  +  \  e~2'  ~¡°U (t-  1) 

-  ¡  (?  -  1)  <U(t  ~  1)  +  ¡  e~2(í~1)  °U(?  ~  1) 

67.  y  =  eos  2t  —  \  sen  2(t  —  2tt)  mit  —  2ir)  + 

5  sen(?  —  277)  °l L(t  —  2v) 

69.  y  =  sen  t  +  [1  —  cos(?  —  ir)]  °l l(t  —  ir)  — 

[1  —  COS(?  —  277)]  °ll(?  —  277) 

71 .  x(t)  =  f  t  —  ]|  sen  4?  —  §  (7  —  5)  °l L(t  —  5)  + 

,56  sen  4 (?  -  5)  °U(?  -  5)  -  f  °ll(?  -  5)  + 
f  eos  4(7  -  5)  mit  -  5) 


-  tu  _  l  e  -5d-3) 


73.  <7(0  =  ¡m.it -3)  5 

1 


rn.it  -  3) 


,n,  1  10 

_ - eos  í  H - sen  7 

101  101  101 


-  —  e-m-™2)m\  7 


101 

10  / 

T  377 

- eos 

7 - 

101  ' 

V  2  , 

1  / 

T  377 

- sen 

7 - 

101  ' 

V  2  , 

377 
2 

Olí  7  - 


377 


b)  imix  ~  0. 1  en  ?  ~  1.6,  i¡ 

2 


—0.1  en7~  4.7 


77.  y(x)  =  x 2 

’  16£7 


wqL  3  , 

X  + 


w, 


0  „4 


24EI 

T  2 


1 2EÍ 

Wq 
24  Es 


Oli  x 


WqL  _ 

79.  y(x)  =  -^-x2 
'  48£7 

w0 


WoE  3 
-jc  + 


24  £7 


—X4  -  X5  +  I  x  -  —  ]  °ll(  x  -  — 


60  El 


81.  a)  '  -  =  kiT  —  70  —  57.5?  —  (230  —  57.57)  °lt(7  —  4 )) 
dt 


Ejercicios  4.4,  página  225 

1 

(i  +  10)2 

6í2  +  2 


1. 


3. 


5. 


(/  -  l)3 


(i2  +  4) 2 
125  -  24 
[(5  -  2) 2  +  36]2 


9.  y  =  —  \  e~'  +  \  eos  ?  —  \t  eos  7  +  ^7  sen  ? 
11.  y  =  2  eos  3?  +  f  sen  3?  +  ¿  ?  sen  3? 

13.  y  =  j  sen  4?  +  ¡  t  sen  4? 

—  ¡  it  —  77)  sen  4(7  —  77)  °1 1(7  —  77) 


17.  y  =  |  T3  +  c/ 
5—1 


21. 


25. 


29. 


(5  +  1)[(5  -  l)2  +  1] 

5  +  1 

5[(5  +  l)2  +  1] 

352  +  1 


6 

19'  7 


23. 


1 


27. 


5(5  -  1) 

1 


52(52  +  l)2 


s2(s  ~  1) 

31.  é  -  1 


í  é  +  7  ?ef  +  7  72e1 


37.  /(í)  =  sen  í 

1 
4 


33.  e'  -  \  r  -  t  -  1 
39.  /(?)  =  e-'  ■ 

41.  /(?)  =  c-f 

43.  /(?)  =  |  e2'  +  |  e~2'  +  \  eos  2?  +  |  sen  2? 
45.  y(?)  =  sen  t  —  \t  sen  ? 

47.  iit)  =  ioo[é?  I0</  0  -  c  20(1  r)]  rn.it  -  1) 


-  100[e 


— 10(7  2)  _  —  20(r— 


2)]  rn.it  -  2) 
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49. 


53. 


1  —  e 


í(1  +  e~as) 
coth  ( tts/2 ) 
s2  +  1 


51. 


a  1  1 


s  \bs  ebs  —  1 


55.  ¿(í)  =  ^  (1  -  e-Rl,L ) 


+  -  2  (-1)''  (1  “  e-m-nVL)  °U(í  -  n) 

R  ,i=i 

57.  x(í)  =  2(1  —  eos  3f  —  5  e_f  sen  3í) 

OO 

+  4  2  (_1)'!  0  “  eos  3 (t  -  mt) 

n=  1 

—  |  e  (t  sen  3(í  —  nir)]  °ll(?  —  «77) 


Ejercicios  4.5,  página  231 

1 .  y  =  e3('~2)  °lt(í  -  2) 

3.  y  =  sen  t  +  sen  t  °1 L(t  —  2tt ) 

5.  y  =  —eos  t  °ltí  t  —  —  ;  +  eos  t°uft - — 


7.  y 


=  I  -  i  ^-2'  4-  ri  -  i 


+  [|  -  \  -  1) 


9.  y  =  e sen  t  °U,(t  -  2tt) 

11.  y  =  e~2'  eos  3í  +  §  e~2'  sen  3f 

+  5  e^2('^n)  sen  3(í  —  77)°ll(?  —  77) 

+  |  e-2('-3^  sen  3 (f  _  3TT)0)l(t  -  377) 

—  (jx2~  43\  0<x<- 

4EI  \2  12/  2 


Ejercicios  4.6,  página  234 

1 .  x  =  —  5  e~2'  +  3  e' 
y  =  |  c-2í  +  | 

5.  x  =  —2eit  +  f  e2f  —  \ 
v  =  -  c3'  -  5  e2'  -  1 

y  3 e  2 e  6 

7.  x  =  —\t  —  \  V2  sen  V2í 
y  =  — 2  f  +  4  V2  sen  V2? 

O  2  7  1  4 

9.  x  —  8  4 - V  4 

3!  4! 

2  1  4 
2  3!  4! 

11.  x  =  t  /  ■  I  —  e  1 
y  =  —  |  4- 1  e~‘  4- 1  te~‘ 

1 

13.  x,  =  — 


3.  x  =  —eos  3í  —  f  sen  3? 
y  =  2  eos  3 t  —  \  sen  3 1 


1  2\/6  r?  2  2  r- 

X!  =  —  sen  t  4 - j-^—  sen  V6f  4-  —  eos  t  —  —  eos  V6 1 

2  V6  ~  4  1  /- 

x2  =  —  sen  t - —  sen  V6f  4-  —  eos  t  +  —  eos  V6 1 


15.  tí)  i2  =  T  -  e-gm 

;  _  80  _  80  -900/ 

l3  9  9  e 

c)  í'i  =  20  -  20e~900' 

1 7.  ¿2  =  — ff  e~2'  4-  e~15'  4-  |f§  eos  t  +  y¡y  sen  í 

•  _  30  -2 1  1  250  —15/  280  .  ,  810 _ . 

l3  ~  13  e  3“  1469  e  113  C0S  t  113  sen  1 


19‘  h  5  5e 


''coshSOV^í  — 


9V2 


6V2 


'senh50V2f 


¿2  = - c^100'cosh50V2? - 

5  5  5 


'senh50V2f 
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1  2 

1 .  -y - 

s 


5.  verdadero 


9.  -y, - 

s2  4-  4 

13.  ¡I5 

1 7.  e5'  eos  2?  4-  f  e5'  sen  2t 


3.  falso 

1 

7.  - 

í  4-  7 

4.? 


11. 


(í2  4-  4) 2 


15.  !íV' 


19.  eos  77(r  —  1)  °lt(f  —  1)  4-  sen  77(f  —  1)  °ll(í  —  1) 
21.-5  23.  e  *(s  a)  F(s  -  a) 

25.  /(í)  atí,(t  -  t0 )  27.  /(í  -  í0)  <4l(í  -  ?0) 

29.  /(?)  =  t-(t  -  l)°Ll(í  -  1)  -  mt  ~  4); 

^[/(0}=4-4^-V4s; 


í2  í2  í 


£g{c'/(0}  =■ 


1 


1 


(,  -  l)2  (í  -  l)2 

1 

5-1 

31.  /(O  =  2  +  (?  -  2)°lt it  -  2); 

2  1 

%l f(t)}=-  +  ^< 


-Cj- l) 


^{e'/(0}  =■ 


5  5“ 

2 


1 


(5  -  l)2 


í  —  1 

33.  y  =  5té  4-  | 

7C  6 

35-  y  =  -25 

-  5  (í  -  2)  °U(í  -  2)  4-  l  e~('~2)  mt  ~  2) 


1  .  1  3  -/ 

5  1  +  2  e  50  e 


14  „-5t 


-  /  L(f-  2) 


a-5(/-2)  0),/,  _ 


m>  -  2) 


37.  y  =  1 
39.  x  =  - 


I  e  21  +  5  e2' 


y  =  í  +  |  e-2'  -  i  e2' 
41.  ¿(í)  =  -9  4-  2í  4-  9e~,/‘ 
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+  6x 


43.  y(x)  = 


w0 


12  EIL 


r  i  . 

L  . 

L2  . 

L3  . 

i  ,  i  ,  i  , 

—  x3  +  -X4 

-  -x3  +  --x¿ 

KJ 

JO 

2; 

ii 

i 

K> 

£  4.  _ x2  _ x3  H _ x4  +  •  ■  • 

L  5 

2 

2 

4 

2!  3!  4! 

+ K*  -  i )  ■  I 


n  \  @0  +  *Ao  $0  A  /  2  , 

45.  0[(/)  = - - - cosw/  H - — - eos  Vío"  +  2Kt 


-  ,  .  0o  +  *Ao  00  -  *Ao 

02(/J  =  - eos  (út - 
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1.  R  =  i[-U) 

3.  R  =  10,  (-5,  15) 


eos  A/ío2  +  2 Kt 


5.  x  —  |  x 


-  2  ^3  A  5  _  JL  7  ,  .  .  . 

15  A  315  ' 

7.  1  +  ¿  x2  +  ^  x4  +  x6  +  ■  ■  ■ ,  7t/2,  tt/2) 


9-  2  (*■  ~  2)Ck-2Xk 

k  =  3 

00 

11.  2c [  +  2  [2(*  +  l)c*+1  +  6c*  ,]x* 
£=1 

15.  5;  4 

17.  ViM  =  c0  1  + 


1 


-x3  + 


1 


+ 


=  Cl 

19.  >',(x)  =  c0 
y2(x)  =  cj 
21.  >'i(x)  =  c0 
y2(x)  =  ci 


x  + 


+ 


3-2  6  •  5  •  3  •  2 

1  9  . 

- x  + 

9  •  8  •  6  •  5  •  3  •  2 

1  ,  1 


-x4  + 


4-3  7  •  6  •  4 • 3 

1 


10  •  9  •  7  •  6  •  4  •  3 


x10  + 


1  ,  3  ,  21  , 

1 - x2 - x4 - x6 - 

2!  4!  6! 

1  ,  5  ,  45  , 

x  H - X3  H - x5  H - x7  + 

3!  5! 


1  3  42  o 

1 - x3  H - x6  - 

3!  6! 

22  4  ,  52  •  22 
x - x  H - 

4!  7! 

82  •  52  •  22 


7! 

T~  •  42 

9! 


x9  + 


10! 


x10  + 


1 


23.  y,(x)  =  c0;  y2(x)  =  c,  ^ 
25.  y,(x)  =  c0 
y2(x)  =  Cl 


1  ,  1  ,  1 

1  +  -X2  +  -X3  +  -X4  + 

2  6  6 

1,1,1 

X  +  -X2  +  -X3  +  -X4  + 

2  2  4 


27.  y,(x)  =  c„ 

y2(x)  =  ci 


1  , 

1  +  -x2  - 

4 

1  3 

x - x  H - 

6  2-5! 


7  4  23  •  7  , 

x4  +  -6 


4  •  4! 
14 


6! 

,  34  •  14  . 

x5  + - x7  - 


=  8x  -  2ex 

31.  y(x)  =  3  —  12x2  +  4x4 


33.  y,(x)  =  c0 
y2(x)  =  c¡ 


1  ,  1  , 

1 - x3  H - x5  +  ••• 

6  120 

1  4  1  o 

x - x4  H - x6  +  •  ■  • 

12  180 
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1 .  x  =  0,  punto  singular  irregular 

3.  x  =  —3.  punto  singular  regular,  x  =  3,  punto  singular 
irregular 

5.  x  =  0,  2 i,  —2 i,  puntos  singulares  regulares. 

7.  x  =  —  3,  2,  puntos  singulares  regulares 

9.  x  =  0,  punto  singular  regular;  x  =  —5,  5,  2,  puntos 
singulares  regulares 


1 1 .  para  x  =  1 :  p(x)  =  5,  q(x)  = 


x(x  -  l)2 

X  +  1 


5(x  +  1) 

para  x  =  —  1:  p(x)  =  - - — ,  q(x)  =  x  +  x 

x  —  1 


13.  r¡  =  f,  r2  =  -1 
15.  i\  =  §,  r2  =  0 

j(x)  =  Ci  x3/2 


7-5-2' 


9  •  7  •  5  •  3! 


-x3  + 


+  C- 


17.  ri  =  \,r2  =  0 


y(x)  =  Ci  x1'* 


Ji  j _ 7 _ Ji 

3  •  3! 


1 - x  + 


15  23-15-2 

23 


+  C- 


31  •  23  •  15  •  3! 

22  , 


x3  + 


1  —  2x  + 


9-2' 


4  •  7! 
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-x3  + 
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19.  rx=\,r2  =  0 
y(x)  =  Cx  x1/3 


1  H — x  +  — - - . 

3  32  •  2 


-x3  + 


+  Cn 


33  •  3! 

1  1 

1  H - x  H - 

2  5-2 


x2  + 


1 

5  •  2 


x3  + 


21.  ''l  =  2.  r2  =  0 

y{x)  =  Cxx^ 


n7  2  1 

23.  rx  =  3,  r2  =  3 


2-2  2Z  •  3 


1  H - x  4- 

7  9-7 


23  •  4 
11-9-7 


-x3  + 


y(x)  =  Cx  x2/3 

+  C2x1/3 

25.  rx  =  0,  r2  =  —1 

OO 

yW  =  cx  2 


,  1  5,1, 

1 - X  +  — X2 - x3  + 

2  28  21 


1  1 

— x  4 - . 

2  5 


1 - x  H - x2 - x3  +  ••• 

120 


„=o  (2n  +  1)! 

OO 


I  00  1 

- x2"  +  C2X-1^  TZ  TT  Xln 


»=o  (2«)! 


+  C2  x  1  2 


1 


„=o  (2n)! 


—  [C|  senh  x  +  C2  cosh  x] 


27.  r,  =  1 ,  r2  =  0 


I  J2 


y(x)  =  Cxx  +  C2  [x  ln  x  —  1  +  2  x' 


1  3  ,  I  4 

12  X  +  12  X 


29.  rx  =  r2  =  0 

y(x)  =  Cxy{x)  +  C2 


y,(x)lnx  +  yi(x)(  -x  +  -x2 


3  •  3! 


-x3  + 


1 


4  •  4! 


donde  yx(x)  =  V  — x"  =  e* 

«=o  «! 

“  (_1)"  /-  ,  sen(VAf) 

33.  b)  yx{t)  =  2  ¿  (VÁO2”  = 


»=o  (2«  +1)! 


OO  (  _  1 

y2«  =  r‘2  ¿-(VA/f  = 

n=0  (2n)!  í 


Va  t 
eos  (Va ?) 


c)  y  =  qx  sen 


VA' 


+  c2x  eos 


vá 

X 
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1.  y  =  cxJXB(x)  +  c27_1/3(x) 
3.  y  =  cxJ5/2 (x)  +  c27_5/2(x) 
5.  y  =  qi0(x)  +  c2y0W 
7.  y  =  cxJ2(3x)  +  c2F2(3x) 


9-  y  =  Ci/2/3(5x)  +  c2/_2/3(5x) 

11.  y  =  qx^V/^ax)  +  c2x~1V/_1/2(ax) 

13.  y  =  x“I/2[c171(4x1/2)  +  c2F,(4xI/2)] 

15.  y  =  x[qJi(x)  +  c2yi(x)] 

17.  j  =  x1/2[c!/3/2(x)  +  c273/2(x)] 

19.  j  =  x_1[ci71/2(|x2)  +  c2/_1/2(|x2)] 

23.  y  =  x1/2[c!/1/2(x)  +  c2/_1/2(x)] 

=  Ci  sen  x  +  C-,  eos  x 
25.  y  =  x~ll2[cxJx/2{\x2)  +  c2/_1/2(V2)] 

=  C,  x~3/2  sen  (|  x2)  +  C7  x~3/2  eos  (|  x2) 

35.  y  =  qx'V/Vax372)  +  c2x1/2V1/3(f ax3/2) 

45.  P2(x),  P3(x),  P4(x)  y  P5(x)  se  proporcionan  en  el  texto 
P 6(x)  =  ,V3  (23 lx6  -  315x4  +  105x2  -  5), 

P7(x)  =  ,'6  (429x7  -  693x5  +  315x3  -  35x) 

47.  A,  =  2,  A2  =  12,  A3  =  30 
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1.  Falso 

r  1  ^  1 

3.  -2  <X<  2 

7.  x2(x  -  l)y"  +  y’  +  y  =  0 

9-  rt  =  I ,  r2  =  0 

yÁx)  =  Cxx  [1  —  3  X  +  50  X  —  630  +  '  ' 

y2(x)  =  C2[l-x+(x2-ír3  +  -] 

1 1 .  y,(x)  =  c0  [1  +  f  X2  +  I  X3  +  f  X4  +  ■  ■  ■  ] 
y2(x)  =  CX  [x  +  |x3  +  4  X4  +  •  •  •  ] 


13.  r,  =  3,  r2  =  0 
yi(x)  =  C:x3 


V*)  =  Q 


1  1  ,  1  , 

14 — x  H - x"  H - x3  + 

4  20  120 


1 


1  +  x  H — x 


1 5.  y(x)  =  3[1  —  x2+  3x4—  J5  x"  +  •  ■  ■  ]  —  2[x  —  2  x3 

X5  -  M  X1  +  ■  ■  ■] 

17.  V 

19.  x  =  0  es  un  punto  ordinario 

1 


,  N  1  3  1 

21.  y(x)  =  c0  1 - x  H - ; - 

x\  )  q  3  32  .  2! 


33  •  3! 


■  x  + 


+  cx 


1  *  + 
X - X  + 


1 


4  4-7 

1  x10  + 


4-7-10' 


+ 


5  2  1  3 

—  X  -  —X 

2  3 


1  ,  1  , 

+  — - X6 - í - X9  + 


3  •  2! 


3  •  3! 
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1 .  para  h  =  0.1,  y¡  =  2.0801;  para  h  =  0.05,  y10  =  2.0592 
3.  para  h  =  0. 1,  y5  =  0.5470;  para  h  =  0.05,  y10  =  0.5465 
5.  para  h  =  0.1,  y5  =  0.4053;  para  h  =  0.05,  y10  =  0.4054 
7.  para  h  =  0.1,  y5  =  0.5503;  para  h  =  0.05,  y10  =  0.5495 
9.  para  h  =  0.1,  y5  =  1.3260;  para  h  =  0.05,  y10  =  1.3315 
1 1 .  para  h  =  0.1,  y5  =  3.8254;  para  h  =  0.05,  y10  =  3.8840; 

para  x  =  0.5  el  valor  real  es  y(0.5)  =  3.9082 
13.  a)  yx  =  1.2 

b )  y"(c)  y  =  4e2c^y-  =  0.02e2c  <  0.02e°'2  =  0.0244 


c)  El  valor  real  es  y(0.1)  =  1.2214.  El  error  es  0.0214. 

d)  Si  h  =  0.05,  y2  =  1.21. 


e )  El  error  con  h  =  0. 1  es  0.0214.  El  error  con  h  =  0.05  es 
0.0114. 

1 5.  a)  y  y  =  0.8 

/?2  (0 

b )  y"(c)  y  =  5e-2c  “  =  0.025e“2c  <  0.025 

para  0sc<0.1 

c)  El  valor  real  es  y(0.1)  =  0.8234.  El  error  es  0.0234. 

d)  Si  h  =  0.05,  y2  =  0.8125. 

e)  El  error  con  h  =  0.1  es  0.0234.  El  error  con  h  =  0.05 
es  0.0109. 

17.  a)  El  error  es  19/22e_3,c_1). 
h2 

b)  y"(c)y  <  19(0.1)2(1)  =  0.19 

c)  Si  h  =  0.1,  y5  =  1.8207.  Si  h  =  0.05,  y10  =  1.9424. 

d)  El  error  con  /;  =  0. 1  es  0.2325.  El  error  con  h  =  0.05 
es  0.1109. 


1 9.  a)  El  error  es 


1 


h 1 


b) 


/(c)| 


(c  +  l)2  2 
2  (0.1)2 


—  (1) ' 


=  0.005 


c)  Si  h  =  0.1,  y5  =  0.4198.  Si  h  =  0.05,  y10  =  0.4124. 

d)  El  error  con  /;  =  0. 1  es  0.0143.  El  error  con  h  =  0.05  es 
0.0069. 
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1 .  y5  =  3.9078;  el  valor  real  es  y(0.5)  =  3.9082 
3.  y5  =  2.0533  5.  y5  =  0.5463 

7.  y5  =  0.4055  9.  y5  =  0.5493 

11.  y5  =  1.3333 
13.  a)  35.7678 

c)  v(t)  = 


v(5)  =  35.7678 


15.  a)  h  =  0.1,  y4  =  903.0282; 

h  =  0.05,  y8=  1.1  X  1015 

17.  a)  y1  =  0.82341667 

h5  ,  h5  .  n  (0.1)5 
b )  y(5)(c)  —  =  40e_2c  —  <  40e2<0)  ^yy-  =  3.333  X  10“6 


c)  El  valor  real  es  y(0.1)  =  0.8234134413.  El  error  es, 
3.225  X  10“6  <  3.333  X  10“6. 

d)  Si  h  =  0.05,  y2  =  0.82341363. 

é)  Error  con  h  =  0.1  es  3.225  X  10-6.  Error  con 
h  =  0.05  es  1.854  X  10“7. 


19.  a)  y(5)(c)— = 


lf  _  24  h5 

5Í  “  (c  +  l)5  5Í 


:  2.0000  X  10“' 


24  h5  0.1  5 

b)  - - rr—  <24- - - 

(c  +  l)5  5!  5! 

c )  A  partir  de  los  cálculos  con  h  =  0. 1 ,  y5  =  0.405465 17. 
Apartirdeloscálculoscon/7=0.05,v10=0.4054651 1. 
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1 .  y(x)  =  —x  +  los  valores  reales  son  y(0.2)  =  1 .0214, 
y(0.4)  =  1.0918,  y(0.6)  =  1.2221,  y(0.8)  =  1.4255 
las  aproximaciones  se  proporcionan  en  el  ejemplo  1 


3.  y4  =  0.7232 

5.  para  h  =  0.2,  y5  =  1.5569;  para  h  =  0.1,  y10  =  1.5576 
7.  para  h  =  0.2,  y5  =  0.2385;  para  h  =  0.1,  y10  =  0.2384 
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1 .  y(x)  =  -2e2x  +  5xe2x',  y( 0.2)  =  -1.4918,  y2  =  -1.6800 
3.  yi  =-1.4928,  y2  =  -1.4919 
5.  y,  =  1 .4640,  y2  =  1 .4640 
7.  Xy  =  8.3055,  y,  =  3.4199;  x2  =  8.3055,  y2  =  3.4199 
9.  X!  =  -3.9123,  y!  =  4.2857;  x2  =  -3.9123,  y2  =  4.2857 
11.  X!  =  0.4179,  yy  =  -2.1824;  x2  =  0.4173,  y2  =  -2.1821 
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1 .  yt  =  -5.6774,  y2  =  -2.5807,  y3  =  6.3226 

3.  yi  =  -0.2259,  y2  =  -0.3356,  y3  =  -0.3308,  y4  =  -0.2167 

5.  y,  =  3.3751,  y2  =  3.6306,  y3  =  3.6448,  y4  =  3.2355, 

*  =  2.1411 

7.  yi  =  3.8842,  y2  =  2.9640,  y3  =  2.2064,  y4  =  1.5826, 
y5  =  1.0681,  y6  =  0.6430,  y7  =  0.2913 

9.  y,  =  0.2660,  y2  =  0.5097,  y3  =  0.7357,  y4  =  0.9471, 

y5  =  1.1465,  y6  =  1.3353,  y7  =  1.5149,  y8  =  1.6855, 

y9  =  1.8474 

11.  y!  =  0.3492,  y2  =  0.7202,  y3  =  1.1363,  y4  =  1.6233, 
y5  =  2.2118,  y6  =  2.9386,  y7  =  3.8490 

13.  c)  y0  =  -2.2755,  y  y  =  -2.0755,  y2  =  -1.8589, 
y3  =  -1.6126,  y4  =  -1.3275 
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1 .  Comparación  de  métodos  numéricos  con  h 


=  0.1 


Euler 

x„ 

Euler 

mejorado 

RK4 

19. 

1.10 

2.1386 

2.1549 

2.1556 

1.20 

2.3097 

2.3439 

2.3454 

21. 

1.30 

2.5136 

2.5672 

2.5695 

1.40 

2.7504 

2.8246 

2.8278 

1.50 

3.0201 

3.1157 

3.1197 

23. 

Comparación  de  métodos  numéricos  con  h 

=  0.05 

27. 

Euler 

x„ 

Euler 

mejorado 

RK4 

1.10 

2.1469 

2.1554 

2.1556 

37. 

1.20 

2.3272 

2.3450 

2.3454 

39. 

1.30 

2.5410 

2.5689 

2.5695 

41. 

1.40 

2.7883 

2.8269 

2.8278 

1.50 

3.0690 

3.1187 

3.1197 

Comparación  de  métodos  numéricos  con  h 

=  0.1 

45. 

Euler 

x„ 

Euler 

mejorado 

RK4 

0.60 

0.6000 

0.6048 

0.6049 

0.70 

0.7095 

0.7191 

0.7194 

0.80 

0.8283 

0.8427 

0.8431 

0.90 

0.9559 

0.9752 

0.9757 

1.00 

1.0921 

1.1163 

1.1169 

^0 


-38 

-2 


1  2 

0  0 


B 


29.  4X5 


2  -4 

-1  2 


021*1  +  «22*2  =  b  2 


Mp=  0 


c)  xs  = 


Comparación  de  métodos  numéricos  con  h  =  0.05 


Ts1 


8 

3V2  +  2V3  -  3V6  +  2 
8 


1.4072 


0.2948 


Euler 

V2  +  V6 

x„ 

Euler 

mejorado 

RK4 

¿c  = - =  0.9659 

¿  O 

0.60 

0.6024 

0.6049 

0.6049 

0.70 

0.7144 

0.7194 

0.7194 
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0.80 

0.8356 

0.8431 

0.8431 

1 .  X]  =  4,  x2  =  -7  3. 

2  1 
xl  ~  ~  3  >  x2  ~  3 

0.90 

0.9657 

0.9757 

0.9757 

5.  X\  =  0,  x2  =  4,  x3  =  -1  7. 

xl  =  -t,  x2  =  t,  x3 

1.00 

1.1044 

1.1170 

1.1169 

9.  inconsistente  1 1 . 

II 

p 

II 

p 

h  =  0.2:  v(0.2)  =  3.2; 

A  =  0.1:  y(0.2)  ~  3.23 

13.  x¡  =  -2,  x2  —  -2,  x3  =  4  1 5. 

II 

II 

1 

x(0.2)  = 

1.62,  y(0.2) 

=  1.84 

17.  x¡  =  0,  x2  =  1 ,  x3  =  1 ,  x4  =  0 
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1.2X4  3.  3X3  5.  3X4 

7.  no  es  igual  9.  no  es  igual 
11.  x  =  2,  y  =  4  13.  c23  =  9,  c12  =  12 


15. 


17. 


11\  /  — 6 


1 


2  -1 

-11  6 

17  -22 


14  -19 

-32  27 

-4  -1 


2  28 
12  -12 


1 9.  inconsistente 

21.  X\  =  0.3,  x2  =  -0.12,  x3  =  4.1 

23.  2Na  +  2H20  — >  2NaOH  +  H2 

25.  Fe304  +  4C  3Fe  +  4CO 

27.  3Cu  +  8NHO3  3Cu(N03)2  +  4H20  +  2NO 


OQ  •  _  35  •  _  38  ■ 

Z'd.  ¡l  -  9  ,  ¡2  -  9  ,  h  '■ 


3 1 .  Intercambie  los  renglones  1  y  2  en  /3 


RESP-14 
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33.  Multiplique  el  segundo  renglón  de  I3  por  c  y  súmelo  al 
tercer  renglón 


35.  EA  : 


37.  EA  = 


^a21 

«22 

«23  \ 

«11 

«12 

«13 

V  «31 

«32 

«33/ 

( 

«11 

«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

\ca 

21  +  «31 

crt2,  ~P  «32 

Cfl23  + 

39.  x¡  =  3  ,  x2  =  3 

-,511 
41.  X¡  =  3,X2  =  — 3,X3=  — 3 

Ejercicios  7.3,  página  325 

1.  2  3.  1  5.  3 

7.  2  9.  3  11.  linealmente  independiente 

13.  linealmente  independiente  15.  5 
17.  rango(A)  =  2 


Ejercicios  7.4,  página  331 


1.  9  3.  1 

11.  17 

17.  62 

23.  —x  +  2y  -  z 

29.  A1=-5,A2  =  7 


5.  2  7.  10  9.  -7 

13.  A2  -  3A  -  4  15.  -48 

19.  0  21.  -85 

25.  -104  27.  48 


Ejercicios  7.5,  página  336 

1.  Teorema  8.11 
5.  Teorema  8.12 
9.  Teorema  8.8 

15.  80  17.  -105 

27.  -9  29.  0 


3.  Teorema  8.14 
7.  Teorema  8.10 

11.-5 
23.  0 
31.  16 


13.  -5 
25.  -15 
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,( ! 


5. 


7.  - 


11. 


1 

1 

i\ 

n 

13 

8 

2 

2 

2  \ 

(  15 

30 

15 

1 

1 

i 

2 

1 

8 

4 

8  y- 

15 

15 

15 

3 

1 

I  / 

\  2 

7 

2 

8 

4 

8/ 

V  15 

30 

15 

o  -k 


13. 


15. 


2 

7 

1 

9 

9 

3 

1 

1 

2 

27 

27 

9 

10 

17 

2 

27 

27 

9 

4 

4 

1 

27 

27 

9 

17. 


_i 

4 

JL 

12 


27. 


1 9.  Matriz  singular 


23. 


7> 

4 

"3 

1 

3 

\) 


31.  x=5 


35.  Mediante  el  teorema  7.13,  det  AB  =  detA  detB.  Puesto 
que  det  A  =h  0  y  det  B  A  0,  se  puede  deducir  que  det 
AB  =£  0.  De  acuerdo  con  el  teorema  7.19,  AB  es  no 
singular. 

37.  El  resultado  se  deduce  a  partir  de  det  (AA_1)  =  det  I. 

39.  Multiplique  AB  =  0  por  A-1.  41.  no 

43.  x1  =  6,  x2  =  -2  45.  Xi  -  |,  x2  = 

47.  x¡  =  2,  x2  =  4,  x3  = -6  49.  Jtj  =  21,  jc2  =  1 ,  jc3  =  —11 

ci  _  9_  _  13. 

DI.  X\  —  ¡Q  ,  X2  —  20  , 

x¡  =  6,  x2  =  16; 

X\  -  -2,  x2  =  -7 

53.  El  sistema  tiene  solamente  una  solución  trivial. 

55.  El  sistema  tiene  soluciones  no  triviales. 

-R3E2  +  R3E3  +  RiEt  —  R2E3 


57.  ¿j: 


R3R[  +  R3R2  + 


r3e^  —  r3e. 


R[E3  +  R{E2 


h  =  - 


R3Ri  +  R3R2  5“  e¡r2 
A’/;  +  A’  |  /; ;  +  R2E3  —  R\E2 
R3R\  +  R3Ri  +  R]R 


3JV2 


M“2 


Ejercicios  7.7,  página  350 

1 .  X\  =  —  jc2  =  |  3.  x¡  =  0.1, x2  =  -0.3 

5.  x  =  4,  y  =  -7  7.  x¡  =  ^4,  x2  =  4,  x3  =  -5 

9.  u  =  4,  v=|,w=l  11.  k  =  f 

13.  Tx  ~  450.8  Ib,  T2  ~  423  Ib 


Ejercicios  7.8,  página  356 

1.  K3,  A  =  -1 

5.  K2,  A  =  3;  K3,  A  =  1 


3.  K3,  A  =  0 


7.  A1  =  6,A2=1,K1=ÍHk2=  ¡ 


9.  Aj  =A2  =  ^1, 


11.  A,  =3/,  A2  =  -3 i 
-  3  i 
5 


K,=C 


I,  K2  = 


;; 

1  +  3  i 
5 
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RESPUESTAS  A  LOS  PROBLEMAS  SELECCIONADOS  DE  NÚMERO  IMPAR,  CAPÍTULO  7 


13.  A1  =  4,A2  =  -5, 
'1 


11. 


Ki  (  Q  h  K2 


15.  Aj  =  0,  A,  =  4,  A3  =  -4, 

17.  Aj  =  A2  =  A3  =  -2, 

kK4kK:) 

19.  Aj  =  -1,  A2  =  i,  A3  =  -i, 

^  (~l\  (~l 

K1=|  -1  ,  K2  =  i  ,  K3  =  -i 


21.  A1  =  1,A2  =  5,A3  =  -7i 

K  (íiK  (^iK 

23.  Para  A,  Aj  =  4,  A2  =  6, 


K[ 


K2 


25.  Aj  =  0,  A2  =  6 

Ejercicios  7.9,  página  360 

/7[3(-l)",2m+1  +  (5)m]  — f[(— 2)m  -  5m] 


3. 


[(— 2)m  -  5m]  ¿[(  -  2)m  -  6(5)'”] 


"11  57 

,38  106 

"¿2m_1[5m  +  (-1)"']  §2m~2[5"!  -  (-1)'"] 

,  ¿[10'"  —  (—2)'"]  ]2m“1[5m  +  5(-l)m] 

"83328  41 680^ 

,33  344  16640; 

1  2m  -  1  2m  -  1 
0  ¿[2"'+1  +  ( —  1 )'” ]  |[2'”  —  (— 1)"']  | ; 

0  ¿[2"' -  (-1)"']  \[2m  +  2(— l)m]/ 

1  1023  1023' 

0  683  682 

0  341  342 / 

(  ¿[22m  +  1  +  (— 2)"1]  ¿[4”‘  -  (-2)'"] 

I[22m+1  _  1y,I2"I+1]  ][4m  +  (  — l)m2m  +  1] 

\][22'"  +  1  +  ( —  2)m  -  3]  ¿[4m  -  (-2)'"] 

/ 699 392  349184  0N 
698368  350208  0 
\  699391  349184  1, 


7m4m+1  +  (1  -  «2)4'"  3m4ml 

-3m4"''1  rn4m  1  +  (1  -  m)4' 

22528  18432' 

,  —  18432  -14336 

(l  M 

13.  á)  4m  \^3  gy,  m  >  1 

b)  A"'  =  0,  m  >  1 

c) 

2(3)m_1  3'"-1  3"I_1 

9(2)'"  -  4(3)'"]  ¿[3(2)'"  -  2(3)'"]  ¿[-3(2)m  -  2(3)'" 

,6L  -9(2)'"  +  8(3)"']  ¿[-3(2)'"  +  4(3)'"]  ¿[3(2)"  +  4(3)'"] 


15. 


3_  2 

10  5 

I 

"10  5 


17.  b-f 


Ejercicios  7.10,  página  367 

1.  b)  A1=-4,A2  =  -1,A3=16 

3.  tí)  Aj  =  18,  A2  =  A3  =  -8  5.  ortogonal 

7.  ortogonal  9.  no  ortogonal 


11. 


15. 


/- 


17. 


1 

1  \ 

V2 

V2 

13. 

1 

1 

Vf 

vf/ 

1 

1 

o) 

V2 

V2 

0 

0 

1 

1 

1 

°) 

V2 

V2 

3 

1 

1  \ 

VTT 

V66 

V6\ 

i 

4 

2 

VTT 

V66 

V6 

i 

7 

1 

VTT 

V66 

w 

-4  U  =  1 

5  ’  ®  5 

Ai  = 

A2  =  2, 

*3 

=  4 

/  1 

1  1 

V2 

V6  V3 

P  = 

1 

1 

3  J_\ 

VTo  Vio 

1 _ 3 _ 

V  Vio  Vio  / 


V2  V6  V3 
2  1 

\  °  Vf  vf/ 

23.  Utilice  (AB)r  =  BrAr. 
Ejercicios  7.11,  página  374 


1.  2, 


3.  14, 
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7.  7  y  2  9.  4,  3,  y  1 

/  vTo 

VIo\ 

1 1 .  aproximadamente  0.2087 

23.  P  = 

Vl4 

V35 

l(3  2  l\ 

13.  0-2  4  2 

2 

5 

\  VT4 

V35/ 

,  D 


3  O 
O  10 


.12  3, 

d)  0.59 

e )  aproximadamente  9.44EIIL2 


Ejercicios  7.12,  página  383 

-3  1 

1  1 


1.  P: 


,D 


3.  no  diagonalizable 


13 

2 

1 

-1 


1  1 


D 


D 


D 


5.  P  = 


7.  P  = 


9.  P  = 


11.  P  = 


13.  P  = 


15.  no  diagonalizable 


1  0 
0  5 


-7 

0 

i 

3 

O 

—  i 
0 


19.  P  = 


D 


21.  P  = 


(° 

1  +  V5  1 

° 

2 

Vi 

0 

/l 

0 

0 

0 

V5 

0 

\o 

0 

—  V5 

í- 

3  -1 

-1 

0  1 

0 

- 

3  0 

0 

\ 

1  0 

1 

( 2 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

1 

\0 

0 

0  - 

1 

1 

J_\ 

Vi 

Vi 

i 

1 

2 

0 


1\ 


25.  P  = 


27.  P  = 


, _ 1_  J_  V 

I  V 2  V2  °\ 

i  i 

V2  V2 
0  o 


,  D 


VI  -  2 

\3  3 


-I  ,D  = 


0 

Vi 

V2\ 

0 

1 

0 

0 

,  D  = 

b 

-6 

° 

,0 

1 

1 

\0 

0 

8/ 

29.  P  = 


3 1 .  Elipse;  utilizando 

í  J_  J_\ 

V2  V2 

1  1 

\  Vi  vi) 

obtenemos  X2/4  +  Y1  Ib  =  1. 
33.  Hipérbola;  utilizando 

/  1 


X  = 


X 


X  = 


X 


V5  V5 

2  1 

V  V?  V5  ) 

obtenemos  X2/4  -  Y2 14  =  1 . 


35.  A  = 


4  -1 
2  1 


39.  A5  = 


21 

22 


11 

10 


Ejercicios  7.13,  página  386 

"35  15  38  36  0 
,27  10  26  20  0 


1 .  a) 


0/ 

^48 

64 

120 

107 

40\ 

°\ 

3.  a) 

V32 

40 

75 

67 

25/ 

0 

/ 31 

44 

15 

61 

50 

49 

41 

0 

5.  a) 

24 

29 

15 

47 

35 

31 

21 

1/ 

V  1 

-15 

15 

0 

-15 

-5 

-19 

0  0 
0  2 


\  V2  Ví) 


7.  STUDY_HARD 
9.  MATH_IS_IMPORTANT_ 

1 1 .  DAD_I_NEED_MONEY_TODAY 
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— .  r  1  1 

25.  *¡=-2, X2  =  7, X,=  2 


15 

22 

20 

8 

23 

6 

21 

22 

13.  a)  B'  =  10 

22 

18 

23 

25 

2 

23 

25 

V  3 

26 

26 

14 

23 

16 

26 

12 

Ejercicios  7.14,  página  392 


1. 

(0 

1 

1 

0) 

3. 

(0 

0  0  1 

1) 

5. 

(1 

0 

1 

0  1 

0  0  1) 

7. 

(1 

0  0) 

9. 

error 

de  paridad 

11. 

(1 

0  0  1 

1) 

13. 

(0 

0 

1 

0  1 

1  0) 

15. 

(0 

1  0  0 

1  0  1) 

17. 

(1 

1 

0 

0  1 

1  0) 

19. 

palabra  de  código;  (0  0  0  0) 

21. 

(0 

0 

0 

1) 

23. 

palabra  de  código;  (1  111) 

25. 

(1 

0 

0 

1) 

27. 

(1 

0  1  0) 

29. 

27 

128;  24 : 

=  16; 

(0 

0 

0 

0  0 

0  0), 

(0 

1  0 

0  1 

0  1), 

(0 

1 

1 

0  0 

1  1), 

(0 

1  0 

1  0 

1  0), 

(0 

1 

1 

1  1 

0  0), 

(0 

0  1 

0  1 

1  0), 

(0 

0 

1 

1  0 

0  1), 

(0 

0  0 

1  1 

1  1), 

(1 

0 

0 

0  0 

1  1), 

(1 

1  0 

0  1 

1  0), 

(1 

0 

1 

0  1 

0  1), 

(1 

0  0 

1  1 

0  0), 

(1 

1 

1 

0  0 

0  0), 

(1 

1  0 

1  0 

0  1), 

(1 

0 

1 

1  0 

1  0), 

(1 

1  1 

1  1 

1  1) 

Ejercicios  7.15,  página  395 

1.  y  =  0.4x  +  0.6  3.  y  =1.1* -0.3 

5.  y  =  1.3571x+  1.9286 

7.  v  =  -0.84E  +  234,  1 16.4,  99.6 


23. 

29. 

33. 

35. 

37. 


240  3 1 .  solamente  la  solución  trivial 

I2  +  10HNO3  ->  2HI03  +  10NO2  +  4H20 

v  -  1  V  -  1  r  -  7 

x\  ~  2  >  x2  ~  4  ’  -*3  _  3 

x  =  X  eos  6  -  Y  sen  0, 


y  =  X  sen  0  +  Y  eos  6 


39.  x¡  =  7,x2  =  5,  x3  =  23 


43.  A1=A2  =  -1,A3  =  8, 


Ejercicios  7.16,  página  399 


Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  7,  página  400 


( 2  3  4\ 

3  4  5 

4  5  6 
\5  6  7/ 


7.  |,-5  9.  0 


1 1 .  falso 


15.  falso  17.  verdadero  19.  falso 


5.  falso 


13.  verdadero 


51. 

53.  HELP_IS_ON_THE_WAY 
55.  (1  1  0  0  1);  error  de  paridad 

Ejercicios  8.1,  página  413 


1. 


3. 


5. 


7. 


dx 

—  =  4x  +  2y  +  e 
dt 


dy 

—  =  -x  +  3y  -  é 
dt 

—  =  x  —  y  +  2z  +  é~'  —  3 1 
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dy 

dt 

dz 

dt 


=  3x  —  4y  +  z  +  2e  1  +  t 
=  —2x  +  5y  +  6z  +  2e~'  —  t 


17.  Sí;  VF(Xb  X2)  =  —  2e  81  ¥=  O  implica  que  Xj  y  X2  son 
linealmente  independientes  en  (— oo,  oo). 

19.  No;  W(X,,  X2,  X3)  =  0  para  toda  t.  Los  vectores  so¬ 
lución  son  linealmente  independientes  en  (  —  oo,  oo). 
Observe  que  X3  =  2X!  +  X2. 

Ejercicios  8.2,  página  425 

L  X  =  ClQ)e5'  +  c2(_¡)e-' 

r2^ 


3-x +c=Ulr 

'5' 


5.  X  =  C[  I  I  e  +  c2  1  .  |  e 


1 


7.  X  =  cx  I  0  I  é  +  c2  I  3  I  e2í  +  c3  I  0  le 

W  U  L 

9.  X  =  c¡  ^  0^  e  '  +  c2  ^4^  e3'  +  c3  f  —  1^  e  2< 

(  4\  (~U\ 

11.  X  =  Cl  0  I  e  '  +  c2  I  6  e-,a 

+  c3  e-3,/2 

"O'' 

a, 

1 


13.  X  =  3  (  I  e  +  2 


19.  X  =  c,  (  3  J  +  c2 


21.  X  =  cl  \  j  )  e2'  +  c2 


1 1  + 
r 


1 
4 
1 

4/  j 


,ten  +  l  ~  \er 
\)  \  O/ 


23.  X  =  cA  1  \  e*  +  c2\  1  \  e2t  +  c3  0  \  e2t 

w  u  w 

Z'4)  (  2\ 

25.  X  =  Cj  -5  +  c2  0  e5' 


+  c3 


0  |  /e5í  + 


1 

2 

iU5' 


3 1 .  Correspondiente  al  valor  propio  A  j  =  2  de  multiplicidad 
cinco,  los  vectores  propios  son 


K,= 


ñ 

M 

M 

0 

0 

0 

0 

,K2  = 

1 

,K3  = 

0 

0 

0 

1 

W 


w 


w 


.  eos  t  \  .,  I  sen  t  , 

33.  X  =  c,l  )  e4  +  c2  (  I  e4 

\2cos/4-  sen//  \2sen/ —  eos// 

35.  X  =  Cl(  C°SÍ  )e4'  +  c,(  SCní 

eos/  —  sen//  —  sen  /  +  eos /y 

„  ,  5  eos  3/  V  /  5  sen  3/  ^ 

\4cos  3/  +  3  sen  3/y  "\4sen3/  -  3cos3// 


—  eos  / 


sen  / 


39.  X  =  c¡  |  0 

'0N 


eos  /  +  c3  —  sen  / 

sen//  \  eos/ y 
sen/\  /  eos/' 


41.  X  =  c,  2  e'  +  f2  eos  /  ef  +  c3 


eos  // 


-  sen  /  |  e 
V  —  sen  / , 


5  eos  3/ 


43.  X  =  |  —5  |  e  +  c2|  — 4cos  3/  —  3 sen  3/  |  e 
5  sen  3/ 

+  c3 1  —4  sen  3/  +  3  eos  3/  ]  e~2f 


Ejercicios  8.3,  página  429 

/3c1e7'  —  2  c2e~4' 
cqe7'  +  3c2e~4'. 
c.e'/2  +  c2e3'/2 
,-2Cle'/2  +  2  c2e3,/2 


1.  X  = 


3.  X  = 
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5.  X  = 


7.  X  = 


9.  X  = 


11.a)  M  = 


-c^  41  +  c2e2,s 
c ¡e^4'  +  c2e2' 
c2e2’  +  c3e6' 


c¡e  —  c2e  —  c3e 
c¡e~'  +  c2e2' 
c¡e~r  +  c3e2' 
c,e'  +  2  c2e2'  +  3  c3e3' 
qe'  +  2  c2e2'  +  4  c3e" 
cxe'  +  2  c2e2'  +  5  c3e3' 

ml  0 
0  m2 


K  = 


ki  +  k2 
-k2 


~k2 

h. 


Puesto  que  M  es  una  matriz  diagonal  donde  m,  y  m2 
son  diferentes  de  cero,  tiene  una  inversa. 


b)  B  =  M  K  = 


i  +  h 

k2\ 

m  j 

m  { 

k2 

h. 

m2 

m2J 

c)  X  =  cJ  Icos  t  +  c2| 


sen  t 


+  c3^  j^cos  "N/óí  +  c4^  ^senVóí 
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1.  X 

3.  X 


5.  X 

7.  X 

9.  X 

11.  X 

13.  X 

15.  X 

17.  X 


19.  X 
21.  X 


+ 

23.  X  =  Cjl 
25.  X  =  c, 
+ 

27.  X  =  c, 

+ 


sen  t 
eos  t 
eos  t 
sen  t 
eos  t 
—  sen  í 
—  sen  t 
sen  t  tanr 
2  sen  t 
eos  t 


ln|cos  /| 
e'  +  c2| 

+  c 


sen  t 
—  eos  t 
sen  t 
eos  t 
sen  t 
eos  t 
2  eos  t 
—  sen  t 


é  + 


eos  t 
sen  t 
eos  t 
sen  t 


te' 


ln|cos  t\ 


eos  t 

i  _ _ 


¿  +  c2\ 
e'  lnj  sen  í|  + 


é  + 


3  sen  t 
Icos  t 


te' 


2  eos  t 
—  sen  t 


e'lnlcos  , 


35. 


X  = 


/  1 J  _  41  4L  ,  ,  lOí  \ 

I  v  io'  lio  ^  Ci  t  c2e  \ 

I  _if2  +  39/  _  AL  _ ,c  +  r  „10f  i 
V  V  '  10‘  110  Cl  '  c2e  / 


Ejercicios  8.5,  página  441 
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X  = 


2/  +  2 


-2t 


17.  eA 


V2'  +  3 te2'  —9 te2'  N 

-2'  e2'  -  3 te2' y 


X  =  cj 


te¿ 

' 1  +  3  i\ 


2t 


-9 1 


+  C\l-  3 O 


,„2í 


19.  eA 


'*-■*  +  fe6'  5 


5e  -r  5e 
26/ 


-  |e6,N| 


U-*  - 


le'  +  fe6'y 


X  = 


X  = 


/4„r  +  Ie6^ 


Cll|e'  -  le6'. 1  +  C 


■Pe' 


¡e'  +  U 


fe6A 

4  6í 


O 


C3l  +  c/  2  )e6í 


,3f 


21.  eA 


f  e 

vo 


2e~'  +  2e3'\ 


e 


X  = 


0 1, 


■3f  +  el 


'- 2e +  2e- 


.3 1\ 


x  =  c2| 


'  +  c4l  |e 


1  1,3' 
.07 


25.  X  = 


.  2e  21 
Afe3'  -  fe5' 


-fe3'  +  fe: 


V'-fe5'\  ,-2 

+  \  —fe3' 


fe5^ 

+  fe5V 


X  =  c3| 


í3'  +  c4l  _  |e 


1  )> 

3  y 
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1 .  k  =  f  5.  X  =  cj  )e'  +  c, 


.  eos  2M  ,  /  sen2f 3 

7-  x  =  e,  je  +  c2(  le' 

sen2í/  Veos  2 tj 


9.  X  =  Cj  e2'  +  c2[  1  le4'  +  cx  e  3' 


n.  x-c/jy  +  c/jV +  Í_1%  +  í“ 


,  eos  t  \  /  sen  t 

13.  X  =  cÁ  +  el 

.cosí  —  sen  17  \sení+  cosí 


1  \  í  sen  t 

I  +  lnlcscf  —  cot/l 

.  1  /  V  sen  t  +  eos  t) 


15.  b)  X  =  c 


Ejercicios  9.1,  página  450 

1 .  x'  =  y 

y'  =  —9  sen  x;  puntos  críticos  en  (±«7r,  0) 
3.  x'  =  y 

y'  =  x2  +  y(x 3  —  1);  punto  crítico  en  (0,  0) 
5.  x'  =  y 

y1  =  ex3  —  x; 


Ve’ 


punto  crítico  en  (0,  0),  I  — ,  ,  0 

V  Ve 

7.  (0,0)  y  (-1,-1) 

9.  (0,  0)  y  (|,  |) 

11.  (0,0),  (10,0),  (0,  16),  y  (4,  12) 

1 3.  (0,  y),  y  arbitrariamente 

15.  (0,0),  (0,  1),  (0,  -1),  (1,0),  (-1,0) 

17.  á)  x  =  cqe5'  —  c2e  ' 
y  =  2c!e5'  +  c2e~' 
b)  x  =  —2e~' 
y  =  2e-' 

19.  a)  x  =  Cj(4  eos  3t  —  3  sen  30  +  c->( 4  sen  3?  +  3  eos 
3f) 

y  =  Cl(5  eos  30  +  c2(5  sen  30 
b)  x  =  4  eos  3t  —  3  sen  3 1 
y  =  5  eos  3f 

21 .  a)  x  =  c^sen  f  —  eos  0e4'  +  c2(— sen  t  —  eos  0e4' 
y  =  2c!(cos  0e4'  +  2c2(sen  0e4' 
b)  x  =  (sen  f  —  eos  Oe4' 
y  =  2(cos  0e4' 

1  1 


23.  r  = 


0  =  t  +  c2;  r  =  4 


Vl024r  +  1 


,  0  =  t; 


V4f  +  cq 

las  espirales  solución  hacia  el  origen  a  medida  que  au¬ 
menta  t. 
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25. 


1 


r  = — ,  =.  9  =  t  +  c2\  r  =  1,  9  =  t  (o 

VI  +  Clv2f 

x  =  eos  t  y  y  =  sen  t )  es  la  solución  que  satisface 

1 

X(0)  =  ( 1 , 0);  r  =  — ,  =.  9  =  t  es  la  solución  que 

Vi  - 

satisface  X(0)  =  (2,  0).  Esta  solución  forma  una  espiral 
hacia  el  círculo  r  =  1  a  medida  que  aumenta  t. 

27.  No  existen  puntos  críticos  y,  por  lo  tanto,  no  hay  solu¬ 
ciones  periódicas. 

29.  Parece  ser  una  solución  periódica  que  encierra  al  punto 
crítico  (0,  0). 

Ejercicios  9.2,  página  459 

1.a)  Si  X(0)  =  X0  está  sobre  la  línea  y  =  2x,  entonces 
X(í)  se  aproxima  a  (0,  0)  a  lo  largo  de  esta  línea. 
Para  las  demás  condiciones  iniciales,  X(f)  se  apro¬ 
xima  a  (0,  0)  desde  la  dirección  determinada  por  la 
línea  y  =  — x/2. 

3.  a)  Todas  las  soluciones  son  espirales  inestables  que 
no  tienen  límite  a  medida  que  t  aumenta. 

5.  a)  Todas  las  soluciones  se  aproximan  a  (0,  0)  en  la 
dirección  especificada  por  la  línea  y  =  x. 

7.  á)  Si  X(0)  =  X0  está  sobre  la  línea  y  =  3x,  entonces 
X(f)  se  aproxima  a  (0,  0)  a  lo  largo  de  esta  línea. 
Para  las  demás  condiciones  iniciales,  X(í)  no  tiene 
límites  y  y  =  x  sirve  como  la  asíntota. 

9.  punto  silla  1 1 .  punto  silla 

13.  nodo  estable  degenerado  15.  espiral  estable 

17.  ImI  <  1 

19.  fi  <  —  1  para  un  punto  silla;  —  1  <  u  <  3  para  un  punto 
espiral  inestable. 

23.  a )  (-3,4) 

b)  nodo  inestable  o  punto  silla 

c)  (0,  0)  es  un  punto  silla. 

25.  a)  (i,  2) 

b )  punto  espiral  inestable 

c)  (0,  0)  es  un  punto  espiral  inestable. 

Ejercicios  9.3,  página  467 

1.  r=r0eM 

3.  x  =  0  es  inestable;  x  =  n  +  1  es  asintóticamente  esta¬ 
ble. 

5.  T  =  T0  es  inestable. 

7.  x  =  a  es  inestable;  x  =  /3  es  asintóticamente  estable. 

9.  P  =  a/b  es  asintóticamente  estable;  P  =  c  es  inestable. 
11.  (| ,  1)  es  un  punto  espiral  estable. 

13.  (V2,  0)  y  (—  V2,  0)  son  puntos  silla;  (\ ,  —  |)  es  un 
punto  espiral  estable. 


15.  (1, 1)  es  un  nodo  estable;  (1,  —  1)  es  un  punto  silla;  (2,  2) 
es  un  punto  silla;  (2,  —2)  es  un  punto  espiral  inestable. 

17.  (0,-1)  es  un  punto  silla;  (0,  0)  es  no  clasificado;  (0,  1) 
es  estable,  sin  embargo,  no  podemos  clasificarlo. 

19.  (0,  0)  es  un  nodo  inestable;  (10,  0)  es  un  punto  silla; 
(0,  16)  es  un  punto  silla;  (4,  12)  es  un  nodo  estable. 

21 .  9  =  0  es  un  punto  silla.  No  es  posible  clasificar  9  =  tt/ 3 
0  0=  — tt/3. 

23.  No  es  posible  clasificar  x  =  0. 

25.  No  es  posible  clasificar  x  =  0,  sin  embargo,  x  =  1/  Ve 
y  x  =  —  1/  Ve  son  puntos  de  equilibrio. 

29.  a)  (0,  0)  es  un  punto  espiral  estable. 

33.  a)  (1,0),  (-1,0) 

35.  Iv0l  <  i  V2 

37.  Si  P  >  0,  (0,  0)  es  el  único  punto  crítico  y  es  estable.  Si 
¡3  <  0,  (0,  0),  (x,  0),  y  (—x,  0),  donde  x2  =  —  a/jS,  son 
puntos  críticos.  (0,  0)  es  estable,  mientras  que  (x,  0)  y 
(—x,  0)  son  puntos  de  equilibrio. 

39.  b)  (5it/6,  0)  es  un  punto  silla. 
c)  (tt/ 6,  0)  es  un  centro. 


Ejercicios  9.4,  página  475 

1.  |w0|  < 

5.  a)  Primero  demuestre  que  y2  =  Vq  +  g  ln 


1  +  x2 

1  +  Xo 


9.  a)  El  nuevo  punto  crítico  es  ( d/c  —  e2/c,  a/b  +  ex/b). 


b)  sí 


11.  (0,  0)  es  un  nodo  inestable,  (0,  100)  es  un  nodo  estable, 
(50,  0)  es  un  nodo  estable,  y  (20,  40)  es  un  punto  de 
equilibrio. 

1 7.  a)  (0,  0)  es  el  único  punto  crítico. 


Ejercicios  9.5,  página  484 

1 .  El  sistema  no  tiene  puntos  críticos. 
dP  dQ 

3.  —  +  —  =  -2  <  0 

dx  dy 

dP  dQ  , 

5. - 1 - =  +  9y2  >  0  si  fi  <  0 

dx  dy 

7.  El  único  punto  crítico  (0,  0)  es  un  punto  silla. 

9.  S(x,  y)  =  e~y'2 

dP  dQ 

11.  —  +  —  =  4(1  -x2  -  3y2)  >  0  for  x2  +  3y2  <  1 

dx  dy 

13.  Utilice  8(x,  y)  =  l/(xy)  y  demuestre  que. 


d{8P)  +  d(8Q) 


dx 


dy 


r 

Kx 
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15.  Sin  =  (— 2x,  —  2y),demuestrequeV-n  =  2(x  —  y)2  +  2y4. 

1 7.  Sí;  el  único  punto  crítico  (0,  0)  está  ubicado  fuera  de  la 
región  invariante  -¡^  <  x2  +  y2  <  1 ,  por  lo  que  se  puede 
aplicar  el  teorema  9.8 (ii). 

19.  V  ■  n  =  2y2(l  -  x2)  >  2y2(l  -  r 2)  y  dP/dx  + 
dQ/dy  =  x2  —  1  <  0.  El  único  punto  crítico  es  (0,  0)  y  es 
un  punto  espiral  estable.  Por  lo  tanto,  el  teorema  9.907) 
se  puede  aplicar. 

dP  dQ  .  . 

21.  a) - 1 - =  2xy  —  1  -  i2  <  2r  -  1  —  x~  = 

dx  dy 

(x  -  l)2  <  0 

b )  lím^oo  X(í)  =  ( | ,  | ),  es  un  punto  espiral  estable 

Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  9,  página  486 

1 .  verdadero  3.  centro  o  punto  silla 

5.  falso  7.  falso  9.  verdadero 

1 


11.  r  = 


</3t  +  1 


,  0  =  f;  la  curva  solución  forma  una  espi¬ 


ral  hacia  el  origen. 

1 3.  centro;  nodo  estable  degenerado 

15.  nodo  estable  para  p  <  —2;  punto  espiral  estable  para 
—2  <f¿<  0;  punto  espiral  inestable  para  0  <li  <  2;  nodo 
inestable  para  p>  2 

1 7.  Demuestre  que  y2  =  ( 1  +  x02  —  x2)2  —  1 . 

dP  dQ 
19.  —  +  —  =  1 
dx  dy 

21.  a)  Sugerencia:  Utilice  el  criterio  negativo  de  Bendix- 
son. 

d)  En  b),  (0,  0)  es  un  punto  espiral  estable  cuando 
(8  <  2mls/g/l  —  cú2.  En  c,  (x,  0)  y  (— x,  0)  son  puntos 

espirales  estables  cuando  j8  <  2 mis/ ur  —  g2/{u>1l2). 

Ejercicios  10.1,  página  495 

s/tt 

7.  - 


9.  JZ 


11. 


=  Vp-, 


nrr 

cos  — X 

-j 

P 

V 

21.  a)  T=  I 
d)  T  =  77 


P 

b)  T=  ttL/2 
é)  T  =  2tt 


c)  T  =  2tt 
f)  T=2p 


Ejercicios  10.2,  página  500 

,  1  ,  1  v  1  ~  (_1)" 

’■  /W  =  2  +  ^,S  - n - “ 


3-  /(*)  =  -  + 


OO  ( 

n=  1 


(-1)"-  i 


-  eos  mrx 


sen  nirx  , 


5.  /(x)  =  —  + 


^  p(-i  r 

n  =  1  v  ^ 


eos  nx 


/(-1)"+177 

2  r,  A  1 

H - -  ( —  1 )"  —  1  )  sen  72x  7 

V  n 

7772  /  J 

oo  /  _  1  \n  +  1 

7.  /(x)  =  77  +  2  2  - sen  nx 

n=  1  n 


1  1 


1  ~  (-1)"  +  1 


9.  f(x)  = - 1 —  sen  x  H - 'V  - 

77  2  77  1  - 


-  eos  nx 


1  1 


.  .  1  1  I  J-  rt/i  illl 

1 1 .  f(x)  = - 1 - —  sen —  eos  — 

J  K  J  4  77  ^  I  o  o 


1  m T  U7T 


)mr  I 
sen  —  x  } 

2  J 


13.  /(x)=-  +  5  2 


4  ~  {  «2772 


H —  1  —  eos  —  sen  —  x 
n  \  2 

(~  1)"  —  1  7277 

COS-^-X 


+ 


_1)  nir 

- sen — x 

7277  5 


15. 


/(■*)  = 


2  senh  tt 


’l  ^  (-1)"  , 

— y ,  - -  ( eos  nx  —  n  sen  nx 

.2  ¿i  1  +  H2  v 

1 9.  Fije  el  valor  de  x  =  77/2. 

Ejercicios  10.3,  página  506 

1 .  impar  3.  ni  par  ni  impar  5.  par 

7.  impar  9.  ni  par  ni  impar 

_  2  -  1  -  (-1)" 

1 1 .  /(x)  =  —  - sen  nx 

77  n= i 


72 


.  ,  77  2  “  (-1)"  -  1 

13.  ñx)  =  y  +  —  2j - - - cos  nx 


n=  1 


n 


,,  ,  14“  (-1)" 

15.  /(x)  =  -  +  —  2j  - 2  ^OS  7Í77X 

J  7T  n  =  i  /I 

(-i)"+1 


o  _2  oo 

17.  /(x)  =  —  +  4  2 

J  «=i  « 

N  2  ^  1  -  (-ir(l  +  v) 

19.  r(x)  =  —  >,  - sen  nx 

77  72 

7277 

COS - 1 

3  |  4  2 

2L  /w_4  +  ^2 — ^ — cos  T* 

2  .  2  “  1  +  (-1)" 

23.  f{x)  =  —  +  —  2j  — [ - 3—  eos  nx 


n 

IÍ7T 


25.  f(x)  =  |  2 

2  TT 


sen 


■  COS  727TX 


n=  1 


nrr 

_  1  —  cos  — 

2  2 

/Tx)  =  —  X  - sen  nux 

77  n=l  n 
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2  4 


(-ir 


27.  /( x)  =  —  +  —  y  — — —2 
J  w  77  77  ^  1  -  4n2 


eos  2nx 


s  „  « 

f(x)  =  —  y,  — ; - sen2«x 

J  v  '  -rr  /I  .,2  _  1 


77  ",  4«¿  -  1 

«77 

2  eos - (-1)"  -  1 

,  ,  77  2  “  2  v  2 

29.  /Yx)  = - 1 - y.  - , - eos  nx 

4  77  “j  «2 

fíTT 

sen  — 

4  °o  2 

/Tjc)  =  —  X  - « —  sen  nx 

^n=l  «2 

«77 

„  eos - 1 

,  ,  3  4  “  2  «77 

31-  /(*)  =  7  +  —  2  - 2 - cos 

4  77  ;,=  1  Z 


/w  = 


oo  ( 

n=  1  v 


4  /27T  2  [  7277 

sen  — - — ( —  1 )  >  sen  -^-jc 


2  2 

n  7T 


2  7277  J  2 

5  2»  3(-ir  - 1 

33.  í\x)  =  T  +  —  2j  - 2 - cos  n7TX 

O  77  n  =  \  n 


“  r ( — i )" + 1  í-iy-n 

f{x)  =4^1  +  3 —  \ 

n =  l  n7T  «  773  J 


sen  njrx 


ATT2  ¿L,  f  1  77  1 

3S  fW  = - h  4  >  <  — r  cos  «x - sen  nx  > 

W  3  ,^l«2  «  J 

3  1  00  1 

77  f(x)  = - Y  —  sen  2«77x 

37.  M  7  2  ^  ^  n 

10  1  -  (-1)" 

39.  Xp{t)  =  —  2j  -777. - 77  sen  nt 

77  „=1  «(10  —  «  ) 

_2  00  ^ 

41.  V»  -  +  16  2  „v  _  48)  »r 

,  N  10  “  1  -  (-1)"  í  1  1  . 

43.  x(t)  =  —  y,  - — s  —  sen  nt - ■==  sen  VIOr 

W  77  "  10  -  n2  l  n  VIO 

IN  /  \  2 w0L4  V  (_1)n  +  1  «77 

45.  tí)  y(x)  =  —j-  2j  - i — sen  —  x 

EItt  "j  /i  L 
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!■  /(*)  =  2 

n=  — oo,  ti  ~i~  0 
oo 

3.  f(x)  =  \  +  2 

n  =  — oo,  ti  ~f~  0 


i  -  (-ir 


■  e 


imrx/2 


1  -  e~in^2 

2mri 


5.  /(x)  =  77  +  2  -e'm 

n  =  —  oo,  n  =£  0 

Ejercicios  10.5,  página  518 

1-  y  =  cos  alrx\  a  definido  por  cota  =  a; 
A:  =  0.7402,  A2  =  11.7349, 

A3  =  41.4388,  A4  =  90.8082 

yy  =  cos  0.8603x,  y2  =  cos  3.4256x, 

y3  =  cos  6.4373.x,  yA  =  cos  9.5293x 


5.  '2[\  +  sen2a„] 

( mr  Y  ( mr  . 

7-  A-  “  =  i.2.3,  ... 

d  r  ,,  A 

b)  17[xí)  +  -y-o 

f5  1  í  mir  \  f  mr 

c)  —  sen  - lnx  sen  - lnx  dx  =  0,  m  +  n 

J,  x  \ln5  )  \ln5  ' 

9.  —  [xe~xy']  +  ne~xy  =  0; 
dx 


e  xLm(x)  Ln(x)  dx  =  0 ,  m  ¥=  n 


11.  á)  A„=  16«2,  yn  =  sen(4«  tan  1  x),  n  =  1,  2,  3,  . . . 


b) 


1  +  x‘ 


sen(4m  tan  !x)  sen  (4«  tan  lx)  dx  =  0, 


m  n 


Ejercicios  10.6,  página  525 

1.  at  =  1.277,  a2  =  2.339,  a3  =  3.391,  a4  =  4.441 
1 


3-  f(x)  =  2 


-/0(a,x) 


5-  f(x)  =  4  2 


=  i  «Vi  (2a,) 

a¡J  i(2«¡) 


itl  (4a2  +  l)/o(2a,) 


70(a,x) 


“  a,-/i(4a/) 

7.  /(x)  =  20  2  ,  2  ,  Vi(«V 

¡=i  (2a,  +  l)7i(4a,) 

9  “  V(3«,) 

9.  f(x)  = - 4V  - -  J0{oíjX) 

2  ñ  «V5(3«,- ) 

15.  /(X)  =  i  p0«  +  I  AW  +  á  VW  -  I  PÁX)  +  ••■ 

21  ■  /(x)  =  \  P0(x)  +  f  P2(x)  -  ,36  P4(x)  +  •  •  • , 

/(x)  =  Ixl  en  (—  1,  1) 
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1. 

verdadero 

3.  coseno 

5. 

falso 

7.  5.5,  1,0 

9. 

verdadero 

13. 

1  2  °° 

=  y  + 

2  7r„ir; 

I  [(—  1)"  —  1  ]  COS  «77X 

L  mr 

H — (  —  l)"sen  «77x 
n 


i- (-i^- 


is-  f(x)  =  1  -  e  1  +  2  2  — - 

n  -  i  i  t  W  7T 

2«77[i  -  (-Í)'V1] 

r(x)  =  >,  - ; — ; - sen  mrx 

J  K  ’  „4¡  1  +  «2772 

(2«  —  1)2772 

17.  A„  =  2 - -  n  =  1;  2,  3,  ..., 


cos  «77x; 


>'n  =  eos 


36 
2«  -  1 


77  lnx 
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1 9.  p(x) 


1 


Vi  -  x2’ 


-1  <  X  <  1, 


1  VT1 


Tm(x)  Tn(x)  dx  =  O,  m  ¥=  n 


1  “  Ji{2at) 

21-  f(x)  =  -  2  ,2(,  Vo(«V 

4  ;=i  a;/1(4a,) 

Ejercicios  11.1,  página  531 

1 .  Los  casos  posibles  pueden  resumirse  en  una  forma 
u  =  clec2Íx+y),  donde  Cy  y  c2  son  constantes. 

3.  u  =  ciey+c 4.x~y)  5.  u  =  C|(xy)C2 

7.  no  separable 

9.  u  =  e^\Aleko‘1'  coshax  +  Bxeka1'  senhax) 
u  =  e^'(A2e^kaI' eos  ax  +  B2e^ko^’ sen  ax ) 
u  =  e~\A3x  4“  fí3) 

11.  u  =  (c!  cosh  ax  +  c2  senh  ax)(c3  cosh  aat  + 
c4  senh  aat ) 

u  =  ( c¡  eos  ax  +  c6  sen  ax)(c7  eos  aat  +  c8  sen  aat) 
u  =  {c9x  +  c10)(cuí  +  c12) 

13.  w  =  (c¡  cosh  ax  +  c2  senh  ax)(c3  eos  ay  +  c4  sen  ay) 
u  =  (c5  eos  ax  +  c6  sen  ax)(c7  cosh  ay  +  c8  senh  ay) 
u  =  {c9x  +  c10)(cuy  +  c12) 

1 5.  Para  A  =  a1  >  0  existen  tres  posibilidades: 

i)  Para  0  <  a2  <  1 , 

u  =  (ct  coshax  +  c2  senh  ax)(c3  cosh  Vi  —  a1  y 
+  c4  senh  V 1  —  a2y) 

ii )  Para  a2  >1, 

u  =  (cj  coshax  +  c2  senh  ax)(c3  eos  Va2  —  ly 
+  c4sen  Va2  —  ly) 

iii )  Para  a2  =  1, 

u  =  (cj  coshx  +  c2  senh  x)(c3y  +  c4) 

Los  resultados  para  el  caso  A  =  —a2  son  simila¬ 
res.  Para  A  =  0 : 

u  =  (cjX  +  c2 )  (c3  cosh  y  +  c4  senh  y) 

17.  elíptica  19.  parabólica 

21.  hiperbólica  23.  parabólica 

25.  hiperbólica 

Ejercicios  11.2,  página  537 

d2u  du 

1 .  k  — y  =  — ,  0  <  x  <  L,  t  >  0 
dx2  dt 


3.  k 


d~u  du 


dx 


2  =  — ,  0  <  x  <  L,  f  >  0 


dt 


,  ,  du 

n( 0,  i)  =  100,  — 
dx 


=  —hu(L,  i),  t  >  0 


u(x,  0)  =  f(x),  0  <  x  <  L 
d2u  du 

5.  k  — y  —  hu  =  — ,  0  <  x  <  L,  t  >  0, 
dx2  dt 

h  es  una  constante 

m( 0,  t)  =  senfirí/L),  u(L,  t)  =  0,  t  >  0 

u(x,  0)  =  /(x),  0  <  x  <  L 

,  d2u  d2u 

7.  a 2 y  =  — y,  0  <  X  <  L,  t  >  0 

dx2  dt 2 


m(0,  f)  =  0,  u(L,  t)  =  0,  t  >  0 
du 

u(x,  0)  =  x(L  —  x). 


d  u 


dt 

du  d2u 


=  0,  0  <  x  <  L 


9.  a  — y  —  2/3-  -  =  — y,  0  <  x  <  L,  t  >  0 
dx2  dt  dt2 


u{ 0,  t)  =  0,  u{L,  t )  =  sen  irt,  t  >  0 

=  0,  0  <  x  <  L 


,  -  ,  ,  du 

"(x,0)  J(x).  — 


d2u  d2u 

11.  — y  +  — y  =  0,  0  <  x  <  4,  0<y<2 
dx2  dy2 


du 

dx 

du 

dy 


=  0,  n(4,  y)  =  /(y),  0  <  y  <  2 


=  0,  u(x,  2)  =  0,  0  <  x  <  4 


y  =  0 


Ejercicios  11.3,  página  539 


i{x,  t)  =  - 


mr 

—  eos - 1-  1 

2 


3.  u(x ,  í)  = 


n  =  1 
L 


|  e~k(nW/i?)t  seri^V 


f{x)dx 


OO 

+  y  2 


/77T 

/(x)cos  —j~xdx 


—  M„2~r2/r2\t  I17T 

X  e  *(" 17  !L  )'Cos  — x 


5.  m(x,  t)  =  e 


l 

L) 


f(x)dx 


m t 

f(x)  eos  —j~xdx 


r\  OO 

+  l2, 

^  » = 1 V  J0 

x  e-«nV/lS),cos  ™  x] 


/  s 

m(0,  t  =  0,  — 
dx 


=  0,  f  >  o 


x  =  L 

u{x,  0)  =  /(x),  0  <x  <  L 


Ejercicios  11.4,  página  543 

^  i -(-ir 

'■  “<-»■ f)  -  ^  2  — ^ — 


7777(7  7777 

eos  - 1  sen  —  x 

L  L 
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3.  w(x ,  t)  = 

5.  u(x,  t )  = 

7.  u(x,  t)  = 

9.  u(x,  t)  = 

donde  An 
13.  u(x,  t )  = 
15.  u(x,  t )  = 

1 7.  n(x,  t)  = 

donde  A, 

B, 

Ejercicios  11.5. 

1 .  u(x,  y)  = 

3.  n(x,  y)  = 

5.  u(x,y)  = 
7.  u(x,  y) 

9.  u(x,y) 

RESP-26 


6V3 


va  v  1  5va 


.  ,  eos  —  t  sen  —  x - ,  eos  - 

-2  '  L  L  52  L 


5v  1  Iva 


Iv 


X  sen  — x  H — reos - t  sen  — x 


sen  at  sen  x 


donde  A„  =  200 


B„  =  200 


[!-(-!)"] 

nv 

[1  —  (—1)"]  [2  —  cosh«7r] 


senh«7r 


1 1 .  u(x,  y)  =  —  ^  (  f(x )  sen  nxdx  Je  ny  sen  nx 


sen  — 
8A  ^  2 

2 


uva  nv 
eos  - ísen  — x 


v  n=1  n 


-pt 

2_ 

v 


OO  ( 

n  =  1  l 


P 


eos  qnt  H - sen  qnt  (  sen  nx , 


/  (x)  sen  nx  dx  y  qn  =  V* n2  —  (ó1 


t  +  sen  x  eos  2 at 


—  sen  2x  sen  2 at 
2a 

“  /  n2v~ 

2j  A,  c°s  —rat 

n=  1  V  ^ 


2  2 

22  77 


4-  B. .sen  — t-. at  sen  —  x, 
n  L2  )  L 


2 

L  J 


nv 

f(x)  sen  —j-xdx 


2  L 

i  2  2 

n  Tr  a  J 


2277 

g(x)  sen  —j—  x  dx 


,  página  549 


O  OO 


I  L  é  i 

senh  — b  0 
a 


2277 

f[x)  sen  — xdx 


n  =  i 
2 


^  /  7277  2277  \  2277 

1 3.  u(x ,  y)  =  ^  ^  An  cosh  —  3;  +  Bn  senh  —  3;  I  sen  —  x. 


donde  A, ,  = 


a 


Jo 


riTí 

f(x)  sen  -^-xdx 


B  = 


1 


2277  \  £2 

senh  — b 
a 


2277 

A„  cosh  — /? 
a 


2277 

g(x)  sen  —  x  dx 


15.  u  =  ux  +  u2  donde 

,  ,  2  ^  1  -  ( - 1)-  , 

í<i(x,  y) - >  - senh  ny  sen  nx 

v  “1  n  senh  nv 

,  ,  2  [1  -  (  -  1)"] 

«2(x,  y)  =  —  2j - „ - 

V  ^  n 

senh  nx  +  senh  n(  v  —  x) 

X - sen  ny 

senh  nv 

1 7.  la  temperatura  máxima  es  u  =  1 

Ejercicios  11.6,  página  555 

200  °°  ( ~  1)"  —  1 

1 .  u(x,  t)  =  100  H - - e~kn  77 '  sen  nvx 

77  „=i  « 


3.  n(x,  t)  =  u0  —  ~)£X(X  1)  ^  2 


«o  7 


U7T  kn2  v2 


X  ["(—!)"  —  1  ]e  kn  77 '  sen  nvx 


nv  nv 

X  senh  — y-  y  sen  — y-  x 


5.  n(x,  t )  =  i//(x)  +  kn27r2'  sen  nvx. 


nv 

/(x)  sen  — xr/x 

a  ",  1  7777"  fl 

"-1  V  senh  — & 
a 

nv  nv 

X  senh  — (¿>  —  x)  sen  — x 
o  a 

1  ,2^1-  (-1)”  , 

—  x  H - r  >  — - senh  nirx  eos  227732 

2  77  "1  22  senh  2277 

:  2  ~  [i  -(-irj 

Tr  ",  n 
n  cosh  nx  +  senh  nx 


X 


-  sen  ny 


n  cosh  nv  +  senh  nv 

OO 

2  ( An  cosh  nvy  +  B„  senh  nvy)  sen  nvx, 


donde  i¡i(x)  =  [—e  /ix  +  (e  ^  —  l)x  +  1] 


A„  =  2 


7.  t ff(x)  =  u0 


1 


\f[x)  —  (/'(x)]sen«7rx<¿x 
senh  \Zh/k  x 


senh  Vhfk 


9.  u(x,  t)  =  — -  (x  —  x3) 


6  a2 

2 A  (-1)" 

H — ^ — t  V  5 —  eos  nvat  sen  nvx 

a  v  |  n 


1 1 .  m(x,  y)  =  (n0  —  n,)  y  +  n. 


2  “  m0(  —  1 )”  -  M,  _ 

H - - e  '!7rl  sen  nvx 

77  ■  =  i 


n 
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13.  u(x,  t)  =  2  2 


(“O" 


„  =  i  n(n  ~  3) 


e  3í  sen  nx 


o°  f — i  y 

i  0  V  '  '  —n2t 

+  2  2j  ~rx - —  <?  sen  nx 


«=i  «(«  -  3) 


2 

1 5.  n(x,  í)  =  2  - 

«  =  i  W77 

OO 

+  2 


n2ir2  sen  t  —  eos  t 
n4Tr4  +  1 


sen  mrx 


4  -  2(—l)n 


h3tt3 


,  „  2mr 

-(-!)"  4  4  i  , 

« V  +  1 

1 7.  m(x,  í)  =  ( 1  —  x)  sen  t 


r\  OO 

+  ^2 

rrr  ■  * 


í7277-2e  n7T  '  —  n2 Tj-2  cos  f  —  sen  f 


n(n4TTA  +1) 


sen  flux 
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sen  a 


n  —kn2 1 

2 — -e  "  eos  alrx,  donde 


1.  u(x,  í)  =  2A  2 

„=i  [h  +  sen  a„) 

an  son  las  raíces  positivas  consecutivas  de  cot  a  =  a/h 

OO 

3.  u(x,  y)  =  2  An  senh  a., y  sen  ayc,  donde 


A,.  = 


2/7 


senh  a„b(ah  +  cos  2ana) 


f(x)  sen  a,rx  dx  y  a„ 


son  las  raíces  positivas  consecutivas  de  tan  aa  =  —a/h 

OO  (r,  _  ,  ' 

5.  u(x,  t)  =  sení - |  ttx, 

n= i  V  2 L 


donde  A„  =  — 

L  Jn 


f(x)  sen 


2n  -  1 
2  L 


TTX  d.\ 


Ai.  oo 

7.  u(x,  y)  =  —  2 

77  ■  =  i 


/  x  ,2/1-1 

(2n  —  1)  coshl  — i - |7r 


9.  u(x,  í)  =  2 


/2n  «  l\  Í2n  —  1 

X  cosh)  — - - I  7tx  senl — — —  |7ry 

4  sen  a„ 


an(k°&  ~  2)(1  +  cos2a„) 

X  (e~2f  —  e^ka"')  sena,,.* 

Ejercicios  11.8,  página  564 

OO  OO 

1 .  u(x,  y,  t)  =  2  2  Am„e_^m  +"  ^  sen  mx  sen  ny, 


donde  A„ 


m= 1  n = 1 

4w0 

mmr 

OO  OO 


[1  -  (-1)"-][1  -  (-I)'-] 


3 .  u(x,y,t)=  2  2  sen  mx  sen  ny  cos  a  V^/r  +  772f, 


donde  A„„  = 


16 


mn  3  3  2 

m  n  77 


OO  oo 


[(-ir  -  !][(-!)"-  1] 


5.  u(x,  y,  z)  =  2  2  a™  senh 

m= 1  «= 1 

m7T  /27T 

sen - x  sen  —  y, 

a  A 


donde  wmn  =  ^/(rmr/a)2  +  ( mr/b )2 
4  f*  fa 

Amn  >  i  t  \  y) 

a¿>  senh  (ca>mn)  JQ  JQ 
imr  mr 

X  sen - x  sen  —  y  dx  d\ 

a  b 

1.  Utilice  a  =  b  =  c  =  1  con/(x,  y)  =  u0  en  el  problema  5 
y  f{x,  y)  =  —  n0  en  el  problema  6.  Sume  las  dos  solucio¬ 
nes. 


Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  11,  página  564 

1.  u  =  Cle{c^+y/c^ 


(ííj  —  K0) 

3.  i[/(x)  =  u0  H - 7 — : - x 


1  +  7T 


2/7 


5.  u(x,  t)  =  — —  2 


,  7777  37777  , 

/  cos - cos - 

4  4 


7T~C¡ 


n  —  t 

X  sen  777rflísen  mrx 


,  x  lOO^l-(-l)"  , 

7.  77Íx,  y )  = -  V  - senh  nx  sen  ny 

TT  “j  77  Senh  77  77 

7  X  100^,  1  -  (-1)" 

9  u(x,  y)  = -  V  - e  '  sen  ny 

77  „  =  i  « 

11.  a)  m(x,  í)  =  e^'senx 

OO 

1 3.  w(x,  /)  =  ^  ^  An[  \/n2  +  1  cos  V n2  +  1 1 

n=  1 

+  sen  \/n2  +  lí]  sen  nx 

Ejercicios  12.1,  página  570 

Mo  «o  1  ~  (_1)" 

1 .  77(7;  0)  =  —  +  —  2  - 2 - -  t7'  sen  770 

2  77  "1  n 

2tt2  °°  1 

3.  77(7;  0)  = - 4  2  — r  T71  COS  770 

3  „=1  « 

OO 

5.  u{r,  0)  =  A0  +  2  r  "  (A„  eos  nO  +  B„  sen  nO), 


donde  A0  = 


277. 


A”  =  ^ 
77 


B«  =  ~ 
77 


m  de 


/(0)  cos  nOdd 


f{9)  sen  nOdO 


7.  n(r,  0)  =  A0  ln  (  — 
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+  2 


b  V 


(A„  eos  nO  +  Bn  sen  770), 


( ci\  1 

donde  /Un  —  =  — 

W  2ttJ 


m  de 


(b)  _  (a V 
w  w 

'¿Y  _  M"' 

va/  w 


1 


A.  = 


*■  =  - 

7 r 


/(0)  eos  é/0 


o 

277 


/(0)  sen  n6  d6 


“  (r2"  +  a2n) 

9.  n(r,  0)  =  A0  +  ^  - - - (A„cos  7?0  +  S„sen  770), 


f 


donde  A0  = 


27T 

jí 


f{0)dO 


(b2n  +  a2”)  1 

A„  =  - 


n  n 


tí 

(, b2n  +  a2" )  r)  1 

bn  Bn  ~  7 7 


Jo 

r  2t t 


f(0)  eos  nO  dO 

T 

f(0)  sen  770  ¿/0 


77  77 


sen 


2  /A2" 

- 1  —  1  eos  2n0 


,  N  1  2 
11.  n(r,  0)  =  -  +  -  2 

Z  "  n  =  1 

4-1  -  (-i)- A*  -  i2-  /a Y 

13.  u(r,  0)  =  —  2j  - ó - zi - tzt(  ~  1  sen  nO 


77^  „3  a2n-b2n\r 


Ejercicios  12.3,  página  580 

1.  n(r,  0)  =  50 


^Po(cos0)  +  |í“Vi(cos0) 


-^(^;P3(COS0)  +  AÍ05P5(COS0) 


3.  u(r,  6)  =  -  eos  6 
c 


oo  jJln  + 1 


5.  u(r,  6)  =  ^A,, 


£j2h+  1  _  ^2n  +  l 
l2«+  l^n+ 1 


P„(cos  0), 


donde 


fo2,!+1  _  fl2„+l 
¿2«+1fl"  +  1 

277  +  1 


f(0)Pn(  eos  0)  sen  0  í/0 


7.  u(r,  0)  =  2a2„7-2”P2„(cos0), 


donde  A2„  = 


4/7  +  1 


2"  c2" 


7t/2 

f(0)P 2n(  eos  0)  sen  0  <70 


200  00  ( —  1 )" 

9.  m(t-,  í)  =  100  H - 2  - e_"  ^ 'sen  77777 


1  A  /  777777  777777  \  7777 

1 1.  77(7-,  í)  =  —  A„ eos  - f  +  fi„sen - 1  Isen  — r, 


sen 


2  r  Y 


Mn  2m„  ^2,  _  ,  .  , 

1  5.  u(r,  0)  =  —  +  —  V  - (  -  )  eos  770 

2  77  ^  77 

Ejercicios  12.2,  página  576 

,  7  a  2  ^  sen  anat 

!■  M(r,  t)=—2j  UT77 — ,w) 

“  senh  a„(4  -  z) 

3.  u{r,  z)  =  u0  2j  - — - ,  ,  Jo{anr) 

„=  i  senh  4a„/1(2a„ j 

OO 

5.  u(r,t)=  '2JAnJ0(anr)e~U'f, 


donde  A„  =  22 - -  I  rJ0(anr)f(r)dr 

c  Ji{a„c)  JQ 


7.  u{r ,  f)=2  A>Manr)e  kal\ 


n  =  1 

donde  A„  = 


2«2 


(a2  +  h2)J20(a„)  JQ 


rJ0(anr]f(r)dr 


9.  n(r,  f)  =  100  +  50  j? 


•M«„) 


-J0(a„r)e 


» —  i  7]  (2o?, ;) 

OO 

11.  0)  u(x,t)=  2 Ancos(anVgt)J0(2a„Vx ), 

n  =  I 

2 


donde  A„  = 


"  ¿y?(2«„VZ)J0 


Vl 


vJ0(2a„v)f{v2)dv 


donde  A„  =  — 


= 


7777(7 


7777 

7/(7-)  Sen  —  7ÚÍ7-, 


77  77 

rg(r)sen - rdr 


Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  12,  página  581 

2 M0  “  1  -  (-1)"  f  r\n 

1 .  7 i{r,  0)  = - - (  -  )  sen  116 

n  „=i  n  \cj 

,  .  4n0  “  1  -  (-1)" 

3.  n(r,  0)  = - 2  - 3 - 7-"  sen  116 


5.  77(7-,  0)  =  A0  +  ^  A, /'eos  770, 


1  A 

donde  A0  =  —  f(0)d0 


2 

A.  =  - 

77 


/(0)  COS  770  í/0 


,  ,  a\  “0v  r-  +  r-4"  1  -  (-l)n 

7.  u(r,  0)  =  —  2  T  o-4„ - sen  4«0 


77  ^  2  +  2 


1 1 .  u(r,  t )  =  2e~/"  ¿ 


»=1 


y0(«„r)e-fl2"' 
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1 3.  u(r,  z)  =  50  ^ 


cosh  anz 


n  =  \  an  cosh  4anJ i(2a„) 
15.  u(r,6)  =  100 


Jo  («,/) 


3  7 

—  rP^cos  0) - r3P3(  eos  0) 

2  8 


11  s  , 

+  —  r5P5(  eos  9)  + 
16 


Ejercicios  13.1,  página  585 

1 .  a )  Sea  r  =  u1  en  la  integral  erf  (Vt). 

7.  _y(í)  =  e’1' erf(V7rí) 


9.  Utilice  la  propiedad 


b  r0 

=  j  + 

'0  Jo  Jo 


Ejercicios  13.2,  página  590 

avt  77X 

1 .  u(x,  i)  =  A  eos  - sen  — 

v  '  L  L 


3.  u(x,  i)  =  f[  t  —  —  j  °llí  i  —  — 


5.  u(x,  t)  = 


is(,_íy  +  Aseajli-X 


t  ~ 


Fn  00  í  ( 

1.  u(x,t)  =  a 

2nL  +  L  —  x 


2nL  +  L  —  x 


X  °ll  i  - 


-  i  - 


X  °U  i  - 


2nL  +  L  +  x 


2  nL  +  L  +  x 


a 


)} 


9.  u( x,  f)  =  (t  —  x)  senh(  i  —  x)  °lt( t  —  x)  + 
xe~x  cosh  t  —  e~xt  senh  i 


1 1.  u(x,  t)  =  u¡  +  ( uQ  —  m¡)  erfe 


2  Vt 


1 3.  u(x,  t)  =  u0 


1  - 


|  erfe  ^ 


x 

2  Vt 


erfcí  Vi  + 


1 5.  u(x,  i)  = 


‘f(t  ~  T) 


2V7 7  JQ  T3/2 
1 7.  u{x,  t)  =  60  +  40  erfe 


2  Vi 


-**dT 


2W2 


°U(t  -  2) 


19.  u( x,  i)  =  100 


-  eI~*+ 'erfcí  Vt  + 


1  —  X 

2  Vt 


erfe 


1  —  x 

2  Vt 


21.  u(x,  t)  =  u0  +  u0e  ^',i-)'sen^— 


23.  u(x,  i)  =  u0  —  u0  ^  (  —  1)" 


erfe 


erfe 


n  =  0 

2n  +  1  +  x 

2  Vkt 


2  n  +  1  —  x 

2  Vkt 


25.  u(x,  i)  =  u0e  G'/Cerf J - 


Ejercicios  13.3,  página  597 

1  f°°  sena  eos  ax  +  3(1  —  eos  a)  senax 

1.  /(x)  =  -  - - - - - 

4V  '  77  a 

Jo 


da 


1  [ 

3.  f(x)  =  —  [A(a)cosax  +  B(a) senax]  da, 
77  ^0 


\_ 

77 

10 


donde  A(a)  = 
B{a)  = 

5.  /(x)  = 

7-  /O)  =  rf 

77 

9-  /W  =  cr 

77 

1 1  ■  /(*)  =  77 

13.  /(x) 


3a sen  3a  +  eos  3a  —  1 


sen  3a  —  3a  eos  3a 


eos  ax  +  asen  ax 
1  +  a2 

( 1  —  eos  a)  sen  ax 


da 


í/a 


(77a sen  77a  +  eos  77a  —  l)cos  ax 


í/a 


77 

2  k 


a  sen  ax 
4  +  a4 


da 


eos  ax 
l¿  +  a1 


da 


/M  =  — 


77 

1 5.  /(x)  =  ^ 

77 


a  sen  ax 


¿/a 


*°°  (4  —  a2)  eos  < 


(4  +  a2)2 


■  da 
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ftx)  = 

17.  f{x)  = 


o  (4  +  a2)2 
2,  x  >  0 


da 


7 7 

2  1 

TT  1  +  X 


Ejercicios  13.5,  página  613 
3.  1 


1 9.  Sea  x  =  2  en  (7).  Utilice  una  identidad  trigonométrica  y 
reemplace  a  por  x.  En  el  inciso  b)  realice  el  cambio  de 
variable  2x  =  kt. 


Ejercicios  13.4,  página  602 


1 .  u(x,  t)  = 


1  f°°  e~ka 2f 
1  +  a2 


e~,ax  da 


77  J 
2  Mn 


eos  ax 


7. 


1  1 


2  2 

1  i  -1  — i 


lili 
-1 


1  1 


&  .  iS  •  di  .  ¡di 
"  -  2  'r  2 


2  2 


_V  +  íV  -i  ¿+¡¿ 


2  2 

1  -1  1 

l  _ ¡di 

A  2  2  1  2  2 

—i  —1  i 


1 

-1 


—i 

i  -1 


di  ¡42 
2  2 


di  id 2 
2  2 


2  2 

-11-11 


—l 

di  id 2 
2  2 


-1 


1  +  a2 

•°°  |  _  e~koc2t 

a 


e~ka' da 


¿_U¡2 
V"  2  2 


di  ¡di 


-1 

1 

-1 


di  |  idi  _¡  di  t  idi 


—i  -1  í 

&  , 

2  ^  2  y 


_ di  i  ¡di  :  di  ■  i  di 

2  -r  2  1  o  -t-  . 


sen  ar  ¿/a 


roo  1 

1  —  eos  a 
a 


o 


3.  u(x,  t)  = 


5.  w(x,  t)  = 


7.  w(x,  í)  =  — 


9.  a)  u{x,  t)  = -  I  F(a)  eos  aat 
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1 .  u(x,  y)  =  — 


e  ka  'sen  ax  da 


senh  ay 


a(  1  +  a1)  cosh  era- 


eos  ax  da 


3.  u(x,  t )  =  w0e  A'erfi 


sen  a 


e  te"'cos  ax  da 


2  Vt 


2tt 


5.  u(x,  t)  = 


erfe 


2Vt 


dr 


,  „  senaeef', 

G(a) - \elax  da 


7.  u(x,  t)  =  — — 
277 


sen  «(77  —  x)  +  sene 


-e-korl  da 


1 1 .  u(x,  y)  =  — 

1 3.  u(x,  y)  = 


77 

100 


senh  <2(77  —  x) 

0  ( 1  +  a2)  senh  era 


eos  ay  da 


,  ,  100  m  -  coser 

9.  u[x ,  y)  = - 


sen  a 


X  [e  “'sen  ay  +  2e  “■''sen  ax\  da 


-  e  “vcos  ax  da 


1 1 .  u(x,  y) 


2  f°°  senha(2  —  y) 

1  5.  u( x,  y)  =  —  F(a) - - —  sen  ax  da 

77  J  senh  2a 


/  x  2  í  a  r  - 

17.  iiíx.y)  =  —  - 7  e  “sen  ay  +  e  “^senar  da 

77  J0  1  +  a2  L  7  J 


77 

1 


B  cosh  ay 


V  ( 1  +  a2)  senh  air 


sen  axda 


1 3.  u(x,  y)  =  — 


eos  ax  +  asen  ax  ,  2, 


1  +  a2 


-e~ka'  da 


1 9.  u(x,  t)  = 


2 1 .  u(x,  y)  = 


1 

Vi  +  4 kt  ‘ 


-jt2/(l  +  Akt) 


1 


2V77  . 


00  -a2/4 


cosh  ay 


cosh  a 


e~,ax  da 


2V77  . 


e  V4  cosh  ay 


cosh  a 


eos  axda 


Ejercicios  14.1,  página  620 

i  ■  M11  =  l5>  M21  =  15 

3.  Wu  =  n2l  =  V3  /16,  «22  =  «12  =  3  V3  /16 

5.  «^i  —  «12  —  12.50,  «31  —  «13  —  18.75,  «3^  —  «23  —  37.50, 
«n  =  6.25,  «22  =  25.00,  «33  =  56.25 

7.  6)  «14  =  «41  =  0.5427,  «24  =  w42  =  0.6707, 

«34  =  «43  =  0.6402,  «33  =  0.4451,  w44  =  0.9451 
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Las  tablas  de  esta  sección  proporcionan  una  selección  de  la 
cantidad  total  de  aproximaciones. 

1. 


Tiempo 

x  =  0.25 

x  =  0.50 

x  =  0.75  x  =  1.00 

x  =  1.25 

x  =  1.50 

x  =  1.75 

0.000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.100 

0.3728 

0.6288 

0.6800 

0.5904 

0.3840 

0.2176 

0.0768 

0.200 

0.2248 

0.3942 

0.4708 

0.4562 

0.3699 

0.2517 

0.1239 

0.300 

0.1530 

0.2752 

0.3448 

0.3545 

0.3101 

0.2262 

0.1183 

0.400 

0.1115 

0.2034 

0.2607 

0.2757 

0.2488 

0.1865 

0.0996 

0.500 

0.0841 

0.1545 

0.2002 

0.2144 

0.1961 

0.1487 

0.0800 

0.600 

0.0645 

0.1189 

0.1548 

0.1668 

0.1534 

0.1169 

0.0631 

0.700 

0.0499 

0.0921 

0.1201 

0.1297 

0.1196 

0.0914 

0.0494 

0.800 

0.0387 

0.0715 

0.0933 

0.1009 

0.0931 

0.0712 

0.0385 

0.900 

0.0301 

0.0555 

0.0725 

0.0785 

0.0725 

0.0554 

0.0300 

1.000 

0.0234 

0.0432 

0.0564 

0.0610 

0.0564 

0.0431 

0.0233 

3. 

Tiempo 

*  =  0.25 

x  =  0.50 

x  =  0.75  x  =  1.00 

x  =  1.25 

x  =  1.50 

x  =  1.75 

0.000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.100 

0.4015 

0.6577 

0.7084 

0.5837 

0.3753 

0.1871 

0.0684 

0.200 

0.2430 

0.4198 

0.4921 

0.4617 

0.3622 

0.2362 

0.1132 

0.300 

0.1643 

0.2924 

0.3604 

0.3626 

0.3097 

0.2208 

0.1136 

0.400 

0.1187 

0.2150 

0.2725 

0.2843 

0.2528 

0.1871 

0.0989 

0.500 

0.0891 

0.1630 

0.2097 

0.2228 

0.2020 

0.1521 

0.0814 

0.600 

0.0683 

0.1256 

0.1628 

0.1746 

0.1598 

0.1214 

0.0653 

0.700 

0.0530 

0.0976 

0.1270 

0.1369 

0.1259 

0.0959 

0.0518 

0.800 

0.0413 

0.0762 

0.0993 

0.1073 

0.0989 

0.0755 

0.0408 

0.900 

0.0323 

0.0596 

0.0778 

0.0841 

0.0776 

0.0593 

0.0321 

1.000 

0.0253 

0.0466 

0.0609 

0.0659 

0.0608 

0.0465 

0.0252 

Los  errores  absolutos  son  aproximadamente  de  2.2  X  10  2,  3.7  X  10  2, 

1.3  X  10~2. 

7.  á) 

Tiempo 

x  =  2.00 

x  =  4.00 

x  =  6.00 

x  =  8.00 

x  = 

=  10.00 

0.00 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

2.00 

27.6450 

29.9037 

29.9970 

29.9999 

30.0000 

4.00 

25.6452 

29.6517 

29.9805 

29.9991 

29.9999 

6.00 

23.9347 

29.2922 

29.9421 

29.9963 

29.9996 

8.00 

22.4612 

28.8606 

29.8782 

29.9898 

29.9986 

10.00 

21.1829 

28.3831 

29.7878 

29.9782 

29.9964 

b) 

Tiempo 

x  =  5.00 

*  =  10.00 

x  =  15.00 

x  =  20.00  x  = 

=  25.00 

0.00 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

2.00 

29.5964 

29.9973 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

4.00 

29.2036 

29.9893 

29.9999 

30.0000 

30.0000 

6.00 

28.8212 

29.9762 

29.9997 

30.0000 

30.0000 

8.00 

28.4490 

29.9585 

29.9992 

30.0000 

30.0000 

10.00 

28.0864 

29.9363 

29.9986 

30.0000 

30.0000 

5. 


Tiempo 

x  =  0.25 

x  =  0.50 

x  =  0.75 

x  =  1.00 

x  =  1.25 

x  =  1.50 

0.00 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.0000 

0.10 

0.3972 

0.6551 

0.7043 

0.5883 

0.3723 

0.1955 

0.20 

0.2409 

0.4171 

0.4901 

0.4620 

0.3636 

0.2385 

0.30 

0.1631 

0.2908 

0.3592 

0.3624 

0.3105 

0.2220 

0.40 

0.1181 

0.2141 

0.2718 

0.2840 

0.2530 

0.1876 

0.50 

0.0888 

0.1625 

0.2092 

0.2226 

0.2020 

0.1523 

0.60 

0.0681 

0.1253 

0.1625 

0.1744 

0.1597 

0.1214 

0.70 

0.0528 

0.0974 

0.1268 

0.1366 

0.1257 

0.0959 

0.80 

0.0412 

0.0760 

0.0991 

0.1071 

0.0987 

0.0754 

0.90 

0.0322 

0.0594 

0.0776 

0.0839 

0.0774 

0.0592 

LOO 

0.0252 

0.0465 

0.0608 

0.0657 

0.0607 

0.0464 

Los  errores  absolutos  son  aproximadamente  de  1.8  X  10  2,  3.7  X  10  2,  1 


x  =  12.00 

x  =  14.00 

x  =  16.00 

x  =  18.00 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9999 

29.9970 

29.9037 

27.6450 

29.9991 

29.9805 

29.6517 

25.6452 

29.9963 

29.9421 

29.2922 

23.9347 

29.9898 

29.8782 

28.8606 

22.4612 

29.9782 

29.7878 

28.3831 

21.1829 

x  =  30.00 

x  =  35.00 

x  =  40.00 

x  =  45.00 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9973 

29.5964 

30.0000 

29.9999 

29.9893 

29.2036 

30.0000 

29.9997 

29.9762 

28.8213 

30.0000 

29.9993 

29.9585 

28.4490 

30.0000 

29.9986 

29.9363 

28.0864 

x  =  1.75 

0.0000 
0.0653 
0.1145 
0.1145 
0.0993 
0.0816 
0.0654 
0.0518 
0.0408 
0.0320 
0.0251 
.3  X  10~2. 
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c) 


Time 

a:  =  2.00 

x  =  4.00 

x  =  6.00 

x  =  8.00 

x  =  10.00 

x  =  12.00 

x  =  14.00 

x  =  16.00 

x  =  18.00 

0.00 

18.0000 

32.0000 

42.0000 

48.0000 

50.0000 

48.0000 

42.0000 

32.0000 

18.0000 

2.00 

15.3312 

28.5348 

38.3465 

44.3067 

46.3001 

44.3067 

38.3465 

28.5348 

15.3312 

4.00 

13.6371 

25.6867 

34.9416 

40.6988 

42.6453 

40.6988 

34.9416 

25.6867 

13.6371 

6.00 

12.3012 

23.2863 

31.8624 

37.2794 

39.1273 

37.2794 

31.8624 

23.2863 

12.3012 

8.00 

11.1659 

21.1877 

29.0757 

34.0984 

35.8202 

34.0984 

29.0757 

21.1877 

11.1659 

10.00 

10.1665 

19.3143 

26.5439 

31.1662 

32.7549 

31.1662 

26.5439 

19.3143 

10.1665 

d) 

Tiempo 

x  =  10.00 

x  =  20.00 

x  =  30.00 

x  =  40.00 

x  =  50.00 

x  =  60.00 

x  =  70.00 

x  =  80.00 

x  =  90.00 

0.00 

8.0000 

16.0000 

24.0000 

32.0000 

40.0000 

32.0000 

24.0000 

16.0000 

8.0000 

2.00 

8.0000 

16.0000 

23.9999 

31.9918 

39.4932 

31.9918 

23.9999 

16.0000 

8.0000 

4.00 

8.0000 

16.0000 

23.9993 

31.9686 

39.0175 

31.9686 

23.9993 

16.0000 

8.0000 

6.00 

8.0000 

15.9999 

23.9978 

31.9323 

38.5701 

31.9323 

23.9978 

15.9999 

8.0000 

8.00 

8.0000 

15.9998 

23.9950 

31.8844 

38.1483 

31.8844 

23.9950 

15.9998 

8.0000 

10.00 

8.0000 

15.9996 

23.9908 

31.8265 

37.7498 

31.8265 

23.9908 

15.9996 

8.0000 

9.  a) 

Tiempo 

x  =  2.00 

x  =  4.00 

x  =  6.00 

x  =  8.00 

x  =  10.00 

x  =  12.00 

x  =  14.00 

x  =  16.00 

x  =  18.00 

0.00 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

2.00 

27.6450 

29.9037 

29.9970 

29.9999 

30.0000 

30.0000 

29.9990 

29.9679 

29.2150 

4.00 

25.6452 

29.6517 

29.9805 

29.9991 

30.0000 

29.9997 

29.9935 

29.8839 

28.5484 

6.00 

23.9347 

29.2922 

29.9421 

29.9963 

29.9997 

29.9988 

29.9807 

29.7641 

27.9782 

8.00 

22.4612 

28.8606 

29.8782 

29.9899 

29.9991 

29.9966 

29.9594 

29.6202 

27.4870 

10.00 

21.1829 

28.3831 

29.7878 

29.9783 

29.9976 

29.9927 

29.9293 

29.4610 

27.0610 

b) 

Tiempo 

x  =  5.00 

x  =  10.00 

x  =  15.00 

X  =  20.00 

x  =  25.00 

x  =  30.00 

X  =  35.00 

x  =  40.00 

x  =  45.00 

0.00 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

2.00 

29.5964 

29.9973 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9991 

29.8655 

4.00 

29.2036 

29.9893 

29.9999 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9964 

29.7345 

6.00 

28.8212 

29.9762 

29.9997 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9999 

29.9921 

29.6071 

8.00 

28.4490 

29.9585 

29.9992 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9997 

29.9862 

29.4830 

10.00 

28.0864 

29.9363 

29.9986 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9995 

29.9788 

29.3621 

c) 

Tiempo 

x  =  2.00 

x  =  4.00 

x  =  6.00 

x  =  8.00 

x  =  10.00 

x  =  12.00 

x  =  14.00 

x  =  16.00 

x  =  18.00 

0.00 

18.0000 

32.0000 

42.0000 

48.0000 

50.0000 

48.0000 

42.0000 

32.0000 

18.0000 

2.00 

15.3312 

28.5350 

38.3477 

44.3130 

46.3327 

44.4671 

39.0872 

31.5755 

24.6930 

4.00 

13.6381 

25.6913 

34.9606 

40.7728 

42.9127 

41.5716 

37.4340 

31.7086 

25.6986 

6.00 

12.3088 

23.3146 

31.9546 

37.5566 

39.8880 

39.1565 

36.9745 

31.2134 

25.7128 

8.00 

11.1946 

21.2785 

29.3217 

34.7092 

37.2109 

36.9834 

34.5032 

30.4279 

25.4167 

10.00 

10.2377 

19.5150 

27.0178 

32.1929 

34.8117 

34.9710 

33.0338 

29.5224 

25.0019 
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d) 


Tiempo 

X  =  10.00 

x  =  20.00 

X  =  30.00 

x  =  40.00 

x  =  50.00 

x  =  60.00 

x  =  70.00 

x  =  80.00 

x  =  90.00 

0.00 

8.0000 

16.0000 

24.0000 

32.0000 

40.0000 

32.0000 

24.0000 

16.0000 

8.0000 

2.00 

8.0000 

16.0000 

23.9999 

31.9918 

39.4932 

31.9918 

24.0000 

16.0102 

8.6333 

4.00 

8.0000 

16.0000 

23.9993 

31.9686 

39.0175 

31.9687 

24.0002 

16.0391 

9.2272 

6.00 

8.0000 

15.9999 

23.9978 

31.9323 

38.5701 

31.9324 

24.0005 

16.0845 

9.7846 

8.00 

8.0000 

15.9998 

23.9950 

31.8844 

38.1483 

31.8846 

24.0012 

16.1441 

10.3084 

10.00 

8.0000 

15.9996 

23.9908 

31.8265 

37.7499 

31.8269 

24.0023 

16.2160 

10.8012 

11.  a)  i¡j(x)  =  kx  +  20 
b) 


Ejercicios  14.3,  página  630 

La)  b) 


Tiempo 

x  =  4.00 

x  =  8.00 

x  =  12.00 

x  =  16.00 

Tiempo 

x  =  0.25 

x  =  0.50 

x  =  0.75 

0.00 

50.0000 

50.0000 

50.0000 

50.0000 

0.00 

0.1875 

0.2500 

0.1875 

10.00 

32.7433 

44.2679 

45.4228 

38.2971 

0.20 

0.1491 

0.2100 

0.1491 

20.00 

29.9946 

36.2354 

38.3148 

35.8160 

0.40 

0.0556 

0.0938 

0.0556 

30.00 

26.9487 

32.1409 

34.0874 

32.9644 

0.60  - 

-0.0501 

-0.0682 

-0.0501 

50.00 

24.1178 

27.4348 

29.4296 

30.1207 

0.80  - 

-0.1361 

-0.2072 

-0.1361 

70.00 

22.8995 

25.4560 

27.4554 

28.8998 

1.00  - 

-0.1802 

-0.2591 

-0.1802 

90.00 

22.3817 

24.6176 

26.6175 

28.3817 

110.00 

22.1619 

24.2620 

26.2620 

28.1619 

130.00 

22.0687 

24.1112 

26.1112 

28.0687 

150.00 

22.0291 

24.0472 

26.0472 

28.0291 

170.00 

22.0124 

24.0200 

26.0200 

28.0124 

190.00 

22.0052 

24.0085 

26.0085 

28.0052 

210.00 

22.0022 

24.0036 

26.0036 

28.0022 

230.00 

22.0009 

24.0015 

26.0015 

28.0009 

250.00 

22.0004 

24.0007 

26.0007 

28.0004 

270.00 

22.0002 

24.0003 

26.0003 

28.0002 

290.00 

22.0001 

24.0001 

26.0001 

28.0001 

310.00 

22.0000 

24.0001 

26.0001 

28.0000 

330.00 

22.0000 

24.0000 

26.0000 

28.0000 

350.00 

22.0000 

24.0000 

26.0000 

28.0000 

Tiempo 

x  =  0.1 

x  =  0.2 

x  =  0.3 

c) 

x  =  0.4 

X 

ii 

o 

ín 

x  =  0.6 

X 

ii 

o 

X 

ii 

© 

bo 

X 

ii 

© 

0.00 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.5000 

0.5000 

0.5000 

0.5000 

0.12 

0.0000 

0.0000 

0.0082 

0.1126 

0.3411 

0.1589 

0.3792 

0.3710 

0.0462 

0.24 

0.0071 

0.0657 

0.2447 

0.3159 

0.1735 

0.2463 

-0.1266 

-0.3056 

-0.0625 

0.36 

0.1623 

0.3197 

0.2458 

0.1657 

0.0877 

-0.2853 

-0.2843 

-0.2104 

-0.2887 

0.48 

0.1965 

0.1410 

0.1149 

-0.1216 

-0.3593 

-0.2381 

-0.1977 

-0.1715 

0.0800 

0.60 

-0.2194 

-0.2069 

-0.3875 

-0.3411 

-0.1901 

-0.1662 

-0.0666 

0.1140 

-0.0446 

0.72 

-0.3003 

-0.6865 

-0.5097 

-0.3230 

-0.1585 

0.0156 

0.0893 

-0.0874 

0.0384 

0.84 

-0.2647 

-0.1633 

-0.3546 

-0.3214 

-0.1763 

-0.0954 

-0.1249 

0.0665 

-0.0386 

0.96 

0.3012 

0.1081 

0.1380 

-0.0487 

-0.2974 

-0.3407 

-0.1250 

-0.1548 

0.0092 

Tiempo 

X 

ii 

© 

'-u 

x  =  0.8 

x  =  1.2 

x  =  1.6 

0.00 

0.0032 

0.5273 

0.5273 

0.0032 

0.20 

0.0652 

0.4638 

0.4638 

0.0652 

0.40 

0.2065 

0.3035 

0.3035 

0.2065 

0.60 

0.3208 

0.1190 

0.1190 

0.3208 

0.80 

0.3094 

-0.0180 

-0.0180 

0.3094 

1.00 

0.1450 

-0.0768 

-0.0768 

0.1450 
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3.  a)  Ejercicios  de  repaso  del  capítulo  14,  página  630 


1 .  Un 

=  0.8929,  Mi, 

=  3.5714,  m„  = 

13.3929 

Tiempo 

x  =  0.2 

X 

ii 

o 

i* 

x  =  0.6 

x  =  0.8 

3.  a) 

i  =  0.2(1 

x  =  0.40 

*  =  0.80 

0.00 

0.5878 

0.9511 

0.9511 

0.5878 

— 

— 

0.10 

0.5599 

0.9059 

0.9059 

0.5599 

0.2000 

0.4000 

0.6000 

0.8000 

0.20 

0.4788 

0.7748 

0.7748 

0.4788 

0.2000 

0.4000 

0.6000 

0.5500 

o 

0.30 

0.3524 

0.5701 

0.5701 

0.3524 

0.2000 

0.4000 

0.5375 

0.4250 

0.40 

0.1924 

0.3113 

0.3113 

0.1924 

■ — 

0.2000 

0.3844 

0.4750 

0.3469 

0.50 

0.0142 

0.0230 

0.0230 

0.0142 

Q. 

0.1961 

0.3609 

0.4203 

0.2922 

< 

U 

0.1883 

0.3346 

0.3734 

0.2512 

b ) 

EE 

b) 

x  =  0.20 

i  -  0.40 

*  -  0.80 

Tiempo 

C4 

© 

II 

X 

-r 

© 

II 

* 

x  =  0.6 

¡"! 

II 

© 

be 

— 

— 

g 

0.00 

0.5878 

0.9511 

0.9511 

0.5878 

0.2000 

0.4000 

0.6000 

0.8000 

0.05 

0.5808 

0.9397 

0.9397 

0.5808 

0.2000 

0.4000 

0.6000 

0.8000 

O 

0.10 

0.5599 

0.9060 

0.9060 

0.5599 

fie 

0.2000 

0.4000 

0.6000 

0.5500 

Ul 

0.15 

0.5257 

0.8507 

0.8507 

0.5257 

0.2000 

0.4000 

0.5375 

0.4250 

¡£ 

0.20 

0.4790 

0.7750 

0.7750 

0.4790 

3 

0.2000 

0.3844 

0.4750 

0.3469 

z 

0.25 

0.4209 

0.6810 

0.6810 

0.4209 

Ul 

0.30 

0.3527 

0.5706 

0.5706 

0.3527 

0.1961 

0.3609 

0.4203 

0.2922 

Q 

0.35 

0.2761 

0.4467 

0.4467 

0.2761 

c ) 

Sí;  la  tabla  del  inciso  b )  es 

la  tabla  del  inciso  a) 

O 

0.40 

0.1929 

0.3122 

0.3122 

0.1929 

desplazada  hacia  abajo. 

Q 

0.45 

0.1052 

0.1701 

0.1701 

0.1052 

< 

0.50 

0.0149 

0.0241 

0.0241 

0.0149 

Z 

o 

Ejercicios  para  el  apéndice  II,  página  AP-5 

u 

o 

5. 

1.  24; 

720;  4\V  13 

;  -8Vtt  /15 

3. 

0.297 

Ul 

r  i 

f  1 

■J 

Ul 

Tiempo 

x  =  10 

* 

ii 

© 

x  =  30 

X 

ii 

© 

X 

ii 

en 

© 

5.  r(x)  > 

i 

i 

1 

A 

ja 

-'dt=  1 

para  x  >  0. 

(S) 

0.00000 

0.1000 

0.2000 

0.3000 

0.2000 

0.1000 

J 

0 

J 

0 

(/I 

0.60134 

0.0984 

0.1688 

0.1406 

0.1688 

0.0984 

A  medida  que  x  — »  0+,  1/jc  — » 

+  00. 

< 

1.20268 

0.0226 

-0.0121 

0.0085 

-0.0121 

0.0226 

Ul 

1.80401 

-0.1271 

-0.1347 

-0.1566 

-0.1347 

-0.1271 

DB 

2.40535 

-0.0920 

-0.2292 

-0.2571 

-0.2292 

-0.0920 

O 

3.00669 

-0.0932 

-0.1445 

-0.2018 

-0.1445 

-0.0932 

se 

Q. 

3.60803 

-0.0284 

-0.0205 

0.0336 

-0.0205 

-0.0284 

(/) 

4.20936 

0.1064 

0.1555 

0.1265 

0.1555 

0.1064 

O 

4.81070 

0.1273 

0.2060 

0.2612 

0.2060 

0.1273 

< 

5.41204 

0.0625 

0.1689 

0.2038 

0.1689 

0.0625 

(/) 

6.01338 

0.0436 

0.0086 

-0.0080 

0.0086 

0.0436 

s 

6.61472 

-0.0931 

-0.1364 

-0.1578 

-0.1364 

-0.0931 

Ul 

7.21605 

-0.1436 

-0.2173 

-0.2240 

-0.2173 

-0.1436 

3 

7.81739 

-0.0625 

-0.1644 

-0.2247 

-0.1644 

-0.0625 

Q. 

(A 

8.41873 

-0.0287 

-0.0192 

-0.0085 

-0.0192 

-0.0287 

Ul 

9.02007 

0.0654 

0.1332 

0.1755 

0.1332 

0.0654 

B 

9.62140 

0.1540 

0.2189 

0.2089 

0.2189 

0.1540 

Nota:  El  tiempo  está  expresado  en  milisegundos. 
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índice 


A 

aceleración 

debido  a  la  gravedad,  26 
Adams-B  ashforth-Moulton 
corrector  de,  287 
método  de,  286-287 
predictor  de,  286 
Agnew,  Ralph  Palmer,  32,  124 
Aliasing,  608-609 
amortiguamiento  crítico 
de  un  circuito  eléctrico,  160 
de  un  sistema  resorte/masa,  154,  155 
amortiguamiento  viscoso,  26 
amperios  (A),  25 
amplitud  amortiguada,  156 
amplitud,  152 
amortiguada,  156 

de  vibraciones  libres,  160 
análisis  compartimental,  396 
análisis  cualitativo 

de  ecuaciones  diferenciales  de  primer  orden,  36-45 
de  ecuaciones  diferenciales  de  segundo  orden,  148-149 
de  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales,  452-467 
ángulo  de  fase,  152 

aplicaciones  de  las  ecuaciones  diferenciales 
barril  en  flotación,  30 
biología,  75 
cable  suspendido,  27 
cadena  deslizante,  126 
circuitos  eléctricos,  159 
colector  solar,  92 

columna  flexionándose  bajo  su  propio  peso,  271 
cosechas,  88 

crecimiento  poblacional  logístico,  87-88 
cuerda  rotatoria,  170-171 


cuerda  vibrante,  545 
cuerpos  en  caída  libre,  27-28,  30,  32 
curvas  de  búsqueda,  181-182 
deflexión  de  una  viga,  166-168,  171-172 
degradación  de  rigidez,  153 

aproximación  de  cinco  puntos  para  la  ecuación  de  Laplace,  616 
aproximación  lineal  local,  459 
aproximaciones  con  diferencia  finita,  293-294 
arco,  447 

aritmética  de  las  series  de  potencias,  241 
atrayente,  41,417 

B 

balanceo  de  ecuaciones  químicas,  318 
balanceo,  308 
barra  torcida,  559 

C 

cabeceo,  308 
cable  colgante,  27 

cable  suspendido  bajo  su  propio  peso,  27 
cables  suspendidos,  modelos  matemáticos,  27 
cables  telefónicos,  forma,  176-177 
cadena  de  longitud  n,  387 

cadena  elevada  por  medio  de  una  fuerza  constante,  178-179 

cadena  en  caída  libre,  66,  71 

cadena  resbaladiza,  modelo,  26-27,  126 

cadenas  binarias,  387 

caídas  de  voltaje,  25,  79,  97,  159,  222 

caja  deslizante  sobre  un  plano  inclinado,  84-85 

calculo  de  orden  h",  277 

campo  de  direcciones,  36-38,  42 

campo  de  pendientes,  36 

campos  vectoriales 

sistema  plano  autónomo,  446-447 
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capacidad  de  carga,  86 
capacitancia,  25 
carga  de  Euler,  169-170 
cargas  críticas,  1 70 
catenaria,  177 
centro,  456 
ceros 

de  funciones  de  Bessel,  265 
ciclo  límite,  482 
ciclo,  477 
cicloide,  102 

circuito  de  serie  RC,  ecuación  diferencial,  29,  79,  237 
circuito  LR  en  serie,  ecuación  diferencial  de,  79,  224 
circuito  LRC  en  serie,  159-161,  222-223 
ecuación  diferencial,  25 
ecuación  integrodiferencial,  223 
circuitos  en  serie,  25,  29,  77,  79-80,  83 
análogos,  159-161,  165-166 
circuitos,  ecuaciones  diferenciales,  25,  29 
clasificación  de  las  ecuaciones  diferenciales  ordinarias 
clepsidra,  102-103 
cociente  de  Raleigh,  370 
cocientes  de  diferencias,  294 
diferencias  finitas,  295-296 
codificar  un  mensaje,  384-386,  388 
en  el  código  Hamming  (7,4),  389 
código,  384,  388 

código  corrector  de  errores,  387-392 

código  Hamming  (7,4),  389 

código  Hamming  (8,4),  392 

coeficientes  de  Fourier,  497 

coeficientes  de  las  incógnitas  en  un  sistema  lineal, 

310 

coeficientes  de  transferencia,  397 
coeficientes  discontinuos,  56-57 
coeficientes  indeterminados 

para  ecuaciones  diferenciales  lineales,  126-135 
para  sistemas  lineales,  430-432 
coeficientes  no  polinómicos,  248 
coeficientes  polinómicos,  243-248,  251-252 
cofactor,  327,  337 
colector  solar,  92 
coleo,  308 

columna,  flexión  bajo  su  propio  peso,  27 1 
comando  FindRoot,  123-124 
comando  MatrixPower,  375 
comando  Nsolve,  123-124 
condición  de  compatibilidad,  550 
condición  de  Dirichlet,  535 
condición  de  Neumann,  535 
condición  de  Robin,  535 
condiciones  de  extremo  libre,  167,  543,  559 
condiciones  de  frontera  homogéneas,  535 
condiciones  de  frontera,  106,  535 
dependientes  del  tiempo,  552-555 
homogéneas,  535 

independientes  del  tiempo,  550-552 


no  homogéneas,  535 
periódicas,  173 
condiciones  iniciales,  15,  534 
condiciones  periódicas  de  frontera,  173 
conjunto  completo  de  funciones,  494 
conjunto  fundamental  de  soluciones 

de  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  lineales,  110, 
411 

de  una  ecuación  diferencial  lineal,  110 
existencia,  110,  411 

conjunto  normalizado  de  funciones,  493 
conjunto  ortogonal 

con  respecto  a  una  función  de  peso,  494 
de  funciones,  492-493 
de  vectores,  493 

conjunto  ortonormal  de  funciones,  482,  492-493,  519 

conmutador  de  dos  matrices,  401 

constante  de  amortiguamiento,  154,  163,  471 

constante  de  crecimiento,  76 

constante  de  Euler,  265 

constante  de  integración,  54 

constante  del  resorte,  150 
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interés  continuo  compuesto,  8 1 
interés,  continuamente  compuesto,  8 1 
intervalo 

de  convergencia,  240 
de  existencia,  7 


de  existencia  y  unicidad,  17-18 
de  validez  de  la  solución,  7 
de  definición  de  una  solución,  7,  15-16 
inversa  de  una  matriz 
definición,  338 
encontrar 

con  operaciones  elementales  entre  renglones,  342-344 
por  el  método  adjunto,  339-342 
propiedades,  339 

uso  para  resolver  un  sistema,  344-345 
inversa  multiplicativa,  338,  433 
isoclina,  38,  43 

iteración  de  Gauss-Siedel,  318,  619-620 

L 

laplaciano  bidimensional,  532 
laplaciano 

en  coordenadas  cilindricas,  575-576 
en  coordenadas  esféricas,  578-579 
en  coordenadas  polares,  567-569 
ley  de  Fick,  102 
ley  de  Flooke,  30,  150 

ley  de  Newton  de  la  gravitación  universal,  3 1 
ley  de  Newton  para  el  enfriamiento/calentamiento,  23,  77-79, 
82 

ley  de  radiación  de  Stefan,  102 
ley  de  Torricelli,  24-25 
leyes  del  movimiento  de  Newton,  150 
primera,  25 
segunda,  25-26,  30-31 
Libby,  Willard,  77 

límite  inferior  para  el  radio  de  convergencia,  243 

línea  de  fase,  39 

línea  de  mejor  ajuste,  394 

línea  de  regresión,  92-93 

línea  nodal,  574 

línea  tangente,  71-72 

línea 

mínimos  cuadrados,  92-93,  393-395 
linealización 

de  un  sistema  no  lineal  de  ecuaciones  diferenciales, 
460-469 

de  una  ecuación  diferencial  no  lineal,  176 
de  una  función,  72 
líneas  de  corriente,  66 

M 

malla 

puntos,  294,  617 
tamaño,  617 
Malthus,  Thomas,  22 
marcapasos,  modelo  para,  59,  84 
masa  variable,  30-31,  178,  181 
acción,  ley  de  la,  88 

matrices  equivalentes  por  renglones,  313 
matriz  (matrices),  300-403 
actualización  LU,  309 
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adjunta,  339 
aumentada,  312-315 
bandeada,  618 
cero,  305 

comprobación  de  la  paridad,  390 
cuadrada,  301 
de  transporte,  397-398 
de  Wronski,  433 
definición,  301-305 
derivada,  438 
determinante,  326-338 
diagonal,  306 

diagonalizable  ortogonalmente,  379 
diagonalizable,  375-383,  427,  435-436 
ecuación  característica,  352,  415 
elemental,  320 

elementos  de  la  diagonal  principal,  301 

entradas  o  elementos,  301 

equivalente  a  renglón,  313 

escalar,  306 

esparcida,  618 

espín  de  Pauli,  40 1 

estocástica,  357 

exponencial,  438-441 

fundamental,  433 

identidad  multiplicativa,  352 

igualdad,  302 

integral,  434 

inversa,  338-348 

inversa  multiplicativa,  338,  433 

jacobiano,  463 

ley  asociativa,  304 

ley  distributiva,  304-305 

multiplicación,  303-304 

múltiplo  escalar  de,  303 

múltiplos,  302-304 

nilpotente,  361,  401,  442 

no  singular,  375-377,  384,  394 

operaciones  elementales,  3 1 1 

orden  2,  358 

orden  n,  301,  358-359 

ortogonal,  347,  361-368 

particionada,  309 

potencias,  357-361 

producto,  303 

rango,  321-326 

resta,  303 

simétrica,  306,  361,  379-381 
singular,  339 
skew-simétrica,  338 
suma,  302-303,  401 
tamaño,  301 
transpuesta,  305,  332 
triangular,  305 
triangular  inferior,  306 
triangular  superior,  306 
tridiagonal,  624 

valor  característico  dominante,  368-37 1 


valores  característicos,  351-357,  368-375 
vector  columna,  301-302 
vector  renglón,  301-302 
vectores  característicos,  351-357 
matriz  adjunta 
definición  de,  339 

uso  para  encontrar  una  inversa,  339-342 
matriz  aumentada 

definición  de,  312-313 

en  su  forma  de  renglones  escalonados  reducidos,  314 
en  su  forma  de  renglones  escalonados,  313-314 
operaciones  básicas  en  renglones,  313 
matriz  bandeada,  618 
matriz  cero,  305 

matriz  comprobadora  de  la  paridad,  390 

matriz  cuadrada,  301 

matriz  de  transferencia,  397 

matriz  diagonalizable  ortogonalmente,  379 

matriz  elemental,  320 

matriz  escalar,  306 

matriz  esparcida,  618 

matriz  estocástica,  357 

matriz  fundamental,  433,  439 

matriz  identidad,  306 

matriz  invertible,  338 

matriz  jacobiana,  463 

matriz  nilpotente,  361,  401,  442 

matriz  no  singular,  339-340,  359,  384 

matriz  ortogonal,  361-368 

matriz  particionada,  309 

matriz  simétrica,  306,  361,  379-381 

ortogonalidad  de  los  vectores  característicos,  362-363 
valores  característicos,  420 
matriz  singular,  339 
matriz  skew-simétrica,  338 
matriz  tridiagonal,  624 
media  vida,  76-77 
de  las  drogas,  22 
del  carbono- 14,  77 
del  radio-226,  76 

memorización,  modelo  matemático,  31,  82,  84 

menor,  339 

mensaje,  387 

método  continuador,  286 

método  de  coeficientes  indeterminados,  126-135,  430-432 
método  de  Crank-Nicholson,  624-625 
método  de  deflación,  372-374 
método  de  diferencias  finitas,  294-296,  628-629 
explícito,  295 
implícito,  624 
método  de  Euler,  72-73 

para  sistemas,  289-290,  292-293 
y  análisis  de  errores,  276-280 
método  de  Frobenius,  252-254 
método  de  isoclinas,  37-38 
método  de  Liebman,  620 
método  de  mínimos  cuadrados,  393-395 
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método  de  Runge-Kutta  de  primer  orden,  281 

método  de  Runge-Kutta  de  segundo  orden,  281-282 

método  de  tanteos,  296 

método  de  variación  de  parámetros,  135-140,  433-435 
método  explícito  de  diferencia  finita,  622-623 
método  implícito  de  diferencias  finitas,  624 
método  mejorado  de  Euler,  278-279 
método  numérico  adaptativo,  284 
método  numérico  de  un  paso,  286 
método  numérico  de  varios  pasos,  286-288 
método  numérico  estable,  287-288 
método  numérico  inestable,  287,  624 
método  plano  de  fase,  466-467 
método  RK4,  282-284,  289 
para  sistemas,  291-292 
método  RKF45,  284 
método(s)  de  eliminación 

para  sistemas  de  ecuaciones  algebraicas,  313-317 
para  un  sistema  de  ecuaciones  diferenciales  ordinarias, 
185-187 

métodos  de  Runge-Kutta  de  cuarto  orden,  74,  280,  282-283, 
289,  290 

métodos  de  Runge-Kutta,  276-280 

cuarto  orden,  74,  280,  282-283,  289,  290 
para  sistemas,  289 
primer  orden,  281 
segundo  orden,  281-282 
métodos  de  Runge-Kutta-Fehlberg,  284 
métodos  iniciales,  286 
métodos  numéricos,  71-75 

Adams-Bashforth-Moulton,  286-287 
adaptativa,  284 
errores,  276-280 
estabilidad,  287-288,  624 
Euler,  72-73,  276-280 
línea  tangente,  71-72 
método  de  Crank-Nicholson,  624-625 
método  de  Gauss-Seidel,  318 
método  de  la  deflación,  372-374 
método  de  las  potencias,  369-37 1 
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método  de  tanteos,  296 
método  mejorado  de  Euler,  278-279 
métodos  de  diferencias  finitas,  294-296,  628-629 
métodos  de  Runge-Kutta,  74,  276-280 
métodos  predictor-corrector,  279 
pasos  múltiples,  286-288 
métodos  predictor-corrector,  279 
mezclas,  24,  29,  78-79,  82,  95,  98-99,  187-188,  396 
mínimos  cuadrados 
línea,  92-93,  393-395 
método,  393-395 
Mises,  Richard  von,  369 
modelo  de  inmigración,  93 


modelo  de  maremoto,  92 

modelo  depredador-presa  de  Lotka-Volterra,  96,  472-475 
modelo  de  competición,  473-475,  478 
modelo  maltusiano,  22 
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modelos  de  competencia,  96-97,  99,  473-475 
modelos  matemáticos,  21-33,  45 
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modo  fundamental  de  vibración,  543 
modos  de  pandeo,  170 
modos  normales,  542-543 
módulo  aritmético  dos,  387 
módulo  de  Young,  167,  169,  214,  271 
movimiento  amortiguado,  173 
movimiento  armónico  simple,  151,  153,  173 
movimiento  cinético,  1 92 
movimiento  de  un  cohete,  178,  180-181 
movimiento  de  un  proyectil,  1 89 
movimiento  en  un  campo  de  fuerzas,  149-150 
movimiento  forzado  no  amortiguado,  158-159 
movimiento  forzado,  156-159,  164-165 
movimiento  libre  de  un  sistema  resorte/masa 
amortiguado,  153-156,  162-164 
no  amortiguado,  150-153,  161-162 
movimiento  libre  no  amortiguado,  150-153,  161-162 
muestreo  de  una  función,  614 
multiplicación 

de  matrices,  303-304 
de  series  de  potencia,  241,  248 
multiplicidad  de  valores  característicos,  418-422 
múltiplo  escalar 
matrices,  303 

N 

nivel  de  resolución  de  un  modelo  matemático,  21 
nodos  degenerados,  455 
norma  al  cuadrado,  492 
norma 

cuadrática,  520-522 
de  un  vector  (matriz)  columna,  312 
de  una  función,  492,  493 
notación  para  las  derivadas,  5-6 
notación  prima,  5 
notación  punto,  6 
notación  subíndice,  6 
núcleo  de  una  transformada  integral,  699 
nudos 

de  un  sistema  autónomo  plano,  454,  455 
de  una  onda  permanente,  543 
nulclina,  43-44 

0 

ohmios,  25 

onda  cuadrada,  224,  227 
onda  seno  rectificada,  47 1 
onda  triangular,  227 
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ondas  permanentes,  542-543,  574 
ondas  viajeras,  544 

operaciones  elementales  de  renglones,  313 
notación,  314 

operaciones  elementales  para  la  resolución  de  sistemas,  311 
operaciones  entre  renglones,  utilización  para  obtener  una 
inversa,  342-344 

operador  diferencial  de  n-ésimo  orden,  107-108 
operador  diferencial,  107-108 
operador  lineal,  107-108 

orden  de  un  método  de  Runge-Kutta,  74,  280-283,  289 
orden  de  una  ecuación  diferencial,  6 
orden  exponencial,  197 
oscilaciones  no  lineales,  470-47 1 

P 

palabra,  387 

codificación,  389-390 
palabra  de  código,  388 

pandeo  de  una  columna  de  sección  variable,  259 
pandeo  de  una  columna  esbelta  vertical,  172,  272 
par  de  transformación,  599,  606 
par  de  transformadas  discretas  de  Fourier,  606 
paracaidismo,  83,  93 
parcial 

clasificación  de  ecuaciones  diferenciales  parciales 
lineales  de  segundo  orden,  530-531 
definición,  5 

lineal  de  segundo  orden,  445 
lineal  homogénea  de  segundo  orden,  528 
lineal  no  homogénea  de  segundo  orden,  528 
lineales  homogéneas,  530 

dependiente  del  tiempo,  552-555 
independiente  del  tiempo,  550-552 
separable,  528-532 
solución,  528 

película,  235,  541-542,  574 
péndulo 

acoplado,  237-238 

de  longitud  variable,  272 

de  resortes  acoplados,  237-238 

doble,  233-234 

físico,  175 

lineal,  176 

no  lineal,  175-176,  469-470 
oscilatorio,  176 
rotativo,  176 
simple,  175,  176 
sin  amortiguamiento,  1 80 
péndulo  acoplado,  237-238 
péndulo  doble,  233-234 
péndulo  físico,  175 

péndulo  no  lineal,  175-176,  180,469-470 
péndulo  simple,  175 
perder  una  solución,  47 
perforación  a  través  de  la  tierra,  3 1 
periodo  fundamental,  495,  510 
periodo  permanente,  157 


periodo,  151 
peso,  230 

pinturas  rupestres  de  Lascaux,  edad  de,  81 

plano  de  fase,  408,  416,  453 

plano(s) 

fase,  103,  466-467 
plutonio,  media  vida  del,  76-77 
población  fluctuante,  84 

población,  modelos  matemáticos,  20,  22,  28-29,  32,  33,  45, 
71,  84,  85-86,  473 
polinomios  de  Laguerre,  227 
polinomios  de  Legendre,  578 
fórmula  de  Rodríguez,  269 
gráficas,  269 
propiedades,  269 
relación  de  recurrencia,  269 
polinomios  hermitianos,  519 
polo 

por  linealidad,  6 
por  orden,  6 
por  tipo,  5 

posición  de  equilibrio,  150-164,  173-174 
poste  a  través  de  la  tierra,  3 1 
potencia  de  una  matriz,  357-361,  440 
primer  armónico,  510,  543 
primer  modo  de  pandeo,  170 
primer  modo  normal,  543 
primer  teorema  de  traslación,  207-210 
formulación  inversa,  208 
primera  ley  de  Kirchhoff,  97 
primera  onda  estacionaria,  543 
principio  de  Arquímedes,  30 
principio  de  superposición,  108,  409-410 

para  ecuaciones  diferenciales  lineales  ordinarias,  108 
para  ecuaciones  no  homogéneas,  113-114,  128-129 
para  el  problema  de  Dirichlet  en  una  placa  rectangular, 
547-548 

para  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  lineales,  530 
principio  de  Volterra,  475 
principio  del  máximo,  547 
problema  de  Dirichlet,  547,  617-619 
para  un  disco  circular,  567-569 
principio  de  superposición,  547,  548 
problema  de  Neumann 
para  un  disco  circular,  570 
para  un  rectángulo,  550 
problema  de  Sturm-Liouville,  512-519 
angular,  516,  518 
normal,  513-515 

ortogonalidad  de  las  soluciones,  513-515 
propiedades,  513-515 

problema  de  valor  de  frontera  en  dos  puntos,  168,  512,  513 
problema  de  valor  de  frontera  singular,  516 
problema  de  valor  en  la  frontera  (PVF),  166-174 
cuerda  rotatoria,  170-171 
de  segundo  orden,  293-296 
homogéneo,  552 
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no  homogéneo,  550-557 

para  una  ecuación  diferencial  ordinaria,  106-107,  108 
para  una  ecuación  diferencial  parcial,  527-557 
soluciones  no  triviales,  168-169 
problema  de  valor  inicial  de  segundo  orden,  16,  289-290 
problema  de  valores  de  frontera  de  segundo  orden, 

293-296 

problema  de  valores  iniciales  (PVI),  14-17 

para  sistemas  de  ecuaciones  diferenciales  lineales,  150-166, 
409,  435 

problema  de  valores  iniciales  de  primer  orden,  15 
problema  del  quitanieve,  32-33 
problema  del  valor  inicial  de  n-ésimo  orden,  15,  105 
problema  normal  de  Sturm-Liouville,  513-515 
propiedades,  514 

problema  periódico  de  valor  de  frontera,  516 
problema  singular  de  Sturm-Liouville,  516,  518 
procesamiento  de  señal,  609-611 

proceso  de  ortogonalización  de  Gram-Schmidt,  366-368,  382, 
495-496 
producto  interior 

de  dos  funciones,  491 
de  dos  vectores  en  el  espacio-/;,  362 
de  dos  vectores,  362 
en  términos  de  matrices,  362 
promedio  pesado,  28 1 
propagación  de  una  enfermedad,  23,  29 
propiedad  de  linealidad,  194 

de  la  transformada  de  Laplace,  196 
de  la  transformada  inversa  de  Laplace,  200 
propiedad  de  tamizado,  230 

propiedades  operacionales  de  la  transformada  de  Laplace, 
218-220 
prueba,  61 
solución,  61-64 
puente  colgante,  27,  5 1 
pulsaciones,  165 
pulso  rectangular,  770 
punto  crítico  aislado,  44 
punto  crítico  asintóticamente  estable,  41 
punto  crítico  estable  localmente,  452 
punto  crítico  globalmente  estable,  477,  483-484 
punto  crítico  inestable,  41,  452 
punto  crítico  semiestable,  41-42 
punto  de  descanso,  458 
punto  de  equilibrio,  38,  454 
punto  de  ramificación,  97,  316 
punto  del  vórtice,  458 
punto  espiral  estable,  456 
punto  espiral  inestable,  456 
punto  estacionario,  38,  447 
punto  de  frontera,  617 

punto  ordinario  de  una  ecuación  diferencial  ordinaria, 
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definición,  242 
solución,  243 

punto  singular  de  una  ecuación  diferencial  lineal  ordinaria, 
242 

irregular,  25 1 
regular,  25 1 
soluciones,  251-258 
punto  singular  irregular,  25 1 
punto  singular  normal,  25 1 
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atrayente,  41 

estables  asintóticamente,  41 
inestable,  41 
repelente,  41 
semiestable,  41 
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estables  globalmente,  477,  483-484 
estables  localmente,  452,  460 
estables,  460,  461 
inestables,  461-463 

puntos  críticos  para  sistemas  lineales  autónomos 
atrayente,  417 
centro,  466 

clasificación,  458,  464-466 
definición,  460 
estables  localmente,  452 
inestable,  452 
nodo  estable,  454 
nodo  inestable,  454 
nudos  degenerados,  455 
punto  espiral  estable,  456 
punto  espiral  inestable,  456 
punto  silla,  454 
repelente,  417 
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puntos  estables,  456 
puntos  interiores  de  malla,  294,  617 
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R 
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raíces  características,  352 
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raíces  de  un  número  complejo,  120-121 

raíces  indiciales,  254 

raíces  «-ésimas  de  la  unidad,  613 
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123 

raíces  reales 
distintas,  141 
repetidas,  120,  141-142 
raíz  cuadrada  del  promedio  de  los  cuadrados, 

501 
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definición,  321 

por  reducción  de  renglones,  321-322 
rastreador,  396 
reabastecimiento,  88 
reacciones  químicas  de  primer  orden,  23 
reacciones  químicas  de  segundo  orden,  24 
reacciones  químicas,  45 
primer  orden,  23-24 
segundo  orden,  24,  88-89 
reacciones,  químicas,  23 
reactancia,  161 

rectificación  de  media  onda  del  seno,  227 

rectificación  de  onda  completa  para  un  seno,  227 

redes  eléctricas,  97-98,  99-100,  232-233,  316-317 

reducción  de  orden,  116-119 

reducción  de  renglones,  313,  335 

región  invariante,  480-482 

regla  de  Cramer,  348-35 1 

regla  de  la  cadena  para  derivadas  parciales,  146-147 
regla  de  la  multiplicación,  132 
regla  de  las  mallas,  316 
regla  del  punto,  316 
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relación  de  recurrencia,  244 

relación  de  recurrencia  de  dos  términos,  244 

relación  de  recurrencia  de  tres  términos,  247 

relación  de  recurrencia  diferencial,  265,  520 

reloj  de  arena,  102,  103 

repelente,  41,  417 

resistencia,  25 

resistencia  del  aire,  25-26,  30,  83,  92,  93 
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